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Regra de Substituicao

Proposicdao (Regra de Substituicdo) Sejam f e g duas funcdes
para as quais faz sentido formar g o f. Seja @ um nimero real tal
que limy_,; f(x) = b. Suponha que lim,_,, g(y) = L e que exista
um um intervalo da forma (a — r,a + r) tal que f(x) # b para todo
x na intersecdo do dominio de f com o conjunto
(a—r,a+r)\{a}. Entdo

Jim g(f(x)) = L.
Prova Seja (x,) uma sequéncia qualquer de nameros reais
distintos de a no dominio de f que converge para a. Como (x;,)
converge para a, existe np € N tal que x, € (a — r,a+ r) para todo
n > ng. Logo, a sequéncia (yn)n>n,, onde y, = f(x,), tem seus
elementos no dominio de g, distintos de a, e converge para b, ja
que lim,_,, f(x) = b. Portanto, como lim,_,, g(y) = L, temos que
a sequéncia (g(f(xn))) converge para L, o que mostra que
limy—ag(f(x)) = L.

PROFMAT - SBM MA22 - Unidade 6 - Resumo slide 2/7



Regra de Substituicao

Exemplo A regra de substituicio nos permite calcular, por
exemplo, limy_,, cos(p(x)), no qual p(x) & um polinémio ndo
constante.

De, fato consideremos o polindmio ndo constante g(x) = p(x) — b,
onde b = p(a), do qual a & uma raiz. Como um polinémio ndo nulo
tem um namero finito de raizes, é claro que podemos encontrar um
namero real r > 0 tal que g(x) ndo se anula em
(a—r,a+r)\{a}, ouseja, p(x) # p(a) = b. Como

limy_ap(x) = p(a) e lim,_,,cosy = cos b, temos que

lim cos(p(x)) = cos(p(a)).

X—a
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Calculo de Limites de Sequéncias
Exemplo Seja a > 0. Entio, lim,_, ¥a=1.

Para a > 1. Seja (d,) a sequéncia d, = /a — 1. Temos que

d, > 0. Da identidade

8_1:(\"/5_1)<nﬁan—1Jr nﬁan_2+,,.+\n/5+1>’

obtemos que a — 1 < (v/a— 1) n = dpn.
Dai,
a—1

Pela propriedade do confronto, lim,_ d, = 0, o que implica que

lim /a=1.

n—oo

O limite também vale 1 se a = 1. Suponha 0 < a < 1. Logo,

% > 1. Pelo caso ja calculado, temos

lim a= lim
n—o00 n—oo /1 I
2 IMp—oco A 3
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Calculo de Limites de Sequéncias
Proposicdo Seja 2 > 0 um ndmero real. Tem-se que

{O, se0<a<l,

lim a" =
o0, sea>1

n—oo

Prova O caso a > 1. Escrevamos h=a— 1, logo a=1+ h com
h > 0. Pela desigualdade de Bernouilli temos que

a" = (1+h)" > 1+ nh.

Como limy_00(1 4 nh) = oo, temos pela propriedade de limites que
lim,_yoo @7 = oo.
O caso 0 < a < 1. Logo, % > 1. Do que acabamos de provar,

temos que
: 1\" .1
lim [ =] = lim — = o0,
n—oo \ a n—oo g"

logo da propriedade de limite,

PROFMAT - SBM MA22 - Unidade 6 - Resumo slide 5/7



Limites de Funcodes

Proposicao Seja f: (d,00) — R uma fungdo crescente. Suponha
que exista uma sequéncia (x,) de elementos em (d, c0) tal que
limp 00 Xn = 00 € limp_so0 F(xn) = 00. Entdo limy_o f(x) = 0.

Prova Devemos mostrar que dada uma sequéncia (yn,) tal que
liMm—00 Ym = 00, entdo limm_o0 F(ym) = 00

Seja M um ndmero real positivo qualquer. Como

limp—o0 F(xn) = 00, existe ng tal que f(x,,) > M. Se (ym) € uma
sequéncia tal que limm_ o0 ¥ym = 00, entdo existe myg tal que para
todo m > myq se tenha ypy, > xp,. Como f é crescente, temos

m>mg = Ym > Xp, = f()/m) > f(Xno) > M,

o que prova que limp_o0 F(ym) = 00
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Limites de Funcodes
Proposicao
1
lim f(x)=+00 = Ilim —/—==0.
X—300 X—»=F00 f(x)
Exemplo Vamos considerar a funcio exponencial f: R — R,
f(x) = a*, em que a € um nimero real positivo diferente de 1.

Se a > 1, sabendo que a exponencial € uma funcdo crescente e que
lim,_s @" = co. Entio

lim a = oo, paratodoa>1.
X—00

No caso em que 0 < a < 1, temos que % > 1 e portanto,

. 1 ) 1\”*
lim — = lim = 00,
x—00 g@X x—o00 \ g

donde
H X
lim a*=0.
X—>00
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