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Limites de Laterais

Definicao (Limite Lateral Esquerdo) Sejam f: D - Reae R
tais que para todo r > 0, o intervalo (a — r, a) intersecta D.
Dizemos que o limite de f(x) quando x tende para a pela esquerda
é igual a L, escrevendo ||m f(x) = L, se para toda sequéncia (xp),

—a-
com x, < a para todo n e N e tal que ||m X, = a, tem-se que
lim f(x,) = L.

n—o0

Definicao (Limite Lateral Direito) Sejam f: D — R e a € R tais
que para todo r > 0, o intervalo (a,a + r) intersecta D. Dizemos
que o limite de f(x) quando x tende para a pela direita é igual a L,

escrevendo lim f(x) = L, se para toda sequéncia (x,), com x, > a
x—at

para todo n € N e tal que lim x, = a, tem-se que ||m f(xn) = L.
n—o0
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Limites Laterais

Exemplo Seja f definida em R\ {0} por, f(x) = —-1sex<O0e
f(x) =1sex>0.

Qualquer sequéncia (x,) convergindo para 0, com x, < 0 para todo
n € N, vemos que (f(x,)) = —1. Assim, lim f(x)=—1. Por
x—0~

outro lado, (x)=1.

lim f
x—0t
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Limites Laterais

Teorema Sejam f: D — R e a € R tais que para todo r > 0, os
intervalos (a — r,a) e (a,a+ r) intersectam D. Ent3o,

lim f(x) = L se, e somente se,

X—a

lim f(x)= lim f(x)=L.

x—»a~ x—at

Demonstracdo A demonstracdo da parte que falta segue das
definicBes, repartindo os termos de uma sequéncia que converge
para a em dois grupos: os termos menores do que a e os termos
maiores do que a.
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Limites Laterais

Exemplo Consideremos a fun¢do f: R\ {0} — R dada por

f(x)=0sex<0 e f(x)=xsex>0, cujo grafico esbocamos
na figura a seguir.

Seja (xp) uma sequéncia com x, < 0 para todo n € N e tal que
lim x, = 0. Entdo, lim f(x,) = lim 0 = 0. Por outro lado, se
n—o00 n—o0 n—o00

(xn) é uma sequéncia com x, > 0 para todo n € N e tal que

lim x, =0, teremos que lim f(x,) = lim x, = 0. Assim,
n—oo n—oo n—oo

lim f(x)= lim f(x)=0e, limf(x)=0.

x—0— x—0*t x—0
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Limites Infinitos

Definicdo (Limite +00) Sejam f: D — R e a € R tal que todo
intervalo aberto contendo a intersecte D \ {a}. Diz-se que
limy_, f(x) = 400 se, para toda sequéncia (x,) de elementos de
D\ {a} tal que nlemX” = a, tem-se nhj;o f(xn) = +00.
Definicdo (Limite —oo) Sejam f: D — R e a € R tal que todo
intervalo aberto contendo a intersecte D \ {a}. Diz-se que

limy_,5 f(x) = —0c0 se, para toda sequéncia (x,) de elementos de
D \ {a} tal que ||m Xp = 4, tem-se ||m f(Xn) = —0Q.
n—00 n—00
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Limites Infinitos

Exemplo Consideremos a fun¢do f(x) = X% definida para
x € R\ {0}, cujo grafico esbocamos na figura a seguir.

Se tomarmos qualquer sequéncia (x,) de nimeros diferentes de

zero tal que lim x, =0, teremos lim f(x,) = lim — = +o0
n—oo — 00

n n—00 Xp

Entdo, lim f(x) = +oo.
x—0
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Limites Infinitos

De maneira completamente anéaloga ao feito anteriormente,
podemos definir sem dificuldade o que se entende por

lim f(x) = +o0, lim f(x) = 400,
x—a~ x—at
e por
lim f(x) = —o0, lim f(x) = —o0.
x—a~ x—at
Por exemplo,
1 .1
Im —=—-0c0 e |lm — =400
x—0— X x—0t X
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Assintotas

A reta vertical x = a € uma assintota vertical ao grafico de uma
funcdo f se for satisfeita uma qualquer das condicées abaixo:

limy_,,- f(x) = —o0, lim f(x) = 400,
X—a—

lim f(x) = —o0, lim f(x) = +oc.
x—at x—at

Basta que uma das condicGes mencionadas acima se cumpra para
se concluir que a reta x = a € uma assintota vertical ao grafico de
uma fungdo f. Observe também que se lim,_,, f(x) existe, entdo
X = a ndo sera uma assintota vertical.

Portanto, se a reta vertical x = a for uma assintota vertical, o
grafico de f se aproxima cada vez mais dessa reta (para cima ou
para baixo), 8 medida que x tende a a pela direita ou pela esquerda.
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Assintotas

Exemplo Consideremos a funcdo f definida por

1—x, sex<0
f(X):{l se x > 0.

X

Como limy_,g+ f(x) = 400, segue da definicdo que a reta x =0 é
uma assintota vertical ao grafico de f, embora tenhamos
lim f(x)=1.

x—0~
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