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Limites de Funcodes

Definicio Sejam f: D — R, onde D é o dominio de f, a € R tal
que todo intervalo aberto contendo a intersecte D \ {a} e L € R.
Diz-se que f(x) tende para L quando x tende para a, e escreve-se
lim f(x)=1L
X—a ( ) ’
quando, para toda sequéncia (x,) de elementos de D \ {a} tal que
lim x, = a, tem-se lim f(x,) = L.
n—oo n—oo
Segue diretamente da unicidade de limite de sequéncias que, se
existe o limite de uma funcio, entdo ele é Gnico.
A exigéncia feita sobre a, na definicdo acima, significa que ha
pontos de D diferentes de a tdo préximos de a quanto queiramos.
Isto ocorre, por exemplo, se D & um intervalo n3o trivial (isto &,

quando n3o se reduz a um Gnico elemento) e a € D ou a é um
extremo de D (caso D # R).
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Limites de Funcodes
Exemplo Consideremos a fungdo f definida em R\ {3}, por

3 2
x° — 3x

f(x :M. Entdo, im —— =0.
() x—=3 x—3 x—3

>
0o 2 4 6 8 10

Isto é, qualquer sequéncia (x,) convergindo para 3, com x, # 3
para todo n € N, vemos que (f(x,)) converge para 9.

De fato,
3 2 2
) . Xp® — 3xp . xp*(xn —3) ) 5
lim f(x,) = lim ——— = lim ——— = lim x," =09.
n—o0 n—oo  Xp — 3 n—o00 Xp — 3 n—o00
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Limites de Funcodes
Quando ndo houver um namero real L satisfazendo a propriedade
acima, diz-se que lim f(x) ndo existe.
X—a
Exemplo Consideremos a funcio f definida em R, dada por
f(x) =x—1sex<0ef(x)=x+1sex >0, cujo grafico é

como na figura.

Esta funcdo ndo admite limite se x — 0. Por exemplo, se tomarmos
_ 1 : o 1 _

Xn = —7, segue que nImef(xn) = nIme( —i_1=-1

Por outro lado, se tomarmos x, = % segue que

lim f = lim(+1)=1.

nLoo (Xn) an(” + )
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Propriedades dos Limite de Funcoes

Teorema Sejam f,g: D — R e a € R tal que todo intervalo
aberto contendo a intersecte D \ {a}. Se

)I(i_n?a f(x)=1L; e )I(ilpag(x) = L,, ent3o,
(a) lim(f +g)(x) = L1 + Lo
(b) lim (f5)(x) = L1Ls.
(c) Se g(x) # 0 para todo x € D e Ly # 0, tem-se que
im ()00 =2
x[>na g X)= Ly
Corolario Sejam f,g: D — R como no enunciado do Teorema.
(a) Se c e R, entdo )I([}na cf(x) = c()l([)na f(x)) = cl;.
(b) llna(f —8)(x) = L1 — Ly.
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Propriedades dos Limite de Funcoes

s x3—2x+1
Exemplo l@l%
Sejam p(x) = x> — 2x + 1 e g(x) = x> — 1 definidos em
~ 3_
D =R\ {-1,1}. Entdo, se x € D. B(x) = =2 e g(x) # 0.
Como lim p(x) = p(1) =0 e lim g(x) = g(1) = 0, ndo podemos
x—1 x—1
aplicar o Teorema, pois o limite do denominador é igual a zero.
Devemos proceder de outra maneira para calcular o limite.
Veja que x =1 é raiz de ambos os polinémios e

p(x)=(x—1)(x*+x—-1) e g(x) = (x — 1)(x + 1).

Pix) = (x = 1)(x*+x 1)
q (x=1)(x+1) °
donde
i x3—2x+1_|_ (x —1)(x>+x—1)
AT X210 T (x—D)(x+ 1)
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Propriedades dos Limite de Funcoes

Note que, como x =1¢ D =R\ {—1,1}, temos que

 (x=1)(2+x-1) . x*+x-—1
lim = lim ———8M —.
x—1 (X — 1)(X -+ ].) x—1 x+1

Como limx?>+x—1=1e limx+1=2+#0, podemos aplicar o
x—1 x—1

Teorema e concluir que

. 2

X3 —2x+1 X2 +x—1 )!Lnlx tx-1 1

im ———— = |im = : = —.

x—1 x2-—1 x—1  x+1 limx+1 2
x—1
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Propriedades dos Limite de Funcoes

Um ponto muito importante a ser observado, é que a igualdade (1)
acima se verifica, pois ao tomarmos o limite quando x tende para 1,
o fazemos tomando valores de x € D =R\ {—1,1} e de fato, para
qualquer desse valores, ao substituirmos no numerador e
denominador do primeiro membro da igualdade os termos (x — 1)

do numerador e denominador se cancelam. N&o é verdade que as
x3—2x+1 e (x%+x—1)
x2—1 (x+1)
dominio o conjunto D =R\ {—1,1} e a segunda tem como
dominio o conjunto S =R\ {—1}, mas para efeito do calculo do

limite, isto ndo importa.

funcdes sejam iguais; a primeira tem como
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