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DESCRICAO DAS ETAPAS

Que € compreender? Que é aprender? Devemos confes-
sar que ndo temos ainda resposta cientificamente satisfatéria
para estas duas perguntas, Se, por um lado, ¢ verdade que
ninguém pode atualmente duvidar de que a relagdo estimulo-
-resposta conduz a um adestramento que, tanto no plano da
compreensdo como no da aprendizage_:g posterior, representa,
na maioria das vezes, bloqueamentos, falta, por outro lado,
demonstrar quais sd@o os elementos constitutivos do processo
de aprendizagem, digno desse nome.

Partimos do teorema de existéncia, segundo o qual admi-
timos que € a partir de um ambiente rico que a crianga consegue
construir seus conhecimentos, ¢ tomamos como modelo a apren-
dizagem da lingua materna. Todos sabem que as criangas que
vivem em um meio onde se fala uma lingua rica estio em con-
di¢des de construir uma lingua rica.

No decurso de nossas pesquisas, a0 mesmo tempo tedricas
e praticas (Cf. Bibliografia I, II, III), pudemos demonstrar que
“mergulhar a crianga em 4guas profundas” facilita-lhe o pro-
cesso de aprendizagem, ou seja, a0 mesmo tempo 0 processo de
abstragio, de generalizagio e de transferéncia.

Trabalhos posteriores permitiram-nos analisar mais detida-
mente 0 processo de gbstracéo, no qual chegamos a distinguir
seis etapas diferentes” O presente estudo limitar-se-4 a apre-
sentar e ilustrar, através de exemplos tirados da l6gica e da
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geometria, estas diferentes etapas, que devemos evidentemente
levar em conta no planejamento do ensino da Matematica, se
quisermos que todas as criangas tenham acesso a ele, se qui-
sermos evitar fechar as portas das ciéncias matemadticas & maior
parte das pessoas, como acontecia antigamente e como acontece
ainda na maior parte dos casos.

Primeira etapa ~ [47 '3 1 o

A nogdo de meio: parece-nos fundamental, uma vez que,
em certo sentido, ‘toda aprendizagem equivale a um processo
de adatagio do organismo ao seu meiq} Dizer que uma crianga,
um adulto ou mesmo um animal ou, de maneira geral, que
um organismo qualquer aprendeu alguma coisa significa que
esse organismo, esse adulto ou essa crianga conseguiu modificar
seu comportamento com relagdo a determinado meio, Na fase
anterior & aprendizagem, o organismo estava mal adatado a
uma determinada situagdo, a um determinado meio, mas, gra-
¢as a aprendizagem, o organismo pdde adatar-se a tal ponto
que o individuo se tornou capaz de dominar as situagbes que
se lhe apresentam .nesse meio. Levando em conta esse as-
pecto de adatagdo, de que se reveste toda e qualquer apren-
dizagem, parece razoavel apresentarmos a crianga um meio ao
qual possa addtar-se. E a esse processo de adatagio a um
meio, que os pedagogos chamam, de modo geral, aprendizagem.

Mais precisamente: a adatagdo dé-se durante uma fase que
podemos chamar de fase do jogo livie. Todos os jogos in-
fantis representam uma espécie de exercicio que permite a
crianga adatar-se a situagdes que teri de encontrar em sua
vida futura. Ora, se alguém se propde ensinar légica a uma
crianga, parece necessirio que a faga defrontar-se com situa-
¢oes que a levem a formar conceitos 16gicos. Se nos ativermos
ao exemplo da légica, precisaremos reconhecer que, de modo
geral, o meio em que vive uma crianga ndo comporta atributos
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que consideramos ldgicos. Torna-se necessirio, p01s, inventar
um meio artificial Em contato com esse meio, a crianga serd
levada paulatmamente, a formar conceitos légicos, de forma .
mais ou menos sistemdtica. YTal meio poderd ser constltuldo
eventualmente, do universo dos‘wBlocos l6gicos. Um jogo de
blocos ldgicos compde-se de pecas de madeira ou de plastico
nas quais fazemos varlar, 51stemat1camente as segumtes va-
ridveis: cor, forma, ‘espessura e tamanho. Nio é neces-
sério, naturalmente, limitarmo-nos a essas quatro varidveis.
Podemos fazer variar outras. Se quisermos que uma crianga
dé os primeiros passos no sentido da aprendizagem das nogdes
concernentes ao conceito de poténcia, serd desejavel que a co-
loquemos em um meio adequado. Tal! meio podera ser for-
mado pelos jogos Multibases em que, de acordo com a base,
forneceremos certo nimero de objetos, cujo volume ou cuja
superficie vai aumentando, com relagdo & base escolhida. Se
tivermos escolhido a base 3, serd necessario fornecer uma peca,
que tomaremos como unidade; depois, outras, cujo volume
corresponderd a trés vezes o da unidade; depois outras, cujo
volume corresponderd a nove vezes o da unidade, e assim por
diante. Através de uma interagdo livre com o material a crianga
dara os primeiros passos em dire¢iio a aprendizagem das pro-
priedades das poténcias. Poderiamos dar um grande nidmero
de exemplos semelhantes, para mostrar como € possivel criar
um meio artificial, destinado' & aprendizagem de um con]unto
qualquer de nogdes matemadticas.

S . R
Segunda etapa | X< SR VT e

Depois de certo periodo de adatagdo, isto €, de jogo, a
crianga perceberd yestrigdes da s1tua<;ao. H4 coisas que ndo
se pode fazer. H4 condigdes as quais € preciso satisfazer an-
tes de se atingirem determinados objetivos. A crianga percebe
regularidades impostas a situagdo. Nesse momento, estard pronta




para lidar com as restri¢bes que the forem artificalmente im-- - terminado de valores para cada uma das varidveis que intro-

postas. Estas restricbes chamam-se: (“&S regfas do jogo”.) duzirmos no jogo. O importanté & que haja diversas vg;iéw?éfsﬂ
No jogo de xadrez, por exemplo, sdo absolutamente arbi- que cada uma dessas varidveis tenha diversos valores e que a
trarias as propriedades de cada pedra. Nido dependem, em crianga possa manipular essas varidveis, escolhendo conjuntos de
nada, da forma ou de outras propriedades fisicas das pegas. blocos, conjuntos de conjuntos ou, de modo geral, conjuntos
Igualmente, podemos sugerir as criangas jogos com regras: as de elementos quaisquer, de forma que os elementos possam ser
préprias criangas poderdo, uma de cada vez, inventar outras distinguidos uns dos outros pela percepgdo da crianga. Assim,
regras, mudar as regras e participar dos jogos correspondentes. os jogos realizados com uma concretizagdo, depois com outra
Habituar-se-80, assim, & manipulagdo dos regulamentos. E cla- concretizagdo, serdo identificados do ponto de vista das es-
ro que, quando pretendermos que uma crianga aprenda estrutu- _ truturas. Sera neste momento que ela perceberd o que € “se-
ras matemétlcas,lteremos de sugerir conjuntos de regras aph-i melhante” nos diversos jogos que praticou, isto &, que "gggﬁl“i‘gg}ré 3
:cavels a estruturas matematlcas corrcspondentes. Os jogos se - uma abstragao .
realizardo através de certo tipo de materlal estruturado como S it )
0 que indicamos acima. I

, ) Quarta etapa L:\
Terceira eta a /180 Mot SPA 0 — G ol rra& 2 . . -
Pa /150 c1SPA0— Naturalmente, a crianga ndo estard ainda em condigGes

de utilizar essa abstragdo, pois esta ndo se fixou ainda no

E evidente que brincar com jogos estruturados conforme as o
' espirito dela. Antes de tomar plena consciéncia de uma abs-

leis matemé4ticas inerentes a uma estrutura matemética qual-
quer ndo é aprender matemética. Como pode a crianga tirar {racdo, a cnanga tem necessidade de um processo de represen-
do conjunto desses jogos as abstragbes mateméticas subjacentes? : tagdo. Tal representagdo lhe permitird falar daquilo que abs-
O meio psicolégico consiste em fazé-la brincar com jogos que traiu, olhar de fora, sair do jogo ou do conjunto dos jogos,
possuam a mesma estrutura, apresentando, porém, aspecto mui- examinar os jogos € rc?ﬂetlr a res‘pc.alto deles. ,Tal repre.senta-
to diferente, para a crianga. Assim, ela serd levada a des- ¢do poderd ser um conjunto de gréficos, podera ser um sistema
cobrir os lagos de natureza abstrata que existem entre os cartesmno podera ser um dlagrama de Venn ou qualquer outra
elementos de um jogo e os elementos de outro jogo, ambos de representagao visual Qu_mesmo_auditiva, no caso de criangas
estruturas idénticas. E a isto que chamamos “jogo de dicio- que ndo pensam de uma forma essencialmente visual.

ndrio”, ou, se preferirmos um termo matemético: [go de “'_ 4\

. ‘ _ \
i‘morflsm ” Ass1m, a cnanga destaca a estrutura comum dos Quinta etapa ‘\_,LA e ﬁ»\;\ ,r = fw‘,@ NE Axuvw\—y\/w.
. ]ggos e se desembaraga das pt}rtes ndo pertmentes No em- - ‘ ) )
prego dos blocos 16gicos, por exemplo, as cores, as formas, etc. : Apbs a introducdo de uma representagao ou mesmo de
sdo propriedades ndo pertinentes. Poderiamos empregar outras muitas_representacdes da mesma estrutura, serd “possivel exa-
propriedades, poderiamos até tomar conjuntos de objetos e con- ) minar essa representagdo. O objetivo desse exame serd p_qr-
siderar propriedades de conjuntos ao invés de propriedades ceber as propriedades da abstragdo reahzada Em uma repre-
de objetos. Nio é sequer essencial que haja um nidmero de- sentagdo, pode-se facilmente perceber as propriedades princi-
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pais do ente matemdtico que se acaba de criar. Isto significa
que & necessdrio, nesta etapa, uma descrigio daquilo que re-
presentamos. Para uma descrigdo, hd necessidade de uma lin-
guagem e é por isso que a realizagdo das propriedades da abs-
tragdo deve ser, nesta quinta etapa, acompanhada da jpvengdo
de uma linguagem e da descricdo da representagdio, a partir
dessa’ linguagem inventada. Ser4 melhor, se possivel, que a
crianga invente sua prépria linguageq:ﬂ e que, mais tarde, as
criangas, com o auxilio do professor, discutam entre si se uma
das linguagens introduzidas € mais vantajosa que outras. Essa
descrigio formar4 a base de um sistema de axiomas. Cada
~ parte da descrigdio poderé servir de axioma, ou mesmo, mais
tarde, de teorema. ,

S

Sex{(il“etapa :
R o
" A maior parte das estruturas mateméticas € de tal forma
complexa que possui um nimero enorme de propriedades. Na
descrigdo do sistema que se inventou, é impossivel citar todas
as propriedades. E preciso, pois, de certa forma, circunscrever
a descrigdo a um dominio finito, em um ndmero finito de pala-
vras. Isto quer dizer que temos necessidade de um método,
para chegarmos a certas partes da descrigdo, a partir de uma
primeira parte, que nos é dada como ponto-de-partida. Esses
métodos, que servirdo para chegarmos a outras partes da des-
crigdo, serdo nossas\_regras do jogo de demonstragéo.} As des-
crigdes a que chegaremos depois §érfio chammadas- teoremas do
_sistema. Inventamos assim um sistema formal, no “qual hé
axiomas, isto é, a primeira parte da descrigdo, ¢ regras do jogo.
Poder4 haver outras, que serdo as regras l6gico-matemdticas da
demonstragdo. Haver4, depois, teoremas do sistema, que cons-
tituem as partes da descrigdo as quais chegamos a partir da
descri¢do inicial, empregando as regras do jogo.

, \ : e
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A APRENDIZAGEM DE ALGUMAS NOCOES LOGICAS

Primeira etapa

Vamos mostrar, nesta primeira ilustragdo, como & pos-
sivel levar a crianga, a partir do jogo livre, a passar pelas etapas
‘que acabamos de descrever, chegando até & sexta etapa, em
que serd capaz de realizar o jogo de demonstragdo, isto é, de
manipular um sistema formal. Eis, por exemplo, uma situagdo

Jogo livre com os blocos légicos

LR



de jogo na qual as criangas de uma classe deverdo familiarizar-se
com as varidveis: forma, cor, espessura e tamanho, destinada a
servir-lhes, mais tarde, & aprendizagem mais adiantada, corres-
pondente a segunda etapa.

Segunda etapa

Estudo da relagdo entre a conjung@o e a intersecgdo

. ‘disjungéd,‘ liegag’ \ i;pp}i?ag}é};:)

Nio podemos tomar toda a 16gica como ilustragdo. Vamos
escolher a aprendizagem de certos elementos, como, por exemplo,
os conectivos légicos. Tomaremos os seguintes: cgliiihz%)
" Para introduzir jogos de negagdo, de conjungdo, de disjun-
¢do, de implicagdo, podemos fazer classificagoes de dupla entra-
da, com o conjunto de blocos 14gicos. Poderemos fazer, por
exemplo, um diagrama de Carroll, em que colocaremos, a di-
reita, todos os vermelhos e, a esquerda, todos os ndo-vermelhos.
No alto, colocaremos todos os blocos redondos e, embaixo, to-
dos os nao-redondos. Haveri, entio, redondos ndo-verme-
lhos, redondos vermelhos, nio-redondos nio-vermelhos e ndo-
-rendondos vermelhos, em conjuntos disjuntos distribuidos em
um retingulo. Podemos entdo perguntar as criangas onde es-
tdo os blocos que sdo vermelhos e redondos ao mesmo tempo,
onde estdo os blocos que sdo nao-vermelhos e redondos ao
mesmo tempo, ¢ assim por diante. Podemos, naturalmente,
levar um pouco mais longe a aprendizagem e perguntar as
criancas onde estdo os blocos que ndo sdo vermelhos-e-redon-
dos. Isto quer dizer que negamos a propriedade conjunta
vermelho-e-redondo.

nio-vermelhos vermelhos

L

N\

NO

Figura 1



A parte hachurada do diagrama I representa os redondos
vermelhos; conseqiientemente, a parte ndo hachurada repre-
senta os que ndo sao vermelhos-e-redondos. A crianga aprende,
aqui, a fazer corresponder um conjunto a um atrlbuto € 0_con-
junto complementar ao atributo ‘negado. Podemos, 1gualmente
tomar dois aros, jogd-los no chio, como indica a figura 2, e
pedir as criangas que coloquem todos os blocos vermelhos, e
nada mais que os vermelhos, dentro de um dos aros, e todos os
blocos redondos, e nada mais que os redondos, dentro do
outro aro. Finalmente, as criangas pefceberéo que os redon-
dos vermelhos estardo na parte do aro destinada aos vermelhos,
que faz parte, igualmente, do aro destinado aos redondos.
Esta parte representa, de forma espacial, [a inférseccao) isto &,
a c\oillungao dos atrlbutos “vermelho ¢ redondo e a 1ntersec-

Figura 2

Os blocos ndo-redondos vermelhos estardo a esquerda, os
redondos nido-vermelhos estardo a direita, os nao-redondos nao-
-vermelhos estardo no exterior dos dois aros. Se, entdo, al-
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guém perguntar onde estio os blocos que ndo sdo ao mesmo
tempo vermelhos e redondos, as criangas mostrario o resto da
figura, isto €, a parte da figura que ndo € a parte comum dos

dms aros.” Podemos, da mesma forma, considerar uma arvore,
‘como indica a figura 3. '

O nO O

vermelhos ndo-vermelhos

Figura 3

A esquerda, colocaremos, por exemplo, os blocos vermethos
e, a direita, os ndo-vermelhos; na parte mais alta da arvore, sera
preciso fazer mais uma divisdo entre os redondos e os ndo-
-redondos. Coloquemos os redondos & esquerda e os ndo-re-
dondos a direita, para os vermelhos, repetindo da mesma forma
para os nio-vermelhos. Em cada extremidade da arvore ha-
verd um conjunto como os que ja vimos nos outros métodos de
reparticiio espacial. Haverd, da esquerda para a direita, re-
dondos vermelhos, nao-redondos vermelhos, redondos nao-ver-
melhos e ndo-redondos nio-vermelhos.

E evidente que a representagdo espacial nio é adequada
a uma classificacdo 16gica. Uma distribuicdo espacial tem tan-
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to valor quanto outra qualquer. Por isso, a crianga tera de
desembaragar-se de um lago muito estreito que existe entre
o0 seu pensamento logico e a reparti¢do espacial empregada para
estimular esse pensamento logico. Neste ponto, entramos, jé,
na terceira etapa.

Terceira etapa

Podemos propor as criangas os trés jogos descritos na se-
gunda etapa e mandé-las transferir os blocos de uma repar-
ticio espacial para outra. FElas perceberdo logo que é pos-
sivel transferir os blocos conjunto por conjunto, isto €, que,
se todos os blocos redondos ndo-vermelhos estio agrupados
em determinada parte de uma reparti¢do, eles estardo do mes-
mo modo agrupados em outra reparti¢do. 'As criangas pode-
rio, conseqiientemente, apanhar todos os blocos redondos ndo-
-vermelhos que foram colocados em um diagrama e trans-
porta-los ao lugar adequado em outro diagram\' Quando per-.,
ceberem que ndo da diferenca entre uma. Icpartu;ao e outra,

e

‘ter-se-a0 desembaragado de uma_propriedade ndo pertinerite” ao
jogo. Existem, porém, naturalmente, outras propriedades ndo-
~Pertinentes que empregamos como, por exemplo, cores, for-
mas ou outras propriedades particulares. Para que a crianga
se desembarace destas wltimas, serd preciso inventar um sis-

tema de con]untos Ao invés de tomar blocos 16gices, podemos

s

tomar um conjunto de conjuntos. Tomemos, por exemplo, pe-
dras, l4pis, fésforos e rolhas. Estabelegamos um método para
com eles construir conjuntos. Podemos decidir, por exemplo,
que serd permitido colocar trés pedras, duas pedras, uma pedra
ou nenhuma pedra em um conjunto. Serd permitido, também,
colocar dois l4pis, um I4pis ou nenhum l4pis, em um con-
junto. Podemos, ainda, colocar um fésforo ou nenhum fésforo,
depois uma rolha ou nenhuma rolha em um conjunto. Veremos
que serd possivel formar, assim, 48 conjuntos diferentes, diver-
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samente constituidos de pedras, de l4pis, de fésforos e de ro-
lhas, inclusive o conjunto vazio, em que nio hia nada. Vamos
que a varidvel “pedra” corresponde & variavel forma, pois hi
quatro formas no jogo e hd quatro maneiras permitidas de co-
locar numeros diferentes de pedras. A varidvel “lapis” cor-
responde 4 cor. Os fosforos e as rolhas correspondem ao
tamanho e & espessura. Para inventar um exercicio exata-
mente correspondente ao anterior, poderiamos tomar como
vermelhos os conjuntos que compreendem dois lipis e como
redondos, por exemplo, os conjuntos em que nao ha pedras.
Teremos dois ldpis no conjunto que corresponde a um ver-
melho; nenhuma pedra num conjunto correspondente a um
bloco redondo. Podemos executar, entio, os exercicios cor-
respondentes. Nao é preciso dizer que a correspondéncia nio
é dada, antecipadamente, as criangas. Construimos, inicial-
mente, o conjunto universal dos conjuntos de pedras, de lpis,
de fésforos e de rolhas. Passamos, em seguida, aos jogos de
classificagdo, com este conjunto de conjuntos. Sera preciso, na-
turalmente, que as criangas sejam capazes de manipular con-
juntos de conjuntos definidos a partir de propriedades perti-
nentes a esses conjuntos. Por exemplo: um conjunto de con-
juntos serd o conjunto dos conjuntos nos quais ndo h4 nunca
um lapis, ou nos quais hia sempre um lapis, ou nos quais ha
o mesmo nirhero de lapis e de fosforos, e assim por diante,
E sempre possivel, desta maneira, introduzir um novo universo,
levando depois as criangas a fazer os exercicios ji4 descritos e
representados nas f figuras 1, 2 e 3, mas com um conjunto uni-
versal diferente. ' Dizemos que as criangas ji fizeram abstraqao
da repartigdo do “universo particular empregado no problema.,

Isto significa que elas deverdo, por exemplo, as W
junto, e somente um, a cada um dos blocos, e um bloco, e

somente um, a cada um dos con]untos. Dep01s disso, elas
po €rao Tazer, deﬁmtxvamente, ‘uma correspondencla mais sis-
temética, promovendo a correspondéncia entre as propriedades
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dos conj’untos,‘ de um lado, ¢ as propriedades dos blocos, de ou-

tro lado.

ot 2]
=

~

My

Diagrama de Carroll : Simultaneamente com objetos e conjuntos de
objetos. (A figura mostra apenas um quarto do diagrama.)

A determinado momento, serd preciso também introduzir
.a implicagdo. Uma das maneiras de fazé-lo serd tirar um ou
outro dos quatro conjuntos construidos para o jogo das con-
jungdes. Se tirarmos, por exemplo, os blocos redondos ndo-

-vermelhos, poderemos ver que se escolhermos, no resto, um .

redondo, ele serd vermelho. Igualmente, se escolhermos um
ndo-vermelho, ele serd ndo-redondo. E uma das propriedades
condicionais do conjunto que nos resta depois de termos tirado
os blocos redondos ndo-vermelhos. Poderemos ver, ainda, que
0 conjunto que restou possui uma mnedadeq;g‘_% Apbs
termos tirado os blocos redondos ndo-vermelhos, todos os blo-
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cos que restam serdo vermelhos ou nio-redondos.
mente, quando em légica dizemos f‘ai;”) queremos dizer que a
propriedade conjuntatambémy*pode ser verificada. Depois de
havermos efetuado os jogos de conjungdo, disjungdo, implicagdo
e negagdo, depois de termos repartido os conjuntos correspon-
dentes, de muitas maneiras diferentes, empregando conjuntos uni-
versais diferentes, teremos atingido certo nivel de abstragio.
Estaremos prontos para abordar o problema da representagio,
isto é, a quarta etapa,

Evidente-

"o o [Te[@OT®
NN - R CE ol o
E==1==1 =] ] sl lirs
a TaTaTATATA
"o "o Te " "0 |"®
m@ m@ m@ m@] "“@ m@
mlmmmlauml_uw-nllml-ﬂmnll
TATATATAITATA

Figura 4

O primeiro algarismo representa o mimero de pedras, o segundo, o
ntimero de l4pis, o terceiro, o ntimero de fésforos, o quarto, o de
rolhas. Assim, 1.210 quer dizer: uma pedra, dois lapis, um f6sforo,
zero rolha.
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Quarta etapa

Como poderemos representar a idéia da conjungao, isto

descntos? Ser4 necesséna uma representagao precisa, que de-
verd compreender as diferentes concretizaches j4 mencionadas.
As redes léglcas oferecem-nos essa representagdo:

vermelho

X | E

Figura 5

i
S P
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A figura 5 mostra uma entrada, 3 direita, seguida de uma
bifurcagdo com uma porta que é preciso ultrapassar. Depois,
outra bifurcagio, seguida de outra porta. Temos ji dois ca-
minhos que chegam 2 esquerda: um caminho, no alto, leva-nos
a saida, e o caminho, embaixo, a0 complemento do conjunto
da saida. Podemos chami-lo de “refugo”. Os clementos do
conjunto universal que chegam 2 saida representam, de maneira
concreta, a conjuncdo de duas propriedades x e y. Esta é a lei
que precisamos seguir, na bifurcagdo que precede uma porta:
para que um elemento passe pela porta, serd necessario e sufi-
ciente que possua a propriedade marcada na porta. No caso
dos blocos l6gicos, por exemplo, poderiamos colocar a etique-
ta “vermelho” em uma porta e a etiqueta “redondo” na outra.
Todos os blocos passam pela entrada, mas os vermelhos passa-
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it e e,

rio pela porta x, enquanto os ndo-vermelhos tomardo outro
caminho. Os vermelhos que ndo forem redondos tomardo o
caminho que vai para baixo, enquanto que 0Os vermelhos re-
dondos passardo pela porta y, a porta dos redondos. Toma-
mos o atributo “vermelho” para o valor da varidvel x. Toma-
mos o atributo “rendondo” como valor da varidvel y. Temos
agm uma boa representagao para a conjungdo. Faremos, para
a disjungao, uma representagio semelhante.

_l vermelhos
S X

O €

Figura 6

A porta x fica no mesmo lugar, mas a bifurcagéo leva,

agora, para baixo. TV Veremos que chegardo 3 saida todos 05—,
3
elementos, e somente os elementos, que possuem a propnedade X

Ja propriedade y. O complemento serd constituido pelos
€mentos que ndo possuem nem a propriedade x nem a pro-
priedade ENO nosso caso, por exemplo, se x quer dizer “ver- ~
melho” e se y significa “redondo”, todos os vermelhos e todos
os redondos chegardo 2 saida, mas apenas 0s nio-vermelhos
e ndo-redondos chegardo ao complemento. Esta rsgrfi?taré
a,_nn;aa.dam;ao
Hi duas maneiras de representar a nega¢do. Se, por exem-
plo, desejissemos que os ndo-vermelhos ou os redondos che-
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gassem a saida, colocariamos a porta dos x embaixo, ao invés
de coloci-la em cima, como, por exemplo, na figura 7.

Na fig. 7, € evidente que todos os ndo-x chegém a saida, e
depois, também, todos os y. Um y é um ndo-x. Os y que sdo
ndo-x ja estdo 14, mas os y que sdo x vdo passar pela porta x
e tomardo o caminho que passa pela porta dos y.

p I
S——/— L

Figura 7

Se desejdssemos negar a propriedade y, teriamos y em-
baixo, em lugar de o termos no meio, como mostra a figya 8.

Aquif os blocos que constituem o conjunto da saida sio x
ou ndo-y. Podemos ver, facilmente, como se constréi o con-
junto reunido dos ndo-x ou dos ndo-y, etc. Vemos, igualmente,
na figura 8, que temos em S um conjunto que concretiza, de
certa maneira, uma implica¢do. No conjunto de saida da figu-
ra 8, se procurarmos um y, ele deverd ser um x, porque os y
que ndo sdo x chegaram evidentemente ao conjunto comple-
mentar (refugo). Assim, “ndo-y ou x”, que é verdadeiro para
o conjunto de saida da figura 8, pode ser igualmente caracteri-
zado por “se y, entdo x”, ou talvez ainda melhor: “a condigdo

y implica em x”.

i
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Rede 1égica para a negagdo de uma conjungdo. Lei de De Morgan.
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Figura 8

Para representar uma negagdo que nega todo o preceden-
te, podemos empregar uma espécie de cruzamento como o in-
dicado pela figura 9."Se o cruzamento ndo fosse introduzido no
extremo da rede de caminhos da figura 9, a saida seria o conjun-
to no qual todos os elementos sio “ndo-y ou ndo-x”. Apbs a
negacdo de tudo isso, temos um conjunto em que é verdadeiro
para todos os elementos que eles ndo sio “ndo-y ou ndo-x”.
Observando a figura 5, podemos ver imediatamente que os mes-
mos elementos chegam 2 saida, tanto na figura 5 como na fi-
gura 9, acontecendo o mesmo para os dois complementos. Isto
quer dizer que a rede da figura 9 reparte o conjunto universal

entre o conjunto de saida e o conjunto refugo, da mesma ma-

neira que a rede de caminhos representada na figura 5. A esta
altura, chegamos, j4, 2 consideragdo de certas propriedades da

: B
~_ N\

Figura 9
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representagio dada. Chegamos & consideragdo de certas relg-
Les de equzvaléncta entre redes. Poderiamos dizer, por exem-
plo, que a "artede 5 & equivalente & rede 9. Dizemos que duas re-
des sdo equivalentes quando ambas fazem a mesma reparti¢do
do conjunto universal no conjunto de saida € no conjunto re-
fugo, respectivamente. Estamos, neste ponto, muito préximos
da quinta etapa, pois iniciamos, j4, uma espécie de descrigdo.
Introduzimos, no interior do sistema de representagdo, uma
relagdo de equivaléncia, tendo abordado assim o problema des-
tinado 3 quinta etapa.

Quinta etapa

Para descrever as equivaléncias entre as redes, teriamos
necessidade de inventar nomes para as diversas partes das redes
que representam, de maneira gréfica, as nogdes 16gicas jd apren-
didas nas etapas anteriores. Tomemos os diagramas 5, 6, 7, 8 ¢
9, por exemplo. Tentemos descrever, concisamente, as proprie-
dades conjuntivas, disjuntivas dos conjuntos que encontramos
a saida destas figuras.

A saida de 5, todos os elementos sdo, a0 mesmo tempo,
y € x. Precisamos de um simbolo para “ao mesmo tempo’.
Podemos tomar, naturalmente, qualquer simbolo, como K, por
exemplo, que é o simbolo adotado pelos poloneses. Entdo, Kyx
significard a propriedade “ao mesmo tempo y € x”.

A saida da figura 6, todos os blocos sdo y ou x. Precisa-
mos de um simbolo para “,.. ou ...”, isto é, para o fato de
existir uma alternativa no conjunto de saida, podendo aparecer
x ou y nesse conjunto. Podemos empregar A para essa al-
ternativa. Escreveremos Ayx. . - .

A saida da figura 7, /todos os blocos sdo y ou nao;? A
alternativa est4, entdo, entre os y € 0s nio-x. A saida da igura
7 se caracterizard, entdo, assim: AyNx. A saida da figura 8
serd, do mesmo modo, caracterizada por ANyx.

21
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~ Na figura 9, temos um ndo. O ndo, isto é, a negagdo, re-
fere-se a disjungdo dos ndo-y ndo-x, isto €, quer dizer que se ndo
houvesse cruzamento no extremo da rede, terfamos ANyNzx.
Mas, sendo estabelecido que hd o cruzamento, precisamos es-
crever ainda um N & esquerda, o que nega toda a propriedade
ANyNx. Teremos, entdo: NANyNx.

Vimos, por exemplo, que ny € equivalente a NANyNx.
Serd preciso introduzir um simbolo para a equ1va1enc1a Po-
demos escolher, por exemplo, o simbolo = ou uma flecha, ou
duas flechas. Escreveremos Kyx = NANyNx. Chegamos a
uma descri¢do parcial do sistema de representagdo introduzido.
Vemos, por exemplo, na figura 5, que, se trocarmos x € y entre
si, teremos, mesmo assim, os mesmos elementos a saida. Po-
deriamos, entdo, escrever Kyx = Kxy. Na figura 6, podemos
igualmente substituir x por y € y por x. Isto quer dizer que po-
demos escrever: Axy = Ayx.

Observemos a figura 7. Se substituirmos y por x e x por y,
teremos AxNy. Veremos imediatamente que o conjunto a saida
ndo se constitui dos mesmos elementos de que se constituia ha
pouco. Entdo, na figura 7, se substituirmos x por y ¢ y por x,
mudaremos o conjunto de saida, ao passo que, nas figuras 5 e 6,
era possivel trocar x por y e y por x sem mudar o conjunto
de saida. Isto significa que fomos levados a propriedade co-
mutativa da conjungdo, na figura 5, ¢ a propriedade comutativa
da disjungéo, na figura 6.

Observemos um pouco a figura 8. Vimos que, no interior
do conjunto de saida, a condigdo y implica na propriedade x.
Poderiamos simbolizar este enunciado condicional, escrevendo
Cyx. Por outro lado, vemos muito bem que na figura 8, a
saida, todos os elementos sdo ou um ngo-y, ou um x. Isto quer
dizer que o conjunto de saida pode ser igualmente caracterizado
pelo simbolo: ANyx. :

ANyx.:

Vemos que: tyx

o T T
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As criangas verificam que o conjunto de saida de uma rede é igual ao
conjunto de saida de outra. Os atributos correspondentes sdo equi-
valentes. :

Do ponto de vista formal, vemos que C pode ser substitui-
do por AN, e vice-versa. Efetivamente, poderianios prescindir
do simbolo C, empregando sempre o simbolo composto AN.
Sabendo que os enunciados condicionais desempenham, na 16-
gica, papel fundamental, introduzimos assim mesmo um simbolo
préprio para a condi¢do. “Condigéo y implica em x” é chama-
da uma implicagdo, Dizemos que y implica em x porque a
condi¢do y da o resultado x no conjunto de saida considerado.

Estamos, neste ponto, em condigdes de estabelecer alguns
métodos de raciocinio vélidos. Consideramos apenas redes
equivalentes. Isto significa que podemos agora introduzir ra-
ciocinios, mas raciocinios cuja ordem pode sempre ser inverti-
da. Se, por exemplo, eu sei que Kyx, posso deduzir NANny.
Do mesmo modo, se sei que NANyNx, posso deduzxr ny. Em
linguagem mais comum, poderiamos expressar a mesma coisa
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dizendo que se eu sei que uma coisa e outra coisa sdo, a0 mesmo
tempo, verdadeiras, sei também que ndo é verdade que a pri-
meira coisa nio é verdadeira ou que a segunda coisa ndo é
verdadeira, e vice-versa. Existem ainda casos de raciocinio
cuja ordem ndo pode ser invertida. Podemos encontrar estes
‘métodos de raciocinio, comparando os conjuntos de saida que
encontramos no extremo das representagdes correspondentes.
Tomemos, por exemplo, a saida da figura 6 e a saida da figura
5. Digamos que alguém me informa que certo elemento pro-
curado estd na saida da figura 5. N&o tenho, a respeito desse
elemento, outras informagdes. Posso deduzir que esse elemento
est4 também na saida de 6 ou ndo? Isto equivale a indagar se
todo elemento que chega a saida de 5 chega também 2 safda
de 6. A saida de 5 chegam todos os y que sdo também x. Que
acontece com os x que sdo ao mesmo tempo y? Todos os x
chegam 2 saida da figura 6 e podemos ver claramente que os
x que s30 a0 mesmo tempo y sdo, evidentemente, também x.
Isto significa que se encontrarmos um elemento 2 saida de 5,
nés o encontraremos também 2 saida de 6. Podemos, pois,
estabelecer um método de raciocinio: dado Kxy, posso deduzir
Ayx. Veremos, facilmente, que o raciocinio, no sentido inverso,
nio seria vélido, pois, se encontrarmos um elemento a saida
da figura 6, seré perfeitamente possivel que n3o o encontremos
3 saida da figura 5. Podemos ter, por exemplo, y que ndo sdo
x, 2 saida de 6, enquanto que tais elementos jamais estardo
2 saida de 5. E preciso distinguir claramente os raciocinios re-
versiveis dos ndo-reversiveis. Dado Kyx, podemos deduzir
Ayx, mas ndo o inverso. Se, por exemplo, Kyx for verdadeiro,
podemos deduzir Kxy ¢ vice-versa. Podemos, portanto, acumu-
lar certo niimero destas propriedades de equivaléncia e de de-
dugdes irreversiveis que fardo parte da quinta etapa, isto €, da
etapa descritiva, durante a qual tentamos descrever as proprie-
dades da representacdo, através de redes l6gicas, das nogoes 16-
gicas adquiridas anteriormente. E claro que ndo ¢ possivel des-
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crever todas as propriedades das redes l6gicas, pois existe um
nimero infinito delas. E assim chegamos & consideragio da sex-
ta etapa, durante a qual devemos procurar métodos de deriva-
¢do, que nos permitirdo ir de certo conmjunto de propriedades
a qualquer outra propriedade da rede l6gica. Isto nos dard
um sistema formal para a prépria légica. Do ponto de vista
pedagégico, ndo h4 nenhuma necessidade de compreender a 16-
gica inteira, num estudo como o que se faz na sexta etapa.
Pode-se perfeitamente estabelecer pequenas partes, isto é, sis-
temas formais parciais, no interior dos quais se pode operar
de maneira formal.

Sexta etapa

Para ilustrar o género de atividade ao qual se pode chegar
durante esta etapa, daremos aqui um pequeno sistema formal.
Para executar uma determinada demonstra¢io, vamos admitir
as dedugdes ou raciocinios reversiveis seguintes:

(1) — Cxy se e somente se ANxy
(2) — Axy se e somente se Ayx
(3) — x se e somenté se NNx.

Vamos admitir ainda uma dedu¢do ndo-reversivel, que
compreende duas premissas:

) Cxy — primeira premissa
Cyx — segunda premissa

Podemos concluir Cxz.
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{ Vamos agora deduzir dai outro método de raciocinio. Da-
do Cxy, por exemplo, vamos mostrar que podemos deduzir dai:

CNyNx ¢ vice-versa.

Se utilizarmos apenas métodos de racio-

cinio, 1, 2 e 3, cada passo pode ser invertido. Uma vez, porém,
que empreguemos o método 4, o raciocinio se tornari irrever-
sivel. Dado Cxy, podemos dai deduzir, pelo método 1 ANxy.
Podemos entdo empregar o método 2, que nos permite inverter
os dois termos da disjun¢do. Isto quer dizer que podemos co-
Empregaremos entdo o método 3, substituindo

locar AyNx.

y por NNy. Teremos ANNyNx. Empregaremos ainda o mé-
todo 1 e escreveremos CNyNx,
Cxy, temos CNyNx.
contraposigdo.
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J4 demonstramos que, dado

Isto se chama método de raciocinio por

A descoberta do “modus ponens”.

N

) o N
I L AN A R

Tomemos agora outro raciocinio, no qual intervém o mé-
todo 4. Consideremos duas premissas:

Cxy — primeira premissa
Axz — segunda premissa.

Precisamos demonstrar Ayz. Temos, ji, as premissas:
Cxy, Axz. Pelo raciocinio de tipo 3, Axz pode ser substituido
por ANNxz. Pelo raciocinio de tipo 1, a ultima férmula pode

N e
i

Figura 10 A

27



ser substituida por CNxz. Pelo método de contraposi¢io apli-
cado a Cxy, que acabamos de demonstrar, podemos estabelecer
CNyNx. Tomemos agora CNyNx como nossa primeira premis-
sa, CNxz, como nossa segunda premissa, e apliquemos o racio-
cinio de tipo 4. Teremos a conclusio CNyz. Apliquemos ago-
ra o raciocinio de tipo 1. Teremos ANNyz. Apliquemos entdo
o tipo 3, e teremos Ayz. Isto demonstra que das duas premis-
sas iniciais, Cxy e Axz; podemos deduzir Ayz.

Vemos que chegamos & etapa das demonstracGes formais.
Encontramos descri¢Ges parciais das redes 16gicas que foram for-
muladas pelos métodos de raciocinio 1, 2 e 3, bem como 4.
Empregamo-los depois para deles deduzir outros métodos de
raciocinio. Os outros métodos de raciocinio, que ndo estdo in-
cluidos na descri¢do inicial parcial, podem ser chamados de
teoremas lbgicos. Falta mostrar que fizemos bem em propor
o método de raciocinio tipo 4. Séria preciso ver claramente
que, s¢ um elemento ‘pertence ao conjunto de saida da rede
ANxy, e este ao da rede ANyz, ele pertence também ao con-
junto de saida da rede ANxz.

Na figura 10, vemos o diagrama de Cxy, seguido do dia-
grama de Cyz e, finalmente, a rede de Cxz. O diagrama de
Carroll vem depois ¢, neste, 0 conjunto das saidas de Cxy estd

Y Ny 4 Ny

z z Nz Nz

Figura 10 B
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hachurado horizontalmente e o de Cyz hachurado verticalmen-
te. O conjunto que corresponde a Cxz estd hachurado obli-
quamente. Vemos que, se um elemento pertence ao conjunto
de saida de Cxy, ao mesmo tempo que ao conjunto de saida de
Cyz, ele deve pertencer & parte do diagrama de Carroll que es-
ta hachurada ao mesmo tempo horizontal e verticalmente. Ve-
mos que cada elemento hachurado dessas duas formas perten-
ce ao conjunto de saida Cxz. Conseqilentemente, o raciocinio
de tipo 4 ¢é valido e pode ser aceito.

Teremos visto, ainda, que, na aplicagdo dos raciocinios 1,
2, 3 ¢ 4, ndo tomamos exatamente os mesmos simbolos que fo-
ram colocados nas férmulas que explicam os raciocinios em
questdo. Serd necessirio, portanto, para ser formal, acrescen-
tar uma regra do jogo que nos permita substituir cada x, cada
y e cada z, em tal férmula, por outra férmula qualquer, bem
escrita. Fica claro que uma férmula bem escrita segue as leis
da ortografia da escrita 16gica inventada. Por exemplo: x, y e
z sdo palavras, por assim dizer, bem escritas. Uma palavra bem
escrita pode ser precedida de N e teremos também uma palavra
bem escrita, Podemos, ainda, escrever duas palayras bem es-
critas, uma ap6s a outra, fazendo preceder esta série de simbo-
los, ou por A, ou por C, ou por K. Todas as palavras bem es-
critas seguem estas leis de composicio. Isto quer dizer que,
ao invés de Axy premissa, Ayx conclusio, poderiamos escrever,
por exemplo, AxNz, premissa ANzx, conclusdo. Isto quer di-
zer que y pode ser substituido por Nz, por exemplo, ou por
qualquer outra férmula que seja uma palavra bem escrita. Exis-
tem, pois, dois aspectos no formalismo: hi o aspecto da escrita,
que deve ser levado em consideracdo, isto é, existem métodos
préprios para simbolizar os elementos do sistema. Sdo as leis
da ortografia do sistema. Existem, depois, as leis de transfor-
macio, que correspondem as leis sintdticas de nossa linguagem
artificial. Esbogamos a passagem, a partir do jogo livre, isto &,
da adatagdo inicial da crianga a um meio especialmente cons-
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truido para a aprendizagem das estruturas matemaéticas e 16gi-
cas, até a etapa em que ela é capaz de manipular sistemas for-
mais. E muito importante observar que, na elaboragio dos
programas, ndo podemos, de maneira nenhuma, pretender que
a esta ou aquela etapa da aprendizagem, a crianga haja adqui-
rido este ou aquele conceito, relativo a tais e tais titulos do pro-
grama. Os programas sdo, em geral, elaborados de uma forma
que supde critérios capazes de dizer se a crianga viu ou ndo
viu certo aspecto ou certa parte do -conteido do programa.
Acabamos de ver que ‘a idéia da conjungdo, por exemplo, pode
ser desenvolvida no inicio da aprendizagem da crianga, até mes-
mo nas classes maternais, continuando até a idade de 11 ou 12
anos, quando a crianga estard apta a manipular sistemas for-
mais. Ndo podemos, realmente, dizer qual o momento, durante
esse periodo, em que a crianga efetivamente apreende a nogdo
de conjungdo. “Conseqiientemente, um programa redigido pon-
to por ponto é completamente irracional, do ponto de vista
das realidades psicolégicas da aprendizagem.
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