CAPITULO IV - PROCESSOS ALEATORIOS

* Definicao, caracterizacao e classificacao.

* Meédia e autocorrelacao.

* Exemplos de processos aleatorios.

* Processos de Markov e de incrementos independentes.
* Processos Gaussianos.

* Estacionariedade e ergodicidade

* Processos complexos.

* Propriedades da correlacao para processos estacionarios (tempo
continuo e discreto);
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Processos de Markov

* NOos vimos, até agora, alguns exemplos de processos aleatorios, dos
quais o processo de Wiener e o de Poisson sdo fundamentais, pois
muitos outros processos podem ser obtidos a partir destes.

* Para esses dois processos, para se obter um conjunto de distribuicbes
de n-ésima ordem foram utilizadas as densidades de primeira ordem e
a propriedade de independéncia entre incrementos.

* Uma outra forma de se obter a densidade de ordem # a partir das
densidades de primeira e segunda ordem (ou condicionais), para uma
certa classe de processos, € mostrada a seqguir:
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Processos de Markov

« Seja a densidade de ordem n de um processo x(t), onde os valores x,
correspondem a variavel aleatoria x(¢,), que pode ser escrita como:

fx('xn’xn—l""’x3,x2,xl>:f(’xn|'xn—l’""'x3’x2,xl) f(’xn—l"”’x3’x2 x1)=
:f('xn|xn—1""’x3’x2,xl> f(xn—1|xn—2’""x3’x2,xl)f(xn—2"' X3, Xo, xl): =
:f(xn|xn—1’“"x3’x2,xl) f(xn_l|xn_2,...,x3,x2’x1)...f(x3|x2,xl) <x2|x1) ( )

comi>t  >.>1,>1,

 Se, para esse processo,
x,|x

X2 x1):f xn|xn—1)

n—12c°°°>

para todos os valores x,,...,x ; todos os instantes 7, <...<t e qualquer

inteiro n >0, ou seja, a densidade condicional depende apenas do valor
mais recente conhecido, esse processo € classificado como processo
de Markov.
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Processos de Markov

* Portanto:
fx(‘xn’xn—l""’x3,x2,x1):f<xn|xn—l) f(xn—l|xn—2)”'f('x3|x2> f(x2|x1) f(xl)

* Assim, para processos dessa classe, a densidade de ordem » pode ser
determinada conhecendo-se apenas as densidades de primeira ordem
e as densidades condicionais entre dois instantes sucessivos
quaisquer (ou as densidades de segunda ordem), ja que

f(xi|xj):f(xi,xj)/f(xj)

No caso de um processo discreto, ele sera dito de Markov se

P(X, =%, [ X, =X, 500X, T00,%, =5 = P(X, =X, X, =%,

para todos os valores x,,...,x ; todos os instantes 7,<...<t e qualquer inteiro
n>0

Luiz C. Trintinalia PTC-5822 20/04/12 - 4/51



Processos de Markov

* O valor do processo num instante de tempo ¢ determina, entao, as
probabilidades condicionais para os valores futuros do processo.

* Os valores do processo sao, entdo, chamados de estado do processo,
e as probabilidades condicionais seriam as probabilidades de transicao
de estado.

« Se apenas um conjunto finito ou contavel de valores x, sdo possiveis, o
processo discreto de Markov € denominado cadeia de Markov.

* Um exemplo de cadeia de Markov é o processo de Poisson visto
anteriormente, e o processo de Wiener € um exemplo de processo de
Markov continuo.
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Propriedades

 Se x(¥) € Markov, entao ,

/

xn|xn+1

=/

xn|xn+1’ “"xn+k—1 ’xn+k

ou seja, a densidade condicional depende apenas do valor futuro mais
recente conhecido;

- Demonstracao:

/
Xpihor | X ppa) o S
xn+k—1|xn+k—2)"'f

I lx, :f‘xn+1’xn
- f

/
/

xn+1|xn

f xn+k|xn+k—l)f
xn+k|xn+k—1)f
. f xn+1|xn

/

n

7

‘xn+2|xn+1 X

=/

n+1

xn|xn+l

X

X

n+1
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Propriedades

* se x(7) € Markov, e o estado presente € conhecido, entao, o passado é
independente do futuro, ou seja

f(xl,x3|x2)=f(x1|x2)f(x3|x2) [<1,<i,;

- Demonstracao:

f(xl,xz,x3)_f(x3|x2)f(x2|x1)f(x1)

f(xl’x3|x2): = =

pm ey AL AV

« Se x(?) € Markov, E{x(¢)|x(t, ), ..., x(¢,)}= E{x(¢)| x(¢,,) }.
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« Se, comt<t, x(t,) —x(¢,) € independente de x(¢) para todo < ¢, entao,

x(7) € Markov;

- Demonstracao:
A=X,—X, _, - xnzA—I—l“=>
I'=x,_, X, =TI
=[x X Xt [T A e X, =X, X, [T A, =X, [ s X
S1x,x, %, xz:xl)
S xnlxn—l"""x2’x1): =
A xn—1|xn—2""’x2’xl)
:fA xn_xn—1|xn—2 ----- x2’x1)f xn—llxn—Z""’XZ’xl):
f xn—l|xn—2 ----- x2’x1)
— fulx—x :fA X, =X, ) X, _f Yo Xn—t1] _
S X, S1x,
=flx,lx,.,




Processos de incrementos independentes

« Um processo para o qual as variaveis aleatorias y, dadas por

Y, =X(1)-x(2,); y,=Xx(,)—x(t); ...; ¥y =x( )x(¢ ); ,<t<t<..<f,

sao independentes € denominado um processo de incrementos
independentes. E facil de ver, portanto, que sendo Ax=x—x_,

F, xn|xn_1,...,x1)=P{x t<x,|x[t, |=x, . .,x(tl)le}z
=P{yn§Axn|yn_1=Axn_l,... Vi Axl} PlynSAxn}=
:P{x tn)sxn|x tyi|=X, 1 =F [x,|x,
= XX, 0, X =1 el x,

* ou seja, todo processo de incrementos independentes também &
Markov. O argumento reverso, porém, nao € verdadeiro: Nem todo
processo de Markov € de incrementos independentes.
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Processos de Markov de tempo discreto

 Um processo continuo de tempo discreto para o qual
f(xn+k |xn_1,...,xl,x0) :f(xn+k |xn—1)

para todos os valores x,,....x_,, x . € qualquer inteiro n >0 e qualquer

k>0, € denominado processo de Markov de tempo discreto, ou
sequéncia aleatoria de Markowv.

* No caso de uma sequéncia discreta devemos, analogamente, ter

P(xn+k |xn—19"'>x19xo) :P('xn+k ‘xn—l)

* A sequéncia discreta de Markov, de tempo discreto, € também
denominada cadeia de Markov.
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Processos de Markov de tempo discreto

 E facil de mostrar que essas expressdes serdo verdadeiras para
qualquer k& se o forem para k=0, ou seja:

f‘xnlxn—l""’xl’XO):f X%, 1 |2 f 10X, xl:xo):f Xk X,
Demonstracao:
S Xk X1 xl’xo)
fxn+k|'xn—l """ xl’XO): =
flx, 1., xl,xo)
o0 o0
f Lf xn+k,xn+k_1,...,xn,xn_l,...,xl,xo)dxn+k_1...dxn
.S - —
flx,_(,..., xl,xo)
o0 o0
f...ffxn+k|xn+k—l)f xn+k—1|xn+k—2)”.f ‘xn|xn—l f‘xn—l """ xl"XO)dxn—i-k—l"'dx
—© —0
flx, 1. xl,xo)
o0 o0
:_[OJI fxn+k’xn+k—l’...xn|xn—1 dxn—i—k—l"'dxn:f xn+k|‘xn—1
- — 0
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Exemplo: processo de Markov gaussiano

Seja x(n) uma sequéncia randdmica definida para »n=0 com
flx;0/=N[0,0,

e funcdo densidade de probabilidade de transicdo dada por

/s

xn|xn—l’.n’n_1):N(IO xn—l’Gw)
com |p [<I.

Queremos determinar a densidade da variavel aleatéria x(n) para um
n >0 arbitrario.

Em geral, poderiamos avancar recursivamente, partindo da densidade
inicial, e calculando as integrais

Iy

x |x ;n,n—1

Iy

xn_l;n—l)a’xn_1

vonl=] 7,

paran=1,2, ...
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'Exemplo: processo de Markov gaussiano

* Note porém que:

Iofx xn|xn—1’.n’n_1)fx xn—l;n_l)dxn—lzig(xn_é)wxn_l>fx xn—l"n_l)dxn—lz
:Lg Gﬁw(%_xn—l) fx xn—l’.n_l)dxn—lzg ())(i:} *fx %’n_l

* E, comecando-se com uma densidade gaussiana (n=0) todas as densidades
seguintes serao gaussianas, pois a convolucao de fungcdes gaussianas é
também gaussiana.
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Exemplo: processo de Markov gaussiano

 Assim, precisamos determinar, apenas, os dois primeiros momentos
centrais da variavel aleatoria x(n).

* A média sera dada por:

m lnl=E(xln| = E[xlnl|xn=1]|=E |p xln—1]=p m[n—1)=
g7 mn=2)=-r= g m,[0]=0

* e avariancia por

X (n|=E |x*n)|=E | E[x*[n||x[n—1]||=E |0 +p*x*(n—1]|=
Cln—1) =0 +p 02 +p'E|x*n—2) /==

n—1
2 2i
on| 2P
i=0

I
Q
+

S

=

2n 2 1
+p" oy = :

n— 0 1_10

2
O

w

2i +,02nE|X2(0)J=
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Exemplo: sistema discreto de 1a. ordem

 Considere a equacao de diferencas
* X(n)=px(n—1)+w(n); x(0)=w(©0)

* onde w(n) € uma sequéncia randdmica independente e identicamente
distribuida (i.i.d).

* Claramente x(n) € uma sequéncia de Markowv.

 Para n >0 a funcao densidade de probabilidade conjunta das variaveis
aleatorias x(i) , i =0,1,..., n sera dada por

S NERENTS
x1|xo)fw(xo):fw(xo)£[1 fw(xk_p xk—l)

s Xp1seees xO):fx XX, 10 xO)‘fx Xyt | Xmneees Xo xo):

fX

xn|xn—1

xn—1|xn—2)“‘fx

« onde x, € o valor tomado pela variavel aleatoria x(k)
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x(n) x(n—1)




Sequéncia randémica de Markov de ordem p

* Podemos generalizar a propriedade de Markov para cobrir equagoes
de diferenca de ordem superior estendendo o conceito de dependéncia
direta para amostras distando mais do que apenas uma unidade, como
se segue.

* Seja o inteiro positivo p denominado ordem da sequéncia Markov-p.
Uma sequéncia aleatoria continua sera denominada Markov-p se

xn+k|'xn—1’xn—2 """ xO):fx xn+k|xn—1’xn—2"“’x

/s

* para todo =0 e todo n=>p.
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Sequéncia randémica de Markov de ordem p

* Vemos, entao, que a medida que a ordem p do modelo de Markov
aumenta, o erro cometido ao se aproximar uma sequéncia generica
(ndo Markov) por uma sequéncia de Markov diminui, desde que a
dependéncia mais forte seja sempre com as amostras mais proximas
(x(n—1) e x(n —2) por exemplo) e a dependéncia seja desprezivel com
as amostras mais distantes, o que parece razoavel para a maior parte
dos casos praticos.

* O modelo Markov-p € muito util em técnicas modernas de estimacéao
espectral e em estimacéo linear recursiva (filtro de Kalman).
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Equacao de Chapman-Kolmogorov

 Dado um processo de Markov, ele estara totalmente caracterizado se
forem conhecidas sua densidade de primeira ordem, f.(x;t) € sua

densidade condicional £, (x,|x,;,|¢,).

 Porém essa densidade condicional ndo pode ser qualquer, ela deve ser
consistente de forma que sempre possamos obter a densidade de
primeira ordem para um instante ¢>¢, a partir dela, ou seja

o0

xzftz):.[ fx(x2|x1:'tz|t1)fx

—00

X, l‘l)a’x1
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Equacao de Chapman-Kolmogorov

* Que condicao geral deve entao ela satisfazer?

* A resposta a essa pergunta € dada pela equacao de Chapman-
Kolmogorov, demonstrada a seguir.

« Considere trés instantes de tempo, ¢ >¢>¢,, e as variaveis aleatorias do
processo de Markov nesses instantes, x(¢)), x(z,) e x(¢,). Primeiramente,
vamos escrever a seguinte densidade conjunta,

Xy|x,, x, xz,xl)a’x2

x3,x1)=f /s

—o0

fX fX

« onde suprimimos os instantes ¢, por simplicidade de notagao.

« Dividindo-se ambos os lados dessa equagao por f,(x,), obtemos

Sy x3|x1)=__f S

X3]x,, xl)fx x2|x1)dx2

Luiz C. Trintinalia PTC-5822 20/04/12 - 20/51



Equacao de Chapman-Kolmogorov

* Utilizando-se, agora, a propriedade de Markov, obtemos

x3|x2

TAEAE S WAEAEATS

* que € conhecida como equacao de Chapman-Kolmogorov para a
densidade de transicido de um processo de Markov

x2|x1) dx,
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Processos gaussianos

* Um processo estocastico € denominado gaussiano quando as variaveis
aleatdrias x(¢)), x(¢,), ..., X(¢ ) sdo conjuntamente gaussianas para

qualquer n, € quaisquer ¢, t,, ..., t .

* Nesse caso 0 processo estara completamente caracterizado se eu
conhecer apenas E{x(?)} e C (t,.t,):

., X(t,|=mt,)
CX:E[()_c—mX x—m,| |=E : [x(tl)—mx t| x(t,|—mt ||}=
X\l |—m_|t,
. J
Cx tl’tl) Cx tl’tn
C, t.n,tl) C, t.n,tn

* O processo de Wiener, visto anteriormente, € um exemplo de processo
gaussiano.
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Processos estacionarios

Dizemos que um processo estocastico, x(7), € estacionario, no sentido
restrito, se suas estatisticas ndo sao afetadas por um deslocamento da

origem dos tempos, isto €, se 0s processos x(f) e x(r+€) tiverem as
mesmas estatisticas para qualquer &.

Dizemos que os processos x(7) e y(¢) sao conjuntamente estacionarios
se as estatisticas conjuntas de x(7) e y(¢) forem as mesmas de x(t+¢) e
y(#+€&) para qualquer &.

Dizemos que o processo complexo z(1)= x(¢) +j y(¢) € estacionario se
x(7) e y(¢) sdo conjuntamente estacionarios.

Exemplo:
X(f)=Acos(2 1if,t+0 )

0 = variavel aleatéria com densidade de probabilidade uniforme em
[0, 2 m].
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Corolarios

* Da definicao segue-se que a funcao densidade de ordem » de um
processo estacionario deve ser tal que

Ja ol o X by s S s s X TE L 1 TE)

para qualquer &.

* Em particular, deve-se ter
[ (s 1) = £, (x; t+E),
ou seja, a densidade de primeira ordem deve ser independente de t,
1, G =1, (%),
e portanto,

E{x(?)}= m_= constante.
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* Também a densidade de segunda ordem deve ser tal que

f};lx2(x1’ x2; ZLl’ t2)=v];1x2(x1’ ‘x2; t1+€, ZL2_|_g)=~](};lx2(x1’ x2; T)

com 7=t

* Temos, entao, que

R (1,)=R (D=E {x(t) (¢4 D}=E{x(t — D) x(1)}= R (-T)

para processos reais.




Estacionariedade de ordem finita

* Dizemos que um processo € estacionario de ordem k se

* para qualquer n <k.

Estacionariedade no sentido amplo

* Dizemos que um processo € estacionario no sentido amplo se seu
valor esperado € uma constante e sua autocorrelacao depende apenas
det—1t,:

1 2°

Ex()j=m, € EX(tT) x(0)j=R (T
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Exemplos

e O processo x(f) = A4 cos(2 1T f, t + 8), como visto, tem
m =0 e R (£,t+T)=A%2 cos(2 7Tf, T).

 Portanto ele é estacionario no sentido amplo (obviamente pois é
também estacionario no sentido restrito).

e Os processo de Poisson e de Wiener ndo sao estacionarios nem
mesmo no sentido amplo pois suas funcées de correlacao sao dadas
por:

Cw(tl,tz)z(xmin(tl,tz)
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Exemplos

* O processo x(7) = A cos(27Tv ) com
1

fV(V):fz_f1 fisvsf,
tem meédia dada por
/2 Tt — TT
m_\t :J:ACOS(ZT( % t) fzif1 dv:f2ff1 sen(2 /> l‘2)ﬂsten(2 /i t) =
4 TEUf_fj)(t) t) cos| e[ /2+ /1] 1

* Portanto, ele nao é estacionario, nem mesmo no sentido amplo.
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Processos aleatorios

Estac. sentido amplo

Estac. Ordem 2

Estritamente estac.




Processos assintoticamente estacionarios

* Processos assintoticamente estacionarios sdo aqueles que se tornam
estacionarios no limite quando ¢ tende para infinito.

* Exemplo:
- O processo do exemplo anterior tem média

mx(t)zA sinc[(fz—fl) t}cos[n (f2+f1) z‘waO

e autocorrelacao ,

Rx(t,t—i—r):z(f 7
.[fzsinc[2f2(2 t+r)}—flsinc[2fl(2 t+r)}+fzsinc(2f21t)—flsinc(2f1T)}:
tfwz(ffjfl){fzsinc(Zfzr)—flsinc(2flr”

portanto ele é assintoticamente estacionario no sentido amplo.
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Processos cicloestacionarios

Dado um processo nao estacionario x(¢), para o qual existe um periodo
T tal que x(¢r) e x(++nT) tém as mesmas estatisticas para qualquer =,
esse processo € dito cicloestacionario e, portanto,

m (@) =m(t+T)e R (t,,t,) =R (¢, +T, t,+1).

Se apenas a média e a autocorrelacdo obedecem a propriedade de
cicloestacionariedade, o processo € dito cicloestacionario no sentido
amplo.

Exemplos de processos cicloestacionarios incluem sinais modulados,
sensores de varredura (por exemplo, sinal de televisao) e sinais de
comunicagao digital.

Embora processos cicloestacionarios nao sejam estacionarios, exceto
em casos triviais, € muitas vezes apropriado converter um processo
cicloestacionario em um processo estacionario como sera mostrado no
exemplo a segquir.

Luiz C. Trintinalia PTC-5822 20/04/12 - 31/51



Exemplo: Modulacao PSK

* PSK = phase-shift keying

* Na comunicagao entre sistemas digitais, sequéncias binarias (dados)
sdo geradas e entdo moduladas (movidas para uma regido do espectro
eletromagnético) para que possam ser transmitidas através de um
canal de comunicacao (p. ex. linha telefénica).

 Um método basico de modulacao binaria é o PSK.

* Nesse método, digitos binarios, modelados por uma sequéncia binaria
b(n), sdo mapeados bit a bit em uma sequéncia de angulos 0(n) que é
usada para modular a fase de um sinal senoidal cos(2 77 £ ?).
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Exemplo: Modulacao PSK

Especificamente, seja b(n) uma sequéncia de Bernoulli, que toma os
valores 0 e 1 com igual probabilidade. E seja:

/2 sebn
/2 sebn =0

0.(H=0(n) para nT<t<(n+DT,

Sendo

construimos o sinal modulado como
X(l‘):COS[ZTl'fCH-Ga

d
onde T é a constante de tempo de transicido de um bit.

Normalmente T" é escolhido para ser um multiplo de 1/f, de forma a
haver um numero inteiro de ciclos por bit.
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* Vamos determinar a média e a autocorrelagao desse processo.
Vamos, inicialmente definir duas fungdes basicas,

B cos(21cht) 0<t<T
Sl(t)_ )
0 caso contrario
* e
SQ(t): sen(21'rfct 0<t<T

0 caso contrario




* Assim,
x(t)jcos[(—)a(t)]cos(2chct)—ssn[(-)a(z‘)]sen(anct):
=,,=Z_:oo cos[G(n)]sl(t—nT)—n;w sin|@(n]s,lt—nT
* Portanto,

o0 0

E[x(t)]= Z E[cos[(—)(n)”s,(t—nT)— Z E{sen[(-)(n)”sg(t—nT)=O

n=-—ao0 n=—0o0

* pois cos[0(n)]=0 e sin[B(n) ]=x1 com igual probabilidade neste caso.



Exemplo: Modulacao PSK

* Paraa autocorrelagéo teremos,

n=—ow k=—o0

n=—

0
e Pois

E[sen[e (n)}sen[e (k)H:

E{sen[ﬁ

= ioo SQ(tl—nT)SQ(tz—nT)=

SQ((tlmodT))sQ((tzmodT)) se int| — | =int

caso contrario

E[sen [9( )H E|l
] [sen[e

) Z Z E{sen[ }sen[e(k)HSQ(tl—nT)SQ(tz—kT):

2
T

n=k

120 n#*k

* Na expressao acima “int(x)” denota a parte inteira do argumento x, e

“mod T" denota ¢ — T int(z /7).
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Exemplo: Modulacao PSK

f =1T
c

-

0.6

- -
1t _

0.2

. L

-0.4

™

-0.8
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Exemplo: Modulacao PSK

=2/T

f

ﬂ...._
LA L
LA AL
LA L
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Exemplo: Modulacao PSK

Note a diferenca entre a funcao de autocorrelacdo de um processo
cicloestacionario e a de um processo periodico.

No processo periodico R (¢,.t,) € periodica em duas diregoes: ¢, e 1,
enquanto que num processo cicloestacionario ela € periddica apenas
ao longo da diregdo que forma 45° com o eixo ¢,.

E facil de ver que a cicloestacionariedade, neste exemplo, provém do
fato de o processo 0 (¢) ser constante por um periodo e mudar de

estado apenas nos instantes =nT7, para n inteiro.

Em muitas situacdes reais o processo de modulagdo comeca num
instante arbitrario ¢, que pode, portanto, ser modelado como aleatorio.

Assim, o processo anterior pode ser convertido para

x |t)=cos| 2 f.t48,[t|+27 f &

pela adicdo de uma variavel aleatoria a, com distribuicdo uniforme no
intervalo (0,7), e independente do processo 0 (7).
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Exemplo: Modulacao PSK

« Assim, no calculo da nova fungao de autocorrelacao, basta substituir ¢,
port+a et port+d e integrar em a de 0 a 7, dividindo-se por T

t+T

Rx(t t-l—r fR ttao t+oc—|—t)d =—f R e, e+T|de=

tL+T

fR e, e4+T|de+ f R € 8+T)d

l

4

:% _[Rx(g,g-l—t)de-l— : RIB+T, Bp+T+1)dp|=

t (n—1|T

fRﬁB+rdB+ f R.(B.B+T|dB|= f Rﬁﬁ+rdﬁ+fR B,B+t|dBi=

=17 ) T n=1)T
1 nT 1
_ 1 R B+ dBi=— R 6,6+ do|=
T (nJ;JT X(ﬁ P T) P r '([ X( T)
T
| | | | | 008(2 T f. T) kd
:?-O]"SQ@)SQ@_,_T)C{@:?SQT)*SQ—D: > T
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* Que é funcao apenas de 1. Portanto, x’(r) € estacionario no sentido
amplo.

1/f,

0.5

-05 \ \ | | |

3T 2T T 0 T 2T 3T




Ergodicidade

Ergodicidade esta relacionada com o problema da determinagao das
estatisticas de um processo x(7) a partir de uma unica amostra desse
processo.

Assim, um processo x(¢) é ergddico, na forma mais geral, se (com
probabilidade 1) todas as suas estatisticas podem ser determinadas a
partir de uma unica funcido amostra x(¢) do processo.

Em outras palavras, x(¢) € ergodico se as meédias no tempo sao iguais
as medias nas amostras (valor esperado).

Claramente, para um processo ser ergodico ele precisa ser
estacionario.

Sera admitido no resto desta secao que o processo x(f) € estacionario,
pelo menos no sentido amplo.
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Ergodicidade da meédia

* Introduzindo-se a média no tempo,
1 T
— | x|t dt=m,
T =T
vemos que m, € uma variavel aleatoria, e como E{x(¢)}=constante,

E{m_}=E{x(t)}=m_

« e avariancia de m, € dada por (demonstrag&o fica como exercicio)

it

* Se, quando T tende a infinito, essa variancia tende a zero, entao

1__

t|=m,

X

X

hm—fx dt= E{() =m

T—>002 X
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« e, portanto, a média no tempo de qualquer fungdo amostra € igual a m_
(no sentido quadratico medio):

1 -
T1_I)10102fo t dt=m,




Ergodicidade da correlagao

* Analogamente, pode ser provado que
T

;iilgoﬁJ;x(t—l-T)x(t)dt:E[x(t—l-T)x(t)}:RX

T)

e sSe e somente se

170 A
lim—f(l——

o T [E{x(t+T +?\)X(t+?\)x(l‘+‘r)x(z‘)}—Ri(—r)]d?\:o

* Nesse caso, entao, a autocorrelacao no tempo iguala a autocorrelacao
estatistica.

* Note que para se testar a ergodicidade da média ¢é suficiente conhecer
m_e R (T), porém para a ergodicidade da autocorrelagcdo € necessario

o conhecimento de momentos de quarta ordem.
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Exemplo: senoide com fase aleatoria

e Xx(f)=A4cos(2 rif, t + ),
o m=0 eR (¢,:++T7)=A%*2 cos(2 1Tf, T).

. Vamos calcular a média no tempo de uma amostra genérica:
A 23en(2 T f, T+6)

}gﬁfx dt—;lir;z—fACOS(Zﬂfot—l-e) dt_;lgloZT 2w 7, =0
* Portanto o processo € ergddico na média.
* Para a autocorrelacao:
}Ln}oﬁfx t+7) x|t )dl‘—;liloloﬁf A 003{211 fo(t+T)+9}Acos[2Tr folt +9]dt—
A ¢ A
—11m—fc0s[2nf0(2 t—l—T)—I—Z 6}+cos[21'r foT ]dt—hm—cos(21'r foT ) T)
T— o 4 T T— o0 2

* Portanto ele € ergddico no sentido amplo.
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Processos complexos

* Consideraremos, nesta secido, apenas processos que sejam, pelo
menos, estacionarios no sentido amplo, podendo, eventualmente, ser
processos complexos.

e Como definimos anteriormente, a média de um processo aleatorio
estacionario € dada por m_= E{x(?)}

 Sua autocorrelagao, no caso geral de processos complexos, € dada
por
R(T)=E{X(t+1)Xx'(0)} =E{X@) X"(t— T)}=E{X" (1) X(+~= 1)} "= R "(-7)

« Sex(?)forreal, entdo R (1) =R (-T).

A correlacdo cruzada de dois processos aleatorios € dada por

R(D=EXET)y ()} =R, (=T).
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Processos complexos

* Definiu-se, também, a autocovariancia,

C(D =E{x(t+1) —m ] [x'(6) —m ]} = R (T) —|m,J?
e e a covariancia cruzada,
C (D =E{[x(ttD —m ].[y' () —m;]} =R (T)-m m/
* Algumas propriedades simples podem ser derivadas dessas definicoes:
- se z()=x(0)+y(9), entao R (1)=R (D+R(D+R (DH+R (T)

- se x(¢) e y(¢) sao processos independentes e se w(r)=x(?) y(¢), entao
R(T)=R(T)R(T)

- R(0) = E{[x(n)]*}20
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- IR(DI =R (O :

E\xlt)=a yleF|=E||x(t|f|+laf £y ]| —a £[x"lt]y(t] —a" E[x[t]y"[t] =0

_Exlyle
Escolhendo-se E| |y(t)|2]
temos (]2
E||x<tm+'E"zﬂﬂy(i)fff“ E{lyl1-
_Ex(t)y*(t)] e _E{x*(t)y(t” . _
el yiap] 2 = g Bl vl
ol EXLY AT (¥l Byl
Ellylef E[lyle)] Epy(r)ﬂ

= E| x| E| |yl =|Ex"(e] yle)]



Processos complexos

Assim, fazendo-se y(f) =x (¢ + 1), temos

0 >R[]/

IR,

X

No caso de processos de tempo discreto, vale, de forma similar,
[R,[0]=|R[n]

_ Ry ItI[=R,0)R, 0]

y

Prova: Similar a anterior, substituindo-se y(7) por y(z+1).
No caso de processos de tempo discreto, vale, de forma similar,

R [nl'<R [0]R,(0)

y

- Note que, neste caso, a igualdade s6 ocorre quando, para algum ¢,

a y(z‘-l—e):x(t)
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