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Solucao isoparamétrica

« O maior avanco na implementacao do MEF foi o
desenvolvimento de um elemento isoparameétrico com
capacidades para modelar problemas com geometrias
de qualquer forma e tamanho.

« Aideia principal estd no mapeamento:

O elemento da estrutura real € mapeado para um elemento
imaginario em um sistema de coordenadas ideal;

A solucao para o problema de analise de tensao é facil e
conhecida para o elemento de imaginario;

Estas solucdoes sao mapeados de volta para o elemento da
estrutura real,

Todas as cargas e condicoes de contorno também sao
mapeadas a partir do real para o elemento imaginario nesta
abordagem..
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Portanto...

« A formulacéo isoparameétrica torna possivel gerar
elementos gque nao sejam retangulares e elementos
curvos. A familia isoparametrica inclui elementos planos,
solidos, placas, cascas...

- E mais eficiente para ser implementada
computacionalmente.
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Funcoes de forma e

Elementos Finitos Isoparameétricos

« Os campos de deslocamento, bem como a
representacao geometrica dos elementos finitos, sao
aproximados usando as mesmas funcoes de
aproximacado - FUNCOES DE INTERPOLACAO OU
FUNCOES DE FORMA, através da utilizacdo de um
sistema de coordenadas natural.
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Esta transformacao permite trabalhar com
elementos similares (por exemplo, trelica, vigas,
elementos 2D) de maneira padrao, usando as
coordenadas naturais (r, S), sem termos que nos
referir sempre ao sistema de coordenadas global

especifico (X, y).
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Porque  paramétricos?
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. . aproximar geometria

Ponto utilizado para

. ‘ . aproximar deslocamento

Isoparamétrico Subparamétrico Superparamétrico

ISOPARAMETRICO = MESMOS PARAMETROS

Deslocamentos e Coordenadas sao interpolados
com as mesmas Funcgoes de Forma.
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Condicoes

1. As funcées de forma ou interpolacdo interpolam a variavel em
questao (coordenada/deslocamento) por meio de seus valores nos
pontos nodais. Portanto, uma condicao imediata que as funcoes de
interpolacao devem satisfazer €,

1 para x = x,

(x)=

0 parax = x e i#]

2. As funcbes de deslocamento devem garantir a existéncia de movimento
de corpo rigido,

i=1 i=1 /=1

3. O produto da primeira derivada das funcoes de interpolacdo deve ser
integravel no intervalo [x;,x,] do elemento para garantir que as

constantes K;; da matriz de rigidez possam ser obtidas da integragao do
produto das fungoes dN;/dx e dN,/dx.
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Funcoes de forma

A geracéao de funcOes de forma € a tarefa mais
fundamental em qualquer implementacao de
elementos finitos;

* As funcOes de forma isoparamétrica podem ser
construidas diretamente por consideracbes geomeétricas;

« A interpolacao tradicional segue 0s seguintes passos
— Escolha uma funcao de interpolacéao
— Avalie a funcao de interpolacao em pontos conhecidos
— Resolva equac0des para determinar constantes desconhecidas
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Elemento de barra

Considere o

elemento barra

com dois nds em

X1, X5,definidos

no eixo

Cartesiano x. L

e agora considere o0 seguinte elemento de
trelica padrao definido no eixo natural r

L [ =2 |
e & —
| ) I r
r=-1 r=0 =1
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Mapeamento isoparamétrico 1D

X L
}—> Xq1,Uq Xy, Uy _
o ® r: sistema natural de
— coordenadas, independente
do comprimento fisico L da
r=-1 r=1 barra.

2
1 1 U(X):Nd:ZNIuI
=1

1 Para calcular 4 em um ponto
N,=—\1-r =— p s
1=5(1-r) Ny =2 (1+r) qualquer da barra, substitui-
se a coordenada r do ponto

N=[Ny N em N.

N: funcdes de interpolacao
ou funcodes de forma
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Portanto...

A relacao entre a coordenada x e a
coordenada r € dada como:

x=lﬂ—ﬂﬁ+lﬂ+ﬂ% 1. X, !
2 2 Y X
2 ‘—1’|
= ZNI. (r)xl.
= . : — X
A relacao entre o deslocamento u e os 7 | Uy
deslocamentos nodais é definida da i | i
mesma maneira: r=—-1 r=90 r=1

1 1
(r) =E(l—r)ul +E(1+I")u2

<
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Elemento de 3 nds (quadratico)
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Mapeamento isoparamétrico 1D

Coordenadas locais Mapeamento
(isoparametrico) isoparametrico
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Dado um ponto nas coordenadas isoparamétricas, posso
obter o correspondente ponto tracado nas coordenadas
globais usando a equacéao isoparamétrica de mapeamento.

X:—Mxl+r(1—+r)xz+(1—r2)x3
2 2

Emr=-1, x =x,

Emr=0;, x=Xx;

Emr=1, x =x,

Pergunta: 1 3 6

x=? em r=0.5? X:_§X1+§X2+§X3
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Exercicio

Ache o mapeamento x(r) para os elementos de 3 nos

abaixo:
A.
S t C]
] o 2]
L=4 r=-1 r=1
ril—r ril+r
X =— ( )X1—|- ( )X2+(1—f2)X3
2 2
Parar=0 : x=2

x,=0,x,=4,x, =2

|X_2I'+2| ' Parar=1 : x=4

Parar=-1 : x=0
Para r=1/2 : x=3
Para x=-1/2: x=1
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X1 =0,x,=4,x3=3 4 - 0

‘x:—r2+2r+3‘ |l

-1 0
-1/2 1,75

0 3

1/2 3,75

1 4 1 0.5 0 0.5 1
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Derivacao da matriz de rigidez K

Sabe-se que du dNiui le.
€ —

ZE‘ dx dx

ui=Bd

A matriz de rigidez é calculada como:

K = j B’ EABdV
V

Como computar a matriz B, se N depende de
r € nao de x???
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Voltando ao problema anterior,

X, x,=0 X3=3  X,=4
L = L

Facil, vamos inverter a equacéo...

x(r)=—r’>+2r+3

Invertendo...

r=1—~4—x
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=%(1—\/EI1+(1—\/E)]
Nz(x):%(6—x—3\/4—x)

Nz(x)=%(6—x—3\/E)
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Resolvendo o problemal!

Usando regra da cadeia
avN.(r) @n,(r)\ar

dx |\ dr Ndx
S -—
an,(r) Conheco ar,
Conhego - ax
I
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av.(r) dN,(r) ar
dx  dr dx

!

an,(r) _1adn,(r)
ax J ar

O que faz o Jacobiano?

dx = Jdr

J pode mapear cada ponto no eixo r para um ponto no eixo x
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2. Ache a matriz de rigidez do elemento unidimensional
de 2 nés:

g_du_du dr
dx dr dx
du _d 1 1
= dr(2(1 r)ul+2(1+r)u2) 2(u2—ul)
dx _d 1 1 5
e dr( (1- r)xl+2(1+r)x2) 2(xz—xl):zzJ @:J—lzg
U dr L
_du _dudr u,-u, u,-
de drdx x,—x
ou, simplesmente: L
ON dN /
S R e e
ox dr ds dx\2 L
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1.

2.

A matriz de rigidez do elemento:

K=["EAB™Bdx

X1

’ |dX:Jdr
WV

- [ FAB™BJdr dx = Jar

A integral de QUALQUER elemento nas coordenadas globais é agora
uma integral de -1 to 1 nas coordenadas locais;
O jacobiano J entra na integral da matriz de rigidez e, geralmente, &

uma funcao de r. A forma especifica de J é determinada pelos valores
das coordenadas x;, X, € x5 dos nos.
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1
1 -1 1 -1
L2

Veja que:
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Exerciclios

1. Ache a matriz B para o elemento de 3 nos:

B:{le dn, dN3}
dx dx dx

1 {le dn, st}

J| dr dr dr

X, +———X, —2rx,

3 dN, 2r—1 2r+1
J:Z ,(r)Xi: r r
= dr 2 2

1

B :—F(zr—l) %(2r+1) —Zr}

J| 2
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Elemento isoparamétrico 2D

Elemento retangular plano

(X45 Ya)

Y,V 4
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Propriedades das funcoes de forma

* As funcoes de forma Ny, N, , N; e N, sao
bilinearesemr e s.

* Propriedade do delta de Kronecker

(N, =1 noé i
3

N; =0 demaisnos

« Completude
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N,=a+br+cs+drs

1 a-b-c+d=0 4(-1, 1) 3-5(1,1)
2) a+b-c-d=0
(3) a+b+c+d=0
(%) a-b+c-d=1 15(-1,-1) 2-5(1,-1)
1 -1 -1 1]a] [0] [a 1]
1 1 -1 -1|b| 0| |p| 1]-1
1 1 1 1]c| |0 cl 4al1
1 -1 1 -1)d] (1) |d| |-1
1 1
N4:Z(l—r+5—r5):z(1—r)(1+5)
1
Expressdo geral: N,(/‘,S):Z(1+r/‘/.)(1+55/.)
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Coordenadas e deslocamentos

m
|/1
u2

ul [N, O N, O N, O N, 0]|v,

{v}{o N, O N, 0 N, O /vj uy [ v _(1-rfi-s)
Vs t 4
u, N, - 1+r)1-5)
v, 4
™ N, = (1+r2}(1+5)
Vi N _(l—f)(l—l-S)
X, 4 4

x] [N, O N O N O N, 0]y,

{y}{o N, O N, O N, O N4}X3>
Y3
X4
Va4
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Elementos retangular de mais alta ordem

« Mais nos
 Ainda 2 graus de liberdade por né

« “Mais alta ordem” quer dizer mais alto grau de
polindmio completo para aproximacao dos
deslocamentos.

« Duas familias: Lagrangiana e Serendipity
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Elementos quadrilateros quadraticos

1. Familia
Lagrangiana

de Elementos —

Elemento de ordem n tem (n+1)2 nés
arranjados simétricamente — requer nos
internos para no. de nos >4.

2. Elementos
Serendipity —>

Em geral, apenas nds de contorno — evita-

se nos internos.

N&o é tdo preciso quanto os elementos lagrangeanos,
porém € mais eficiente e evita certos tipos de
instabilidade.
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Funcoes de forma Lagrangianas

« Usa-se um procedimento que automaticamente satisfaz
a propriedade Delta de Kronecker para funcoes de
forma.

— Considere o exemplo de 6 pontos, undimensional: a funcao
vale 1 em r; e vale 0 em qualquer outro ponto.

()~ LN =N =)=

r3_r0)(r3_r1)(r3_rZXr3_r4Xr3_r5)
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Funcoes de forma lagrangianas

Pode-se resolver para qualquer numero de pontos nodais
em qualquer posicao.

Ls(m)(/‘)— (/‘—I‘O)(I‘—/‘l).. (r_rk—l)(r_rk+1)‘ .(/‘—/‘m) :H (f_f/)

) (fk _ro)(rk _ﬁ)---(rk _rk—l)(rk _rk+1)|'"(rk _rm) /=0 (fk —/‘,)

ik
Nao entram .
Polindmio de
termos r-r,!
Lagrange de
ordem m
no no k
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Por exemplo... Vamos acharo N,

4 @ ® 4
3 . (s—s,) (s+1) 1
v, (r)= 8 —sl)_;\(1+1)_ 2(s+1)
1@ $2 1
) N, (r,s)=H (v (s)
1 _ (r_ra) _ (r_l) 1 e
e
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Complicando um pouco mais...

Vamos achar a funcao de forma do no 16:

4. 12 11 12

16 V(3) (S)= (5_57 )(5 — 513 )(5_512)
% b (516 — 35 )(516 — 513 )(516 — 512)

NN\

ST\

5 16 158510

H(3)(r)= (r_rS)(r_r15)(r_r10) v BYRYE
. (e —rs Xrig =115 Xrig —r10) |N16(r,s):H16 (r Vas (5)|
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Triangulo de Pascal e Elementos

Lagrangianos

Polynomial terms Polynomial Degree Element

% i

can be chosen

(N
[ I

E R
-

W
4o

y¢ |No. ofNodcs=n=(p+l)2
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Se lembrarmos:

W 1
SN, =N, —=N,

chz(l—r)(l—s) »
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/v1=%(1-r)(1-s) — =N,

NZ:%(1+r)(1—s)

/v3:%(1+r)(1+s)

1 1
N422(1—rX1+5) —ENs

NS:%(l—r)(l—sz)
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Definicao do dicionario americano Oxford para Serendipity:

The making of pleasant discoveries by accident

\

Horace Walpole ( 1717-1797) inventou a palavra 'serendipity
depois de ler o conto "Three Princes of Serendip"”. Uma
histdria persa antiga sobre 3 principes iranianos que, em
viagem, faziam sempre grandes descobertas, por acidente e
sagacidade, sobre assuntos que nao conheciam.
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Funcoes de forma serendipity

Funcbes de forma para nos Funcdes de forma para nos de canto séo
internos dos lados s&o o produto modificacOes das funcdes do
de um polindbmio de n-ésima elemento quadrangular bilinear.
ordem na direcao paralela ao 1: comece com a func¢ao de forma bilinear apropriada

2: subtraia a funcao de forma do n6 interno, com

lado por uma funcao linear na .
peso apropriado

direcao perpendicular ao lado. 3: repita 0 passo 2 usando a funcdo de forma e
apropriado peso do né interno do outro lado
4 7 3 * Ld
L4 : L 8
s Lo = * Nrs)=ta-ra-s)
/’ ®6 4
1 °
/\ 1 5 2
1 5 2 . .
L o e § M(rs)=ta-ra-s)-1n,
Ns(r,s)zz(l—r 1-5) . 4 2
Analogamente: 1 5 2
1 8 " * g 1 1 1
N7(r,s)=§(1—r2X1+5) T~ SN,(r,5) =5 A-rL-s)-2 Ny -,

Resolva: como seriam as fungdoes 1 5

2
Resolva: como seriam as funcoes de
de forma Ng € Ng??7?

forma Ng e N;?777?
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Polynomial terms
can be chosen
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Resumo do Triangulo de Pascal

Elemento Lagrangiano

A
/\/\
/\/\/\
/\/\/\/\
/ /\/\/\ A Elemento Serendipity
Lo % ACEERY ;
/\
3x3 /\/\
/\/\/\
/\/\/\/
oMb
/ Yok mx m
3x3
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Tabela de funcoes de forma

‘W 1-7r)(1-5)/4 —-Ns/2 0 0 —Ng/2 —Ny/4
‘W (1+7r)(1—5)/4 —N5/2 —Ng/2 0 0 —Ny/4
‘H 1+7r)(1+s)/4 0 —=Ng/2 —N,/2 0  —Ny/4
W (1-r(1+s)/4 0 0 —Ny/2 —Ng/2 —No/4
B (1-rH(A-5)/2 0 0 0 —Ngy/2
B (1+7r)(1-52%)/2 0 0 —Ny/?2
B 1-rH(A +5)/2 0 —Ny /2
A (1—-7)(1—52%)/2 —Ny/2

B (1-r5)(-s%)
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Elemento tridimensional de 8 a 20 n6s

Arestas parabdlicas No espaco r,s,t
Funcoes de forma, ndé a nd, dadas por:

onde,
(r,s,t)= 0, seondinao éincluido (i>9)
It G(r,i)G(s,i)G(t,i), caso contrario

i) nds de canto (i < 8)
Estendido aos nds vizinhos de meio de

aresta
1 Estendido aos nos
N(r, s, t)= g,(r,s,t)—zggj /‘ vizinhos de meio de aresta com
ii) n6s de meio de aresta (i > 8) (5.0 1/20+ pp), pera g, = +1
G(,i)= T Lo
N,(r,s,t)=g/r,s,t) { (i-p*)  perap =0
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Para qualguer dimensao, matriz K ...

¢ =Bu

K = j BTDB dv
vV

1

= fﬂBTDBdet] dr ds dt

-1

A fim de estabelecer as matrizes de rigidez, devemos diferenciar o
deslocamentos em relagcao as coordenadas (x,y, z).
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Derivadas

* As deformacoes do elemento sao obtidas a partir das
derivadas dos deslocamentos com relacao as
coordenadas locais.

« Para obter a matriz de rigidez de um elemento
precisamos da matriz B de transformacao u-e.

* Uma vez que os deslocamentos do elemento sao
definidos nas coordenadas naturais, precisamos

relacionar as derivadas de X,y,z com as derivadas de
r,s,t.
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Mas e a matriz B???

1. O mapeamento isoparameétrico fornece a relagao
(r,s,t) com (x,y,z), i.e., se um ponto (r,s,t) € dado em
coordenadas isoparamétricas, pode-se computa-lo em
coordenadas globais (x,y,z) usando as equacoes:

n n n
xzzNixi y=zNiYi ZzzNiZi
=1 =1 =1

e Transformagao de coordenadas € unica e inversivel.

e O mapeamento inverso JAMAIS sera explicitamente
computado...
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Em forma matricial...

b
=
0¢

as
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Regra da cadeia...

Operador
Jacobiano
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Pelas equac0Oes abaixo percebemos a
necessidade de encontrar J2...

N, [ox oy oN,
or |_|or or | ox
o, ox oy || oN,
,0s ] Los, os oy

Pode ser / _ Esta é conhecida como
calculado, pois N matriz Jacobiana (3) para

‘i Precisamos desta

parcela para
computar a matriz B

é funcao das 0 mapeamento
coordenadas (x,y) = (r,5)
naturais!
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Exercicios: Calcular J

Bathe, pag. 350
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x = 3r y=2s

[ ]

Similarly, for element 2, we have
x =31+ N+ 93+ 1/2V3)]+ (1 - N + H[-G - 1/(2V3))]
+(1 =901 -9[-3+ 1/QV3)]+ (0 + N0 - 93 - 1/2V3)]}
y=#{1+00+9@)+ A -NA+9E) + 1 - N1 - $H(—2)

+ (1 + (1 - 9)(-3)}
Also, for element 3,

x=5Q+NA+9D)+ Q-0+ 9-)+Q0Q-nNQ1-9(-1)
+ (1 + 1 - 9(+1)]

y=:Q+00+9@H+ Q-1 +9% + Q-1 - 93
+ (1 + 1 - (-]

N—= O

3
and hence, J= [ 1
2V3

therefore, J= l[

44 (1+s)]

0 3+
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a() 1 [aya() eval)

ox det(J){ 0s or oOr Os
o() 1 [exo() oxol )
oy det(J)| or és ©&s or
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oy o()_ 1 [eya() ayo()]
{e)= j _ 6; a() {U} ox det(J).as or or os |
7xyv a( ) 56() ’ o ): 1 [oxa() oxa()
oo oy det(J)Lor &s s or _
ayo() oval) ) :
& ds or or os
Je p= 1 0 ox o( ) 8x6){u}
Y[ det(J 8r 85 v
J/xy) () axﬁ( )_Gxﬁ( ) y a(
Or Os Os or Os 8r or 6s
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" det(J)

€ =ONd

oyal) oya()

Oos or oOr Os

0

ﬁxﬁ() 8x@()

0
8r 85
ox O )_6x8( ) oy o

i)

' Or Os Os Or Os 6r

ar oS
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B = O N
(3><8)(3><2)(2><8)
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Matriz de rigidez do elemento

k

k

”BTDBtdxdy
A

|

1

1
jBTDB t det(J)dr ds
1
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X = %[(1 — r)(l — s)x1 + (1 + r)(l — s)x2 + (1 + r)(l + s)x3 + (1 — r)(l + s)x4]

y:%[(l—r)(l—s)yl+(1+r)(1—s)y2+(1+r)(1+s)y3 +(1_r)(1+5)y4]
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x=2[1=r)1=s), +(1+5) =), + 1+ r)1+5h, +(1=r)1+s),]

4

%:c:%(—(l—s)xl+(1—s)x2 +(1+5)x, —(1+5)X4)
%:d:%(—(l—r)xl — (4 + (L) + (1= r)x, )

=20 sly, @ rfi-sly, + (), + (1-ras sl
%:b:%:—(l—s)yl—k(l—s)yz +(1+s)y3—(1+5)y4:
%:a:%:—(l—r)yl—(1+f)yz +(@Q+r)y, +(@-r)y,.
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0 1-5s S—r r—1
s—1 0 r+1 —r-s
3 r—-s —r-1 0 s+1
l1-r r+s —-s5-1 0

() C)

Xl yl

X y

2 2
X=< "¢ Y=< "¢
X3 y3
LX4J xy4)
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B = 0 N
(3x8) (3x2) (2x8)

oyo() oya() 0
os or or 0s
41 0 oxo() oxa()
det(J or 0s. 0s O
() 8x8()_8x8() 8y8()_8y6 )
| Or Os oOs Oor Os Oor oOr 0s |
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1

(1-r)1-s)

4

(1+r)1-s)
4

(+r)1+s)
4

(1-r)1+5s)
4

+
=

r

(%)

2

+
=
+
n

N
N
N

)
r)

3

N

4

" _oN, _-1(-s) (s-1) Iy _oN, _([-r)-1)_(r-1)
M or 4 4 Y 0s 4 4

Né__mw :aﬁfs):a—s) szzmw :@+rXJ)=—Q+1)
"or 4 4 ? s 4 4

N3:8N3:Qﬁﬁﬁjzﬂ+ﬂ N3_aN3:a+r1):0+ﬂ
"or 4 4 © oS 4 4

" _oN, _(1)i+s) -(+5) " _oN, _(1-r)t)_(@-r)
Yo 4 4 Y 8s 4 4

a=1/4
b=1/4

c=1/4

d=1/4

yi(r =1+ y,(-r=1)+ yslr +1)+ y, 0= r)

:y1(5—1)+ y2(1—5)+ y3(5+1)+ y4(—1—5)

:XI(S —1)+ Xz(l —5)+ X3(5 +1)+ X4(—1 —5):

x(r=1)+x,(~r =1)+ x,(r +1)+ x,(1=r)]
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Exemplo

J 20 O
J = v=0,3 Y4 F=1
0 20 E constante 4’2" v
. K 1
Estado plano de tensao:
_ - X
2, 40 >
1% o futay) 3
ulx,y
8y = O ( j N » ®
oy \vix, 4
7xy 0 ﬁy ( y) ;a < 40 >
oy ox
] ] N, :%(m)(m)
o, 1 0 |[¢&| 1
o |= EV2 - 1 0 | N2=Z(1—r)(l+x)
- -V
| Ty 0 0 |7y N, :%(1_,»)(1_5)

N, :%(m)@_s)
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7ot
= 20|0

detJ =400

[ 0/0x

I3
Il
™

Vx| 0/0Y
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:

o/ox] 1 [1 Ofa/or
or) Tl 2o

N, N, N; N
a/ay |:U:|: a/ay|: 1 2 3 4

0/0x |

PMR5026 - Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacédo e Experimentos




1+s) -(1+s) -(1-s) (-9 0 0
0 0 0 0 A+r) (1-r)
1+r) (A-r) -(1-r) —=(1+r) @+s) -(1+s) -(1-s) (1-9)

detJ =400
\ /

K = ”BTDBdetJdrds
-1-1

1

5-%0
(

o = <
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[ 143, -1-3, -143, 1-3, a, a, a, 0]

(27 V14
[ 0, 0, a, 0, 14r, 1-r, -14r, -1-t] — o—s
[ 14z, 1-r, -14r, -1-r, 148, -1-3, -1+3, 1-3] Uz U1
V34 Vg4 4
*~— >—>
K/E= Uz Uy

5/28, -5/364,

45/9l1, -5/3&4, 5/28, ~5/28]

/28, 5/364, -9/28, -5/364, 45/91, 5/91, -45/182, -55/182]

-5/364, -5428, o364, 5728, 5781, 45/91, -55/1082, -45/7182)
==T T, —o 4t e, - i b T T R o e s AP b I I A o T s7TSIT

5/364, A28, -54Q364, -5/28, -55/182, -4:5/182Z, al, 45/91]
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E = Force =

[ 45/91, 5/91, 5/28, -5/364, 5/364] 0
[ 5/91, 45/91, -5/364, 5/28, -5/28] 0
[ &/28, -5/364, 45/81, 5/91, -55/182] -1
[ -5/364, 5/28, 5/81,  45/91, -45/182] 0
[ 5/364, -5/28, -55/18z2, -45/18z2, 45/81] 0

Displacement =

2.3222
-1.7222
-5.68222
=1.0000
-4.6222

Reactions =

22 de Abril de 2019 PMR5026 - Elementos Finitos Linear: Teoria, Programacédo e Experimentos



MatLab

clear all; close all; clc

)
S

$syms N1 (r,s) N2(r,s) N3(r,s) N4 (r,s)
syms r s
N1=1/4* (1+r)
N2=1/4* (1-r)
N3=1/4* (1-r)
N4=1/4* (1+r)
Jacob=[20,0;
Poisson = 0
Elast=1;
Force=[0; 0; 0; 0; -1; 0; O;
D Matrix=Elast/(1-Poisson”2)*
dN1dx=20/det (Jacob) *diff (N1, r
dN1dy=20/det (Jacob) *diff (N1, s

17
1, Poisson, 0; Poisson, 1, 0; 0, 0, (l-Poisson)/2];

’

0
[
)
)i
dN2dx=20/det (Jacob) *diff (N2, r) ;
)
)
)
)
)

’

( (
( (
dN2dy=20/det (Jacob) *diff (N2, s
dN3dx=20/det (Jacob) *diff (N3, r

( (

( (

( (

’

’

dN3dy=20/det (Jacob) *diff (N3, s
dN4dx=20/det (Jacob) *diff (N4, r
dN4dy=20/det (Jacob) *diff (N4, s

’

’

B Matrix = [dNldx, dN2dx, dN3dx, dN4dx, 0, 0, 0, O;
0, 0, 0, 0, dNldy, dN2dy, dN3dy, dN4dy;
dNldy, dN2dy, dN3dy, dN4dy, dN1ldx, dN2dx, dN3dx, dN4dx];
fun = B Matrix'*D Matrix*B Matrix*det (Jacob);
K = int(int(fun,s,-1,1),r,-1,1);
K_comp=K;

K(2,:)

Force

Displacement = double (inv (K) *Force)

U=[Displacement (1); 0; 0; Displacement (2); Displacement (3); Displacement (4); 0; Displacement (5)]
Reactions = double (K_comp*U)

acao e Experimentos



Elementos isoparameétricos triangulares

Determinar a funcao linear que satisfaca:

u(0,0) =u, u(l,O) =u, u(O,l) =Uu,

N/.(rj,sj): {1 e

0 se iz

Solucgao:

u(r,s)=Q0—-r—s, +ru, +su,
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Funcoes de forma

N. — /- x =N (r,s)x, + Ny(r,s)x; + N3(r,5)x;
| =

N, — s y =N(r,s)y, + Ny(r,s)y, + Ns(r,s)y;

Ny, =1—r —s
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Triangulo de Pascal para elementos

triangulares

Polynomial Degree Element

-0 /N (1)

5 (21)
6 (28)
X% X7y x'y? Xyt x%yt xyt Y7 ”Z%(P+1)(P+2)‘
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.:. [
Ms ——— el —p— y—1l 0 0 0 0 0
Ng R I — dr 0 0 0 0
N7 ———e i ———- dsl] —r— 5 —1#1 0 0 0
Ny e T e drt 0 0
No[ —— [ - — | — | — It 0
M — e ——— e - ———— Al —r —5—1l
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Exercicio

I\ Calcular:

eDeslocamentos
eReacodes de apoio
eDeformacoes

eTensoes

g Estado plano de deformacoes:

X
para v=0,3 e t=1,0. ( ) 1 (1:/) 0
(1 _ » _ . EQl-v 1%
Mirs)=ll-r-s) o Zilesy 1 0
N,(r,s)=r ; ,  1-
N,(r,s)=s _ 2(1-v)]
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1j‘r'l[BTDB detldrds t =

00

0,673E
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1
-1
0
0
0,429

- 0,429

-1
1,286
—0,286
0,286
—0,714
0,429

0
—0,286
0,286
—0,286
0,286
0

0
0,286
—0,286
—0,286
0,286
0

0,429
—-0,714
0,286
—0,286
1,286
-1

—~0,429
0,429
0
0
~1
1
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K=0,673E
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1
-1
0
0
0,429

| —0,429

-1
1,286
—0,286
0,286
—0,714
0,429

0
—0,286
0,286
—0,286
0,286
0

0
0,286
—0,286
—0,286
0,286
0

0,429
—0,714
0,286
—0,286
1,286
-1

~0,429 |
0,429
0
0
~1
1
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E se 0 exemplo fosse...

v=0.3 v 1F=1
_ 114 1+5|  Econstante ‘ 1
Z -_ N | ,1
410 3+r 1
2
Estado plano de tensao: EL e .
) _ 1 J‘J X 3/4
LA — ST
Ey oX ' 3| 2 \l
B 0 (u(x,y)j | >
g =10 —
oy (vix,y)
Pvl 10 0 1
oy ox | N, =Z(1+r)(1+5)
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Joy]  B+r)| O Y 0/0s
Z/ax} 1 {3+r (1+s)}{a/ar}

¢, [o/ox
{Nl N, N, N, }
£E=|¢,
Y |0/0y 0o Ny Ny N Ni
B
11 — _
K = [ [B'DB detJdrds Lotv oo
-1-1 D = 1 5 1% 1 O
iy v
00 17
i 2 |
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i El {-3.mu) [2.r-5)2 _Elj-denu (seirer - doom _ EL [-3+00] |2+4E-B)- El {-3.nu} {2+& rep -2 5-8° El [2+.T-8 El [1+T-8 El |Z+r-B Bl Leres
H 128 (-1+nu| [Lema) d3sr 122 (-1+nu| [Lemua) {3 128 [-1+mm) |1+nu| (JeT 122 (-1+mu| [Leoma) {3 32 {-1+mu) [3+T 12 {-1amd) |3+T 33 [-1+mm) | 2sE 32 [-1+Em) {347
_ EL[-3+mh) |B+B C+05-2 5-§° EL [-3+000) [4+E+8)° EL [-3+000) |§+6 L4072 5-5° _ __El[-3emu) (derss __ El {44Lsn __Elisrsn ___El [A+Tes]_ ___El{dsTem)
128 |-l+ou) {1+mmu) |3+T) 128 [-1+mm] [1+nd| [3+E 128 |-l+ou) {1+mU) |3+T) 128 |-l+na) (1lenm) [3+T 32 [-l«m) 34K 32 (-1l+mm) 34K 32 {-1+mu| [3+T 3Z 4-1+nu| [3+T
_ __El|-3emu) (Zer-g)° El (-3+mu| [B+EC+r -25-8 El [-3e0M) (Z+L-5|° _ El[-3.0m) (§+60+T 268 El (2:C-5 __Elas-m __El(2:T-m ___El(lsT-m)
128 |-1+nu) {lemmu) |31 123 [-1+1m] |1+nu| 3+ 128 |-1+nu) {lemu) |37 12E [-lenua) (lemm) [3+T 32 (-l {3 32 [-1l.om) {3sE AZ {-1lemu| [3+T 32 {-1lemu| [J+T
El |-3+mu) (848 T+F -25-8° _ El (-3 [4+T+5° _ B -3 (B+ETr 18-85 El (-3+T| [4+T+85" _ El (A:Tu8]_ _ _ El [4:T+8 El [4+E+B __El piTiE
12E (-1+nmu| [L+0A) 3+ 138 (-1+nu| [Lenu) {3+r 128 (-1« |1+nu| (JeT) 138 (-1+mu| [L+0m1) {34 32 (=14 [3+T 12 (-14m) |3+T 32 [-1+mm) | FsC 32 [-1+0m) (34T
Bl Zeres) El d.r+s Bl jZres) _ El [d+T+ 5 El {-3+nu El {-3.nu _ El |-3+r0d El (-3«
12 (14| [3+T 22 [-1+nu) {34r 12 |-1+Mu| [3+T 12 (-1snu| [3+T 4 [-1smm] [1smu| (3+E 2 {-lemm) [lenu) (3o Ef-lanu| [lerad) |3sE £ -1smul (lemm) | 2+E
___ ElLZwTs) El (418 _Blidr-s) _ ___El[d:Ts El{-3+nu E1:{-3+nu EL [-3+m0 El[-1:00
32 {-1+nu| [3+T 22 |-l+mu) {3+E 32 {-1+nu| [3+T 32 (-1+nu| [3+T 4 [-1emm) |1emu] (3eE 8 (-lemmu) [Lenu) 3k Ed-lanu| [lepd) [3eE £ {-l+snuy (leom) [F+E
U El s _ El [4.r.m El Z.r-8 El 4:1:8 _ EL | -3+ El [-3+mm El |-3+n0u El |-3+n1
320-1+1m) |3+E 32 [-1l.1m) | 3+E 22 |-l+ma) (I4r 32 [-1l«mm) | 3+E & (-1+nu| [Lemid) (34 & d-1+mu) (Ll {34E 8 [-1+smi) |lenu) (34 S i-1emm) [1+0d) (3+E
__El s _ El [4.rem _ El Z.r-5 El [4sxe5 _ EL [-3+m El [-3.rm El |-3.nu El |-3.nu
1 33 (-1erm) |3 32 [-lerm) |3+ 23 [-l+nu} (Jur 32 [-1l«m) |3+ E{-lsnu| [Lepad) {30 E{-1emu) {(lerm) (3@ 8 [-1+mu) [lenu) {3.r 8 i(-1emm) (lenu) (3er

Exata:

El (-3 2+r-s)?
{ +nu} { tz s} r {rr 'lr 1]’]r {31 'lr 1}]

Integrate|Integrate| 128 (-1 +nu) (1 +nu) (3 +x)

K11/Er para 0.0234246 (2+ 1 8)°

v=0,333: 3+ T

3 +nu)
192

El 6+ Log |16

1 + nu?)

- 2
0.023434573973328415 (2 +r- s) , {r, -1, 1}, {s, -1, 1}] =0,137055

3+

Integrate[
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Para voceé saber....

dotF — (Fdx x Fdy)-Fdz
(dx x dy)-dz

. dxdydz = det(J)drdsdt

k= B'DBdV=[[[B'DB dxdydz =[ [ [ B'DB detJ drdsdt
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