Vorticidade



1)Equacao de Transporte da Vorticidade

A equacado de Navier-Stokes para um escoamentanpressivel
pode ser escrita:

N, (@0)a=-Lop+voa+g (1.1)
ot Jo,

Podemos aplicar a equacao de Lagrange da aceleracao

au+(u.D)u:au+D(u'u)+@xu (1.2)
ot ot 2



Lembrando gque a aceleracao da gravidade pode @gaaw forma de
um gradiente de um potencial:

g=0(-92) (1.3)

Para um escoamento incompressivel, a equacaaésulda:

2
a_U+D u—+E+gz +oxt=v0% 1.4)
ot 2 p

Se fizermos o rotacional da equacao (1.4):



o(0xa), {Dxm(fiwﬂmx(mu): Y 02(0xq) (15)

0

O rotacional do gradiente de um escalar é nulep®$ quelxl =&.
Para o termoldx(&xu), podemos aplicar a seguinte propriedade,

verificavel através de analise tensorial:
Ox(axb)=al0b)-(a.0)6+(p.0)a-b(0.a) (1.6)
Resulta;

Ox(@xu)=a(0.0)-(z.0)u+(u.0)a-u(0.&) (1.7)



Temos quel.z=0.(0x0)=0 (o divergente do rotacional de um vetor é
sempre nulo), e para um escoamento incompressivek0. Logo, a
equacao de Navier-Stokes fica:

%+(H.D)cf)= (@.0)u+v %@ (1.8)

Essa é a equacdo de transporte da vorticidadern {@.0)& € o
chamado termo de estiramento de vorticgert¢x stretching), e
corresponde a uma fonte de vorticidade que ocaraedp um vortice &
estirado pelos gradientes de velocidade.



Na figura, temos um trecho de um vortice sendoaekiipelo gradiente
de velocidade, entre os instantes+ At.



Como o vortice é um filamento material, por conaeao do volume
0 estiramentodL val estar relacionado com uma diminuicao de
diametro, assinb,<D;. Mas, por conservacao de momento angular, a
vorticidade ( que esta relacionada com uma veldeidke rotacao ) vai
aumentar, de modo quex>w,. Note que, pela figura, ndo sé a
vorticidade aumenta, mas ocorre um efeito de digggao entre as
componentes, pois um vortice que tinha seu eixsWersal a direcao da
velocidade passou a ter componente na propriaadirég velocidade.

Tambeém € interessante notar que, para problerdamdrsionais, 0
termo de estiramento de vortice € nulo:

(@.D)U:(a)zaj(uT+UT):O (1.9)

02z



Isto significa que meétodos que implicam em simwadéeta da
turbuléncia Direct Numerical Smulation ou DNS) ou métodos que
resolvem pelo menos as maiores estruturas turlasleparge Eddy
Smulation ou LES) necessariamente devem ser utillizados com
simulagoes tridimensionais, pois escoamentos tenbo$ sao altamente
tridimensionais e o fenOmeno de estiramento daecest fundamental
na compreensao do fendOmeno de cascata de enelgiguad a energia
cinética é transferida entre as varias escalagdieas turbulentos.

Para um escoamento bidimensional:

2 2
aa)+uaw+uawzv[a a)+6 wj (1.10)




Muitos métodos de resolucdo de escoamentos bidiomais acoplam a
solucao da equacao (1.10) com a solucao de umaamue Poisson
para a funcao de corrente:

2 2
gg+g%:—w (1.11)
x* 9y

Que permite a obtencao das velocidades através de:

Y. ,=_9% (1.12)



2)Teorema de Stokes e Circulacao

Se imaginarmos um elemento retangulgay e fizermos a integral de
linha do vetor da velocidade ao longo do perimeseguindo o

perimetro num sentido anti-horario, e chamando iessgral dd:

r= fo.d=[o.d+ [o.d+ [o.d+ [od (2.1)
ABCDA AB BC CD DA

Se conhecermos a velocidade e seus gradientestro de elemento,
podemos obter as velocidades nos centroides dos ldd elemento
dxdy. Aproximando a velocidade média em cada lado pelacizlde
em seu centroide, temos:



dl =DA=-dy ]
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Substituindo todos esses resultados na equacgo (2.1

[= §u.dF:

(au ~ou
ABCDA

dxd 2.6
10)4 ayj 4 (2.6)

Note qud™ € igual a vorticidade na direcgoou seja, na direcado normal
ao elemento de aredxdy, com a normal apontando na direcdo do
observador:

M= §U.drzcu dxdy=c.ndA (2.7)
ABCDA
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Suponha agora gue temos uma curva matérinb espaco, e que
essa curva tem um diafragma qualquer que vamosahadet. Esse
diafragma pode ser subdividido e elementos retangulares\. Se

fizermos a somatoria das integrais [desobre todos ol elementos
retangulares, teremos:

N N N
>r=> {o.d' =) @ndxdy=[amndA (2.8)
j=1  j=1 ABCDA J=1 S



Porém, ao fazermos a somatéria das integrais ke dirdl , cada trecho

sera percorrido duas vezes se um dado trecho fapardilhado por dois

elementos de area, e percorrido em sentidos diesresm cada um
desse elementos, o que significa que a somatortadds as integrais
u.dl resultard nula, exceto pelos trechos localizadasaexente sobre a
curva C, que sao percorridos uma unica vez. Isgoifisia que a

equacao (2.8) fica:

zr z fa.dr §Ud

j=1 J=1 ABCDA

[an 2.9)

Chegamos entao a forma final do Teorema de Stokes:



Mc = fod =[a.ndA (2.10)
C S

Chamamod ¢ de circulacao do vetor da velocidade sobre a c(rva
Podemos dizer que:

“A circulacéo do vetor da velocidade sobre uma a@wue tem por
diafragma uma superfici® é igual ao fluxo do vetor da vorticidade
através da superfic® Ao fazermos a integral de linladl a curvaC
tem que ser percorrida num sentido anti-horarios@etores normais
aos elementos de arab da superficie apontarem na direcdo do
observador.”



3)Intensidade de um Vortice

Se tivermos um filete de vortice no espaco ( uetdicuja superficie
é formada por linhas que tangenciam 0s vetores adicidade ) e
tomarmos um elemento volumetrigalesse filete, teremos:

[O.azdv =|andA (3.1)
V S

Porém, como o campo de vorticidade é solendidat=0), a integral
do lado esquerdo da equacéao (3.1) € nula. Na aitdgrlado direito, as
unicas superficies onde o produto escaiam € nao nulo sdo as
superficiesS, e S,, pois sobre a superficie latekafjualquer normal sera
sempre ortogonal aos vetores da vorticidade. Assim:



observador

A S



[andA=[a.mdA+ [an,dA=0 (3.2)
S

S S2
Ou seja:
[a@.mdA=- [an,dA= [&(-n,)dA 3B
St &7, S,

Mas os versoreg, e —n, apontam na direcdo de um observador que
enxerga as curvds, e C, num sentido anti-horario. Assim:



r]_:rz (B4

Esse resultado significa que o fluxo do vetor ddicidade, € constante
ao longo do comprimento de um filete de vorticesseja, a intensidade
(ou circulacao) de um filete de vortices é constaaxd longo de seu

comprimento.



4)Teorema de Kelvin

SejaC uma curva fechada material qualguer, movendo-seadluido
em um escoamento barotropico. variacao temporal da circulacao
sobre a curv& é dada por:

= §Udlz§——ndr+§ur——:— 1.
C

Se nao tivermos forcas viscosas sobre a curvagyukcao de Euler:

D 1
= - T [p+ 4.2
Dt p p+d (4.2)



Considerando que a aceleracao da gravidade derivengotencial:
g=0U(-02) (4.4)
Sendo o0 escoamento barotropico:

1Dp:Df com f:j;dp (4.5)

o,

Assim:

=-0(f +g2) (4.6)



Substituindo na equacéao (4.1):

%[:-ﬂm (t gzl + fo."00

D(dl)

Dt 4.9)

Mas a primeira integral € nula, pois o produto kscdo gradiente de
uma grandeza por um vetor elementar resulta umeretifa dessa
grandeza entre 0s pontos extremos desse vetor rdBné&e essas
diferencas sao integradas sobre uma curva fechadasuitado da
integral sera nulo pois somaremos um conjunto figaticas relativo a
um conjunto de pontos gue comeca e termina ha meSsIgao:



flO(f +gz)).dl =fd(f +gz)=0 (4.8)
C
Assim:
§> —' (4.9)
C

Por outro lado, se temos ao longo do vetor elemnedfit uma
variacao de velocidadidl, esse vetor sofrera, ao longo de um intervalo

At, uma deformacaadl =Ad.At. Assim:



D) _ jim 29 g (4.10)

Dt At 0 At

Logo:



O 1.2 g da= f (udu + vaw + weiw) = §§d£“2 ] 0 (4.10)
C C C
Esse ultimo resultado é nulo porque mais uma sé&m®s somando
diferencas de uma variavel (energia cinética) sobma curva fechada,
OU Seja, que comeca e termina na mesma posicaoo @omnergia
cinética € uma funcao de posicao, o resultado dassgracao € nulo.
Assim:

br_, (4.11)
Dt



Ou seja, num escoamento barotropico, a circulaghresima curva
material fechada sera constante desde que as foiga®ssas sejam
despreziveis sobre essa curva. O teorema de Kelvaado para ilustrar
0 surgimento da sustentacdo em um aerofolio e mdagionar essa
sustentacao com o vortice de partida (startingexpre com o teorema
de Kutta-Joukowski. Se iniciarmos impulsivamenteadir do repouso
um escoamento de velocidadeao redor de unaerofdlio, a circulacao
sobre o circuito ABCDEFA sera nula ( pois o fluido repouso esta
livre de vorticidade), e se mantera nula ao longdesnpo. Porém, por
efeito da viscosidade (note que 0s circuitos usg@dssam longe do
aerofolio, de forma a nao termos influéncia dagdsrviscosas) um
vortice de partida gtarting vortex”) é formado no bordo de fuga, com

circulacao anti-horaria (positivét),.



Temos uma circulacao positiva sobre o circuito BBDFPara
manter nula a circulacao sobre o circuito ABCDER#na circulacao
negativa (horaria) [, tem que aparecer no circuito ABEFASsa
circulacao sera devida a vorticidade na camadaeliah aerofdlio, e,
pelo Teorema de Kutta-Joukowski, teremos uma fdegcaustentacab
por unidade de envergaduraada por:

%:—pUF =pU Ty, (4.12)
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5)Teoremas de Helmholtz

a) A intensidade (circulacdo) de um filamento de wé@rfpermanece
constante ao longo de seu comprimento.

b) Um filamento de vortice nao pode comecar ou termema um
ponto dentro do fluido. Filamentos de vortices tque formar
circuitos fechados ou se estender até as frontdar@&scoamento.

c) Uma particula de fluido que faz parte de um filafoeade vortice
continua a fazer parte de um filamento de vortieeietensidade
desse filamento permanece constante com o tempo.



Os Teoremas de Helmholtz foram formulados paraddksii nao-
viscosos. Os dois primeiros teoremas sao relacoshadm o fato da
vorticidade ser um camo solenoidal, ou seja, seu divergente é nulo. O
fluxo do vetor da vorticidade ao longo de um filamoetem que ser
constante, portanto nao € possivel o filamento Issnpente ter um
comeco ou um fiiTnum ponto interno do fluido. Ja o terceiro teorema
esta relacionado coma hipotese de fluido ideal (n&o-viscoso). Na
realidade, a viscosidade provoca difusao da vdeds e faz com gque,
ao longo do tempo, um filamento de vortice acalbbedpsvanecer.
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