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A Lei da Indução de Faraday

Na aula passada discutimos a “força eletromo-

triz” ε= ∮
C
~E ·d~̀ em um circuito e mostramos

que se o circuito se move através de um campo

magnético, surge uma força eletromotriz de-

vido à força magnética ~f +q~v ×~B sobre as car-

gas. Hoje vamos discutir em maior detalhe a

questão da força eletromotriz em circuitos em

movimento, a partir da Lei de Faraday.

ε=
∮
C

~E ·d~̀=−dφm

d t

φm =
∫
~B · n̂dS

Quando queremos escrever esta lei na forma diferencial, utilizamos primeiro o Teorema de Sto-

kes, para escrever

ε=
∮
C

~E ·d~̀=
∫

S
(∇×~E) · n̂dS =− d

d t

∫
S

~B · n̂dS

Agora, há uma passagem sutil, mas muito importante, para a qual às vezes não damos a devida

importância: se o circuito C , e a superfície S estiverem fixas, a variação do fluxo magnético com o

tempo só pode ser devido à variação do campo magnético com o tempo, de forma que podemos

passar a derivada temporal para dentro da integral,

∫
S

(∇×~E) · n̂dS =−
∫

S

∂~B

∂t
· n̂dS ⇒

∫
S

[
∇×~E − ∂~B

∂t

]
· n̂dS = 0

e, como a superfície S é arbitrária

∇×~E = ∂~B

∂t
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É importante então ter presente que, escrita nessa forma diferencial, a Lei de Faraday relaciona

os campos ~E e ~B medidos em um mesmo referencial. Da mesma forma, na expressão da Força de

Lorentz,

~F = q(~E +~v ×~B)

a velocidade ~v é a velocidade da carga medida no mesmo referencial em que os campos ~E e ~B são

medidos.

Circuito em Movimento

Suponhamos agora que tenhamos um circuito

se movendo em relação ao campo magnético,

ou seja, o campo magnético e sua variação

temporal são medidos no referencial do labo-

ratório e queremos determinar a força eletro-

motriz em um circuíto se movendo no labora-

tório. Isto é indicado na figura; todos os pontos

do circuito se deslocam com uma velocidade

~u em relação ao campo magnético ~B(~r , t ), me-

dido no laboratório. Como expressar a Lei de

Faraday neste caso?

Primeiramente, temos que entender o signi-

ficado da força eletromotriz para um circuíto

em movimento, A força eletromotriz é a inte-

gral no circuito completo do campo elétrico

que coloca as cargas em movimento, no referencial do circuito. Portanto, é melhor escrever

ε=
∮
C

~E ′ ·d~̀

onde ~E ′ é o campo elétrico medido no referencial do circuito. Assim, se o circuíto estiver se des-

locando em um campo magnético, ~E ′ e ~B não estão sendo medidos em um mesmo referencial.

Neste caso, escrevemos a Lei de Faraday como

ε=
∮
C

~E ′ ·d~̀=− d

d t

∫
S

~B · n̂dS

e neste caso o fluxo magnético através do circuito varia tanto devido a uma variação explícita em
~B com o tempo como devido ao movimento de S com relação ~B .

Vamos então calcular a derivada temporal do fluxo usando a sua definição

dφm

d t
= l i m
∆t→0

1

∆t

[∫
S2

~B(~r , t +∆t ) ·d~S −
∫

S1

~B(t ) ·d~S

]
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Como S se move no campo ~B , para calcular a variação de fluxo devido a S varrer diferentes

valores do campo magnético, temos que levar em conta uma importante propriedade deste,

∇·~B = 0 ⇒
∫

(∇·~B)dτ=
∮

S

~B · n̂dS = 0

Vamos aplicar este teorema ao volume formado por S1, S2 e a superfície lateral varrida por S,

em seu deslocamento de t → t +∆t , lembrando, no entanto, que a Lei de Gauss para ~B se aplica

num instante fixo∮
S

~B · n̂dS =
∫

S2

~B(t ) ·d~S2 −
∫

S1

~B(t ) ·d~S1 −
∮
C

~B(t )(~u∆T ×d~̀) = 0

onde ~B(t ) significa o campo medido no instante t .

A última integral foi escrita notando que

|~u∆t ×d~̀| dá o módulo do elemento de super-

fície na superfície lateral. Por outro lado seu

sentido é para dentro da superfície enquanto

que, no Teorema de Gauss, a normal à superfí-

cie tem que apontar para fora da superfície. Fi-

nalmente, para integrar sobre toda a superfície

lateral temos que integrar sobre o perímetro de

sua base„ obtendo a última integral na expressão acima. Então∫
S2

~B(t ) ·d~S2 −
∫

S1

~B(t ) ·d~S1 =
∮
C

~B(t ) · (~u∆t ×d~̀)

Mas, para calcular a variação do fluxo magnético, temos que considerar ~B pode também estar

variando explicitamente com o tempo, ou seja,

~B(t +∆t ) ≈ ~B(t )+ ∂~B(t )

∂t
∆t + . . .

Então a expressão para a derivada temporal do fluxo magnético fica

dφm

d t
= lim
∆t→0

1

∆t

[∫
S2

~B(t ) ·d~S2 +∆t
∫

S2

∂~B

∂t
·d~S2 + . . .−

∫
S1

~B(t ) ·d~S1

]

mas ∫
S2

~B(t ) ·d~S2 −
∫

S1

~B(t ) ·d~S1 =∆t
∮
C

~B · (~u ×d~̀) =∆t
∮
C

(~B ×~u) ·d~̀

então

dφm

d t
=

∫
S

∂~B

∂t
·d~S −

∮
C

(~u ×~B) ·d~̀
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e

ε=
∮
C

~E ′ ·d~̀=−
∫
∂~B

∂t
·d~S +

∮
C

(~u ×~B) ·d~̀

Que é a Lei de Faraday na forma integral para circuitos se movendo em um campo magnético.

Naturalmente, podemos sempre utilizar a Leide Faraday na sua forma original∮
C

~E ·d~̀=−dφm

d t

se calcularmos devidamente todas as variações do fluxo, Mas isto nem sempre é evidente e, nesses

casos, a outra formula, aplicada corretamente, evita contradições.

Vamos agora ver alguns exemplos.

Ex.1: Um circuito retangular de duas partes

de área A esta imerso em um campo magné-

tico constante ~B , perpendicular a seu plano.

Inicialmente a chave S está fechada, curto-

circuitando o medidor V . Quando a chave for

aberta, qual será o valor da força eletromotriz

medida por V ?

Resposta usual:

ε=−dφm

d t

t = 0 : φm = B A

t =∆t : φm = 2B A

∴ ε=−2B A−B A

∆t
=−B A

∆t

onde ∆t é o tempo de abertura da chave.

Mas acontece que esta resposta está errada, porque só se trocou um circuito pelo outro sem que

houvesse aumento ou diminuição de fluxo através deles.

Resposta Correta:

ε=−
∫
∂~B

∂t
·d~S +

∮
C

(~u ×~B) ·d~̀;
∂~B

∂t
= 0; ~u = 0 ⇒ ε= 0!
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Ex.2: Uma barra condutora se desloca para-

lelamente a um fio infinto, ao qual é perpendi-

cular. A barra tem comprimento ` e sua extre-

midade mais próxima do fio está a uma distân-

cia dele sendo a corrente no fio I e a velocidade

da barra ~u. Calcule

• i) a força eletromotriz desenvolvida nas extremidades da barra.

• ii) a força necessária para mantê-la com velocidade constante

i) A barra se desloca no campo magnético do fio, dado por

~B = µ0I

2πR
êθ

em torno do fio. Podemos calcular a força eletromotriz induzida utilizando a expressão de variação

total do fluxo magnético, ou a expressão explícita que derivamos. Vamos começar pela última

ε=
∮
C

~E ·d~̀=−
∫
∂~B

∂t
·d~S +

∮
C

(~v ×~B) ·d~̀

Neste caso:

∂~B

∂t
= 0; ~B =µ0I /2πr êθ; ~v = uêz ; e d~̀= dr êr

∴ ε=
∮
~E ·d~̀=

∫ d+`

d
u
µ0I

2πr
(−êr ) ·dr êr

∴ ε=−µ0Iu

2π

∫ d+`

d

dr

r
∴ ε=−µ0Iu

2π
l n

d +`
d

O sinal negativo de ε indica a corrente elétrica apontará no sentido oposto que escolhemos para

d~̀.

Vamos agora derivar o mesmo resultado

usando a variação de fluxo. Neste caso a barra

não forma um circuito fechado. Mas a Lei

de Faraday se aplica a qualquer contorno fe-

chado, tenha ele um condutor ou não! Então

vamos considerar como o contorno C o retân-

gulo varrido pela barra desde o ponto z = 0, de

onde ele partiu.

O fluxo magnético é dado por

φm =
∫
~B ·d~S =

∫
µ0I

2πr
êθ(−êθ)(ut )dr
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onde consideramos d~S = zdr (−êθ) pela convenção da regra da mão direita, tomando em conta o

sentido que adotamos para d~̀. Então

dφm

d t
=−µ0Iu

2π

∫ d+`

d

dr

r
=−µ0Iu

2pi
ln

d +`
d

e

ε= µ0Iu

2pi
l n

d +`
d

O sinal de ε deu oposto do anterior porque d~̀ foi agora adotado no sentido posto, sobre a barra.

ii) Como a barra não esta ligada a um condutor, não circulará corrente e, portanto,

i = 0 ⇒ ~fm = i ~̀×~B = 0

A força eletromotriz aparecerá como uma tensão nos terminais da barra.

Ex.3: Uma barra de comprimento ` gira em um campo magnético uniforme ~B = Bêz com veloci-

dade angular constante ω. Qual é o valor da força eletromotriz induzida entre suas extremidades?

a) Vamos primeiro calcular ε utilizando a forma que

separa explicitamente a força eletromotriz do movi-

mento

ε=−
∫

S

∂~B

∂t
· n̂dS +

∮
C

(~u ×~B) ·d~̀, d~̀= dr êr

∂~B

∂t
= 0; ~u = rωêθ ∴ (~u ×~B) ·d~̀=ωBr dr

∴ ε=ωB
∫ `

0
r dr ∴ ε= 1

2
B`2ω

b) Para utilizar a forma envolvendo a variação total do fluxo,

ε=− d

d t

∫
~B · n̂dS.

temos que definir uma área. Consideramos a área do setor circular ÚO AB , supondo que a barra

passe pelo eixo θ em t = 0. Para o sentido que escolhemos para d~̀, utilizando a regra da mão

direita temos que n̂ =−êz . Então

∫
~B · n̂dS = B

∫ θ

0

∫ `

0
êz · (−êθ)r dr dθ =−1

2
B`2θ
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Então:

ε=−dφm

d t
= 1

2
B`2 dθ

d t
∴ ε= 1

2
B`2ω

o mesmo resultado, naturalmente.

Relação entre o campo elétrico em um referencial em

movimento e o campo elétrico no laboratório (onde ~B é

medido)

Vimos na aula passada que a força eletromotriz em um circuito se movendo em relação a um

campo magnético pode ser calculada como

ε=
∮
C

~E ′d~̀=− d

d t

∫
S

~B · n̂dS

ou

ε=
∮
C

~E ′d~̀=−
∫
∂~B

∂t
· n̂dS +

∮
C

(~v ×~B) ·d~̀

Na primeira equação a derivada total temporal do fluxo tem que ser calculada, ou seja, a deri-

vada devido à variação explícita de ~B com o tempo e a derivada devido ao movimento do circuito

com relação à ~B . Naturalmente esta segunda derivada só é nula se ~B variar também espacial-

mente.

Como indica a figura, mesmo se ~B não va-

riar com o tempo, ao se deslocar o circuito en-

tra em região de maior intensidade do campo,

aumentando o fluxo através de sua área.

Já, na segunda equação, estas duas fontes de

variação de fluxo estão explicitamente separa-

das. A primeira integral só é não nula se ~B varia

explicitamente com o tempo. A segunda inte-

gral é devida à variação de fluxo varrida pelo

circuito se movendo com velocidade ~v .

Nestas expressões o campo elétrico ~E ′ é medido no referencial do circuito. Se o circuito estiver

imóvel no referencial do laboratório (onde ~B é medido), então ~E ′ = ~E ; ~v = 0, de forma que

ε=
∮
~E ·d~̀=−

∫
∂~B

∂t
· n̂dS ⇒

∫
S

(∇×~E) · n̂dS =−
∫

S

∂~B

∂t
· n̂dS
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donde

∇×~E =−∂
~B

∂t

como já vimos.

Por outro lado, se o circuito estiver se deslocando com velocidade ~v , temos

∮
C

~E ′ ·d~̀=−
∫

S

∂~B

∂t
· n̂dS +

∮
C

(~v ×~B) ·d~̀

∴
∮
C

[
~E ′−~v ×~B] ·d~̀=−

∫
∂~B

∂t
·~ndS

Aplicando novamente o Teorema de Stokes, obtemos

∫
S

[∇× (~E ′−~v ×~B)
] · n̂dS =−

∫
S

∂~B

∂t
· n̂dS

ou

∇× (~E ′−~v ×~B) =−∂
~B

∂t

Mas ∂~B/∂t é igual ao campo elétrico medido no laboratório; portanto

~E = ~E ′−~v ×~B ⇒ ~E ′ = ~E +~v ×~B

Esta relação pode ser também obtida com-

parando a força que dois observadores distin-

tos um (A) no referencial do laboratório e outro

(B) no referencial do circuito medem sobre um

carga fluindo no circuito. Consideremos a si-

tuação mostrada na figura a seguir. Os campos
~E(~r , t ) e ~B(~r , t ) são medidos no referencial do

laboratório. Para o observador (A), neste refe-

rencial, a relação entre ~E e ~B é dada pela ter-

ceira Equação de Maxwell

∇×~E =−∂
~B

∂t

O observador (B), por outro lado, mede um

força ~f ′ em seu referencial, que faz as cargas

fluírem pelo circuito. Mas como para ele o circuito está parado, a força, magnética q~v × ~B é nula,

8



de forma que só pode ser devida a um campo elétrico,

~f ′ = q~E ′

Esta mesma força, medida no laboratório, será ~f = q(~E +~v × ~B). Como as forças tem que ser

iguais, já que um referencial inercial não pode ser distinguido de outros, temos

~E = ~E ′+~v ×~B

Nota:

Existe uma questão sutil sobre a força eletromotriz do movimento. Consideremos uma situação

em que ∂~B/∂t = 0, de forma que

ε=
∮
C

(~v ×~B) ·d~̀

Como a força eletromotriz é o trabalho realizado para transportar um carga em todo o circuíto,

a integral corresponde ao trabalho realizado por unidade de carga. Mas sabemos que o campo

magnético não realiza trabalho sobre uma carga em órbita no campo; então esta integral não terá

que ser sempre nula?

Para responder esta pergunta, recordemos como demonstramos que a energia cinética de uma

carga em um campo magnético se conserva. Partimos da equação de movimento

m
d~v

d t
= q~v ×~B

e multiplicamos escalarmente por ~B :

m~v · d~v

d t
= q~v · (~v ×~B) ⇒ d

d t

(
mv2

2

)
= 0

Portanto a entrega cinética se conserva ao longo da órbita da carga.

Mas um circuito qualquer não segue neces-

sariamente a órbita da carga no campo mag-

nético, como indicado na figura! Se seguisse a

órbita teríamos

d~̀=~vd t

de forma que

(~v ×~B) ·d~̀= 0

Mas para uma órbita qualquer d~̀ 6= ~vd t e o

9



trabalho realizado pela força magnética ao longo do circuíto pode ser não nulo.

Ex.1: Uma espira de lados a e b e resistên-

cia R está encostada em um longo fio vertical,

conforme mostra a figura. No instante t = 0 a

corrente no fio é ligada e aumenta linearmente

com o tempo, segundo a expressão

I = I0

T
t

onde I0 e T são constantes. No mesmo instante

a espira começa a se afastar do fio com veloci-

dade constante

~v = vêr

Calcule a corrente é induzida na espira em função do tempo.

Solução:

ε=
∮
C

~E ′ ·d~̀=−
∫
∂~B

∂t
· n̂dS +

∮
C

(~v ×~B) ·d~̀

Campo devido à corrente no fio∮
~B ·d~̀=µ0I ⇒ ~B = µ0I

2πr

t

T
êθ

∴
∂~B

∂t
= µ0I0

2πr
r̂θ (veja, nessa derivada parcial r = cte !!!)

∴
∫
∂~B

∂t
· n̂dS =

∫ r+a

r

µ0I0

2πT
êθ · (−êθbdr )

∴
∫
∂~B

∂t
· n̂dS =−µ0I0b

2πT
ln

(r +a

r

)
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A força eletromotriz do movimento será∮
C

(~v ×~B).d~̀= ∮
C

[
vêr ×

(
µ0I0v t
2πr T êθ

)]
·d~̀

= µ0I0v t
2πr T b

[ 1
r+a − 1

r

]=−µ0I0��v t
2πT

a

�r (r+a)

= −µ0I0b
2πT

a
a+r

Então a força eletromotriz total sera

ε= µ0I0b

2πT

[
ln

(r +a

r

)
− a

r +a

]
e

i (t ) = µ0I0b

2πT R

[
ln

(
a + v t

v t
− a

a + v t

)]
Esta corrente diverge em t = 0; mas isto é de-

vido somente a termos suposto o fio de dimen-

são nula. Se considerarmos que, no instante

t = 0, r = δ, onde δ é o raio do fio, esta diver-

gência desaparece; mas de qualquer forma a

corrente será muito alta no início.

Por outro lado, quando t →∞ temos

r →∞ ⇒ ln
( r+a

a

)= l n

(
1+ a

r¿1

)
≈ a

r

⇒ i (t ) → 0
a

a + v t
≈ a

r

O gráfico ao lado mostra a variação de i (t ).

Desafio: Obter o mesmo resultado a partir de ε=−dφm/d t !
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