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O oscilador harmonico cléssico
@ A representacdo mais simples do movimento harménico simples é uma mola:
F = —kx
@ Veja que essa forga vem de um potencial parabdlico:
1
V(x) =— /Fdx = Ekx2

@ a2"lei de Newton diz que

o Entao:
mi—+kx=20

Cuja solugéo geral é
x(t) = Asenwt + Bcoswt

w € a frequéncia de oscilagio, dada por
| k
w=1/—
m

@ o periodo de oscilagio da particula é
27
T=—
w
@ Repare que o potencial pode ser reescrito em termos de w:
V(x) = Emw2x2
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Probabilidade classica

@ se a condigdo inicial é conhecida, sei a posi¢do e a velocidade da particula (e também seu
momento) em qualquer instante
» por exemplo, x(0) = xp e x(0) = 0 = x(t) = xg coswt (oscilador-harmonico.py)
@ E se eundo conhego a condigdo inicial da particula, mas apenas sua energia total?
> nesse caso, posso determinar a distribuicdo de probabilidades da posicdo x da particula
@ A energia da particula é
1 2.2

1
E = mez—l— Ema) X

» o maximo valor de x acontece quando ¥ = 0 (quando a energia é puramente potencial):

1 2E
Ezimwzx,znéxm: P = X = twy/x3 — x2

@ = a prob. de encontrar a

e Em [x, x + dx], a particula particula em [x, x + dx] é |

passa um tempo dt dado por |

dt ‘

d dx p(x)dx = =— :

t = |—| = — = Tiy2 !

x wy/x2, — x2 l

1 |

@ Parairde —x, a x,, a =p(x) = ———— !

/x2 _ 2

particula gasta meio periodo TV X — X l

+xm X

de oscilagdo (Ty, = m/w)
» p(x) =0se|x| > xp
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oscilador-harmonico.py

Normalizacgédo

Algumas observacdes (exercicio):

13. (a) Verifique que a distribuicdo de probabilidades p(x)
estd normalizada, ou seja, verifique que

/+xmp(x) dx =1

=

(b) Por que a probabilidade é menor perto de x = 0?
(c) Vocé vé algum problema em p(x) — co quando
1 x — tx,?

@ Veremos agora o equivalente quéantico do oscilador harménico —
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O oscilador harmonico quéntico

@ Lembrando que a equagao de Schrodinger independente do tempo é

Hy(x) = Ep(x)

com

N PP
H=—+V
o TV (¥)
© d
5 _in
P i
@ O potencial harmoénico é parabdlico:
1
V(x) = zmw*x?
2
Solugéao exata:
e Ha dois métodos:
Método analitico Método algébrico
. wdao1 o, 1 )
=" gmae T 3" A= [p*+ (mwx)’]
n* d*yp 0,9 L s 2
R — F — + (mwx x) = E¥(x
o o maPp(x) = Ey(x) o [P+ (mewx)?] 9(x) = Ep(x)
o Estratégia: série de poténcias o Estratégia: fatoragdo do hamiltoniano
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O oscilador harmonico quéntico

@ Lembrando que a equagao de Schrodinger independente do tempo é

com

@ O potencial harmoénico é parabdlico:

Solugéao exata:

o Ha dois métodos:

Método analitico
5)

A=-_—2 4-
2m dx? i me X

o Estratégia: série de poténcias

Hy(x) = Ep(x)

N PP
s o d
p= zhﬂ
1 2.2
V(x) = -mwx
2
Método algébrico
ao L 2
= [p* + (mwx)?]
1
) 5 [P* + (mwx)?] p(x) = Eyp(x)
o Estratégia: fatoracdo do hamiltoniano

v
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Método algébrico

operadores escada

@ O Hamiltoniano é 1
A 52 2
H=—— [p” + (mwx)?]

» se p fosse um escalar (ou seja, um ntimero), poderiamos fatorar o hamiltoniano:

_ 1 (—ip 4+ mwx)(+ip + mwx)
@ mas p é um operador, portanto é preciso tomar cuidado ao fatorar!
@ Vamos introduzir os operadores escada:

» i_ — operador de abaixamento:

a_ = ! (+ip + mwk)| ou |a_ = ! (+h J + mwx)
- 2mhw P - 2mhw ox
» i, — operador de levantamento:
ay = (—ip+mwk)| ou |d4_ = ! (—h J + mwx)
" 2mhw P - 2mhw ox

% (arazdo dos nomes ficard mais clara em breve)
* lembrando que
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Fatoragdo do hamiltoniano

@ 0 que acontece se fago o produto dos operadores d_ e 4,7

R 1 o 5 . 5
A_dy = ———(+ip + mwg) (—ip + mw%)

1
2mhw V2mhw

[p? + (mwx)* — imwp + imwp#]

~ 2mhw
1 /p2 1 5, bonn aa
—%(%—i—zmwx —E(xp—px)
A

@ O comutador de dois operadores A e B é o paréntese de Poisson entre eles:

14, B] — AB— BA

> dizemos que dois operadores comutam se o comutador entre eles é nulo:

~ A

AeBcomutam < [A,B]=0

e Entdo:

- [org s
a_ay = %H - ﬁ[xr Pl

» Vamos calcular [%, p]

%
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O comutador [%, p]

@ Sempre calcule um comutador aplicando-o a uma fungdo qualquer f(x):

[%, pIf(x) = 2pf(x) — pRf ()
@ agora use as definicbes £ = x e p = —ifid /dx:
2,170 = x (=il ) = (—ing) (xf o)

%P1 () = i 2L+ in L [p (o)

2, B (x) = —ihxj—f it [f(x) 4 xﬂ]

X dx

7%%+ihf(x)+@%

(%, plf(x) = inf(x)

=

=3

)

~—
=

~—
I

@ Com isso, concluimos que

(%, p] = ih

@ = Uma das Propriedades Fundamentais da Mecanica Quantica:

> | os operadores posicao e momento nao comutam ‘
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Vontando a fatoracao do hamiltoniano

e Haviamos chegado a

a_ay = %H - ﬁ[’@ p]
@ e vimos que
[%,p] =in
@ = descobrimos entdo que
a_dy = Ly + E
hw 2

@ Portanto:

» = o hamiltoniamo ndo fatora perfeitamente, pois sobra o termo —fiw /2.

Exercicios

14. (a) Calcule agora d44_ e conclua que

(b) Mostre que
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Propriedades importantes dos operadores 4_ e 4.,

Razao dos nomes abaixamento e levantamento

o Propriedade 1: Se ¢ satisfaz a equacdo de Schrodinger com energia E (ou seja, se Hip = Etp),
entdo 441 satisfaz a equagdo de Schrodinger com energia E + hiw

o Propriedade 2: Se ) satisfaz a equagdo de Schrédinger com energia E (ou seja, se Hy = Etp),
entdo 4_1 satisfaz a equagdo de Schrodinger com energia E — hiw

@ Demonstracdo da propriedade 1:

Exercicio
15. Demonstre a propriedade 2. J
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Determinagado do estado fundamental

@ Se conhecemos a funcdo de onda e a energia de qualquer estado ¥, e E,;, podemos usar as
Propriedades 1 e 2 vistas no slide anterior para gerar todas as outras solugdes, pois

Pni1 (x) = A1 0,9y, E,i1=E,+hw

Pn (x) = A 109y, E,1=E;,—hw

onde A, 1 e A,_1 sdo constantes que garantem a normalizagdo das fungdes 9,11 (x) e P,—1(x),
respectivamente.
@ Mas o que acontece se eu aplicar o operador abaixamento repetidamente a uma solugao conhecida?

Resposta: uma hora o processo chega ao estado fundamental (de menor energia) ¢, pois ndo é
possivel abaixar a energia além de Ey

» Por isso, vamos impor a condi¢do

1 .
————— (+ip + mwk) Po(x) =0
2mhw

d
(hdx + mwx) Po(x) =0
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Determinagado do estado fundamental

Normalizacdo

@ Precisamos agora normalizar a solugéo:

/_:’" P (X)tho(x)dx =1

+o0
/ |Ao|ze_%"2 dx=1
—00

+o0
|A0|2/ e T dx =1
—o0

@ Fazendo a substitui¢do

:>|A0]2\/>/ 24 =1

- ()

@ Portanto, a equagdo do estado fundamental é:

174 mw .2
polx) = (o) e B

o(x)
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Energia do estado fundamental

@ Para encontrar a energia do estado fundamental, substituimos a fun¢io y(x) na equagao de
Schrodinger independente do tempo:

Hypo(x) = Eopo(x)
n 2y 1

e Emwzxztpo(x) = Eotpo(x)

Exercicio
16. Mostre que a energia do estado fundamental é
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Estados excitados

@ De posse da solugédo e da energia do estado fundamental, iy(x) e Eo, e usando as propriedades
do operador levantamento, podemos determinar (em principio) todas as solugdes:

@ Asenergias E;, por sua vez, também vém

@ As fungdes 1, (x) sdo obtidas aplicando n vezes o i
das propriedades de levantamento:

operador A a fo(x):

1

1/4 mw .2 = —
o = (1) A
P1(x) = Ardypo(x) Er = Eo + hw = Shw + hw
P3(x) = Azdipy(x) = Az(ay)*o(x) 1
i E, = Eq + hw = ~hw + 20
¥a(x) = Az a(x) = As(as)o(x) S

1
Es=E+hw= Ehw—i—f&hw

(os valores A; sdo também constantes de normalizacio, usadas

apenas para diferencid-las dos A;)
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Estados excitados

@ Na verdade, existe um truque para determinar qualquer umdos A, (n =1, 2, 3, ...), que ndo
vamos nos preocupar em demonstrar agora:

@ Se (x) estd normalizado, entdo

Pu(x) = %(an"zpo(x)

@ usando o mesmo truque, também é possivel demonstrar que

o0
() dx = b,

ou seja, 0s estados sdo ortonormais.
» lembrando que d;,,; é o delta de Kronecker:
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Primeiro estado excitado

@ Vamos determinar ¢ (x), ou seja, a fun¢do de onda (independente do tempo) do primeiro estado
excitado usando a propriedade do operador levantamento:

ay = ! (—ip+mwx) ou da; = ! (—h— + mwx)
* 2mhw P * 2mhw d
1 dtpo )
= x) = —h—= + mwx
y1(x) 2mhw ( dx o
o Entio:
mw\1/4 [2mw = w2
ne) = (75) poxe
com
E1 =3hw/2
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Primeiro estado excitado

o Estado fundamental: @ Primeiro estado excitado:

o(x) #1(x)

[po(x)|? g1 ()]
@ Repare que

1. o(x) é par e ;1 (x) é impar
2. Po(x) ndo tem nods e P (x) tem um nd

Exercicios
17. Construa ¢, (x).
18. Esboce 17(x) e | (x) |2

19. Verifique a ortonormalidade de v, ¥; e ¢, por integragdo explicita. Dica: explore a paridade e a
imparidade das fungdes.
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Método analitico

@ Nao veremos a solugdo usando o método analitico (ou seja, por série de poténcias)
» mas aplicaremos o método no dtomo de hidrogénio (num futuro ndo muito distante...)

@ Pulando para o resultado, a solugao é:

_(mwN\/4 1 L1
) = (7)) ey (@
» sendo que
&=/ x
e H, (&) os polindmios de Hermite:
Ho(¢) =1
Hi(¢) =2¢
Hy(Z) = 48* -2
Hs(g) = 8¢° —12¢
Hy() = 1684 — 4872 + 12
Hs(&) = 328 — 160&° + 120¢
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Algumas propriedades dos polindmios de Hermite

Exercicios

20. Verifique que as fun¢des de onda p(x), 1 (x) e ¢2(x) dadas pelo método algébrico sdo idénticas
aquelas dadas pelo método analitico

21. Usando os polindmios de Hermite do slide anterior, verifique que valem as seguintes relagdes:

dH,

d—é” = 2nH, (&),
Ho1(8) = 28Ha () d;"

e portanto
Hy1(6) = 20Hu(8) — 2nHy—1(¢) -

22. Com as relagoes do slide anterior e do Ex. 21, encontre H(¢).
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Mais exercicios

Exercicios

23. Para os estados 1 e 11 do oscilador harmoénico:
(a) Calcule (x), (p), (x?) e (p?).
(b) Verifique o principio da incerteza para esses estados.
(c) Calcule (T) (a energia cinética média) e (V) (a energia potencial média) para ambos os estados (ndo
precisa integrar de novo!). A soma das duas é o que vocé esperava?
24. Calcule (x), (p), (x?), (p*) e (T) para o n-ésimo estado estacionério do oscilador harménico.
Confira se o principio da incerteza é satisfeito.

25. Uma particula no potencial do oscilador harmonico estd no estado
¥ (x,0) = Al3¢0(x) + 491 (x)]

(a) Calcule A.

(b) Ao medir a energia da particula, quais valores vocé pode obter e com quais probabilidades?
(c) Monte ¥ (x,t) e |¥(x,t)[%

(d) Calcule (x) e (p). Verifique se o teorema de Ehrenfest é satisfeito:
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Tunelamento

e Como vimos, classicamente, a particula sob a influéncia do potencial harmoénico tem energia
total dada por
1 2,2

1
E = me2+ Emw X

o se a energia da particula (cldssica) é E, = hiw (n + %), 0 maximo valor de x alcangado (que
chamaremos de x;) é atingido quando x = 0, ou seja,

1 1 h
EmexE,:hw <n+2> = X, = %(antl)

5 @ Classicamente, a particula com energia E,, ndo escapa
[$o(x)] da regido —x, < x < +xy

2
[1(x)] @ Mas, quanticamente, existe a probabilidade da
particula tunelar para fora dessa regido:

| A\ Pollxl > x0) = [ lgn(e) P+ [ ()P

Pall] > %) =12 [ () Px

Exercicios

26. Determine Py(|x| > xo), P1(|x| > x1) e P2(|x| > x2). Resolva as integrais numericamente ou
usando uma tabela da fungéao erro.
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Estados fortemente excitados

[po(x)[?
1

uantico
classico

0.8

0.6

0.4

0.2

Estado fundamental
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Estados fortemente excitados

91 ()]
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uantico
classico
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Estados excitados
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Estados fortemente excitados
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Estados fortemente excitados

|3 (x) 2
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Estados fortemente excitados

[$a(x)?
0.4

uantico
classico

035 -

E

0.05

—X4 X4 X

Estados excitados
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Estados fortemente excitados

s (x) |
035 -
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Laaa

—X5 X5 X

03 F
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Estados fortemente excitados
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Estados fortemente excitados

|20 (x)[?
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015 |

01 I

T T
A —

I |
!!!‘v‘v'v‘v‘v'v‘v‘v‘v‘v‘! I

0.05

Estados excitados

LOM3260 (EEL-USP, 2019) O oscilador harménico quantico Prof. Luiz T. F. Eleno 25/27



Estados fortemente excitados
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Estados fortemente excitados

[100(x)]?

02
0.15
01

0.05

I

i mu\mmm«unumwwmw I il

m!\mumuuwm e

Estados excitados




Estados fortemente excitados

[100(x)]?
02 ~

015 - |

01

J

0.05

0

I

I

quantico
classico

i \mw\mmm«mmmummmm T

i ummmwl\w!!m(HHHHH

|

—X100

X100 X

Quanto maior a energia, mais préximo (na média) da probabilidade cldssica




Limite cldssico

@ Assim, do slide anterior, o limite cldssico é atingido se a particula estd num estado ¢, com n

muito grande
E, =hw (n+ !
" 2

@ Logo, no limite classico (n — oo) teremos

@ A energia E, dessa particula é

E, > hw

» lembrando que Ey = fiw/2 é a energia do estado fundamental (1 = 0)
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Mais exercicios

Exercicios

27. Uma pequena massa de 2 g é atada a uma mola, gerando uma extensdo de 1 cm.

(a) Calcule a constante de mola k (adote g = 10m/s?).
(b) Ache a frequéncia w de pequenas oscilagdes verticais da massa em torno da posigédo de equilibrio.
(c) Mostre que a condigdo E > hw para a validade do limite cldssico é facilmente satisfeita para uma amplitude de oscilacdo de
1mm.

28. Um modelo simples da molécula de HCl indica que o fon de hidrogénio é mantido num potencial harménico com
constante de mola k = 470Nm~1.
(a) Calculea frequéncia de oscilagdo do fon de H no limite cldssico (desprezando o movimento do ion de Cl).
(b) A amplitude de oscilagao é ~ 10~ m, ou um décimo da distancia interatdmica. A aproximacao cldssica é vélida?
) Obtenha uma expressdo para os niveis de energia vibracionais usando a teoria quantica.
(d) Qual é o limite classico para a amplitude de vibragao quando n = 0?
) Calcule a frequéncia e o comprimento de onda da radiagdo eletromagnética (féton) emitida quando o dtomo salta de um
desses niveis de energia para outro imediatamente abaixo. Dica: use a relacdo de Einstein (E = hv) e a relagdo ¢ = Av, sendo ¢
a velocidade da luz.

29. Gases nobres como Ne, Ar, Kr e Xe, em temperaturas baixas, cristalizam em estruturas simples, tal que as intera¢des
entre os fons do cristal podem ser aproximadas pelo potencial de Lennard-Jones,

o= s [(9)*- (2)].

sendo r a distancia medida a partir de um dos ions e Vj e o dados na Tabela abaixo. Encontre uma aproximagao para a
energia do estado fundamental de um dos fons desses cristais. Dica: préximo ao ponto de minimo de V(r), pode-se
aproximar o potencial de Lennard-Jones por um potencial harmonico.

Ne Ar Kr Xe
Vo (eV) 0,0031 0,0104 0,0140 0,0200
o (A) 2,74 3,40 3,65 3,98

LOM3260 (EEL-USP, 2019) O oscilador harménico quantico Prof. Luiz T. E Eleno 27 /27



	O oscilador harmônico clássico
	Potencial harmônico
	Probabilidade clássica

	O oscilador harmônico quântico
	Método algébrico
	O comutador [,]
	Propriedades importantes dos operadores - e +
	Estado fundamental
	Estados excitados
	Método analítico
	Tunelamento
	Limite clássico


