CAPITULO IV - PROCESSOS ALEATORIOS

* Definicao, caracterizacao e classificacao.

* Meédia e autocorrelacao.

« Exemplos de processos aleatoérios.

* Processos de Markov e de incrementos independentes.
* Processos gaussianos.

* Estacionariedade e ergodicidade

* Processos complexos.

* Propriedades da correlacao para processos estacionarios (tempo
continuo e discreto);
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Processos Aleatdrios

 Dado um experimento, especificado por seus resultados que compdem
0 espaco S, por certos subconjuntos de S denominados eventos, e
pelas probabilidades desses eventos, vamos associar, a cada

resultado ¢, e de acordo com uma certa regra, uma funcao do tempo,
x(z, &), real ou complexa.

* Criamos, entdo, uma familia de funcbes, uma para cada valor &.

 Essa familia € denominada processo estocastico ou processo
aleatorio.

* Note-se que:

- para um resultado especifico, ¢, x(¢, {) € uma simples fungdo do
tempo;

- para um instante de tempo ¢, determinado, x(¢, ) € uma variavel
aleatoria;

- para ¢t e ¢, determinados, x(¢, ) € apenas um numero.
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Exemplo: gerador de funcoes

Uma bancada de laboratério tem um gerador de fungdes com as
seguintes possiveis saidas, todas na mesma frequéncia,

1 - sendide 2 - onda quadrada 3 - onda triangular
4 - dente de serra S - pulso positivo 6 - pulso negativo

Os numeros nas 6 faces de um dado sao associados a essas 6
fungdes (como numerado).

O dado ¢é ent&o lancado e o gerador ¢é ligado selecionando-se a funcao
correspondente ao numero ocorrido.

Esse experimento define um processo aleatdrio x(z, {) onde

5={1,2,3,4,5,6} (0os numeros nas 6 faces do dado) e x(z, &) sao as
funcbes especificadas acima, cada uma com probabilidade 1/6.

Cada uma das 6 fungdes do exemplo acima € denominada fungao
amostra.
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Exemplo: gerador de funcoes

x,(2) 4

" ¢
x,(2) 4

"¢
x;(2) 4 /\

" ¢

" 1
x5(7) 4

" ¢
x (1) 4

" ¢
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Exemplo: senoide com fase aleatoria

* Seja o processo x(z,0) definido por
o Xx(t,0)=4cos2Tif, t+0)

« onde 4 e f, sao constantes e 8 € uma variavel aleatoria com densidade
de probabilidade uniforme entre 0 e 21T

* algumas funcdes amostra possiveis:

Y

~

~
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Processos Aleatdrios

* Note que, na maioria das vezes, as funcbes amostra de um processo
sao muito complicadas, e uma funcdo amostra especifica pode ser
muito irregular e indescritivel por uma férmula.

« Além disso, se x(f) € conhecido para ¢ < ¢, seus valores futuros ndo
podem, em geral, ser preditos (ao contrario dos exemplos mostrados).

* Qutros exemplos:
- Sinal de voz;
- Sinal de video;
- Sequéncia binaria randémica;
- Numero de pessoas numa fila do INSS;
- Etc.
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Definicao e caracterizacao de processos aleatdrios

* Seja x(¢) um processo aleatorio real.

* Usaremos a notacao x(7) para representar um processo, omitindo, em
geral, sua dependéncia com &.

* Para um r especifico, x(¢) € uma variavel aleatéria com funcéo de
distribuicao que, em geral, depende de ¢, dada por

- F (x;0) = P(x(f) < x),

* ou seja, ela da a probabilidade de que, no instante ¢, as funcdes
amostra de nosso processo nao excedam o valor x.

« A funcdo F (x;t) sera chamada de fungéo de distribuicdo de primeira

ordem do processo x(7). A correspondente densidade de probabilidade
€ obtida diferenciando-se F (x;f) com relagdo a x,

O F |x;t)

£ilxse)= 250
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Definicao e caracterizacao de processos aleatdrios

« Dados, agora, dois instantes de tempo ¢, e ¢,, considere as variaveis
aleatdrias x(¢,) e x(¢,). Sua distribuicdo conjunta depende, em geral, de
t, e t, e sera dada por

F, . xl,xz;tl,tz) =P{x(t1)le,X(t2)£x2]

e sera chamada de funcao distribuicdo de probabilidade de segunda
ordem do processo x(7). A densidade correspondente sera dada por

2 .
e t)_(? Folx,x,0t,t,
1> 420 %10 02]
0x,0x,

fX1Xz

* Note que:

Foylx, o8, ]=F,

X,

it e f,
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Definicao e caracterizacao de processos aleatdrios

* De maneira analoga, define-se a densidade condicional por

fxlxz(x19x2;t19t2)

fxz(x2;t2)

x(z,) :xz) =

fx1|x2 (xl;tl

* Um processo estocastico real x(7) esta estatisticamente determinado se
sua funcio de distribuicao de ordem :

- Fx,...x t,..,t)=P{x()sx,..x()<x}

« for conhecida para qualquer » e para todos os instantes ¢, ..., ¢

n
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Definicao e caracterizacao de processos aleatdrios

* A funcao densidade de probabilidade de ordem n do processo x(¢) €
obtida diferenciando-se sua distribuicdo de ordem n em relacao a todas
as variaveis x..

* Um processo bidimensional consiste de dois processos, x(¢) e y(¢) e
estara estatisticamente determinado se for conhecida a distribuicao
conjunta das variaveis aleatorias x(¢), ..., x(¢), y(t’), ..., y(¢’ ) para

quaisquer m € n € todos os instantes ¢,..., ¢, ¢ ..., t

2R m

* Dessa forma, um processo complexo z(r)=x(¢) + j y(¢) € uma familia de
funcdes complexas, e estara estatisticamente determinado em termos
do processo bidimensional x(7), y(z).
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Classificacao de processos aleatdrios

* Os processos aleatérios podem ser classificados em processos de
tempo discreto e de tempo continuo.

e Um processo aleatdrio de tempo discreto € aquele cujas funcdes
amostra sao observadas em instantes discretos de tempo apenas,
CcoOmo numa amostragem.

* Processos dessa classe podem, portanto, ser vistos como uma
sequéncia aleatoria, e serao representados por

- x(n),n=...,-2,-1,0,1,2, ....

 Ja os processos de tempo continuo assumem valores para qualquer
instante de tempo, sendo entao representados por x(7).
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Classificacao de processos aleatdrios

* Uma outra classificagcao de processos estocasticos € quanto aos
valores que suas fungdes amostra podem assumir.

* Um processo cujas fungbes amostra assumem apenas valores
discretos (por exemplo -1 e 1 como num sinal binario), ou seja, onde
x(.) € uma variavel aleatoria discreta, é denominado processo discreto
ou de amplitude discreta.

 Ja um processo que pode assumir valores continuos num intervalo é
denominado processo continuo, ou de amplitude continua.
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Média, correlacao e covariancia

A média de um processo x(¢) € o valor esperado da variavel aleatoria
X(t) 0
mx(t)zE[X(tH=f x f \x;t) dx

e €, em geral, fungao do tempo.

A autocorrelacao, R (¢,,t,), de um processo real € o momento conjunto
das variaveis aleatorias x(¢,) e x(z,):

o 0

tl’tz):E[X(tl)'X(tz)}:f fx1x2fxlx2

—00 —00

RX

xl,xz;tl,tz)a’xldx2

e e funcao de ¢, e 1.

O sufixo x , que identifica o processo, pode ser omitido quando for
claro a qual processo nos referimos.
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Média, correlacao e covariancia

A autocovariancia de x(f) € a covariancia das variaveis aleatorias x(¢,) e

x(t,),

C,

tl,tz):EHx(tl)—m

t)|[x(2,)—m, fz)Hsz t b, —myt,|mt,)

X X

Ressalte-se que a variancia da variavel aleatoria x(¢) € dada por

oL =Cylt, tI=R (¢, t|—m}l¢|

x(t)

A correlacao cruzada de dois processos € definida por:
- R (1,0,))=E{x(1).y(1,)}

e a covariancia cruzada por:
- C ()= R (8,1 - m(t). m(t,)
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Média, correlacao e covariancia

* Para processos de tempo discreto temos, de forma analoga,

mx(n)zE‘X(n)]zf x f |x;nldx

nl,n2)=E[x(n1).x(n2”=f f X X5 f oo | X1, Xy, ny,n,)dx dx,

— 00 —00

RX

* Ja para os processos discretos:

X-,Xj)

1

mx(t):E[X(tH:in P xi) Ry

fo 6= E X[ x(6) =20 X xx, Py,
i

xi,xj)

mx(n):E[X(n”:Z X Px[’n) xl-) Ry

nl,n2)=E[x(nl).x(n2)]=Z Z X; X Px(nl)x(nz)
J

i
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Exemplo: senoide com fase aleatoria

« Para o processo x(t,0) =4 cos(2 Tif, t+0):

mx(t)zf X fxm(x ;t)a’xzj.i Acos(ZTr f0t+9)fe(9)d6=fAcos(2Tr f0t+6)%d«9=0

xl,xz;tl,tz)dx1 dx,=

X tl’tZ):f I X x2fx(t1)x(t2)

—00 — 0

R
:T Acos(ZTr f0t1+6)Acos(2Tr f0t2+6)fe(e)d(9:

do=

B Azzf‘cos[Zﬂ fo(l‘l—tz)}-l-COS[ZTl' fo(t1+t2)+26}
2Ty 2

=A72cos[2n fo(z‘z—tl)}
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Exemplo: sendide com fase aleatoria

Rx (tl ! t2)

3
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Exemplo: processo com duas funcoes amostra

* Considere um processo aleatorio com apenas duas funcdées amostra:
4 T

. Sy, SRR

.......................................

........................................

I
0.5

i
0.5

i
1.5

I
2.5

* Que ocorrem com probabilidadest0,7 e 0,3 respectivamente
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Exemplo: processo com duas funcoes amostra

o Média:  m(t)=0,7 x,(¢) +0,3 x,(1)

4

m(t)
o

I I I I I I I
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
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Exemplo: processo com duas funcoes amostra

* Autocorrelagao: R(t19t2) =E{X(t1)x(t2)} =0,7x1(t1)x1(t2) +0,3x2(t1)x2(t2)

X, ()%, @t,) X, ()X, (t,)
3 . 3
2.5, - 25|
6
2| ] 2|
4
154 1.5}
o1 Nl
0.5} 05|
of of
-6
05| ] -0.5}
1 :
- 2 2 2
.t,) t
3
2.5}
2
15}
1
0.5}
of
-0.5}
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Processos nao correlacionados e independentes

* Dois processos, x(?) e y(¢), sao ditos nao correlacionados se, para
quaisquer ¢, e t,, tem-se

R (1, t,=m (1,). m(1,),

ou seja,
C,,(t,:t,)=0.

* Eles sao ditos ortogonais se
R (1,,1,)=0,

« e sdo independentes se o grupo x(¢,), ..., x(¢ ) for independente do
grupo y(¢’), ..., y(¢' ) para quaisquer ¢, ..., ¢, t", ..., t" .
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Processo de Bernoulli

* Seja o processo de tempo discreto x(n), assumindo apenas os valores
Oel.

* Seja p a probabilidade de x(n)=1

* Sejam as variaveis aleatorias x(n) e x(m) independentes para quaisquer
m#n (COmo numa sequéncia de jogos de cara ou coroa, sendo p a
probabilidade de a moeda cair com a cara - valor 1 - para cima).

* Esse processo € denominado processo de Bernoulli.
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Processo de Bernoulli

* Para esse processo temos,

m(n) = E{x(n)j = 1 X Pix(n)=1} + 0 X P{x(n)=0} = p;

]E[X(nz)lzp2 n,—n,#0

pll—p| n,—n,=0

CX
0 n,—n,#0

nl,nz)sz nl,nz)—mX nl)mX

* Essa funcido mostra que os valores do processo em dois instantes
distintos sdo nao correlacionados.
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Processo de contagem binomial

* Seja o processo de contagem do numero de ocorréncias de 1's no
processo anterior (contar quantas caras ocorreram até a n-ésima
jogada).

* Esse processo € denominado de contagem binomial e pode ser
representado por
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—
4 , |
|
0 | I I I I I I I I I I >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n

4 , |
0 | I I I I I I I I I I ™
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n
8
4 I
|
0 [ .




Processo de contagem binomial

* Para esse processo temos

= j#i

> E[xz(j)}—l—i i E[x(i)]»E|X(j)}:n2p+n2(n1—1)p2 n,>n,

j=1 j=1i=1
L i#j

2 <
nnp—np ”1—”2:

n,p—n,p n-=n,

Cy(nl,n2)=Ry(nl,nz)—my(nl)my(n2)= p(l—p)min(nl,nz)
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e E também:

* Note que:

;= Cy(nl’n2) :p(l—p)min(nl,nz) min{n,, 1, )
" \/Cy(nlanl)cy(”zanz) P(I_P)\/”H”z Ny 1

no_

n,

lim », = lim = lim
Ny — 0 172 Ny — 0 nn Ny — /n
n, finito n, finito 1772 n, finito 2



Processo Caminho Randomico

* Seja o0 processo de tempo discreto z(n), assumindo apenas os valores
-lel.

* Seja p a probabilidade de z(n)=1,

* E considere as variaveis aleatorias z(n) e z(m) independentes para
quaisquer m#n (como numa sequéncia de jogos de cara ou coroa,

sendo p a probabilidade de a moeda cair com a cara - valor 1 - para
cima).

* Claramente, z(n) =2 x(n) — 1.

 Vamos definir entao, a partir desse processo, um outro processo que
sera a soma acumulada de z(n):

* Esse processo € denominado caminho randémico unidimensional.
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Processo Caminho Randomico

4 ’_I_I_I_I_I_‘ — -
0 —1T— | I I I I I I I I ™
] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n
4
4
0 -
—] | | I I | — — —
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n
4
) W
0 — I I I I I I I I I I ™
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n
4
4
— T 1
0 — | | | I | | | -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 ] 1 12 n
4
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Processo Caminho Randomico

* Notando que w(n) =2 y(n) — n, temos que,

m,,(n) =2my(n) -n=2np-n=n(2p-1)

Rw(n19n2) = E{W(nl)w(”z)} :E{4Y(”1)Y(”2) _2(”1Y(”2) +n2y(n1)) +”1”2} =
= 4Ry(”1>”2) _2[”1my(n2) +n2my(”1)] tnn,

* portanto,
Cw(”lanz) :Rw(n19n2) _mw(nl)mw(n2) =
:Rw(nlanz) _4my(”1) my(nZ) +2[n1my(n2) +n2my(n1)] —nn, :4Cy(n1’n2) =
=4p(1- p)min(n,,n,)

* Note que como z(n) = w(n) — w(n-1) sao variaveis aleatorias
independentes, o processo caminho randémico w(n) € dito um
processo de incrementos independentes
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Processo de Poisson

* Seja 0 seguinte experimento: distribui-se n pontos no intervalo (0,7), de
forma que os instantes t. onde esses pontos se localizarao, sao
variaveis aleatoérias independentes, distribuidas uniformemente nesse
intervalo, ou seja, P{t. <t} =t/ T=p.

 Dessa forma, a probabilidade de k£ desses pontos acharem-se dentro
de um certo intervalo de largura ¢, contido em (0,7) € dada por

“—pl™"

Pk pontos no intervalo t}z(’;)p l-p

* Definindo-se A = n/T, e fazendo-se o limite quando T - c, mantendo-se
A constante, temos que np=»At
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Processo de Poisson

e Assim: /
Plk pontos no intervalo tj':k/ :-—k)! pk(l—p n—k _
P P3G (A )
=\n. p ] ~|np L _

k —(n—k)i "I m k
Sz _|npl

(n p)k e(n—k)ln[l—p): (I/l p)
k! k! k!

—(’np—k p+(n—k)p2/2+(n—k)p3/3+~~:] g

—-np — M\t

=[np|' <=1l =

* que é a distribuicido de Poisson.

* Vamos definir, agora, o processo x(7) da seguinte forma: x(0)=0,
x(¢,) — x(¢,) = numero de pontos no intervalo (¢,,¢,) - ou numero de
clientes que chegaram a fila nesse intervalo. Cada fungao amostra
desse processo tem a forma de uma escada.
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Processo de Poisson

8 8

6 6

4 Ao

2 2

|‘

OO 2 a 6 8 10O (0] 2 6 8 10
10 t 10 t

8 8

: S 1'

4 4

2 IJ 2 IJ

OO 2 4 6 8 1000 2 6 8 10

Luiz C. Trintinalia PTC-5822

20/04/12 - 34/57



Processo de Poisson

* Para um dado ¢, x(r) € igual ao numero de pontos no intervalo (0, 7),
portanto x(f) € uma variavel aleatoria com distribuicao de Poisson de

parametro A ¢. Assim,

E{x(t)}zng{x(t):k}:lgk(MldeMZ “(?\t)ki1 ((;\t_)l),:?\t
¢ e
E[xz(t)1=§kzplx(z)=k]=;kz(“ld —
o (?\t)zlﬁ‘;k(k—l)(?\li)j2+(?\t)§;k(?\]t€)l;1 _
=\t + At
* Portanto:
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Processo de Poisson

Para calcular a funcdo de autocorrelacao, podemos escrever, para
t <t
| A

x(tz)zx(tl)+Ax
onde Ax é também uma variavel aleatéria, com distribuicdo de Poisson,
independente de x(z,), com parametro A(z,-1,).
Nessas condicoes,
) Ex[t,|x(s )I [ ( )( 1+ AX)| = E X[t +x (1| Ax|=
=E X[t + E =E x| |+ E[x[t,]| Ela x|=
=\t )—i—?\t +(?\t1)?\(t2 t=Nt N 1

Analogamente, para ¢,<t,,

Ry

t b =N+ N 1
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 Portanto,

Nt tANE <ty

R 5
Nt N, 1<t

)= E|x[t,|x[t,) = =N\t ¢,+\min|t,, 1,

C,|t,. )= min|¢,,1,]




Processo de Poisson

L, ity oty

0 1 2 3 4 5 G
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Processo de Poisson

* Note, também, que as probabilidades de ordem n desse processo

podem ser “facilmente” determinadas, pois, para
t >t >..>1,>t,

P{x(t) =k, xlr,) =k} =

= { (n) _kn|x( n—l):kn 15777 (tl):kl} {X(tn—l):kn—1|x(tn—2) :kn—za'”ax(tl):kl}---
---P{X(tz):k2|x(t1):k1} P{ (tl):kl}

= P{x(t,) =k, Ix(t,,) =k, }P{x{t, ) =k, | x{t,) =k, o} ..

- Px(t) =k, [x(1) =k} P{x(1,) = ki)

* ja que na determinacao do numero de clientes que chegaram até o
instante ¢, s6 € relevante saber quantos clientes haviam chegado no

instante passado mais proximo, ¢, ,. Assim,
P{x(t)) =k, x(t,) =k} =
= {X(tn) _X(tn—l) - kn _kn—l} P X(tn—l) _X(tn—2) - kn—l _kn—Z}

"'P{X(tz) _X(tl) =k, _k1}°P{X(tl) :kl}
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Processo de Poisson

* Essas probabilidades sao todas distribuicdes de Poisson de parametro
A (2:t).

 Portanto:
Px[t)|=k, . xt,)=k,|=
[?\ tn_tn—l)}(kn_kn_l) —\[t,—t, ] P\ tn—l_tn—z }(kn_l ‘ Z)e At —t,,
kn_kn—l) / kn—l_kn—2) /
[A(?f‘fﬂyh_kd NG m)[AfJMJe—An
\ky—Fky) ! AN

0<k <k, <<k <k

* O processo de Poisson tem grande importancia no estudo de teoria
das filas.
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Impulsos de Poisson

« Sendo ¢, os instantes de tempo citados anteriormente, no processo de
Poisson, forma-se o processo

zlt|]=) 8(t—1

[l L] l L] r L]
* Ou seja, um trem de impulsos, ocorrendo em instantes aleatorios e
independentes, com uma média de A impulsos por unidade de tempo.

tt ottt ottt

I ] ]
0 1 / 3 4 5 b T § ! 1 0 b T § ! 10
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« E facil ver que zlt)=

* Assim, definindo-se um processo y(¢), para um dado € >0, como

ywzxﬁ+?—xw

* temos que
zM=HmyU)

e—0

 Portanto,




R[t),1,]=

E[x(t1+e)x(t2+$_”+E|x(t1)x(t2)]—E{x(t1+£)x(t2)]—E[X(tl)x(t2+e)}

N R e A I s AT

2
&

_|_

2
&

_|_

?\[min(t1+s, t2+e)+min(z‘1,tz)—min(z‘l—l—&, tz)—min(tl,t2+s)]

f

A2

&

\2
1+

1—

?\2

2
&

[,—1,
&
I,—1,
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t,+e<t,



* Claramente, no limite, quando € - 0, teremos

R,

ty, t)=lm Ry[t,, t,)=N+\ 8(t,—1]

£e—0



Processo de Wiener-Levy

Este processo, conhecido como movimento Browniano, pode ser visto
como o limite do processo caminho randémico, como mostrado a
seqguir.

A principal motivacao para o processo de Wiener foi desenvolver um
modelo para o0 movimento cadtico das moléculas de gas.

Modelando-se as colisbes discretas como um caminho randémico,
obtém-se esse processo quando um numero infinito (muito grande) de
moléculas interagem numa escala de tempo infinitesimal (muito
pequena).

Seja o processo de tempo continuo w (¢) dado por:

Ws(t) = Sw(n) paranl <t < (n +1)T

Onde w(n) € o processo, de tempo discreto, caminho randémico, com
probabilidade p=1/2.
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Processo de Wiener-Levy

* Temos, portanto, que

2 .
Ew, (i) =0 e R, [1.) =" 000

e pois¢/TUn et /T Un,.

* Fazendo-se, entdo, T tender a zero, mas de forma que s¥T=a
permaneca constante, definimos o processo

=i
A= 0= i

x=cte

* que é denominado processo de Wiener.
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Processo de Wiener-Levy

(@) = = 3 S = 10 1=
10
T T T T T
O W
-0 Il 1 1 Il Il
(@ ] = <+ S E=1 J0O a=
a0
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Processo de Wiener-Levy

Lyt - tp )
& I
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Processo de Wiener-Levy

Como, para qualquer instante de tempo ¢ > 0, a variavel aleatoria w(z) é
a soma de infinitas variaveis aleatérias independentes, pode-se
mostrar, pelo teorema do limite central, que ela € uma variavel

aleatoria gaussiana, ou seja,
2

P 2t

}.t —

S it s
Tambem a variavel aleatéria A, = w(#)- w(z), para ¢>¢, tem densidade
de probabilidade gaussiana, dada por

exp

b
Tl

fald t,—t,]=

Sendo que A, e A, ~sao independentes se os intervalos (z,z.) e (.1,
forem disjuntos.
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Processo de Wiener-Levy

Portanto, pode-se mostrar que as variaveis aleatorias w(z)), w(z,), ...,
w(¢ ) sdo conjuntamente gaussianas (a prova fica como exercicio) com
densidade de probabilidade dada por

wwf ]

201, —t,_,|

exp

n

fw(wl’wz’m’wn i=1 \/2“0((ti_ti—1)

comw,=0ez =0.

Note que o processo de Wiener tem a mesma fungdo variancia que o
processo de Poisson, apesar do fato deles serem dois processos
dramaticamente diferentes.

Enquanto o processo de Poisson consiste de saltos de amplitudes
constantes, o processo de Wiener nao apresenta saltos, e pode ser
demonstrado que suas fungdes amostra sdo continuas com
probabilidade-1.
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Transmissao binaria

* Considere o processo binario randémico, com amostra tipica mostrada
abaixo:

A
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Transmissao binaria

* O sinal s6 pode assumir 2 estados (valores): +1 ou —1, com igual
probabilidade.

* A transicao de um estado para outro so6 pode ocorrer nos pontos de
transicao, denominados nds, que estao espacados de 7 segundos.

* A probabilidade de transicao de um estado para outro é 0,5. O primeiro
no pode estar situado em qualquer instante no intervalo (0, 7).

* Esse processo x(7) pode ser representado analiticamente por
X(t) = Zanp(t—nT—O()
* onde p(t) € um pulso basico (neste caso pulso retangular), a € uma

variavel aleatdria com distribuigdo uniforme no intervalo (0-7") e a_s&o

variaveis aleatoérias discretas que podem assumir os valores —1 ou +1
com igual probabilidade, sendo independentes umas das outras.
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Transmissao binaria

As amplitudes nos instantes ¢, e ¢,, representam as variaveis aleatorias
X, € X,, que sdo do tipo discreto, assumindo apenas os valores —1 e +1.
Dessa forma,

R, tl,tz xx2 Zlexz s xl,x2

= (1) By [11) = B (1)~ By 11

XXy

Por simetria, os 2 primeiros termos e os 2 ultimos termos devem ser
iguais, assim,

P

X, X

R(5.6) =28, (1) =2P, (1-1) =28, (1)[R, (11) = B, (-111)] =
=P

X, |X; (1|1) _})xz]|x1(_1|l) :1_21))(21|x1(_1|1)
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Transmissao binaria

* Vamos considerar, primeiramente, o caso em que [¢, — ¢,| < T, onde, no

maximo, temos um ponto de transicado no intervalo
), 1)

« Nesse caso, a probabilidade de x, ser -1 dado que x, € 1 € a

probabilidade do evento conjunto: (ha um n6 nesse intervalo, o estado
muda nesse nd), que sao, por hipotese, independentes, assim:

- P,u(-1]1) = P(ha um no nesse intervalo).P(ha mudanga de estado
nesse no) = % P(ha um no nesse intervalo)

« Como o instante de tempo ¢ é escolhido arbitrariamente em relacédo a
origem, a probabilidade de haver um nd nesse intervalo deve ser
proporcional a largura desse intervalo, assumindo valor unitario para
=1 =T.

e Dessa forma:

P |-11)=

x,|x,
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Transmissao binaria

* E portanto,

|t2_t1|
T

R, , |t,—t)|<T

tl’ tz): 1_
o« Para|t, —¢,| > T, ha pelo menos um no entre os pontos ¢, e ¢,. Neste
caso, entao, x, e x, tornam-se independentes e assim,
R (t,6,)=E{x,.X,}= E{X }. E{x,}=0, |t, - t,| >T.

 Portanto,

|t2_t1|5T

0 |t2_t1|>T
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Transmissao binaria

Rx (tl ! t2)

40.7

40.6

40.5

0.4
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* Funcao de autocorrelagao do processo binario randémico
R(x) 1,54

0,5
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