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Um tema importante no curso:

Sobreapredizado / Sobreajuste 

Conceito, entendimento da sua 
origem e formas de limitá-lo

36
Prof. Emilio Del Moral Hernandez

... Passos preliminares ao tema: resgatemos 
alguns aspectos d prova de Cybenko referentes 
ao grau de ajuste entre modelo neural e função 

sendo aproximada por esse modelo

35
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A aproximação universal 
com RNAs do tipo MLP, 

segundo Cybenko 
(& Kolmogorov)

38

Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Cybenko – a prova matemática, disponível para 
download na internet, é bastante complexa
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Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Cybenko – Enunciado da Prova ... (premissas + resultado)

40
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Cybenko – Enunciado da Prova ... (premissas + resultado)

yrede(X) X

Wi : vetor de pesos do nó escondido i

viési : viés do nó escondido i
sigmoidal

elementos do vetor de pesos do nó linear de saída Ws

número de nós escondidos

39
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Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

yrede(X) Fescondida_sistema(X)

Limite de erro

42
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Questões intrigantes, p/ esta aula e p/ pensar em casa ...

- No que impacta escolhermos o “epslon” de Cybenko de alto valor? O 
que muda na estrutura de Cybenko com isso?

- No que impacta escolhermos o “epslon” de Cybenko de baixo valor?
- Como definimos o número de nós da primeira camada do MLP ? Isto 

pode ser definido a priori, antes de testar o seu desempenho? (por 
exemplo com base no número de entradas da rede e/ou com base no 
número de exemplares de treino M?)

- O que ganhamos e o que perdemos se escolhermos usar POUCOS nós 
na construção da rede neural? 

- O que ganhamos e o que perdemos se escolhermos usar MUITOS nós 
na construção da rede neural? 

41
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... Um parênteses para discutirmos um 
pouco a aproximação universal usando

tangentes hiperbólicas, sigmoides, etc ... / 
funções em formato de “S”

... ao menos no caso simples e bem 
particular de função escalar univariada ... 

aproximação de uma função y de 
uma única variável x1: 

y(x1)

44
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O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal, no caso de regressões (“y contínuo”)?

43
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O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal y(w1.x1) c/ escalamento de x1 via w1 e VIÉS NULO

x

w1 = 1

w1 << 1

w1 >> 1

(esta é a tgh “de fábrica”: 
w1 unitário e w0 nulo)

46
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Que tipo de dados empíricos modelamos com um único 
neurônio sigmoidal em regressões (“y(x1) contínuo”)?

x1

Os pontos 
pretos são pares 
empíricos (xμ,yμ);
As curvas coloridas, 
são regressões 
sigmoidais aderentes 
a tais pares.

x1

x1

45
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Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal y(w1.x1 + w0.1), c/ escalamento de x1 via w1

x

w1 = 1

w1 << 1

w1 >> 1

w0 = - 3 

w0 = - 2

w0 = + 1 

... e agora também com o viés, via viés w0

48
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O que conseguimos fazer com um único neurônio
sigmoidal, no caso de regressões (“y(x1) contínuo”)?

x1

y = tgh (w1.x1 + viés)

x1

x1

47
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Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Regressão univariada com Cybenko “café 
com leite” de 3 nós na primeira camada ... 

x y(x)

50

Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Cybenko “café com leite” (regressão genérica univariada), para 
aproximação universal de funções de 1 variável x1 apenas? 

... superposição de várias sigmóides deslocadas e escaladas

x1

Vocês enxergam acima 3 nós “tgh” na primeira 
camada, com com 3 viéses distintos e 3 
escaladores de x1 distintos, e mais um 4o nó 
combinador (somatória simples de 3 entradas) na 
camada de saída?

49
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Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Algumas discussões adicionais sobre o Cybenko “café 
com leite” da regressão univariada ...

 Vimos acima como se comporta o regressor univariado de 
Cybenko “café com leite” quando o nó de saída tem função de 
ativação identidade,  seus pesos ponderadores das saídas da 
primeira camada são todos unitários positivos e o peso de viés é 
nulo.

 O que ocorre se os esses pesos ponderadores não forem mais 
unitários? (podem ser agora positivos, negativos, encolhedores 
(módulo < 1) ou amplificadores (módulo > 1) )

 E se o seu peso de viés do 4o nó não for mais nulo? 

52

Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Cybenko “café com leite”, para aproximação universal de funções 
de 1 variável x apenas? 

... superposição de várias sigmóides deslocadas e escaladas em x 
e em y ...

x

... Ponderadores das 3 tgh’s da primeira camada, 
que são implemantados nos pesos sinápticos do 
4o nó, não são mais unitários nem 
necessariamente positivos 

y

51

52



10

53

Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Isto indica claramente que ao menos no caso de funções 
univariadas no domínio e na imagem (uma única variável x no 
argumento e uma única variável y na “saída” da função) uma 
RNA de duas camadas (com vários neurônios na segunda, não 
apenas 3 como ilustrado) pode aproximar qualquer função 
contínua univariada com erro bem pequeno se necessário: se 
desejado, basta usarmos mais e mais nós na segunda camada 
do MLP, aumentando assim arbitrariamente a precisão da 
aproximação da função alvo da modelagem.

54
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Cybenko foi além de mostrar a viabilidade de 
aproximação em casos unidimensionais, ele fez a 

prova de Aproximação Universal no âmbito de funções 
de múltiplas variáveis!

Qualquer Função(X) genérica pode ser aproximada por 
um MLP – O que é bom para Estimação / Regressão 

Contínua (um de alvos neste curso) !!!

E … 

É também bom para o Reconhecimento de Padrões 
(nosso segundo alvo de modelagem)  com o MLP … 
Trata-se de um caso específico de função binária na 

saída !!!
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54



11

55

Métodos Numéricos e Reconhecimento de Padrões – © Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Cybenko foi para um terreno mais complexo: temos um 
vetor de entradas X em lugar de um x unidimensional

56

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

A função y(X) “a descobrir”, num caso geral 
de função analógica y(X) ....

xo

xi

y
+1.0

0.0

-1.0

X y    (.... VALORES 
CONTÍNUOS!!!)

- ESTIMADOR ; 
- MODELAGEM POR 
MAPEAMENTO Xy

X

S

S: sistema regido por
função F genérica, y=F(X)

(ou y=F(X) + erro “pequeno”)

comportamento do sistema a modelar
(ou então, comportamento “padrão ouro”)

55
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Aumento de aderência aos dados de treino 
com o aumento de nós da RNA ... 

Erro (treino)

Complexidade 
crescente do modelo 

modelos pobres,
por ter menos 
neurônios que o 
necessário

modelos com 
aderência “perfeita”

aos pares (X,y) de treino

61

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Aumento de aderência aos dados de treino 
com o aumento de nós da RNA ... 

Erro (treino)

Complexidade 
crescente do modelo 

modelos pobres,
por ter menos 
neurônios que o 
necessário

modelos com 
aderência “perfeita”

aos pares (X,y) de treino

<< a função aproximada é bem complexa: precisamos 
de muitos nós para ter boa aderência   

func. aprox. simples >>

60
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Isto quer dizer que sempre é melhor termos um modelo 
com mais nós neurais que um modelo com menos nós 

neurais? 

Afinal, da mesma maneira que a computação de um 
regressor polinomial de grau seis engloba a computação 

dos regressores polinomiais de graus menores, os 
modelos com mais nós neurais englobam os mais 

simples (em termos de capacidades de computações 
possíveis) correto?

Sim, correto! Mas há um limite no “lucro” em tal 
estratégia, dado pelo fenômeno de 

Sobreaprendizado e perda de generalização ...

64

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

O conceito de sobreaprendizado
nos dá critérios adicionais para a 

definição do número de neurônios / 
grau de complexidade de uma rede 
neural, critérios esses que vão bem 

além de simples econômica 
computacional – Esses critérios 

vão mais na direção de aumento de 
precisão na generalização  

63
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Sobreaprendizado em polinômios:

Entendamos o conceito de sobreajuste / 
sobreaprendizado num universo mais familiar (e mais 
simples) que a modelagem com RNAs; o universo de 

modelagem por regressão polinomial univariada, 
usada para representar dados com comportamento 

linear ou não linear . 

Depois, vocês mesmos podem pensar nos equivalentes 
dos nossos raciocínios feitos aqui para o universo de 

polinômios, mas para o universo de RNAs e mesmo de 
outros tipos de modelos com número de parâmetros 

variável (complexidade variável) que você conheça ...

86

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

Falemos em lousa um pouco 
sobre a reta média para um conjunto de pares 
(x,y), a parábola média, a cúbica média ... etc 

y ~ ax+b ;    y ~ ax2 +bx +c ;   y ~ ax3 +bx2 +cx +d 

e mais além, falemos sobre regressão polinomial 
univariada, com o grau do polinômio 

aproximador podendo ser 1, 2, 3, ou mesmo graus 
bastante mais altos como 50, 51 etc. 

y ~ ax51 +bx50 +cx49 + ...

85
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Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 

88

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
O modelo linear gerado a partir dos dados, em azul.

(Eqm=0)

façamos uso de modelagem linear ...

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

87

88
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Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
O modelo linear gerado a partir dos dados, em azul.
O fenômeno gerador de pares (x,y) é linear em essência, mas 
tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os limites 
da flutuação estão representados em marrom

x

y

assumamos também que o fenômeno modelado é 
realmente linear, com margem de flutuação em y

e que o fenômeno gerador de pares (X,y) é linear ...

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

90
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O fenômeno gerador de pares (x,y) é linear em essência, mas 
tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os limites 
da flutuação estão representados em marrom

x

y

assumamos também que o fenômeno modelado é 
realmente linear, com margem de flutuação em y

e que o fenômeno gerador de pares (X,y) é linear ...

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

89
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Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
O modelo linear gerado a partir dos dados, em azul.
O fenômeno gerador de pares (x,y) é linear em essência, mas 
tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os limites 
da flutuação estão representados em marrom

x

y

(Eqmtreino =0)

assumamos também que o fenômeno modelado é 
realmente linear, com margem de flutuação em y

façamos uso de modelagem linear ...

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

92
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x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 

Consideremos agora nova situação com mais 
dados empíricos ... 

assumindo ainda que o fenômeno modelado segue  
sendo linear, com margem de flutuação em y

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

91

92



18

93

© Prof. Emilio Del Moral – EPUSP

x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 

Consideremos agora nova situação com mais 
dados empíricos ... mas na modelagem não se 
sabe se é o fenômeno linear ou quadrático ...

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

94
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x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 

Consideremos agora nova situação com mais 
dados empíricos ... mas na modelagem não se 
sabe se é o fenômeno linear ou quadrático ...

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

(Eqmtreino >0)

93
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x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
Dois modelos polinomiais gerados a partir dos dados, em azuis.
O fenômeno gerador de pares (x,y) é linear em essência, mas 
tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os limites 
da flutuação estão representados em marrom

(Eqmtreino=0)

Consideremos agora nova situação com mais 
dados empíricos ... mas na modelagem não se 
sabe se é o fenômeno linear ou quadrático ... (Eqmtreino >0)

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

96
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x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
Dois modelos polinomiais gerados a partir dos dados, em azuis.
O fenômeno gerador de pares (x,y) é linear em essência, mas 
tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os limites 
da flutuação estão representados em marrom

(Eqmtreino >0)

(Eqmtreino=0)

Consideremos agora nova situação com mais 
dados empíricos ... mas na modelagem não se 
sabe se é o fenômeno linear ou quadrático ...

... e o fenômeno 
modelado segue sendo 
linear, com margem de 
flutuação em y

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

95
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x

y

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
Dois modelos polinomiais gerados a partir dos dados, em azuis.
O fenômeno gerador de pares (x,y) é linear em essência, mas 
tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os limites 
da flutuação estão representados em marrom

(Eqmtreino=0)

... Este modelo é bem 
melhor como previsor 
de novas situações 
(generaliza melhor!), 
apesar de ele ter o 
Eqm de treino pior!

(Eqmtreino >0)

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

98
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Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 

O fenômeno gerador de pares (x,y) é quadrático em essência, 
mas tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os 
limites da flutuação estão representados em marrom

um novo exemplo 

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 
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Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 

O fenômeno gerador de pares (x,y) é quadrático em essência, 
mas tem alguma flutuação randômica em y. A tendência e os 
limites da flutuação estão representados em marrom

um novo exemplo 

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

100
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(Eqmtreino >0)

(Eqmtreino=0)

um novo exemplo 

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 

Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
Três modelos polinomiais gerados a partir dos dados, em azuis.

99
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Os dados empíricos (x,y ) estão em verde; 
Três modelos polinomiais gerados a partir dos dados, em azuis.

(Eqmtreino >0)

(Eqmtreino=0)

um novo exemplo 

Sobreaprendizado ilustrado em sua fenomenologia, na 
regressão polinomial (de vários graus) univariada 
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Sistema ... Amostras de treino ... RNA ...

sistema a
modelar

RNA

Tabela de 
amostras

(X ; y)
Eqm

Eqm

∫ ∫ ∫ [ yRNA(X) - ysistema(X) ]2 . fdp(X)  dX

(  ∫ ∫ ∫ dX  )

(modelo do sistema)

∑ [ yRNA(X) - ysistema
 ]2   / M

Não disponíveis

101
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sistema a
modelar

RNA
Tabela I de 
amostras

(X ; y) Eqm p/ 
Cjto de Treino

(modelo do sistema)

O treinamento mira minimizar o Eqm das amostras (X ; y) de treino. A 
avaliação de qualidade de generalização é feita  a partir de Eqm com 

novas amostras (X ; y) ... Estas são chamadas amostras de teste :

∑ [ yRNA(X) - ysistema
 ]2   / M

Tabela II de 
amostras

(X ; y)

Medida PERTINENTE  
[de erro], feita sobre o Cjto de Teste

109
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Amostras empíricas 
do Universo (X ; y)

108
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Raiz do Erro Quadrático Médio (RMS) p/ conjuntos 
de treino e teste ... RMSteste > RMStreino

0.019
0.011

Teste

Treino

124
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Sobreaprendizado em “sumário executivo” 

Erro (treino e teste)

Complexidade 
crescente do modelo 

modelos pobres modelos com 
sobreaprendizado

modelos otimizados!

110
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