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Instrugoes: Coloque seu nome e NUSP na primeira folha de papel almago. Numere as paginas de sua prova
e coloque o numero total de paginas na primeira. Quando escrever cédigo em Python use sempre linhas
verticais para explicitar as delimitagoes de escopo. As questoes podem ser resolvidas em qualquer ordem.

Use apenas instrucoes de Python com complexidade constante.

1. (2,5 pontos) Sejam duas sequéncias de inteiros A = {ag,...,an—1} ¢ B = {bg,...,b;m—1}, cada uma
com ao menos um elemento. Escreva em python uma funcdo que retorna 1 se todos os elementos em A
sao maiores que todos os elementos em B, -1 se todos os elementos em B sao maiores do que todos os
elementos em A e 0 se nenhuma dessas condicoes se aplica. Use a seguinte assinatura:

def compara_sequencias(a, b):

onde a é a sequéncia A e b é a sequéncia B. Sua fungao deve ter complexidade O(N 4+ M) onde N e
M s@o os tamanhos das sequéncias A e B respectivamente. Piores complexidades valem 1,5 pontos.

solugao se segue:

def compara_sequencias(a, b):
maior_a = menor_a = al[0]
for i in range(l, len(a)):

if a[i]<menor_a:
menor_a = al[i]
elif a[i] > maior_a:
maior_a = al[i]
maior_b = menor_b = b]
for i in range(l, 1len(
if b[i]<menor_b:
menor_b = b[i]
elif b[i] > maior_b:
maior_b = b[i]
if maior_b < menor_a:
return 1
if maior_a < menor_b:
return -1
return 0

Resposta: Todos os elementos de A sdo maiores do que todos os elementos de B se e somente se o
menor elemento de A é maior do que o maior elemento de B. Do mesmo modo, todos os elementos
de B sao maiores do que todos os elementos de A se e somente se o menor elemento de B é maior
do que o maior elemento de A. Estes elementos podem ser obtidos com complexidade linear. A

2. (2,5 pontos) Seja uma sequéncia de nimeros de ponto flutuante A = {ay, .. .,

an—1} ordenada em ordem

estritamente crescente, ou seja, a;41 > a;. Considere o problema de, dado um nimero x, encontrar o
valor de a; que minimiza o valor ||z — a;||, ou seja, o elemento mais prézimo de x. O coédigo abaixo

resolve este problema:

1 def mais_proximo (a, X):
2 e = 0

3 d = len(a) -

4 while (d- e)

5 m = e+d //2



6 if a[m] > x:

7 d=m

8 else:

9 e =m

10 return afe] if x - ale] < a[d] - x else al[d]

Onde a é a sequéncia de numeros de ponto flutuante A e x contém o nimero = que deseja-se aproximar.

(a) (1.5 pontos) Mostre que o cddigo esta correto, ou seja, efetivamente retorna o valor de A mais
préximo de z.

Resposta: Sejam e;, m; e d; o valor das varidveis e, m e e ao final da i-gésima iteracao do
laco da linha 4, com ey =0 e dg = N — 1. Vale a seguinte lei de recorréncia para o lago:

e +d;
miy1 = 72

{€it1,dit1} = {{mi-s-l,di} para m, , >
i+1, Q4 =

{es,miy1} paraap,,, <z

A condigdo de permanéncia no lago é d; —e; > 1. Ora, mas para d; —e; > 1 vale ¢; < m;y1 < d;.
Como m;41 substitui ou e; ou d; na iteragao seguinte, vale d;11 — e;11 < d; — e;. Deste modo,
o algoritmo termina necessariamente em tempo finito.

Seja p o indice do elemento de A que é mais préximo de x. Vale o seguinte invariante:

e; <p<d;

De fato, ele é trivialmente verdadeiro para ¢ = 0, pois o intervalo [eq, dp] inclui todos os indices
possiveis de A. Porém se existe algum indice ¢ tal que a; > x entado necessariamente p < g,
pois numa sequéncia ordenada, todos os elementos de A posteriores a a, sdo mais distantes de
z. Do mesmo modo, se aq < = entdo necessariamente p > ¢. Aplicando-se estas propriedades
as leis de recorréncia (com m;41 fazendo o papel do indice q), verifica-se que o invariante se
mantém.

Ora, na condigao de saida do lago tem-se um intervalo de no méaximo dois indices ao qual
pertence o indice desejado. Basta verificar qual dos dois indices apresenta um elemento mais
proximo de x.

(b) (1.0 pontos) Obtenha a complexidade em notagdo Big Oh em funcao do comprimento da sequéncia
N.

Resposta: O algoritmo divide a cada iteragao do lago o intervalo de indices [e, d] pela metade.
Ele pode fazer isso no maximo log, N vezes. Assim a complexidade é O (log N).

3. (2,5 pontos) Considere o cédigo abaixo:

1 def particao(a, e, d):

2 p = ald-1]

3 i=-ce

4 j = d-2

5 continua = True

6 while continua:

7 while i <= j and a[i] <= p: 1 +=1
8 while i <= j and a[j] >= p: j —=1
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if i<=7j:
alil, aljl = aljl, ali]
else:
continua = False
ald-1] = ali]
ali] = p

return i if i>e else i+l

A fungdo particao recebe uma sequéncia de m inteiros A = {ag,...,am—1} em a e dois indices e e d
em e e d respectivamente, com 0 < e < d < m. A funcéo rearanja os elementos de A entre os indices e
e d — 1 (ou seja, d indica a primeira posi¢ao ndo-modificada) de modo que exista algum indice ¢ tal que
e < i < d e que todos os elementos de A entre e e i — 1 seja menores ou iguais a todos os elementos de
Adeiad—1. A funcdo retorna este indice 7. Esta operagio é realizada com complexidade O(d — e).
Seja o problema de se encontrar o elemento de ordem n em uma sequéncia de inteiros nao ordenada.

Define-se elemento de ordem n o menor elemento de A para o qual haja n elementos menores ou iguais
a ele. Por exemplo, na sequéncia {1, 3,5,6,3} o elemento de ordem 0 é 1, o elemento de ordem 1 é 3, o
elemento de ordem 2 é 3, o elemento de ordem 4 é 5 e o elemento de ordem 5 é 6 (verifique!). O cédigo
abaixo resolve este problema:

def busca_enesimo(a, n):
a = list(a) # Copia a, complexidade O(N)
def busca_recursival(e, d):
if d-e <=1:
return ale]
k = particao(a, e, d)
if k > n:
return busca_recursiva (e, k)
else:
return busca_recursiva(k, d)
return busca_recursiva (0, len(a))

(a) (1,5 pontos) Mostre que o c6digo esté correto. Vocé pode usar todas as propriedades da fungao
particao do enunciado.

Resposta: A fungdo chama a fungdo busca_recursiva. Sejam e, d e k os valores das
variaveis e, d e k respectivamente na funcao busca_recursiva. O caso base da funcao é
e —d < 1. Ora mas a fun¢do chama a si mesma ou com os limites e, k ou com k,d. Sabe-se
das propriedades de particao que e < k < d, ou seja, o caso base é sempre atingido e o
algoritmo termina em tempo finito.

Mostra-se que todo elemento de A0 : e — 1 é menor ou igual a todo elemento de Aq.q_1. Estes,
por sua vez, sao menores ou iguais a todos elementos de Ag4..,—1. De fato, isso é trivialmente
verdadeiro na chamada inicial a busca_recursiva. Por outro lado, pelas propriedades de
particao, todos os elementos de A..x—1 sdo menores ou iguais aos elementos de Ay g—1.
Assim, por inducédo finita, a propriedade se mantém, seja e ou d substituido por k& no préximo
nivel de chamada recursivo.

Mostra-se também que o indice p do elemento de ordem n esta sempre entre e e d. Isso é
trivialmente verdadeiro no primeiro nivel, quando e = 0 e d = m. Ora, mas se k > n, entao
tem-se necessariamente p < k pois todos os elementos em Ag.q—1 sa@o maiores ou iguais aos
elementos em A..;;. Por outro lado, existem mais do que n elementos em Ag.;, entao existe
necessariamente algum valor neste intervalo maior ou igual a ao menos n elementos deste
mesmo. Por outro lado, se k < n, entao tem-se necessariamente p > n, pois existem em Ag _1




ao menos n elementos, e todos estes sdo menores ou iguais aos elementos de Ay 4—1. Deste
modo, a propriedade também é mantida.

Se estas duas pré-condigoes se aplicam a todas as chamadas de busca_recursiva, entao
elas se aplicam também ao caso base. Mas no caso base, o tinico valor possivel para o indice p
é e. Assim o algoritmo retorna a resposta correta.

(b) (1,0 pontos) Qual é a complexidade assintética da fungdo busca_enesimo em func¢do do compri-
mento da sequéncia M7

Resposta: A anélise é similar a do Quicksort. A operacgao de particdo na pior das hipéteses
divide o vetor com comprimento N em uma partigao com comprimento 1 e outra com
comprimento N — 1. Novamente, no pior dos casos, o algoritmo persiste na maior das partigoes.
Assim a complexidade total é dada por:

1
O(i) = O(N?)
i=N
4. (2,5 pontos) Seja A = {aq,...,a,} uma sequéncia de inteiros. Uma subsequéncia crescente de A é
uma sequéncia {a;,,...,a;, } tal que 1 <i; <ijy <nea; <ay,,,ouseja, uma subsequéncia com

os elementos de A, ndo necessariamente contigua e estritamente crescente. Por exemplo, considere a
sequéncia {4,1,2,5,2,3,6}. Sao suas subsequéncias crescentes {4,5,6}, {1,2,3}, {1,2,5,6} entre outras.
Escreva uma fungao em Python que, dada uma encontrar o comprimento da mais longa subsequéncia
crescente. Use a seguinte assinatura:

def max_subsec_cresc(a):

onde a é um vetor de inteiros com a sequéncia A. Sua funcao deve retornar o tamanho da maior
subsequéncia crescente de A. Sua fungao deve ter complexidade O (N 2) onde N é o comprimento da
sequéncia A. Complexidades piores valem 1 ponto.

Sugestdo: Suponha que para um indice k, sdo conhecidos os tamanhos das maximas subsequéncias de
A que acabam em cada elemento a;, com ¢ < k. Vocé é capaz de encontrar o tamanho da maxima
subsequéncia que acaba em a1 com complexidade O(k)?

Resposta: A maior subsequéncia crescente terminada na posicao k + 1 tem comprimento 1 + a
maior das subsequéncias que acabam em um elemento a; com i < k tal que a; < agy1. Como hé
no méximo k tais subsequéncias, este teste pode ser feito com complexidade O(k). A complexidade
total do algoritmo ¢ O(N?).

def max_subsec_cresc(a):
max_1 = [1l]xlen(a)
max_sub = 1
for i in range(l,len(a)):
for j in range (i) :
if al[jl<ali] and max_i[i] < max_3i[]j]+1:

max_1i[i] = max_i[j]+1
if max_i[i] > max_sub:
max_sub = max_1i[i]

return max_sub







Formulario

Somas de sequéncias:

— n—1 n—1
n -1) 5 13 n? n nt n3  n?
Si- Y=gty XO=T g
=0 =0 =0
n—1 . 1—am n—1 i a— na™ + (n _ 1)an+1
Z a—l_a, Z = (1—a)? )
i=0(a#1) i=0(a#1)

Solucao de equacgoes de recorréncia pelo Master Theorem:
A equacao:
N L
T(N)=A-T (=) +cNE,
B
com T'(1) = O(1), tem solugao

O (N'ess A) se A> Br
T(N)=<{ O(NllogN) se A= BF
O(NL) se A< BE

Equivaléncia de recursao por tail call a lago:
function F(X)

if C'(X) then
return F (X)

function F(X)
while NOT C'(X) do

l X+ G(X)
else end while

return F (G (X)) return E (X)
end if

. end function

end function . )

B . Versao iterativa com lago
Versao recursiva



