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5 é comprar flats e quando sdo vendidos sobram alguns, em outro
omento sao as acoes e na venda sobram algumas, em outra'é comprar
te|efoneS.'ga|p°es industriais etc. Temos aqui uma carteira de investi-
entos feita de sobras, que merece uma boa andlise risco-retorno. Ou-
ras carteiras sao montadas compulsoriamente. As fundagdes, fundos de
nsdo e congéneres, ate ha pouco tempo deviam manter em seus porti-
t6lios percentuais minimos ou maximos, conforme o caso, em agoes,
imoveis € titulos federais, sem mencionar titulos do tipo OFND (Obriga-
ses do Fundo Nacional de Desenvolvimento), CP (Certificados de Priva-
fizagao) e outros, oriundos de planos heterodoxos.
Naturalmente, existem as carteiras bem administradas que procuram
por meio da diversificagdo a melhor relagao entre risco e retorno.

Nosso objetivo é a andlise do risco-retorno de uma carteira de inves-
timentos, 0 que passamos a examinar.

55 ANALISE DA DIVERSIFICAGAO DO RISCO DE UMA
CARTEIRA COM DOIS ATIVOS

55.1 Introdugao

Consideremos uma carteira de investimentos composta dos ativos A,
e A,, respectivamente nas proporgdes w e (1- ).

Fixando um periodo de tempo para analise, indiquemos por /, e I, as
respectivas variaveis aleatérias que indicam as taxas de retorno no perio-
do, dos ativos. Admitamos como conhecidas as distribuicdes de probabili-

dades de I, e |,, ou seja, sao dados:
I D(IM' 131) e lp: D(Iﬂg'lsz)'
Nosso problema sera a determinagao da taxa de retorno da carteira,
Que indicaremos por /., dada por:
Ic = wl * (- w)lz-
ar a distribuicao de probabilida-

N en estdo é deter i mara

ges da variavel aleatéria /., sua meédia
%bre o risco da carteira.
A distribuigio de probabilidades da t
3da pelos pares (I, P(l;)), onde cada valor de /¢
lC =l * (1- )z,

axa de retorno da carteira é
é dado por:

SUbstis, L e L ades
:b’stntume—se todas as combinagoes das distribuigoes de probabilidade
1& [,
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Quanto a P (/.), € dada por:
P(’c) = P(’1- ’2) = P(I1)-P(12/I1)

e, neste caso, temos um sério complicador quando as variaveis l e l,
sdo dependentes, o que muitas vezes ocorre. Caso /, e /, sejam lndepen-
dentes, teremos P (/.) = P(/,).P(l,), o que muito facmtara nossos calcuy-

los.
Naturalmente, obtidos os pares (/., :
da media e do desvio da taxa de retorno da carteira.

P(l.)), sera imediato o calculo

5.5.2 Calculo da Média e do Desvio da Taxa de Retorno da
Carteira

Procuremos um calculo direto do retorno da carteira e do risco (des-
vio) a partir da média e risco dos ativos que compdem a carteira.

Dados h:D(l,,.1s). k:D(l,,1Is), e sabendo que
lc =l +(1-0)l,,
teremos:
A) CALCULO DO RETORNO MEDIO DA CARTEIRA
e = Ellc] = E[oh + (1 - o)1) =
= 0E[L] + (1- ) E[1,]
ou

l =ol, +(1-

TR O))I“E

B) CALCULO DO DESVIO DO RETORNO DA CARTEIRA

ls ‘SIC JS2wI1+(1 w)l )

- VS2(al,) + S2 ((1- w)by) + 2cov(wly,(1- w)l,)

Iss = V0 S () + (1- W S2(h) + 200(1 - w)cov (i, I)

ou

- 22
Isc Jw IS, + (1 - a))z I§2 + 2(0(1 = (0)C0V(I1, 12)
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.
onde:
_sel el sdo independentes, entéo cov (/,, 1)) = 0;

se l, €, sdo dependentes devemos calcular a cov (/,, 1), que depen-
dera do calculo das probabilidades conjuntas P(l, L).

—

5.5.3 Composicao da Carteira de Risco Minimo

sendo o risco da carteira dado pelo desvio da taxa de retorno da
carteira, queremos determinar a composicdo de ativos (co;(1 - w)) que
nos dé o risco/desvio minimo.

Como o risco é dado por

IsC = Jm21§1 + (1 = a))2 Igz + 2(0(1 - w)cov(l1, Iz),
a condigdo de minimo ocorrera para:

%c_=o

Jw

Antes de partirmos para a derivada parcial da fungao desvio, vamos
desenvolver a expressdo do desvio da carteira e reagrupa-la em fungao
de ¢, como segue:

Is, = ,/Etg + 13 -2l + w?lg + 2ocov(h, I) - 2w? cov(ly, I»)

ou
Is, =, + 12, - 2c0v(ty, 1) ) - 212 - cov(h, b))w + 13, .
Indiquemos:
13 + 15, - 2cov(ly, ) = A
e
2 - cov(h, ) = B,
entao

Is, =J/Tco2 -2Bo + 15,
Calculando a derivada parcial, teremos:
8ISL _ 2Aw - 28
dw 2\[»?@2 -2Bo + I3,
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138 A TAXA DE RETORNO DE UM INVESTIMENTO...

al
-
Para que S

=0 basta que 2Aw - 2B = 0; dai, o minimo de Is,
ocorrera para o = £,

Substituindo @ = %. na equacgdo de /s, , obteremos o valor do risco/
desvio minimo. Assim:

ou

Concluséo
A condigéo de risco minimo da carteira ocorrera para a composicao

((D. 1 - 0)).
onde:
w-B
A
e 0 risco minimo sera:
82
/ =, - =,
Somin S AA

5.5.4 Curva Risco-Retorno da Carteira

Como ’uc =wl+(1- w)luz, entdo, tirando o valor de ,, temos:

b =1
I”C=(I#‘—Iw_)a)+lm ou a)=—”§——”2-’ o
Hy K2

Substituindo o valor de ¢ na equagio que nos da o valor de s, ,
teremos:

2
I, -1 l, -
Is, = |A|-F—t2 28k "ln + 12
Illt_lﬂe l, -1 .
H 2
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139
ou, ainda.
2
Iz = A(I”C _ I”Z) _ 28("‘0 —Iﬁ‘z)(,m - qu) v 2
* (- 1) %
Fazendo
’#1 B I.Uz =R
e Iﬂc B !ﬂz =Z,

0 que equivale a uma translagdo em relagdo ao eixo dos riscos, de ma-
neira que a curva a ser obtida nao modifica sua forma, teremos:

Z2 -2BZR
I§c=A R2 +[§2
ou
A .B, 2 _o
I§c—-——H22 +25Z -5, 0

Discussdo da Curva Risco-Retorno de uma Carteira com DOI‘S'AtIVOS
Nosso problema é obter a forma da curva rigco-retc;n=oldefln;da ;z::g
equagdo acima, nas variaveis /s, , fisco da carteira, e we =i
relaciona o retorno médio da carteira /-
Lembremo-nos que dada uma equacdo na forma

= 0'
ax? + apy? + 28Xy * 2ay3x + 2apY * 4

devemos calcular os determinantes:

a1 22 & D, - a4 a2
D1 = 1842 ax ax e 2 a2 ax
a3 axn 9

Se D, « 0, entdio, a equagio representard:

—Uma elipse, se D, > 0;
Uma hipérbole, se D, < 0;
Ma parabola, se D, = 0.
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A TAXA DE RETORNO DE UM INVESTIMENTO...

140
Escrevendo nossa equagdo na forma geral dada, teremos:
A B 2\ _
12+ [-F)z‘? +2.0U5,. 2+ 2005 +2.2.2+ (-) <0
Assim, os determinantes serdo dados por:
1 0 0
B2
D-p -4 &|-Z8 -2
R R ™2 R
2
0 ‘g‘ - sz
1 0 A
2 0 __RAZ_ - Rz
Caso a:
D1 = 0
= 2
Se D=0, entdo-4./3 - =

ou Als, = B2, com A=/, -1, 0.
Substituindo os valores de A e B, teremos:
[, + 18, - 2cov(h, )2, = [, - cov(s, L),
entao
5. 15, +1& - 2.1 cov(l, I,) = Is, =212 cov(h, 1) + cov? (h, 1)
ou
15,12, cov?(l,, I,)

e dai
COV(I1, I2) = iI81 ISz'

O que ocorrera caso os ativos considerados tenham correlagéo linear per-
feita, positiva ou negativa.

Nestas condigdes, teremos:
2
A=I5 + I§2 - 2(*’3, ’sz) = (’sz + ’s1) = U?

B =13, - (¢l 1) - Is, (1s, % 1) - Is, U.
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ANALISE DA DIVERSIFICAGAO ... 141

A partir da equacéo

A B

Igc-ﬁgzhz Z-1% =0,
substituindo os valores de A e B, vem:
vV, ls,U 2 _ 2
R2 —7 2—ZH_'Z + ISZ = ’SC = 0.
O discriminante da equagao em Z sera.
4% U? U2 (o v,
= —'7?22—"— - 4"?(182 - ISC) =4 — H2 ISC
logo,
2 U 2Uls, 4
+ s, R
Z= 8 2u2 L= 2Q_C_=U(ISE_ISC)
R? A
Assim, fatorando a equagdo de segundo grau, obteremos as equa-
. coOes das retas:
~ R ) z-8(, -1 )-0
. ;,. Z - U(ISZ + ISC = O e == U 82 - SC o .

Substituindo os valores de Z, R e U, teremos as retas:

= 1, -1
=!}_'1_i£‘11 *‘&—&’sz*"

rn:l — s
e g Flg 0 g, F s
e
y LE]._—_IL‘Z.] +£E1___’Ez.l vl
2 e T T T o U, T s, 2

onde utilizamos Is, - Is,, no caso de correlagdo positiva, e Is, + Is, no
caso de correlagdo negativa. Em qualquer dos casos, as retas serao per-

pendiculares.

Casob: D,#0 e D, = 0.

i ' .
Se D, # 0, devemos examinar 0 determinante D, onde D, = -—7.

Substituindo o valor de A teremos:
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12 + 15 - 2cov(l, )
2 - 7 R2
Se D, >0, teremos:
- (I_.§1 + Igz) +2cov(ly, i) 20

I3 + 15 - 2cov(ly, ) <0

ou
I§1 + ’§2 < 200\/(’1, 12)

Sabemos que:

-1< w <1
Is1 ’52
ou
- IS1 ,82 $ COV(I1, I2) _<_ IS1 Isz,
logo,
I3, + 1%, < 2cov(l, I) < 21, Is,,

entao,

2 2

Is1 == 2’31 Is2 + Isz S 0
ou

2
(’s, "sz) <0,
O que sera valido apenas para Is, - 15, = 0, ou seja, Is,
Assim, se /, = I,, teremos:

215 = 2cov(ly, 1)

=lsz

ou
2 _ 42
cov(ly, I,) = Is, = Is,.
Mas isto s6 sera possivel caso

cov(ly, I,) )

IS1 ISz

Ou seja, se houver perfeita correlagéo linear positiva,
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. ANALISE DA DIVERSIFICAGAO ... 143

Assim, cov(lj, ;) = I3 =I5 = S?; substituindo na equagdo da cartei-

ra, dada por:
2 A 2 B
I5, ~ 722 +27:,-2—l§2 =0
onde
! A=-282_-282-0e B=-S%2-82-0,
temos:

12 -8%=0 ou Is, =S,

o que nos da a equagédo de uma reta paralela ao eixo dos retornos da
carteira; ou seja, a carteira terd sempre 0 mesmo risco, para qualquer

composi¢ao da mesma.

Caso c:

Finalmente, podemos concluir que, em geral, D, # 0 e D, <0, exce-
to nos casos de correlagdo perfeita entre os retornos dos ativos que
compdem a carteira. Assim, a curva representativa do retorno médio de
uma carteira em fungdo do risco, sera uma hipérbole; menos nos casos
citados onde a representacgio grafica é a da reta.

5.5.5 Equagao Reduzida da Hipérbole, correspondente ao
Risco-retorno de uma Carteira com dois ativos
Partindo da equagéo
A B

2 2 2 _
B -2 252 -k -0,

podemos escrevé-la na forma:

N R IR RS

2
- (5]
c
g b
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144 A TAXA DE RETORNO DE UM INVESTIMENTO...

Dai, substituindo Z = I”C - Iﬂz. temos:
(s, - 0f _ (1o - 01, + 82))
8- ] - (S
O que nos da a equagéo reduzida da hipérbole de centro

RB
(ISC;IHC) =(0; /e +7’];

=1'

centro

com assintotas:

O gréfico sera dado por:

Ik = +7R-lsc + (’m +@)
I}JCI Retorno A A

I Minimo \\ — I, Risco

que a equagao reduzida da hipérbole, de centro (h;k), €

Observacgédo

Lembrando
dada por;

(x-h? (y-kP
a® b2

1,
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N
entdo, as assintotas sao dadas por:

b
=—(x-h
y a(x ) + Kk,
a de inclinagdo para a direita, e
Y=-£(x—h)+k,
a

a de inclinagdo para a esquerda.
Em nosso caso, as assintotas serdo dadas por:

/ =t A / + |/ 25
fe —7; Sc He A
ou substituindo R, B e A teremos:

I = % (Ipu1 —I#Z) IS +, & (’#1 _I)uZ)(IgZ _COV(L',IQ))
fe \[/; + I§2 - 2cov(ly, 1) ¢ i 5 + I§2 - 2cov(h, 1)

Exemplo 1 — Calculo do Risco e Retorno de uma Carteira

Consideremos que trés investidores estudem a possibilidade de apli-
S car em ouro, agoes ou CDB por um prazo de 180 dias. O primeiro passo
\ sera estabelecer as distribuicoes de probabilidade dos varios ativos. Isto
sera feito com base no historico das aplicagoes e em fatores que os
) investidores julguem importantes para o futuro das aplicagdes. Em ter-
mos de economia brasileira €& interessante trabalharmos com retornos
previstos, expurgados os efeitos inflacionarios. Deste modo, o efeito da
inflagdo sera captado como um risco sistematico devido a conjuntura a
que o ativo esta sujeito. Em geral, denominamos o retorno previsto, ex-
purgada a inflagdo, de retorno real, embora saibamos que as componen-

tes de risco préprio do ativo estardo embutidas nesta taxa.

’ Para efeito do exemplo que queremos elaborar, vamos admitir as
distribuicbes de probabilidades dos ativos, segundo as tabelas abaixo:

Retorno — OURO
ao més | no periodo (180 dias) | Probabilidade

0,01 0,0615 0,50
0,02 0,1262 0,20
-0,01 -0,0585 0,30
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146 A TAXA DE RETORNO DE UM INVESTIMENTO...

Retorno — AGOES

do més | do periodo (180 dias) Probabilidade
0,01 0,0615 0,40
0,03 0,1941 0,40
0,04 0,2653 0,10
-0,06 -0,3101 0,10

Retorno — CDB

ao més | no periodo | Probabilidade
0,005 0,0304 0,40
0,015 0,0934 0,60

A) CALCULO DAS MEDIAS E DESVIOS (RISCOS) DOS ATIVOS

Para cada ativo fixado podemos estabelecer a média e o desvio (ris-
C0), como segue:

1. Ouro
’uouro = 0,0615 x 0,50 + 0,1262 x 0,20 + (-0,0585) x 0,30 =
= 0,0384
Assim, o retorno médio do ouro sera:
/ Youro = 0,0384 = 3,84%a.s.

Eduro = (0,0615)° x 0,50 + (0,1262)" x 0,20 + (-0,0585)° x 0,30 =
= 0,0061,
entao,

Isouro

- 40,0061 - (0,0384)* - 0,0680.

-]

Logo, o desvio sera:
= 0,0680 = 6,80% a.s.

Isouro

2. Acoes

liaeses = 0,0615 x 0,40 + 0,1941 x 0,40 +

+0,2653 x 0,10 + (-0,3101) x 0,10
= 0,0978
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ANALISE DA DIVERSIFICAGAO ... 147

Desta forma, o retorno médio das acdes sera:

/ Hesoen 0,0978 = 9,78% a.s.

. |

Eagses = (0,0615)% x 0,40 + (0,1941)% x 0,40 +
+ (0,2653)° x 0,10 + (-0,3101)° x 0,10 =
- 0,0332,

entao,

5505 ™ \[o,?qu - (0.0078)° = 0,1538.

Logo, o desvio sera:

I . =0,1539 =15,39%a.s.
acoes
3. CDB
/ = 0,0304 x 0,40 + 0,0934 x 0,60 = 0,0682
KcoB
Entdo, o retorno médio do CDB sera:
: / - 0,0682 = 6,82% a.s.
~—~ KcoB

J E2.q - (0,0304)2 x 0,40 + (0,0934)° x 0,60 = 0,0058,
/ entéo,

= 1’ = 0,0682 e - 0,0309
Logo, o desvio sera:

Is - 0,0309 = 3,09%a.s.
cDB

B) COMPOSICAO DAS CARTEIRAS

Fixadas as distribuigbes de probabili
deremos que os trés investidores compon
forma:

dades dos varios ativos, consi-
ham suas carteiras da seguinte
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Composi¢éo da Carteira (%)
Investidor Ouro Agoes CcDB
A 40 — 60
B 65 35 —
C 30 | 20 50
O passo seguinte sera calcular o risco e o retorno de cada carteira.

C) CALCULO DO RISCO E RETORNO DE CADA CARTEIRA

1. Investidor A
A partir das férmulas para o calculo das médias e riscos das cartei-

ras, teremos:

— Retorno médio da carteira A:

’uA = 0,40 x Iﬂouro + 0,60 x /

/

/

KcpB
= 0,40 x 0,0384 + 0,60 x 0,0682

= 0,0563 = 5,63%a.s.

Ha
Ha

— Desvio (risco) da carteira A: /s,

= 2 2
Is, = 0.40° Bouro * 0.60° 13,,, +2.0,40.0,60.cov (1o lcoB)

onde
=0 -
,0680 e ISCDB 0,0309.

lsouro

Nosso problema é calcular a covariancia entre os retornos do ouro €
do CDB, indicada por coV (louro, /cpg)-

_ Para o célc.ulo da covariancia, devemos conhecer a distribuigao con-
junta de probabilidades, dos retornos do ouro e CDB, como segue:

OURO
0,0615 0,1262 | -0,0585 Probab. CDB
CDB 0,0304 0,20 0,15 0,05 0,40
0,0934 0,30 0,05 0,25 0,60
Probab. Ouro 0,50 0,20 0,30
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ANALISE DA DIVERSIFICAGAO ... 149

onde as probabilidades_conjuntas, consideradas como dados neste
exemplo. podem ser obtidas por frequéncia relativa ou probabilidades
subjetivas.

Assim, a covariancia sera dada por:

cov (IOUTO ’ ,CDB ) =

’): ’E (’ouro - ’;bu,o)(’coa "~ uepB )-P (fouro + 'cpB)

ouro 'CDB

- (0,0615 - 0,0384)(0,0304 - 0,0687).0,20 +
+ (0,0615 - 0,0384)(0,0934 - 0,0682).0,30 +
+ (0,1262 - 0,0384)(0,0304 - 0,0682).0,15 +
+ (0,1262 - 0,0384)(0,0934 - 0,0682).0,05 +
+ (-0,0585 - 0,0384)(0,0304 - 0,0682).0,05 +
+ (-0,0585 - 0,0384)(0,0934 - 0,0682).0,25

cov (Iouro , ICDB)

- (0,0231) x (-0,0378) x 0,20 =
+ (0,0231) x (0,0252) x 0,30 +

+ (0,0878) x (-0,0378) x 0,15 +
+ (0,0878) x (0,0252) x 0,05 +

+ (-0,0969) x (-0,0378) x 0,05 +
+ (-0,0969) x (0,0252) x 0,25

coV (louro s lepg) - (20,0002) + (0,0002) + (-0,0005) +
Vouwo: coe + (0,0001) + (0,0002) + (-0,0006)

= -0,0008

cov (’ouro . Icps )

cov (Iouro- ICDB)
Calculando o desvio da carteira A, teremos:

Js. = /0,402.0,0680% + 0,60° 10,03092 + 2.0,40.0,60.(-0,0008)
Sa ! !

dai,
Is, = 0,0264 = 2,64%a.s.
Concluséo

Carteira A: )
COMPOSICAO: Ouro = 40%: CDB = 60%

RETORNO MEDIO = 5,63% a.s.
RISCO (DESVIO) = 2,64% a.s.
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2. Investidor B
Procedendo da mesma forma que para o investidor A, teremos:

— Retorno médio da carteira B:

[,y =065 %1, +035x/, _

¢oes
l,, =0,65x0,0384 + 0,35 x 0,0978
l,, =0,0592 = 5,92%a.s.

— Desvio (risco) da carteira B: /s,

’Ss - JO'GSZ "gouro ¥ 0'352'I§a<;698+ CellyBha, 0w 0N (Iouro- I

agées)'

onde

| l
| Souro

- 0,0680 e /5, . - 0,1539.

l Novamente, a questao é calcular cov(lou,o. laga,es),

| Como no caso anterior, vamos considerar como conhecida a distri-
L: buicdo conjunta de probabilidades dos retornos por meio da tabela:

JE OURO
it 0,0615 | 0,1262 | -0,0585 | Prob. Agdes
it 00615 | 0,20 0,10 0,10 0,40
Il AGOES | 0,1941 0,18 0,07 0,15 0,40
0,2653 0,05 0 0,05 010
-0,3101 0,07 0,03 0 0,10
Prob. Ouro 0,50 0,20 0,30

Assim,

cov (’ouro ' ’agaes) =

= Z Z (Iouro - I,uouro)(’aqées_ Iyagées)-p(louro' Iaq:ées)

’ouro , agoes

coV (fouros fagses) = (0,0615 - 0,0384)[(0,0615 - 0,0978).0,20 +
+ (0,1941 - 0,0978).0,18 +
+ (0,2653 - 0,0978).0,05 +
+(-0,3101 - 0,0978).0,07] +
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+ (0,1262 - 0,0384)[(0,0615 - 0,0978).0,10 +
+(0,1941 - 0,0978).0,07 +

+ (0,2653 - 0,0978).0 +

+(-0,3101 - 0,0978).0,03] +

+ (-0,0585 - 0,0384)[(0,0615 - 0,0978).0,10 +
+ (0,1941 - 0,0978).0,07 +
| + (0,2653 - 0,0978).0,05 +
+(-0,3101 - 0,0978).0,03]

Logo, cov (louro ' lagées) = -0,0010.

Calculando o desvio da carteira B, teremos:

Is, = ,ﬁesz.o,oseoz + 0,352.0,1539° + 2.0,65.0,35.(-0,0010),

assim,
& 0,0663 = 6,63%a.s.

lS
Concluséo
Carteira B:
COMPOSIGAO: Ouro = 65%; Agdes = 35%
RETORNO MEDIO = 5,92% as.
RISCO (DESVIO) = 6,63%

) Neste caso, temos uma carteira composta de trég ativos e deyemos
dio da carteira e 0 desvio. Os

/ examinar a forma de obter o retorno me

calculos serdo analogos aos desenvolvidos, como segue.

— Média da Carteira
s = 0,30.louro + 0:20-laces* 0,50./cpB

entdo, a média sera
lye = E[lc] = E[O.SO-’ouro
Iﬂc = 0,30./ g0 * 0'201"39595

+ 0,20.lgcges* 0:50-co8]

+ 0,500,000

N g + 0,50 x 0,0682 = 0,0652.

- 0,30 x 0,0384 + 0,20 * 0,097
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Assim, o retorno médio da carteira C sera:
h. = 0,0652 = 6,52% a.s.

— Desvio (risco) da carteira
2 = S2(lc) = $%(0.30.louyro * 0.20.pcpes* 0,50./5pp)
2 . 2 2
B, = 03015, + 0.20°05 ( + 050718 ¢
+ 2% 0,30 x 0,20 x coV (louro . lagses )

+ 2% 0,30 x 0,50 x coV(louro . /cB)
+2x0,20 x 0,50 x COV(Iacbes'lCDB)

onde /g = 0,0680, Isms= 0,1530 e ISCDB = 0,0309.

Devemos calcular a oov(laqbes'ICDB) visto que as demais covariancias
ja foram calculadas nos casos “a" e *b". Como nos casos anteriores, va-
mos admitir como conhecida a distribuigdo conjunta de probabilidades
dos retornos das agoes e CDB, como segue:

CDB
0,0304 0,0934 Prob. Agoes
0,0615 0,05 0,35 0,40
AGOES 0,1941 0.30 0,10 0,40
0,2653 0,05 0,05 0,10
-0,3101 0 0,10 0,10
Prob. CDB 0,40 0,60
Entao,
cov(lopg v’aqﬁes) -
LI (fope - l‘bm)(lam— ipam).P(lCDB,la@s).
Assim:

coV{lop fagses) = (0,0304 - 0,0682)[(0,0615 - 0,0078).0,05 +
+ (0,1941 - 0,0978).0,30 +
+ (0,2653 - 0,0978).0,05 +
+(-0,3101 - 0,0978).0] +
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(0,0934 - 0,0682)[(0,0615 - 0,0978).0,35 +
(0,1941 - 0,0978).0,10 +
(
(

+

+

+

0,2653 - 0,0978).0,05 +
+(-0,3101- 0,0978).0,10]

COV(’CDB -’agaes) = -0,0022

Calculando o desvio da carteira C, teremos:

— 3= 0,302 x 0,06802 + 0,207 x 0,15397 + 0,507 x 0,03092 +
2 + 2 x 0,30 x 0,20 x (-0,0010) +
+ 2 x 0,30 x 0,50 x (-0,0008) +
+ 2 x 0,20 x 0,50 x (-0,0022),
assim,
’sc = 0,0283 = 2,83%a.s.
Conclusao
Carteira C:

COMPOSICAO: Ouro = 30%; Agbes = 20%; CDB = 50%

RETORNO MEDIO = 6,52%
RISCO (DESVIO) = 2,83%

D) COMPARAGAO DAS CARTEIRAS

Vamos elaborar um quadro onde p
comparativa as carteiras A, B e C e, ainda, carteiras formadas de um

~ N, Unico ativo. Acompanhando o exemplo, teriamos carteiras formgglas ape-
) nas de ouro, ou somente de acbes ou de CDB. O efeito diversificagao €

" observado quando conseguimos diminuir o risco da carteira, mantendo

: ou melhorando o retorno.
" A tabela a seguir sintetiza 0s result

oderemos examinar de forma

ados obtidos no exemplo:
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Composig¢ao da Retorno Risco-
Carteira carteira (%) Médio Desvio
Ouro | Agoes | CDB % a.s. % a.s.
1. Ouro 100 — — 3,84 6,80
2. Agoes —_ 100 —_ 9,78 15,39
3. CDB — —_ 100 6,82 3,09
4. A 40 — 60 5,63 2,64
5.B 65 35 — 5,92 6,63
6.C 30 20 50 6,52 2,83

Podemos coloca-los em um grafico risco-retorno:

Retorno
(V- Q.I.)

10

T —— -<CDB
]

—_—— _:—-l——-— —_— -TB
|
|
|
|
|

| Risco
1 | (/.a.s.)a‘

23456789!0III2|3I4|5|6
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Exemplo 2 — Curva Risco-Retorno de uma carteira com dois ativos

Ja vimos que o retorno médio de uma carteira e seu risco definem
uma curva representada por uma hipérbole, em que os pontos da hipér-
bole sdo obtidos conforme variamos a composigdo dos dois ativos que
fazem parte da carteira.

Consideremos, com base no exemplo anterior, as carteiras compos-

tas dos ativos ouro e CDB. Teremos uma familia de carteiras ouro-CDB,
conforme a composi¢do @ de ouro e (1 — @) de CDB, da qual a carteira
A, com 40% de ouro e 60% de CDB, é um dos membros.

Sabemos que a familia de carteiras ouro-CDB apresenta retorno meé-
dio e risco dados por:

Retorno médio da carteira ouro-CDB:

-:ﬁ.t-.'""*k\: Iu B m.’pouro * (1 - w)I”CDBI

! e risco (desvio) da carteira ouro-CDB:

2
I = ﬁ’e'lgouro +(1- o) ',‘gCDB + 20 (1 - ®) ¢V (louro //cpB)

onde
Isouro = 0,0680; ISCDB = 0,0309,

coV (louro - lcpg) = - 0,0008,

/ =0,0384 e |/ 8 " 0,0682,

Houro HCD

dados obtidos no éxemplo anterior.

A) A CARTEIRA OURO-CDB, COM COMPOSIGAO DE RISCO MiNIMO
Conforme expressdo obtida, a composigcdo da carteira que nos da o
ponto de risco minimo sera:
I§CDB - cov (’ouro'lCDB)

Bmin = ,gouro + ’écoa - 2cov(l°u,o.lcoa)

assim,

) (0,0309) - (-0.0008°  _ 4 5444
“min = 10,0680)% + (0,0309)° - 2(-0,0008)

Desta forma, a carteira ouro-CDB de risco minimo apresenta a com-

posicao:
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Quro: 24,44%
cpB: 75,66%.

Seu retorno médio sera
I‘, - 0,2444.0,0384 + 0,7556.0,0682 - 0,0609 ~ 6,09% a.s.

e risco (desvio)
I§ - (0,2444)2.(0,0680)2 o (0.7556)?.(0.0309)2 +2.0,2444.0,7556.(-0,0008)
ou seja,

lg = 0,0229

ou
- 2,29%a.s.,

lSmInimo

que nos da o risco minimo da familia de carteiras ouro-CDB.

B) CURVA RISCO-RETORNO DAS CARTEIRAS OURO-CDB

Escrevendo as equagdes do retorno médio e do risco das carteiras
ouro-CDB, com os dados conhecidos, teremos:

l, = ®.0,0384 + (1 - ®).0,0682

ou
’u = -0,0298w + 0,0682.

Entao,
W= - 33,5570I“ + 2,2886.

Em relagdao ao desvio teremos:

Is = J©?.0,0680% + (1 - ®)?.0,0309 + 2w (1 - w)(-0,0008)

ou
13 = 0,0072 w? - 0,0035 ¢ + 0,0010.

Nota: Observe-se que da equagdo acima, parabola em (), podemos tirar a composicao

da carteira com l§ de valor minimo, o que corresponde ao risco minimo. Para
tanto, basta calcular a abscissa w do ponto de minimo, assim:
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157
b _ ~(-0,0035)
2a 2.0,0072

o que, a menos de aproximagdes, ¢ o valor obtido no item a, deste
exemplo.

Ornin = = 0,2438,

Substituindo o valor de @ na equagéo de /3, teremos:

2 =0,0072(-33,5570/, + 2,2886) -
0,0035(-33,55701/,, + 2,2886) + 0,0010,
assim,

12 - 8,08385/2 - 0,98519/, + 0,03059.

Compondo os quadrados podemos obter a equacdo reduzida da hi-
pérbole, como segue:

2 - 8,08385[(/ , - 0,06003)" + 0,00007} -0

~ ou

2
(s - 0f (1, -0,08093)
0,00051 0,00007

Nota: Os célculos foram desenvolvidos com nove casas decimais e posteriormente arre-
dondados.

A equagao obtida corresponde a uma hipérbole de centro (0 ; 0,06093)

e parametros ,/0,00051 e 4/0,00007 .

As assintotas serdo dadas por
| I, = 0,06093 _

"
,J0,00051 * = J0,00007

assim, as assintotas tém equagoes:
I, = - 0,37048 Is + 0,08093 € l,

0;

_ 0,37048 g + 0,06093

O grafico da hipérbole sera:
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[ pe 037048 Ig + 0,06093

1, Retorno (% as)

}

Q093 g —— — — ——~

o Is ' Risco

Ig =2,26 \\ (% a.s)
Min,
Observagoes

a) Para /, = 0,06093 podemos obter o valor de / , COMo segue:
H Smin

(ls -0 (0,06093 - 0,06093)2 )
0,00051 0,00007

1

ou
Is = 40,00051 = 0,0226:

assim Ismin = 2,266% a.s.

, Notemos que ocorre uma diferenca, devido 3 aproximagao no calculo
| do desvio minimo de 2,29% a.s. para 2,26% a.s.

b) Examin'ando a variagao de composicao da carteira, @ e (1 - ),
conforme o grafico a seguir, teremos:
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Retorno (% a.s.)
[ ) (1-W)

BB |- — = = = s e = __4 (1,0)
3 l (0,755;0,2444)
6,09 rm—— — = \ ] )
| | /
| |
|
|
384k ————— (0;1)

* Risco(% a.s)

— Construimos um eixo orientado segundo os valores crescentes de
(1 - ) e indicamos os pares (1 - w,w).

— O ponto X corresponde a uma carteira composta apenas de ouro e o
ponto Y a uma carteira apenas de CDB.

— Caminhando do ponto X para o Y, segundo a hipérbole, obtemos pon-
tos que correspondem as carteiras compostas de CDB e ouro, de for-
ma a diversificar o risco. Estas carteiras apresentam retornos maiores
que o investimento apenas em ouro € com risco menor.

— Caminhando do ponto Z para Y, sobre a hipérbole, obtemos as cartei-
ras com melhores composi¢gdes de ouro e CDB, em termos de retor-
nos, com riscos menores que os dois ativos considerados separada-
mente. Perde-se alguma rentabilidade, comparativamente ao CDB,
mas é possivel obtermos uma carteira com menor risco comparativo.
Por exemplo, uma carteira com 20% de ouro e 80% de CDB apresen-
tard um retorno médio de 6,22% a.s. e risco de 2,43% a.s.

c) Os pontos sobre a hipérbole, complementares aos pontos entre X

e Y, tais como M e N, ndo correspondem as carteiras na acepgdo do
termo, mas nos permitem uma interpretagdo muito interessante.
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— Consideremos, por exemplo, o ponto M, em que
w=14¢e (1- w)=-0,40.

Relaxando o conceito, isto corresponderia a uma carteira com 140
de ouro e - 40% de CDB. Podemos interpretar esta situagdo, conside.
rando que aplicamos 100% dos recursos disponiveis em ouro e, ainda,
tomamos recursos, nas condigdes do CDB, no volume de mais 40
que tambeém foram aplicados em ouro.

— Como os recursos foram tomados a 6,82% a.s. com risco de 3,09%
a.s., condigoes do CDB, e aplicados em ouro a 3,84% a.s., com risco
de 6.80% a.s., € natural que nossa carteira, no ponto M, tenha menor
retomo e maior risco. Efetuando os calculos, obteremos para a opera-
¢ao um retorno meédio de 2,65% a.s., com risco de 10,11% a.s.

— O ponto N é interpretado da mesma forma que o caso anterior, inver-
tendo-se a aplicagdo e as condigoes de captagdo dos recursos. Assim,
estariamos captando recursos nas condigdes do ouro e aplicando-os
em CDB. Em relagdo ao ponto Y, estaremos aumentando o retorno,
mas aumentando o risco, em fungdo das condigdes da captagio.
Como exemplo, consideremos um investimento de 140% em CDB,
sendo 100% de recursos préprios e 40% captados nas condicdes do
ouro, ou seja, a 3,84% a.s., com risco de 6,80% a.s. Assim, teremos
que o =-0,40 e (1- w)=140. Fazendo os calculos da operagéo,
obteremos um retorno médio de 8,01% a.s., com risco de 5,96% a.s.
As carteiras desse tipo.sao denominadas carteiras alavancadas.

5.5.6 Carteiras com mais de dois ativos de risco

Consideremos uma carteira formada pelos ativos A, A,.. A com
retornos aleatérios I, /,,...,I,, respectivamente. Indiquemos por
ly. 1y, .- 1, os retornos médios dos ativos e por Is,,lg,, ..., Is os des-

b _
vios, respectivamente.
Sabemos que o retorno da carteira /., sera dado por
Ie = oy + axly +... + @, 1,.
Calculemos o retorno médio da carteira e seu desvio.
Média
ly = Ellc] = E[onh + aply + ... + wnl,] =
= E[’1] t @ E[’Z] MR O E[In]
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ou

e =@y + @l + v ol = )E ol
A0

Desvio
2

2 . 2

Is, = S (e ly) + S2(walp) *+ ot S%(wn 1) +
+ 2cov (ayly, w2 lp) + 2cov(ayhy, wylg) + ... + 2cov(ayly, w,1p) *
+ 2c0v(wplp, w3l3) + - * 2cov(wyly, nlp) *

+ ...t
2cov (mn-1ln—1~ Wn In)
Sabemos que:

2
S2(a.x) = a2.S% (x); a = constante

cov(ax,by) = a.b.cov(x,y);, ab-= constante,

entéo,
2 =
2 = of.S%(h)+ 0. S2(l) + - * w2.8%(I,) +
+ 2oy wp ooV (hy,l2) + 2003 cov(lyl3) * -+ 201 @n cov(ly,In) *
+ 2w 3 cov(lp,l3) * -r * 202 0n cov(ly.ln) *
i

+ 2Wp-1Wn COV(In_-',In).

Como S2(;) =13 /=1m entéo teremos:

5.5.7 Curva Risco-Retorno para carteiras com mais de dois

ativos
or trés ativos

rteira composta P
bilidades dos

Consideremos, inicialmente, uma ca
buigdes de proba

A A, Ay, €M que conhecemos as distri

retornos ly, k. I3 para um periodo fixado.
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6.1 DETERMINAGAO DA “FRONTEIRA EFICIENTE DE ATIVOS

COM RISCO” — O MODELO DE MARKOWITZ PARA TRES
ATIVOS

Consideremos o problema da determinagdo da fronteira eficiente dos
investimentos com risco a partir das carteiras formadas pela composigao
de trés ativos. Para tanto, vamos considerar como dados os ativos
A, A, Ay, em que s@o conhecidos os retornos médios ./, .1, . bem
como os desvios ’s,-’sz-’sa- respectivamente. Admitamos, também,
como estabelecidas as covariancias dos retornos dos ativos, dados por:

cov(ly, 1), cov(ly, I3) e cov(lz,3).

Uma das formas interessantes de obtermos os pontos da fronteira
eficiente parte da anélise das tangentes a curva representativa da fron-
teira eficiente de investimentos com risco. No plano risco-retorno esta
curva deve ter o aspecto da curva-C, conforme o grafico seguinte:
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Retorno: IFc

> V" Igc . Varidncia

A equagdo da reta r, sera dada por:
il =&" bV .
s retas que passam pelo

nsideremos as demai
C', dada pela equagao:

a r, tangente a curva-
rol,=a+ bV .

Fixando o ponto P, co
ponto P, em particular a ret

a a reta tangente 3 curva-C', pelo ponto P, é que,
am um unico ponto em comum com a curva, a

O que caracteriz
devera ter O minimo valor para o termo inde-

dentre todas as retas que t
equagdo da reta tangente
pendente a.

Assim, partindo da reta 7, com eixo no pont
do anti-horario, tragando as retas por P, teriamo
pendentes das equagoes destas retas seriam:

a1>az>a3>...>a
ontinuarmos com © movimento de r, para ’
s a obtengao da reta tangente, as proximas
mum con a curva-C'.

sdo da forma:

o P, e girando no senti-
s que os termos inde-

Observemos que, s€ C
centrado em P, mesmo apo
retas, por P, terdo dois pontos em €0

Assim, as equagdes das retas que passam por P

ch = a; + ij

ja tangente a cu
_bV)

T a-C' sera:
e a condigdo para que a reta s€ v
a-= minimo(a,-) - mi"(’pc
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Retorno - I}IC

! ¢: Fronteira Eficiente de
Ativos Com Risco

— IS, Risco

Para facilitar a formulagdo do problema, consideremos a curva-C',
obtida a partir dos pontos da curva-C, no plano variancia-retorno. Lem-
brando que a variancia é igual ao quadrado do desvio, entdo a concavi-
dade da curva C’ terA 0 mesmo aspecto que a curva-C. O grafico seguin-
te representa a curva-C’ no plano variancia-retorno:

Retorno: I}"c

? "

— Y = Izsc : Varidncia

Consideremos um ponto P qualquer da curva-C' e tracemos a reta r,
passando por P, conforme o grafico a seguir:
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Do exposto, podemos examinar quais sdo as condigbes para que um

ponto P pertenga a curva-C'. |
Cada ponto P tem coordenadas P = (Vp; ’m»)' em termos de varian-
cia-retorno, ou coordenadas P = (wy, w,, 03), €m termos de composigao

da carteira.
Assim, o ponto P devera satisfazer s condigdes seguintes:

le = only, + oply, + o3l

5, =V = of I§ + g 15, + a>§I§3 + 2oy cov(ly, 1) +
+ 2wywzcov(ly, ly) + 2wy wycov(ly, 1)

onde wy + @, + w3 =1, com 0< ay, w,, wy <1, @ a tangente 4 curva-C’,
por P, deve ser tal que:

a-= min(aj) - min(I,,C - b.V),
0 que completa as condigdes para P pertencer a curva-C’.

Notemos que, obtidos os pontos P = (Vp - Igc;lﬂp) da curva-C’, po-
demos obter os pontos P* = ’sci /) Que serdo os pontos da curva-C,
ou seja, da fronteira eficiente de investimentos dos ativos com risco,
ambos definidos pela mesma Composicao (ay, w,, w,) das carteiras,

Para obtermos a composi¢cao das carteiras que nos da os pontos do
tipo P, pertencentes & curva-C’, teremos que obter (wy, a,, ;) tais que:

a-= min(l,,c - b.V)

com ay *+wp +a=1e 0<ay, wp, w5 1.

A solugdo desta questdo é obtida pelo método do multiplicador de
Lagrange.!

O método consiste em partirmos da funcdo a ser minimizada:
.SI-f(a),,co;_.,cu‘-,)-IMc -b.v

Submetida a restrigdo g(w, w,, wy) = W+ ay+am-1=0 e construirmos
a fun¢éo objetivo, dada por:

Flan, 0y, w3, 1) = f (o, 0y, @) + A.g(oy, 0y, ).

1. CHIANG, Alpha. Matemética para economistas. Sao Paulo: Edusp/McGraw-Hill, 1982,
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O passo seguinte consiste em resolvermos o sistema:

15
oF

— =0 3F=0

0wy 0 e = )

aA
obtendo assim (@, w,, wy) que satistazem as condigdes fixadas de mini-
mo e de soma unitaria, significando que séo pontos da curva-C'
Calculando, teremos que a fungéo objetivo sera dada por

Flon @z, 03, 8) = (1, - b.V) + Aoy + 0 + g - 1),
onde, substituindo os valores de |

w @V =13, teremos:
Flay, @p, @3, A) = anly, + wpl,, + gl - blw?l3 + 03 12, + 0} 3]
- b[2wy @, cov(h, Ip) + 2an w3 cov(h, I3) + 2ap w3 cov(l Is)]

+ Aoy + 0y + 3 - 1).
Derivando, teremos:

2E . l,, - 2% bay - 2cov(ly, Ip)bax - 2cov(ly, ly)bws + A =0
d W !

‘ﬂ:— = ’ = 2’32 balz - 2COV(’1, Iz)bah - 2COV(I2, ’3)b0}3 +A4=0
J Wy
2a2F . Ly - 212 bay - 2cov(ly, I3)bay - 2cov(ly, Is)bap + A =0
dwn Sa

aF ~1=0
=y * W + s
ER)

Reescrevendo o sistema, teremos:

212 .o + 200V (I, Ip)- @ + 260V f).

U'I:»crlz-» °“|>’
]
o-k“o-ts"“"b;

w *
2cov(ly, I,). o + 215,02 * 2c0v(lp, 13)- @ *
w3 +

2
2cov iy, I5)-on + 2cov(lz, Iy).ap + 2ls;-

A _
a)‘+ak+a)3+0.'_'5‘1

Scanned with CamScanner



MODELO DE MARKOWITZ — CASO GERAL — FRONTEIRA EFICIENTE ... 197

sendo M dada por:

213, 2cov(l,l,) 2cov(ly,l3) --- 2cov(h,l,) 1
2cov(ly,1,) 213, 2cov(ly,l3) - 2cov(lp,l,) 1

Y - 2cov(ly,ls) 2cov(ly,la) 213, . 2cov(ls, 1) 1
2cov§l1,l4) 2cov(l2,l4) 2cov(l3,ly) -+ 2cov(ly,l,) 1
2cov(lyl) 2cov(laidy) 2cov(laly) - 22 1
R 1 1 1 0]

Resolvida a equagdo matricial, obtemos o vetor W que nos da a
composigdo das carteiras que sdo pontos da fronteira eficiente de investi-

mentos.

Exemplo — Fronteira eficiente para carteiras com trés ativos — Mo-

delo de Markowitz
Consideremos os ativos A, A,, A, onde séo dados os retornos médios,

desvios e covariancias, como segue.

| -015; Is =0,05; cov(l,)= 000245
I =0,25; Ig, =0,07; cov(ly.ls) = 0,00100
/, =035, Is, =010; cov (1,,13) = 0,00350

onde os retornos sdo dados para um prazo fixado.

Partimos da equagdo matricial W = M~'.U, dada por:

-..1 ’
ol [ 20 2c0v (Iy,1,) 2cov (h.l3) 1 ’J;—
wp | _ |2cov (h.12) 213, 2cov (lp,l3) 1 =
rs 2cov (Iy,13) 2cov (Ip./3) 212, 1 Lo
b ] 1 1 1 o] [1)]
Substituindo os dados na equagao matricial, teremos:
- T [045]
o 2x (0,057 2x0,00245 2x0,00100 1 B
@ | _ |2x0,00245 2x(0,07)? 2xo.003€;0 1 5.
w3 2x0,00100 2x0,00350 2x(0,10)° 1 b
$ i 1 1 o] [ 1]
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Que, escrito na forma matricial, nos dara

- I'iﬂ_'
212 2cov (Iy,1) 2cov (ly,13) 1] [y K:
2cov (Iy,1,) 213, 2cov (I5.13) 1 22 = "'ﬁi
2cov (Iy,13) 2cov (I5,/3) 213, 1 s bs
1 1 1 o] Lb 91

ou que indicaremos, na forma matricial, por:
MW=U.

Resolvendo a equagéo matricial, vira:
w=uM'U

0 que nos possibilitara obter (w;, w,, w;) em fungdo do coeficiente b.

Dando valores a b, obtemos todas as composicoes (wy, w,, w;) pelos
pontos da curva-C' e portanto da curva-C, a menos da condicao
0<w, w, 0y <1.

Assim, devemos verificar se esta condicdo esta satisfeita; se nio es-
tiver devemos verificar a existéncia de ponto com tais condicdes que nao
tenha sido captado pelo presente método. A ocorréncia deste fato é pos-

sivel, pois a condigdo 0 < @, @, w3 <1 nao foi implantada no desenvolvi-
mento do problema.

6.2 MODELO DE MARKOWITZ — CASO GERAL — FRONTEIRA
EFICIENTE DAS CARTEIRAS COM N ATIVOS

A operagio matricial, no caso geral, sera dada por:

W=m'y
onde
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Para Invertermos a matriz, utilizamos um programa elementar: em
BASIC, para microcomputador tipo pocket, conforme mangal do fabrican-
te.? O programa inverte a matriz por triangularizagdo e ndo pode ter ze-
ros na diagonal principal. Assim, reescrevemos o sistema e, portanto, a
equacéo matricial de forma conveniente, como segue:

- [ 4 ]

o]l [ 1 1 o' ol

@, | _ [0,0050 0,0049 0,0020 1 B

@y 0,0049 0,0098 0,0070 1 22

4 0,002 0,0070 0,0200 1 %

Invertendo a matriz, teremos:

o 09836 200,0253 -201,2917  1,26507 |1 ]
@[ _[-0,1671 -201,2913 2658564 -64,5651| |5
@3 0,1834 12659 -64,5651 63,2001 [ |22
4 -0,0044  0,9836 0,671 0,1834 0% |

Efetuando o produto das matrizes e igualando, teremos:

= 19,8760
ay = 0,9836 - =

wp = ~0,1671 + 13678

wp = 0,1835 + 8204

4 = -0,0044 + o17%
Vejamos algumas observacdes que podemos fazer, obtidas as equa-
goes de ay, 0, € w;.

a) Verifiquemos que ¢, + @ + @3 =1. Para tanto, basta somar as
equagdes obtendo:

a),+a)2+a)3=1+%=1, com b+ 0.

b) Substituindo as equagdes de @, @, 0y Na equagio do retorno
medio da carteira, teremos:

a partirde /= al, + wal,, + aal,, , vem:

2. SHARP do Brasil S/A. Manual de programagao PC-1211 R/RP.,
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l,, = (0,9836 - 2870} g 45+
+(-0,1671+ 12678} 0 25 +
+(0,1835 + 820%4) 0,35,

assim,

l,, = 01700 + 2807

b

c) Substituindo as equagdes de w, w,, w; na equagdo do risco da
carteira vira:

partindo de
’gc F a;,zlé & wg’éz L5 a)fl_ga + 2aywp cov(ly,lp) +
+ 2wy w3 cov Iy, l3) + 2wp wg cov (I3, 13),
- substituindo todos os dados, obteremos a seguinte equagéo:

2
2 -0,002233 + 0,000013% + 1,303977.(%) .
‘ d) A partir da equagdo dos retornos, escrita em funcdo de b, pode-
- mos obter:

ik b 0.1700'
b 2,6079
Substituindo na equagédo dos riscos, teremos:
2 -0,191729/3 - 0,065183/,, + 0,007773,

que seus termos podem ser escritos, convenientemente, da seguinte

(’sc & 0)2 - (’nc s 0'1103)2 -1
(0,0473)° (0,1079)°

nos da a equagédo de uma hipérbole com centro (0 ; 0,1700), con-
e o gréfico a seguir. "
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Iy,

oIT F— ——

e Is
0,0473 ¢

e) Lembrando que o coeficiente b representa o coeficiente angular
das retas tangentes a curva-C’, no plano varidncia-retorno, entao, fazen-
do b — o obtemos o ponto de minimo risco e minimo retorno. Assim, na
equagao

| 2,6079
/. = 01700 + P

para b — <, teremos /. = 0,1700.

Note-se que este ponto também corresponde ao vértice Q da hipér-
bole.

Podemos calcular o valor do desvio para a carteira com /,, = 0,1700,
obtendo:

I5, = 0,002233 - /s =0,0473.

Em relagdo a composi¢do da carteira, basta fazer b — « nas equa-
coes de wy, @, © w;, O que nos dara:
w, = 0,9836 = 98,36%
w, = -0,1671 = -16,71%
w3 =0,1835 — 18,35%,

obtendo assim uma carteira de composi¢éo alavancada, ou seja, para cada
100 de capital, tomamos emprestados 16,71% segundo as condicdes do
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———

ativo A,. O tqtal obtido de 116,71% é investido 98,36% no ativo A e
18,35% no ativo A,, 0 que nos da a carteira com retorno Iﬂc =017 e

risco /g, = 0,0473.

Ocorre que uma carteira deste tipo ndo satisfaz a condigéo:
0<a,w, a3 <1,

significando que a curva obtida ndo tem todos os seus pontos pertencen-
tes & fronteira eficiente de investimentos de ativos com risco, no
sentido em que esta foi definida. Assim, a curva obtida nos da os pontos
da fronteira eficiente no sentido amplo, onde sao permitidas as carteiras
alavancadas.

f) Determinemos os valores de b para os quais 0 < w, @y, w3 < 1.

Obteremos assim os valores de b que nos ddo pontos da fronteira eficien-
te.

Para tanto, devemos ter satisfeitas as seguintes condigoes:

b > 0; pois b é coeficiente da reta tangente com inclinagédo
para a direita

19,8760
0 < ay = 0,9836 - 1287 ¢

0<a=-01671+ B85 <4
e 0 < w; = - 0,0044 + &% <1

Resolvendo as inequagdes, teremos:
b>0
b>-12119512 e b > 20,2074
11,7150 < b < 81,8199
0,1693 < b < 38,6364

logo, os valores de b que satisfazem simultaneamente as inequagoes se-
rao:

20,2074 < b < 38,6364.

Dentro destas condi¢des, substituindo na equagao dos retornos e
dos desvios, obteremos:

para b = 20,2074, teremos [, = 0,2991 e ’sc = 0,0737;
para b = 38,6364, teremos ’uc = 0,2375 e ’sc = 0,0557.
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Assim, os pontos da curva definidos pela hipérbole, que pertencem 3
fronteira eficiente de investimentos com risco sao os que satisfazem:

20,2074 < b < 38,6364 ou 0,2375</, < 0,2991

0 que corresponde a
0,0557 < Is_ < 0,0737.

O grafico seguinte nos mostra a parte da hipérbole que nos da car-
teiras da fronteira eficiente.

Retorno: Ip
4 L

03%00fF—— — — — — — — — -~ ——— g
0,299I

Pnrte, da Fronteira
Efici,nh de Investimentos
Com Risco

0,2375

!
!
I
|
l

|

| I

| I

| |

| i |

| : I

|

0,1700 ———f——TI--——l—.___T_

|
|

s ey ]
! I
I I | |
I I I |
| | | | |
e e ;
00473 0,0557 00737 0,0910 0,10 Risco: I

g) O fato é que existirdao outros pontos, fora do intervalo
0,0557 < Ig, <0,0737,

que também pertencem a fronteira eficiente, com
0<aoy, 0, w3 <1,

que nao sao captados pela curva obtida.

Um dos pontos que sempre pertence a fronteira eficiente é aquele
formado pela carteira de um Unico ativo, dentre os ativos dados, definida
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pelo ativo de maior retorno e, dentre estes, o de menor risco. No caso do
exemplo, trata-se do ativo A, com retorno /, = 0,35 e risco /s, = 0,10;

sendo a carteira formada pela composigdo ay =0; w, =0 e w; = 1.

Para o retorno /, . = 0,35, o valor de b sera:

0,35 =0,1700 + 2’6:79.

ou seja:
b = 14,4883,

o que corresponde a uma posigdo alavancada onde:

wy = — 38,83
a, = 77,66
wy = 61,17,

com Ig, = 0,919.

Como se observa, a equagdo da hipérbole nos da uma carteira ala-
vancada com melhores condi¢gdes que a carteira A, que pertence a fron-
teira eficiente de investimentos em seu conceito restrito.

h) Fronteira eficiente geral de investimentos

A partir dos dados do exemplo em questao, vamos admitir que o
investimento livre de risco tenha retorno /. = 0,07, para as mesmas con-
digdes do problema dado.

A fronteira eficiente geral de investimentos serd dada pela reta
tangente a fronteira eficiente de investimentos com risco, que passa
pelo ponto correspondente ao investimento livre de risco, conforme o gra-

fico seguinte:
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0 que nos dé uma equacgao de segundo grau, onde a condigdo de tan-
géncia € obtida para o discriminante igual a zero, o que nos permite
obter o valor de m. Assim, teremos:

0,001712m* - 0,016599 m? = 0
ou
m?(0,001712m? - 0,016599) = 0

ou, ainda,
0,001712m? = 0,016599.

Como m > 0, pois a reta tangente é inclinada para a direita, teremos:
m = 3,1138.

Logo, a equagdo da reta tangente sera dada por:

I, - 0,07 = 3,1138/s
\ ou

l, -31138/g + 0,07.

Devemos determinar as coordenadas do ponto C* e verificar se ndo
temos uma carteira alavancada.

Para tanto, basta substituir o valor de m = 3,1138 na equacgao:

(1- 0,191729m?)12 - (0,14 - 0,065183m?)/,, + (0,0049 - 0,007773m?) - 0

o que nos dara:
-0,858957/2 + 0,491998/, - 0,070465 = 0.

Lembrando que o discriminante € zero, entdao o retorno da carteira

sera:
-0,491998

= = 0,2864,
# 2 x(-0,858957)

/

e o risco /g = 0,0695.
Assim, C* = (Is = 0,0695; 1, = 0,2864) é ponto da hipérbole e satistaz
as condigdes de ponto da fronteira eficiente de investimentos com risco.

Dai a equagdo da reta tangente & hipérbole pelo ponto C*, passan-
do pelo ponto correspondente ao ativo livre de risco, sera dada por

l, = 0,07 + 3,1138/g,

que é a equagdo da fronteira eficiente geral de investimentos.
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Roto;nOi IF g Fronteira Eficiente
Geral de

Investimentos

Fronteira Eficiente de
Investimentos Com Risco

0,I700

I, =0,0700

~# Risco: I

A equacao da reta s é dada por:

s+ 1,-007=m( - 0).

Como C* = (IS; lp) é ponto da reta e da hipérbole, teremos:

| -
I = L 0,07
m

que, substituido na equagdo da hipérbole, nos dara:

Q'W) (1, - 017y

(0,0473)? (0,1079)"’

ou
I, - 0,07\ 2
-t‘—m__ = 0191729/, - 0,065183/, + 0,007773

% - 0,141, + 0,0049 = 0,191729m? 12 - 0,065183m?/ u + 0,007773m?
que, simplificando, nos dara:

(1-0,191720m2)2 (0,14 - 0,065183m2)1,, + (0,004 - 0,007773m?) -
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