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Operacoes com Limites Finitos

Proposicao

Suponhamos que lim, .o x, = L e lim,_,o v, = K. Ent3o,
a) limpsoo Xp + Yo = limpsoo xp + limpsooyn = L+ K
b) limpsoo Xn - ¥Yn = liMpsoo Xn - liMpsoyn = L-K;

c) Sey, #0, VneN e K #0, entdo limy_, le. = %

Combinando os dois ltimos itens, obtemos

. Xn lim 00 Xn L
im — = ——— = P

n—oo yp liMp_s00 Yn

desde que y, 20, VneN e K #£0.
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Exemplo

Vamos calcular

Podemos escrever

243 3

P+3 TE 145
2 _ o —n2 _ 1, 2"
n n+2 E— 1 nt

n—oo

3
Limite do numerador; |im (1 + p) =140 =1.

.. : ) 1 2

Limite do denominador: lim (1 —— 4 —2) =14+0+0 =1.
n—oo n n

Limite do quociente:

S imp oo (14 2)
lim 5 = = 1.
nsoconé—n+2 limy oo (1_%_‘_%2)
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Limite de Polinémio

Proposicao
Seja p(x) = amx™ + - -+ + a1x + ag um polinémio. Entdo,

n“_>moo xpn=L = n"_}"(lo p(xn) = p(nli}moo Xn) = p(L).
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Limites e Desigualdades

Proposicao

Se (xn) € uma sequéncia convergente satisfazendo x, < b para todo
n € N (respectivamente, x, > b para todo n € N), entdo

lim x, < b (respectivamente, lim x, > b).

n—oo n—oo

Demonstracao.

Seja limp_ o x, = L e suponha, por absurdo, que L > b. Tomemos
r > 0, suficientemente pequeno, tal que L — r > b. Por definicdo de
limite de uma sequéncia, existe um inteiro positivo ng tal que, para
todo n > ng, tem-se que x, € (L — r, L+ r). Mas isso significa que,
para todo n > ng, tem-se que x, > b, contradizendo a hipdtese

xp < b para todo n € N. Concluimos, portanto, que L < b. O
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Propriedade do Anulamento

Proposicao

Se (xn) e (yn) sdo sequéncias tais que (x,) € limitada e

lim y, =0, entdo lim x,y, =0.

n—o0 n—oo

Demonstracao.

De fato, seja ¢ > 0 tal que |x,| < ¢ para todo n € N. Agora, dado
r > 0, existe ng € N tal que para todo n > ng, |y,| < g Obtemos,

Je
portanto, que para todo n > ng, |XpYn| = |Xn||lyn| < co=r 0
Exemplo

. 1 nm . nmy\

lim — -sen — = 0, apesar de a sequéncia (sen —) nao
n—o0 n? 2 2

convergir. Isto se deve a proposicdo anterior, pois lim — =0 e
! n—oo n2

para todo n € N, ‘(sen %T)‘ < 1.
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Teorema do Confronto

Teorema
Sejam (xn), (yn) € (zn) trés sequéncias satisfazendo x, < y, < z,,
para todo n € N, e suponha que lim x, =L = lim z,. Entdo,
i n—oo n—oo
lim y, = L.
n—o0
Demonstracao.

Como (x,) e (zn) convergem para L, temos que dado r > 0,
existem inteiros positivos ny, n» tais que para todo n > n; tem-se
que xp € (L—r,L+r) e para todo n > n, tem-se que

zp € (L—r,L+r). Assim, se ng = max{ny, np}, para todo n > ng
temos que x,,z, € (L —r, L+ r). Agora, como x, < y, < z, para
todo n € N, obtemos que y, € (L —r,L+ r) para todo n > ng. [J
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