PTC-5822 - Introducao a Processos Estocasticos - 2019

Lista de exercicios 03
GABARITO

1. Na lista de exercicios 02 discutimos a variavel aleatéria X, com funcao densidade
de probabilidade

fx(x) =c(1—2%), |z|<1.
Determine a esperanca e a variancia de X.
E(X) = [ xfx(z)de = [1(3/4)x(1 — 2?)dz = (3/4) [, (x — 2¥)dz = 0.
Var(X) = BE(X?) = [1,3/4)22(1 — 2®)dz = (3/4) [, (2 — 2%)dz = 1/5.

2. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicao uniforme entre —1 e 1, e seja
Y = X™, onde n é um numero inteiro positivo. Determine as fungoes distribuicao
e densidade de Y.

Se n for par, e para 0 <y < 1:

d
Fy(y) = P(Y <y) = P(—y/" < X <y'/m)=y'/m & fy(y) = 2 = L
Se n for impar, e para —1 <y < 1:
n d
Fy(y) = P(Y <y) = P(X <y'/") = §(1+y"/") & fr(y) = F52 = Lo

3. Considere o sinal de saida de um canal Y = X + NN, onde a entrada X e o ruido
N sao varidveis aleatérias independentes e com esperangas iguais a zero.

(a) Determine o coeficiente de correlagao entre a entrada e a saida;
Como E(X) = E(N) =0, temos que E(Y) = 0. Além disso:
oxy = E(XY)=E[X(X+N)] =EX?+XN)=EX?*)+EX)E(N) =

E(XQ) = O'g(.
0% = BE(Y?) = E[(X+N)(X+N)] = E(X?4+2XN+N?) = BE(X?)+E(N?) =
2 2
ox +oy-
. _ _OXy __ ”§<
Portanto: r = Tt T IR

(b) Suponha que a entrada é estimada através de uma fungao linear da saida
g(Y) = aY. Determine o valor de a que minimiza o erro quadratico médio
E[(X - aY)?;



E[(X —aY)? = B(X? - 2aXY + a%Y?) = E(X?) — 2aE(XY) + a?E(Y?) =

(1—2a)o% + a®(c% + o%).

Tomando a derivada da expressao acima (em funcao de a) e fazendo-a igual

a zero, chegamos a a = ﬁ

(c¢) Escreva o erro quadratico médio resultante em termos de ox/on.
Substituindo o valor de a obtido no item (b) na expressao do erro quadratico
médio, chegamos a

E[(X — aY)?] = 0% (1 . i)

ag(—&-oi,
4. X e Y sao variaveis aleatérias independentes e com distribuicao uniforme no in-

tervalo [0,1]. Determine a densidade da varidvel aleatéria Z = XY

Comegamos com a transformacao: InZ = In(XY) = InX + InY’, ou renomeando:
U=V +W.

Se X tem distribuigdo uniforme entre 0 e 1, V = InX terd a distribuigao (para
—o0 < v < 0):

Fy(v) =PV <v)=P(X <e')=¢€"& fy(v) =¢€".

Do mesmo modo, fiyy(w) = e®.

A densidade de U é obtida através da convolugao entre as densidades de V' e de
W, dado que sao independentes (para —oo < u < 0):

[e%e) 0
fotw) = [ fvtu—a)fwlada = [ etendy = —ue

Integrando a densidade de U entre —oo e u, achamos a distribuicao cumulativa de
U: Fy(u) = e"(1 —u).

Finalmente, a distribuigao de Z tal que U = InZ é (para 0 < z < 1):
Fz(2)=P(Z<z2)=PU <Inz) = (1 —Inz)e™ = 2(1 — Inz) &

< fz(z) = dsz(Z) =—Inz=1In(1/z).




