PTC-5822 - Introducao a Processos Estocasticos - 2019

Lista de exercicios 02
GABARITO

1. Uma variavel aleatéria X possui fungao densidade de probabilidade
@) =c(1—a2), [z <1

(a) Determine o valor de ¢;
2 fx@)de =1 [' el —2%)de = ¢(2—2/3) =4¢/3 =16 ¢ = 3/4.

(b) Determine a funcao distribui¢ao de probabilidade de X;
Fx(z) = [*_ fx(wdu= [" 2(1—u?)du = 3E(1 — 2?), para |z| < 1

(c) Determine P(|X — 0,5| < 0,25).
P(IX — 0,5 < 0,25) = P(—0,25 < X — 0,5 < 0,25) = P(0,25 < X <
0,75) = Fx(0,75) — Fx(0,25); Como Fx(0,75) = 0,2461 e Fx(0,25) =
0,1758: P(]X —0,5| < 0,25) =0,0703.

2. As amplitudes de dois sinais X e Y tém funcio densidade de probabilidade con-
junta:

fXY(xay) = efx/defyz’ r > an > 0.

(a) Determine a fungao distribuigao de probabilidade conjunta;
Fxy(z,y) = ffoo ffoo Ixy (u,v)dudv = fox foy e~ 290 dudy =
=101y e*“/Qdu] ve v’ dy = Ji(2- 26*5’3/2) ve V' dv =
= (2-2¢7%2) [Yoedv=2(1-e%?) (1/2)(1 - V) =
=(1—e?)(1- e V).

(b) Determine P(X'/2 > Y);

P(Xl/2 >Y) = ffﬁ>y Ixy (z,y)dxdy = fooo foﬁ e‘m/de_yzda:dy =
= [ vy e e = 31— e m)e /2 -
= [ (e7®/2 — e/ dz = 2/3.

(¢) Determine as fungoes densidades de probabilidade marginais;
Fx(z) = Fxy(z,00) = 1 —e 2 & fx(z) = dFx(z)/dx = e=*/?/2;
Fy(y) = Fxy(o0,y) = 1 — ™" & fy(y) = dFy (y)/dy = 2ye™"".



(d) X e Y sao independentes?
Fx(z)Fy(y) = (1 — e ®/2)(1 — e ¥") = Fyy(z,y). Portanto, X e Y sdo
independentes.

3. O vetor aleatério (X,Y") é distribuido uniformemente — i.é. fxy (z,y) é constante
— dentro do circulo de raio unitério.

(a) Determine fxy(z,y);
fxv(z,y) =k, para 22 + y? < 1. Para determinar k, fazemos:

(b) Determine as fungoes densidades de probabilidade marginais;

fx(x) =7, fxymydy—f'11$2 ldy=2y1-22

Viez? 7
Por simetria: fy (y) = 21/1 — y2.
(¢) Determine P(X > 0,Y > 0);
P(X > 0,Y > 0) = 1/4, pois estes valores correspondem a 1/4 de todos os
valores possiveis de X e Y, e a distribuigao é uniforme.
(d) Determine fy|x(y|z).

Frix(ylz) = f);”;((x)y) - 2\/11—x2'

4. Uma urna contém uma bola preta e duas bolas brancas. Trés bolas sao retiradas
da urna. Seja I = 1 se o resultado da k-ésima retirada for a bola preta, e I, =0
caso contrario. Defina as trés varidveis aleatorias:

X = hi+Dh+13
Y = Hlin{]l,IQ,Ig}
Z = max{[l,fg,fg}.

(a) Determine a faixa de valores do trio de varidveis aleatérias (X,Y, Z) se cada
bola é recolocada na urna apods cada retirada, e determine as probabilidades
para cada conjunto de valores.

Usando a notacao p(z,y,z2) = P(X = x;Y = y; Z = z), os valores que o trio
de V.A.s pode assumir e suas probabilidades é

z y z p(x,y,2)
101 6/27
2 0 1 12/27
311 827
00 0 1/27

(b) X, Y e Z sao independentes? X e Y sao independentes?
As distribuicées marginais de X, Y e Z sao:

T 0 1 2 3
p(x) 1/27 6/27 12/27 8/27



Y 0 1
p(y) 19/27 8/27

z 0 1
p(z) 1/27 26/27

Por exemplo, P(X = 0;Y = 0;Z = 0) = 1/27, que é diferente de
P(X = 0)P(Y = 0)P(Z = 0) = 19/(27%). Portanto, as V.A.s ndo sao
independentes. X e Y também nao sao independentes, pois, por exemplo,
P(X =0;Y =0) = 1/27, que é diferente de P(X = 0)P(Y = 0) = 19/(27?).
Repita os itens (a) e (b) supondo que cada bola nao é recolocada na urna
apés cada retirada.

Se nao ha reposicao das bolas, hd apenas um valor possivel do trio de V.A.s,
ouseja: P(X =2V =0;Z2=1) =1.



