Vimos gue:
limf(x) =1L

x—a

existe se, e somente se, lim,_,- f(x) =L =lim,_,+ f(x), ou seja, o limite de uma fungdo
f(x) quando x — a, sO existe se os limites laterais existirem e forem iguais (apresentarem o
mesmo resultado).
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Vimos também que o resultado 5 €umtipo de indeterminacéo e para resolvé-la precisamos

usar as propriedades de fatoracdo e radiciacdo para simplificar as expressbes e s6 depois
realizar o calculo do Limite da funcéo.

LIMITES NO INFINITO (x — %o0) e LIMITES INFINITOS (L — %o0)

LIMITES NO INFINITO (x — #o0)
Nogéo Intuitiva: Limites no infinito
Considere a fungéo f(x) definida por:

2x2

x2+1

fx) =

O dominio dessa funcdo é: Dy = {x € R}, ou seja, ndo ha nenhuma restricdo no dominio da
fungéo, pois o denominador nunca sera igual a zero.

Entdo,
Qual o comportamento da fun¢do a medida que a variavel x cresce indefinidamente (x — +0)

Qual o comportamento da funcdo a medida que a variavel x decresce indefinidamente
(x = —c0)

Iremos atribuir alguns valores para variavel x e verificar o que acontece com a fungao.

«— —0o0 +o00 =
X | -10.000 -10 -1 0 1 10 10.000
f(x) | 1,999... 1,98 1 0 1 1,98 1,999...

Um esboco do gréafico da funcédo f(x) é dado por:



(2" x"2){(x*2 + 1)

-05

-1.0

Podemaos perceber, tanto pela tabela (grade de valores) como pelo grafico, que a medida que x
cresce ilimitadamente (x — +o0) ou decresce ilimitadamente (x — —), 0s valores da fungdo
f(x) se aproximam cada vez mais do valor 2. Assim, utilizando a notacéo de limites, podemos
escrever:

2

lim f(x)= lim =
x—>+oof( ) x>+ x2 + 1
e
2
lim f(x) = lim =
x—»—oof( ) x-—0x2+ 1

Como usar as propriedades para resolver esse tipo de limite?

0 . k- +w- +w- _w _w ~ . 7
Resultados como: — ;, — ——,——, — e — sdo consideradas, no calculo, como
0 0 400 —o0o +oo —0o
“indeterminacbes” ou “indefinicbes” e precisamos de artificios (e propriedades) para resolvé-
las. Vimos, na aula passada, que a indeterminacéo do tipo 0/0 foi resolvida utilizando as regras

de fatoracdo e radiciacao.

Exemplo: Considere o seguinte limite

2x+1 _ +o

lim —— = — (Indeterminacao!
xX—=+00 5x+2 +00 ( & )



Para resolver esse tipo de indeterminagdo vamos precisar da seguinte propriedade (P4) e de
um artificio que sera apresentado a seguir.

P4) Para todo nimero natural n e para b € R*, tem-se:

. b _ . b _

llmx_,+oox—n =0 e llmx_,_oox—n =0

e Um dos artificios consiste em identificar na funcdo (expressdes do numerador e
denominador) a variavel x com sua maior poténcia e dividir todos os termos que

aparecem na funcao por este x™
e Qutro artificio é considerar apenas os termos de maior ordem no numerado e

denominador, respectivamente, para calcular o limite.

Exemplos:
a) lim 2x2—x+3 __ +00
X270 x3-8x+5 —00
x+7 _ +oo

b) ||mx_,+oom—+oo

OBS: O resultado sempre sera zero? NAO. Vejamos outro exemplo

3x*-7x2+2 _ +o00

c) lim,,_ =—
) X270 2xt41 +00

Exercicios
1. Calcule os limites das funcdes que se seguem quando a varidvel x cresce (e decresce)

indefinidamente.

__ 3+5x8 _ x1004599
a. f(x) T 43 €. f(x) T x101_,100
_ x3+1 _1-Vx
b. f(x) = x4 +5x3+x+2 . flx)= 1+Vx

2x+3
c. fx)= 3x+2 g f0) = %

X

d. flx) ==

x—1 h. f(x) = P



LIMITES INFINITOS (quando L — +co ou L — —)

Quando, no céalculo do limite de uma fungdo f(x), o resultado do limite (L) cresce (ou
decresce) indefinidamente, damos a ele 0 nome de “limite infinito”, ou seja, sdo considerados
limites infinitos:

lim £ (x) = +oo lim f(x) = —co Jim f(x) = +eo
S = oo RS0 = e A @)= e
Jim f(x) = +oo Jim f(x) = —co Jim f(x) = +eo

Jim f(x) = —oo

Antes de efetuar os calculos com “limites infinitos” veremos mais algumas propriedades
adicionais que iremos utilizar:

P5) Se lim,_,q h(x) = +o, lim,_, w(x) = —o elim,_, g(x) = k
Entéo:
a) lim,_,[h(x) + g(x)] =lim,,, h(x) +lim,_, g(x) = +c0 + k = +

lim[w(x) + g(x)] = limw(x) +lim g(x) = —co + k = —co

b) Sek > 0, entéo:

lim[A(x) x g()] = lim h(x) x lim g(x) = +oo x k = +ao
lim[w(x) x g(x)] = lim w(x) x lim g(x) = —co x k = —co

c) Sek <0, entdo:
lim[aGx) x g(0)] = lim h(x) x lim g(x) = +co x (k) = 0

lim[w(x) < g(x)] = lim w(x) x lim g(x) = —co x (=k) = +o0

: (€3] T )] _
d) lim,_, [% =lim,_, [% =0



P6) Selim,_, f(x) =0 e lim,_, g(x) =k

Parak >0

. xn I 9] —
-se afun¢do f(x) > 0, entdo, lim,_,, [f(x) =+
-seafungdo f(x) <0, entdo, lim,_, [% -
Parak <0
-se a fungdo f(x) > 0, entdo, lim,_,, [% -
- se a fungéo f(x) <0, entéo, lim,_, [%] T

“AS PROPRIEDADES P5 E P6 CONTINUAM VALIDAS PARA OS LIMITES LATERAIS”

EXEMPLOS
1) lim,._, [ﬁ]
2) lim,_ 5+ %]
5 tim, - [ 2]
4) lim,_ 5+ :94_";]




