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OS MODELOS DE MARKOWITZ E
SHARPE — O CAPM

6.1 DETERMINACAC DA “FRONTEIRA EFICIENTE DE ATIVOS

COM RISCO™ — O MODELC DE MARKOWITZ PARA TRES
ATIVOS

Consideremos o problema da determinacdo da fronteira eficients dos
investimentos com risco a pariir das carteiras formadas peia composicdo
de trés ativos. Para tanto, vamos considerar como dados os ativos
A Ay Ay, em que sdo conhecidos os retornos medios 1, 1,1, , bem
como os desvios /g g, lg, . respectivamente. Admitamos, também,
como esiabselecidas as covaridncias dos reiornos dos ativos, dados por

covily, ), cov{ly, i) e cov{ly, k).

Uma das formas inferessantes de obtermos os pontos da fronteira
eficiente parte da andlise das tangentes & curva representativa da fron-
teira eficiente de investimentos com risco. No plano risce-retomo esta
curva deve ter o aspecto da curva-C, conforme o grafico seguinte;
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Reterno: :.8

i

Retorno: wrn

¢ Frontetrg Eficiente de 4
Ativos Com Risco

i

a,

s 18,0 Rigcy

Para facititar a formulagéo do problema, consideremos a curva-C' -V Hmoém:gna
obtida a partir dos pontos da curva-C, no plang varidncia-retorno. Lem- x ;
brando que a variancia € igual ao quadrado do desvio, enido a concavi- : A equagdio da reta r, serd dada por.
dade ¢a curva C' terd o mesmo aspects gug a curva-C. O grafico seguin- Rl =8 bV,

te represenfa a curva-C' no plano varidncia-retormo:

Fixando o ponto F, consideremos as demais retas que passam pelo
ponto P, em particular a reta r, tangente & curva-C', dada pela eguagic:

Retorne: H»_n
=at bV,

4 ¢ . I fn

O gue caracteriza a refa tangente & curva-C’, pelo ponto F, é que,
dentre todas as retas que t&m um Unico ponto em comum com a curva, a
equagdo da reta tangente deverd ter o minimo valor para o termo inde-
pendente a.

Assim, partindo da reta r, , com eixo neo ponto F, e girando no senti-
do anti-hordrio, tragandc as reias por P, teriamos gue os termos inde-
pendentes das eguagdes destas retas seriam:

s arayrayr..a

ipa ¥ = Hmn “Varid@ncig

Observemos que, se continuarmos com o mevimento de r, para r
centrado em P, mesmo apés a obtengdo da reta tangente, as préximas

. m r . “ .
Consideremes um ponto P qualquer da curva-C' e tracemos a reta 7 reias, por P, terdo dois pontos em comum com & curva-C',
passando por P, conforme o gréfico a seguir; Assim, as equagBes das retas que passam por P sfo da forma
m.t.h_ = m\_. + W-‘_‘w\

e a condicdo para gue a reta seja tangenie & curva-o’ seré

&= Bm:waoﬁmb = 3_%% - wi
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Do exposto, uoamaom examinar quais sdo as condigbes para que um
ponto P pertenga & curva-C',

Cada ponto P tem coordenadas P = Eun h_%v_ em termos de varidn-

Cla-retorno, ou coordenadas P = (ay, w,, wy), em termos de composicio
da carteira,

Assim, o ponto P deverd satisfazer as condigbes seguintes:
e =@l v oply v anly,

=V = em@ * e.w__mm i %Tmm “2ayawpeov(h, ) +
+2amyeov(h, i)+ Zaywycovily, i)

onde @y +ap + @y =1, com 0<w, ay, <1, & a tangente & curva-C',
por P, deve ser tal que:

a-= 35?; = 35?@ - w.i_
0 que completa as condicdes para P pertencer & curva-C'.

Notemos que, obtidos os ponios P = A _ﬁmn ?L da curva-G', po-
demos obter os pontos P* = M_an nL que serdc os pontos da curva-C,
ou seja, da frontelra eficlente de investimentos dos atives com risco,
ambos definides pefa mesma composicdo (@, wy. ) das carteiras.

Para obtermos a composiclo das cartsiras que nos da os pontos do
fipo P, pertencentes a curva-C', teremos que obter (w,, wo, my ) tals gue:

= BSTE - w.i

com w raptap =1 e 0wy, @, o<

A solugdo desta questio & obtida pelo método do muiltiplicador de

Lagrange.!
0O método consiste em partirmos da fungie a ser minimizada:
<flonap, an)=1t, - bV

submetida & restrice glwy. ay, ws) = e + @, + @y - 1=0 & construirmos
a fungéo objeiive, dada por:

Floy, oo, wg, ) = floy, o, o)+ 2.g(oy, 0, a).

1. CHIANG, Alpha. Matematica para economisias. Sdo Paulo: Edusp/McGraw.Hiil, 1982
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O passo seguinte consiste em resclvermos o sistema;

9F 2F 4
J J ey
9F g 2F 5
Jda g A

obtendo assim (i, wy, wy) que satisfazem as condigbes fixadas de mini-
mo e de soma unitaria, significando que sio portos da curva-C'.
Galeulando, teremos que a fungéo objetivo serd dada por:

Flon an, oy, 4) =y, ~6V)+ 2oy + o + g - 1),

onde, substituindo os valores de | e e V= .‘ S teremos;

Flon og, a5, 2) = axly + aply, + agly - blof 3 + 0F , +of ]+
- b[2wy @y covlly, ) + 2aay cov(l, by} + 2as sy covlly, )] +
f Aoyt my oy - 1),

Derivando, teremos:

M.n =1, ~ 215 bay - 2covi{l, )by - 2oov(l. ) bag + A = 0
;
2F - 215, bay - 2cov(ly, by )baw, - 200v(ly, 5 bes + 4= 0
%&m # 2
umh.ni - 215 bas ~ 2cov{l, o )bay - 2eov(ly, Istbm, + 4 =0
EPRET 5, D 11 f3 oy 251300

aF

-1=0
G @m0

Hesescrevendo o sistema, teremos:

L.

oo o [

215 .oy + 200v{fy, fp).a + 2c0v (], fy).

@y *
2cov{f;, fp). oy + 215, .ap + 2c0v(fy, fy). 5 +

2
b
. 2
b
2000 {1y, Iy).y + 2c0v{ly. i) + 212 .y m

§+§+§+O.mﬁ4




186 0S MODELOS DE MARKOWITZ E SHARPE - G CAPM

Que, escrito na forma matricial, nos dara

2% 2eov (l,ly) 2c0v (1d5) 1] oy
2cov (1,0,) 218, 2cov {lp,is) 1] E3n
2cov (,0s) 2cav {iy.45) 242, 1@
B 1 1 o L¥]

ou que indicaremos, na forma matricial, por:
MW=U.
Resolvendo a equacéo matricial, vira:
W= U
O que nos possibilitard obter {w, ws, oy ) em fungdo do coeficiente b.

Dando valores a b, obtemos todas as composigdes {ay, ws, ay) pelos
pontos da curva-C' e portanto da curva-C, a menos da condigio

C<ay, my, mn <

Assim, devemos verificar se esta condigéo esta satisfeita; se nio es-
tiver devemos verificar a existéncia de ponto com tais condigbes gue ndo
tenha sido captado pelo presente método. A ocorréncia deste fato é pos-

sivel, pois a condicdo 0 < @y, an, @y < 1 ndo foi implantada no desenvolvi-
mento do problema.

6.2 MODELO DE MARKOWITZ — CASQO GERAL — FRONTEIRA
EFICIENTE DAS CARTEIRAS COM N ATIVOS

A cperagdo matricial, no caso geral, serd dada por;

W= MU
cnde
| )
Waﬁ I
IO |
W= j e U=17%1|,
W, mbﬁl
h% 4
b L
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sendo M dada por:

28 2e0v(h.iy) 2eovil b)) - 2eov(il) 1]
Zeov(l,b) 213, 2eovily by} - 2cov(l,),) 1
- 2eovilfy) 2eovils ) 2 o 2covi{ly b 1
m8<9 is) moo%m_i 2cov{iy.dy) - 2c0v{lyd,) 1
peov(i 1) 2covlly ) ) 2eov{ly by} - 2B 1
T 1 1 1 0

Resolvida & equagdo matricial, obtemos o vetor W aque nos da a
composicéo das carteiras que s&o ponios da fronteira eficiente de investi-
mentos.

Exemplo — Fronteira eficiente para carieiras com trés ativos — Mo-
delo de Markowitz

Consideremos os ativos A, A, A, onde sdo dados os retornos médios,
desvios e covaridncias, como segue:

!

m =018 I = 0,05, cov(l.lp) = 0,00245
/

w = 0250 fg, = 0,07 cov {iy,/y} = 0,00100
= 0,35; fg, =010, cov(ly./5) = 0,00350

H
i
i

i
i
]

it

onde os retornos s&o dados para um prazo fixado.

Partimos da equagio matricial W = M./, dada por:

!
oy 23, 2eov{iy.hy) 2cov (i, h) 1 2
Wp |1 200v (1) 21, 2eovily g} 1 H%.
qlwrw 2oov {fhy) 2cov (l,,15) 213, 1 lg
O B 1 1 0 3

Substituindo s dados na equacdo matricial, teremos:

~1
ﬁ 2x(0,082 2x0,00245 2x0,0010C 1 o5
@y | |2x0,00245 2x(0,07¢ 2x0,00350 1 a8
35
5
1

@1 |2x0,00100 2x0,00350 2x(010F 1 |2
IR 1 1 0

i
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C

G,04873 t

?Hm

e} Lembrando gue o coeficiente b representa o coeficients angular
das retas tangentes & curva-C’, no plano varidncia-retorno, entéo, fazen-

do b — = obtemos o ponto de minimo risco & minimo retorno. Assim, na
eguacio

26079
MF, = 01700 + =2

@ t
para b — o=, {eremos fe = 01700,

ol Note-se gue este pontc também corresponde ao vértice Q da hipér-
ole,

Podemos caicular o valor do desvio para a carteira com /,, = 0,1700,
obtendo:

/5, =0,002233 = Is, = 0,0473.

Em relag&o a composicdo da carteira, basta fazer b — o nas equa-
coes de @y, ay, € y, O que nos dard;
@, = 0,8836 = 98,36%
@ = ~ 01671 = -1671%
wy = 0,1835 - 18,35%,

obtendo assim uma carteira de composigia alavancada, ou seja, para cada
100 de capital, tomamos emprestados 16,71% segunde as condigdes do
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ativa A,. O total obtido de 116,71% ¢ investido 98,36% nc ativo A, e
18,35% no ativo A, o que nos dé a carteira com retorno \F. =017 e

risco Wn = (0,0473.
Ocorre gue uma carteira deste tipe ndo satisfaz a condigio:
0 <oy, mp 05 <1,

significande que a curva obiida ndo tem {odos os seus pontos pertencen-
tes a fronteira eficiente de investimentos de atives com risce, no
sentido em que esta foi definida. Assim, a curva obtida nos da os ponios
da fronteira eficiente no sentido amplo, cnde s@o permitidas as carteiras
alavancadas.

fy Determinemos os valores de b para cs quais 0 <y, @y, wy < 1.
Obteremos assim 9s valores de b que nos dio pontos da fronteira eficien-
ta.

Para tanto, devemos fer satisfeilas as ssguintes condigdes:

b > 0; pois b € coeficiente da reta tangente com inclinagio
para a direita

05 ay = 0,9836 - 280 <4

05 @y =-01671+ B8 <o
e 0< @y = -0,0044 + B2 <o

Resolvendo as ineguagfes, teremos:
6>0
b2 -12118512 e b > 20,2074
11,7150 £ b < 81,8198
0,1883 < b < 38,6364
logo, os valores de b que satisfazem simultaneamente as inequagbes se-
réo:
20,2074 < b < 38,6364,
Denire destas condicdes, substituindo na eguacdo dos retornos e
dos desvios, obteremos:
20,2074, teremos :ﬁ ={0,2991 e Mmo = 0,0737;

para b

i

para b = 38,6364, {eremos :ﬁ =0,2375 e Mmo = (0,0557.
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Retorne: I
& F Frenteira Eficiente
Gera! de

investimentos

Fronteira Eficiente de
investimentcs Com Risco

Q700 b~ A~ —

e

=0,0700

B Risco: Ig

A equacdo dareta s € dada por;

s+ 1, -007=mlly -0).

Como C* = ﬁmn __L ¢ ponto da reta e da hipérbole, teremos:

n__ - 0,07

m
gue, substituido na equacgdc da hipérbole, nos dard:

Is

m Ml -4

TEF\ to.ojm :Eo.ﬁm
.E. u

(0,04737  (0,1079¥
ou

I, ~ 0,07 .
araté = 0,191729/ - 0,085183/, + 0,007773

£ -~ 0141, + 0,0048 = 0,191729m° /% - 0,065183m?/,, ~ 0,007773m"
gue, simplificando, nos dara:

(1~ 0.191728m?)12 - (0,14 - 0,085183m% )1, - (0,0049 - 0,007773m2) - 0,

MODELO DE MARKOWITZ — CASD GERAL — FRONTEIRA EFICIENTE, 204k

o que nos da uma equagdo de segundo grau, onde a condigde de tan-

géncia é obtida para o discriminante igual a zero, 0 gue nes permite
obter o valor de mi. Assim, teremos:

0,001712 m* - 0,016589 m? = 0

ou
m?{0,001712m? - 0,016598) = 0
ou, ainda,
€,001712m?* = 0,016599.
Como m > (, pois a reta tangente & inclinada para a direita, teremos!
m = 31138,
Logo, a equacdo da refa fangente sers dada por:
{,-0,07=31138/5

ou

f, -3,1138/5 + 0,07.

Devemos determinar as coordenadas do ponto C* e verificar se néo
temos uma carieira alavancada.

Para tanto, basta substituir o valor de m = 3,1138 na equagio:
(1- 0,191729m%)12 - (0,14 - 0,065183mP)1,, + {0,004 - 0,007773m*) = 0
o que nos dara:

.;Pmmmwmﬁw +0,421988/ - (,070465 = C.

i

Lembrando gue o discriminante é zero, entdo o retorne da carteira
sera.
-(,4919¢8

e TEIEEY
# 2 x (-0,858957)

= (J,2884,
e o risce fg = 0,06985,

Assim, C* = ?m = 0,0695, 1, = o.mmm& ¢ pontc da hipérbole e satisfaz
as condigdes de ponio da fronieira eficiente de investimentos com risco.

Dai a equacgéo da reta tangenie & hipérboie pelo ponto C* passan-
do pelo ponto correspondente ao ativo livre de risco, sera dada por

1, =007 + 311381,

que & a equacdo da fronteira eficiente geral d¢ investimenios.
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6.3 CARTEIRA DE MAXIMA RAZAO RECOMPENSA —
VARIABILIDADE

Conforme a definigdo de Sharpe,® a razdo recompensa-variabilidade
de Um ativo A, indicada por RV,, é dada por:

RV, = i

s,
Estendendo o conceito para uma carteira O, teremos:
f, -

0 gue nos da a relagéo entre o retorne adicional da carteira e seu risco
adicional em comparagdo ao ative livre de risco.

Vamos censiderar no plano risco-retorno a curva da fronteira eficien-
te de investimentos com risco e as retas que passam por /., represen-
tagao do afivo livre de risco, secantes 4 fronteira, conforme o gréfico:

Fronteira
Eficiente

3, SHARPE, Wiliam F. Portfolio theory and capital markets. New York: McGraw-Hill,
1970.
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As equagtes das refas secantes serdo da forma:

&s\
\ Hk_ﬂ.flﬁl._qn.

fs,
onde os coeficientes angulares das retas sfo as razles recompensa-varia-

bilidade de cada carteira C da fronteira eficiente de investimentos com
risco, dados por:

\

Agsim, quando obtemos a reia tangente 2 fronteira eficients de in-
vestimentos com risco, passando por /., abtemos a carteira C" que nos
dz a méxima razdo recompensa-variabilidade, ou seja, cbitemos & ma-
ximo coeficiente angular das retas que passam por /. e tem um ponto em
comum com a fronteira eficiente, logo:

RVpa = H5—.

6.4 CARTEIRAS DE RISCO MINIMO PARA UM RETORNO
FIXADO

Uma das formas mais comuns de cbtermos carteiras candidatas g
pontes da fronteira eficiente de investimenios com risco consiste em pro-
curarmaos as carieiras gue tenham o minimo risco para um retorno fixade,

Assim, dados os ativos A, A,..., A , em que s&c conhecidos os re-
tornos medios, os desvios e as covarincias, o problema seré o de obter o
minimo cmnu_

oU seja, obter & carteira que tenha o minimo desvic.

A determinacéc do Eﬂ.z_sonL & eguivalents a obter o minimo
Tmo& visto que s, 2 0.
Assim, sendo

3
__mn uM aw__m +mM§_§ ooé;iﬁ
j=1 . ik

devemos obter:

minimo (12)
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sob as condigdes seguintes:

ﬁbﬁ, H._.,MJ a._:mt._;

onde /, é o retorno médio da carteira,
e
ome\‘mf =1

Para resolvermos ¢ problema, lembremos o método dos Muftiplicado-
res de Lagrange,* que consiste am:

- dada a fungéo

2
I = flon, @y ap),
— onde as varidveis a, w,, ..., @, estio sujeitas as condigbes:

f

mﬁe_.h&_:;envu_m.& -y 813
/=

i
f

1=

B

hlan, @, ... ;)

oy
L}
oy

entéo, construindo a fungéo obietivo:
Flon oy, @p, 4, Ag) = Flan, @g, 0, 00)
*hegloy g, o)+ dohle @ )

os valores de (wy, s, ..., @,) que satisfazem o sistema

9F Lo 9F o F o OF o OF

do,  duo e, 3A Ok

séo candidatos a pontes que ofimizam a fungic. Em nosso caso, minimi-
Zam o rigco, caracterizado pela variancia,

O sistema obtido, escrito na forma mairicial sera;

w=#'U

0;

4. DRAPER, Jean E., KLINGMAN, Janes S. Matematica para administracion y economia.
México: Harla, 1878, p. 375-378.
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onde W é a matriz das incognitas

- B

2
“

%

M a matriz dos retornos, covarténcias e desvics, dada por:

215 2cov(lh) 2covilly) - 2oov(id) f, 1
2cov{fy o) 205 2eov(lyfy) - 2cov(h by} f, 1

M = : : : : mm P
2cov(ly.f,) 2cov(ly,i,) 215 f, 1

Iy L oy 0 0

1 1 : 1 0 0

Entéo, resolvende a equagdo mafricial
w=M"U,

obtemos as composicdes (@, w,, ..., m,} que nos déo as carleiras de ris-
co minimo para um nivel de retorno fixado. Estas carteiras sfo candida-
ias a ponios da fronteira eficiente de investimentos.

Exemplo

Consideremos os dados do exemplo apresentade no item 8.3., onde
tinhamos trés ativos tais que:

I, =015, Is = 0,057
f, =025, Ig =007,

e
f 0,35, g =010

Ha

I
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cov (I /y) = 0,00245
cov iy f5) = 0,00100

Com a finalidade de minimizarmos a variéncia \mn e, com isto, o Fisco
da carteira para um nivel de retorno fixado, devemos resolver o sistema
obtide a partir do método dos multiplicadores de Lagrange.

O sistema na forma matricial serd W - 7.1, onde:

iy 0
(s

W= o U=
A /

a
]
b
A 1

e a matriz M dada por:

Txﬁo_omm 2x0,00245 2x0,00100 0,15 1
2x0,00245 2x(0,077 2x0,00350 0,25 1
M7 = 2x0,00100 2x0,00350 2x(C10F 035 1
0,15 0,25 0,35 o 0

1 1 1 0 0

Assim, a equagio matricial W = MU pode ser sscrita como:

1
-

] [000500 0,00490 0,00200 0,15
@y | |0,00490 0,00980 0,00700 0,25
@y | =|0,00200 0,00700 0,02000 0,35
4 1045 025 035 0
Aol 1 1 0

oy — — —a
EP- S = ) o B o]

o
|

r
|
i
10
el
Ll

Com a finalidade de ndo apresentarmos zeros na diagonal principal
da matriz, podemos escrever,

ay] 1 1 1 0 0
a| 015 0,25 0,35 0 0 /
ws | = 10,00500 0,0049C 0,00200 0,15 1
% | 10,00490 0,00880 0,00700 0,25 1
% | 10,00200 ©0,00700 0,02000 0,35 f

CARTEIRAS DE RISCO MINIMO PARA UM RETORNO FIXADO 291

invertendo a matriz, teremos:

o 2,2780 76213 48,5436 -97,0873 48,5436 1
o -1,0582 52427 -G7.0873 1941747 -87,0873| |/
wy | =1-0,2208 2,3786 48,5438 -G7.0813 485436
A 0,065t -0,3834 -7,6213 52427 23786

_ A 0,6155  0,0651 22791 -10582 -0,2208

L

oo or

resolvendo, teremos:
@ = +2,2780 - Nm.ﬁw?q
wy = ~1,0582 + 524771
an = - 0,2208 + 2,3786/,,
com ¢s muitiplicadores de Lagrange dados por;
A = +0,0851 - 0,3834/,
Ao = ~0,0155 + 6,08511 .

Observacbes

Vejamos algumas consideracbes gque podemos estabelecer, obfidas

as expressbes de ay, 3, € ¢, em funglo do nivel de retorno da carteira
a ser fixado.

a) Podemos verificar as duas condigbes impostas para a obtencéo
do risco minimo. A primeira delas é que

oyt g =1
0 aue pode ser verfficado somando-s2 as expressdes de th, W, € @y, assim

(22700 - 762131, ) + (~10882 + 5,24271, ) « (-0,2208 « 2,3786/ ) -
=140, =1,

b} A segunda verificagdo é em relacio 3 expressido do retorno médio
da carteira, ou seja, devemes verificar que

mrm = E_.__E * vab.tm * Em_?m
ou seja:
e ~ 12,2790 - 762131, ).015 « (1,0582 « 5,24277,_).0,25 +
+ (-0,2208 + 2,37861 ,_}.0,35 =
- 0,00002 + 0,99999/,,_,

o que, por aproximagdo, satisfaz a condigio imposta.
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No exemplo, sendo AR, =00448 teremos:

Rsiorno Influéneia Retorno
ATIVO Préprio do Sistema do Ativo
g; u“m mta ‘__E

Ouro 0,0473 -0,1843 x 0,0448 = -Q,0087 | (,0388
Renda Fixa 0,0446 -0,1283 x 0,0448 = -G,0058 | 0,0388
Telebras -0,0014 1,3366 x 0,0448 = 0,0599 40,0585
B2 04,0035 0,6821 x 0,0448 = 0,03086 0,0341
iméveis 0,0420 -0,6082 » 0,0448 = -0,0272 | (,0148

6.7 FRONTEIRA EFICIENTE DE INVESTIMENTOS DOS ATIVOS
COM RISCO — MODELO DE SHARPE

8.7.1 Fronteira Eficiente — Modelo de Sharpe
Sabemos que o retorno médio da carteira & dado por;
I = MM o (e~ bR, )
ou gue
I ™ M; w8 + mn& \MA @; b

Indiguemos o retorno médic do mercado R, pora,. e fagamos

n
Wy M 8.-_ w&,.
i=1
Com esta conveniente notagdo podemos escrever gue:

fn+1

i=1

Procuremos um artificic semethante para a expressdo da varidncia
da cartsira.
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Como a varidncia é dada por:
n n
2 .mﬁ 2p2 L 92 v e b by F2
m%ﬂ M m&.._ N& _ﬁw.wi + m.mb_. + 2 M a\ (e wg U.x mmi )
f=1 j<k
ent&o, podemos escrever

n n n n

2 2.2 2 2 5.2 2

ls,= L wjes A5, ¥ wi by vA;, VT ojahby,
= et J=1 jAR=1

ou entéo,
i fi

:

m; mm m

_.qmn 1 M ah_. m@ + mmz M M E__.Exﬁ.@x_
7= f=1 E=t

indicando RS por €f | & fazendo

n+1
5 n n
1) M M m&.@*,@.-.w_f
j=1 k=1

entdo, podemos escrever:
2 _ e 22
fs, = M j €5, .
i=1
Para obtermos os pontos, definidos pelas composicées
(o, 02, 0,),

candidatos & fronteira eficiente de investimentos, devemos minimizar a
variancia da carteira #_.

Assim, devemos determinar as composicdes (w, ws,..., @,) 1ais que:
minimize /2,
C

scb as condigles de que,

ttlizemes o método dos multipticadores de Lagrange para resclver-
mos o problema.



224 O3 MODELOS DE MARKOWITZ £ SHARPE — O CAPM

Assim, partimos da fungéo:

n+1

2 - 2 Al

B, = oy 0a 0, ) = .m@ wj €5,
pe

onde €3

N+l

= A, sujeita as condigdes:
n+1

Qﬁﬁ_@_:._aﬁaﬁzvu .MM 0 8 =1y
=

Observemos que os resultados obtidos dever3o levar em conta a
condicdo 0 < w; £ 1, que nao estd introduzida no método de Lagrange.

Em seguida, construimos a fungéo obietivo dada por:
Floy, ooy @y, ooy, 24 Aa) = F + dsh = 200

Calculemos as derivadas parciais de F,

oF

—i=1n
e, ainda,

9F , 9F

dh o di

lgualando a zero estas derivadas, obtemos um sistema de n+3 egua-
¢des com n+3 incégnitas dadas por ay, @y, ..., Wy, Whas, Ap. A A sOlUGEO
deste sistema é que nos fornecera as composigbes {ay, ay ..., w,) candi-
datas a pontos da fronteira eficiente de investimentos com risco.

6.7.2 Caso das Carteiras com irés atives — Generalizacéo
Neste caso, a funglo objetivo sera dada por:

Flan, wy, . 04, 4, 1) =

4 4 4
umewmmljmaﬁr»mMe‘mm\_i&“
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ou, desenvolvendo:

_h.ﬁef&m.em_af Aq, meﬁ Emmw + Smmmwm +€wmmmm + E.Wmm +

4
AR RN
+Ap(oxa + mydy + wydy + yay),
onde
e§, - A5 variancia de mercado

a4 = A, retorno médic do mercado.

Calculande as derivadas parciais e igualando a zero, teremos:

o~ 2085+ L+ hpa =0
Fir = 2008k, < M+ Jpy <0
.mnm§mmw+§+@wmmuo
%%umenmmb+§+§mauo
aF

|

Z Sty -1=0

i

Th T W8t 8yt ayay tand ~f, =0

Sabendo que €2 =R% e g, = A, , entdo, escrevendo o sistema
S Sy 4

na forma matricial, terenios;

M

268 0 0 0 1 & [u] [0
0 285, O 0 1 & | o 0
0 0 2§ 0 1 & | jm) |0
o o o0 2R 0A,| % O
i1 1 o 6 0| M !
a4 & & H, 0 0 e | ,9&,

ou seja, obtemos um sistema da forma
MW =U
onde
W=M"U,

0 gue nos permitird obter (ay, w», @y}, M funcdo do retorno médio da
carteira /..
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i

B, ~(-0,0312+ 116685/, | . 0,000197 +

+

—+

0,8811- 18,0043 1, | .0,000574 +
-0,0888 + 2,2074 1, || .0,005285

+

(
Mo;mog +7,2858 1, |.0,000156 -
ﬁ

ou
2 _ . 2
\ma = 0,0004581 - o.omoomm._tn + o.mmo&mw&a
gue também pode ser escrita na forma
2 12
s, -0 {1, -0,0403) 4
(0,0082)° _

(0,0183)

0 que nos da a equacgdo de uma hipérbole, conforme o grafico abaixo.

H.r : ;mm torne

00403 — —— —

! & Ly Risco

Observemos gque os pontos do rame superior da hipérbole represen-
tam carteiras candidatas a pontos da fronteira eficiente de investimentos
com risco.

B} PONTOS DA FRONTEIRA EFICIENTE

Para obtermos os pontos da hipérbole que sdo da fronteira eficiente,
devemos impor a condigdo 0 < ey <1, j=1,2,3.
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Entdo, escrevendo as inequaces para m, m, € oy, teremos:
0<0,0312 - 11,6685/, <1
0<0,1500 + 7,2358/, <1
0<0.8811- 18,0043/, <1

. gue resolvidas nos déc:
0,0027 </, <0,0884
-0,0207 </, <0,1589
' -0,0083 </, < 0,0466.

A solucdo simultdnea do sistema serd
0,0027 </, < 0,0486.

Como a parte da hipérbole que corresponde as carleiras candidatas
a fronteira apresentam | e 2 0,0403, ento, a condigéo final para o retor-

No Serd:
\ 0,0403 < ?n < 0,0458

Representando graficamente teremos;

Retorne
&

0L466

0,0403

= Risco

0,06083 0,008%
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Observemos que a localizagéo dos pontos M e A, da hipérbole, sdo
apenas exemplos,

A partir destas condigdes, podemos examinar o que ocorre com o

:moo.m retorno & medida que variarmos a proporgdc w do ative A na
carteira. Esta variacde pode ser madida calculando

oy, Ol
dw dao’

que nos déo os incrementos de retorno e risco a medida que damos um
acrescimo, positivo oU negative, a w.

Assim, teremos:

e o
da Ha

dls, 2wl - 2(1- w)RE +2(1- 20)cov(ls, Ry)
00 2J0P B, + (- 0 A2, < 200 - w)cov(ly, Ry)

l.ﬂwt{

0 que nos possibilita calcular os ceeficientes angulares das retas tangen-
tes & hipérbole, formada pelas carteiras de A ¢ M, para cada proporgéo
wg fixada.

Coeficiente anguiar das retas tangentes & hipérbole =

g,
3 =3
24 3 lg.

%

i

6.8.3 Condigdes de Equilibrio de Mercado — A Equagio
Fundamenial do CAPM

Consideremos & Carteira de Mercado M e o ativo de risco A, sendo
que, naturalmente, o ative A faz parte da carieira M. Assim, quando nos
propomos a elaborar carteiras do tipo C, formadas peia composicio de A

com M na proporgée (w, 1 - w), estamos também aiterando a carieira de

Bmﬂo.mao M. Esta alteragdo ocorre devido & procura pelo ative A na pro-
porgao ¢, ¢ que corresponde a um acréscimo em relagdo & participacéo
de A na carteira de mercado M.

Assim, a condigdo de equilibrio do mercado ocorre para @ = 0, ou

seja, quando ndo ha procura do ativo A em proporgbes maiores do gue
sua participagao na carteira de mercado M.

e

o Ta e

‘o
i

Ea

By

s
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Desta forma, tomando as carteiras do tipo C, formadas pela compo-
sicio de A e M, o mercado estard em equilibrio para C = M, ou seja,
quando o = 0.

Entdo, o coeficiente angular da reta tangente a hipérbole pelo ponto
M, ou seja, nas condigbes de equilibrio do mercade, seré dado pela
equacao dos coeficientes angulares das retas tangentes a hipérbole para

w =0, assim:

al
o -
m .t - ;.., m.:a
©=0 dlg, cov{is, Au) R,
9% igy-0 Asy

Por outro lado, para as carteiras C, formadas pelos afivos A e M,
sabemos que a razdc recompensa-variabilidade de uma carteira € dada
por:

A condicAo de maxima razdo recompensa-variabilidade pode ser ob-
iida pela determinagio de o tal gue:

JRV,
do

0

Derivandc a razdo, temos:

i, a1
%ﬂf\o t%wmw.\,mn B %Tnﬁ lmm.v

2
da s,
e, imponde & igualdade a zero, obtemos:

a1 EY
oS- X R I I
do ¢ ma?ﬁ F)

ou, ainda,
FI

E.wEHmE _ﬁhﬁ - ‘__W
s,
a0

onde o primeiro membro da equagdo é o coeficiente anguiar das retas
tangentes & hipérbole definida pelas carteiras do tipo C, formadas pelos
ativos A & M. O segundo membro corresponde & razéo recompensa-varia-
bilidade da carteira C de méxima razéo,
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Assim, em condices de aquilibrio de mercade teremos o = 0, ou
seja, C = M, entdo, a igualdade tera a forma:
Y
H
s Ry — I

af
s As
w=0

Observemos que as carteiras do tipo C' formadas pefos ativos M e

F, livres de risco, sd0 pontos de uma reta com coeficiente angular dado
por RV, ou seja:
AR, -1
.\u ___n+ It&|lh

o ‘- s, -

M

Assim, a equagéo da reta por F e M sera tangente em M & hipérbole
formada pelas carteiras do tipo C formadas pelos ativos A e M.

O grafico seguinte nos mostra as carteiras do tipo C e C',

Retforno Cortetras do Tipo C) Formadas
i Pelos Atives F e

Carteiras do Tipo C, Fermadas
Pelos Ativos Ae M

& Risco

lgualando as expressbes que nos dio o coeficients angular da reta

tangente a hipérbole pelo ponto M, teremos:

ly ~ R B -l

T
cov{fs, Ry) ~ RS Ag
B i

14

CAPM — CAPITAL ASSET PRICING MODEL — MODELO DE... 035
Entéo,
_ _ o2
Lo, R, ?.oocc_? Au) - Bs,
4 As,, Rs,,
ou
covily, By) - RS
mk}ﬂﬁﬂ+ﬁm.ﬁfiaﬁv+hm§!mﬁv. mm R_
S
gue nos dé a expressao final;
covily, R
Iy = e+ E%E.Amx{ - Ig).
As,,

Esta expresséo, obtida por Sharpe, é 2 equagdc fundamental do
CAPM (modelo de precificag8o de ativos financeiros), caracterizando que

o prego de um ative A, ou seja, seu reforno médio /, , é formado por
duas parcelas:

Ha

— ., que corresponde ao prego do ativo livre de risco;
- Uma segunda parcela, formada por um ganho bésice dado por Am - i
do qual o ative recebe uma proporgéo
covily, Ay)
RS,

que caracteriza ¢ nivel de risco do ativo em refagdo a0 mercado.

6.8.4 Coeficiente £ de um alivo

A partir da eguagdo basica do CAPM, que nos dé o retorno medic
de um ativo A, em fungfo do retorno /. de um ativo livre de risco e do
risco-retorno da carteira de mercado M, expressa por:

: aoé%ma:m% 1)

b. = @u mm
M

Iia

definimos o coeficiente beta do ative A, indicade por f34, por

Pa

_cov(ly, Ay)

A5,

Assim, a equagdo pode ser escrifa como:
MF» H_,‘.ﬁ + m\.hmkﬁ - ___ﬁv
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Ip &

Ip = Sy +E, Ry

nﬂmmi

onde f,, coeficiente anguiar da reta, caracteriza ¢ risco sistematico, ou
conjuntural, do ative em relagdo ac mercado.

Partinde da equagéo f, = a4 + 4R, e examinando o caso em que
o ativo A € o propric mercado M, entdo a equacdo tomaria a forma:

Hﬁﬂmg

e, nestas condigdes, o coeficiente f, do mercado, serd By, = 1.

Entéo, dade um ative A e calculado B4, podemos compara-io com o
indice beta do mercado fy. Teremos as seguintes possibilidades:

1) Bu = B4 =1 Neste caso, o ativo A se comporia da mesma forma que
o mercado. Se o mercado sobe, ¢ ativo sche no mesmo percentual, o
mesmo ocorrende se houver uma baixa do mercado, Estes ativos séo

- chamados fips médic.?

2) Ba> By =1 Estes ativos sdo do tipe agressive.”® Se o mercado
sobe em determinade percentual, o ative sobe mais do gue o mercado
& $e 0 mercado cal em determinado percentual, o ativo cai mais gue o
mercado,

3) Ba < By =1. Estes ativos sdo do tipo defensive.'' Em relagdo ao
mercado.

9. BRITO. Op. ci., p. 85.
10. ibid.
11. lbid
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Para f, > 0, se o mercado sobe em determinado percentual, o ativo

também sobe em percentual menor que o do mercado; s& o mercado
cai em determinado percentual, o ativo cai em percentual menor que o
do mercado.

Para fi, <0, o ativo se comporta de forma confréria ao mercado, ou
seja, & o mercado sobe, o ativo cai e vice-versa.

G caso de S, = 0 significa que o ative é indiferente ac mercado.
Uma representagdc do comportamento do ative em relacic ao mer-
cado & obtido por um grafico, no sistema [, x Ry . onde representamas

retas, passando pela origem do sistema, que ienham o mesmo coeficien-
te angular, indice f, das linhas caracteristicas dos atives, como segue:

Retornc do
Ative T,

&

Bt

0 (A<

> mx » Retorno do
Mercade

A0






