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ou, ainda,

2
s,

Fazendo:

gt T

0 gue equivale a uma translacd

em relagéo ao efxo dos riscos, de ma-
neira gue a curva a ser obtida n $

o
a rma, teremos:

o
a1
—
<

ou
A =]
5, - ZP 2712 =0,
9 m m 2

Discusséo da Curva Risco-Hetorno de uma Carleira com Dols Atives

Nosso problema & obter a forma da curva risco-retorne definida pela
eguacdc acima, nas varidveis xmo , fisco da cartelra, e £ = P_o - _w_m_ que
relaciona o retorno medio da carteira /.

Lembremo-nos gue dada uma eguacdo na forma

2y%% + ag,y? + 2axy + 285X T 28;Y * 8y = 0,
devemos calcular os determinantes:

 Bp dg

Ly=ley ap &p 8 Dp-

&3 8z Ay
Se [, ¢ 0, enlde, & squacdo representaré;
1 ket

— uma elipse, se J; > 0;
- uma hipérbole, se 2, < 0;
— uma parabola, se 0, = 0.
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Escrevendo nossa equacéo na forma geral dada, teremos:

[=%4

\ fm] .
Ty 20200 7+ 205, + m,m.m P (-2 )= 0.

Assim, os determinanies serdo dados por;

Substituindo os vaiores de 4 e B, teremos:
2 2 N R 7 e
Tw_ 5, ~2cov (i, 1) /3, = Fm - covih, \L
52, 4 2 4 2 ;
s, fs, v ls, ~ 205, covll, o} = Ig - 2lg, covlly, ) + cov? iy, p)

2 gz 2 y
I, 15, cov (412

OO{.Q._‘ \Nu == Hmm,_. \,m,m_

& OCOITEra Casc 0s a
, positiva cu negativa

Nesizs condigdes, teremos:

A

If
[T
i
—
Uy T
e

vos consideradas tenham correlacéo linear per-
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C 141
A pariir da squacdo
A
F - 78 PLPE s =0,
o _N_V m Z
substituindo os valores de 48 B, verm:
\ U
me 2273 -2 =0
F? A 2 “
inante da equagic em 2 serd
&*W Cw Cm . | Qm
CIRRR: DR YA Y N =y -
R A : v Fe
logo,
2, U 2, . ‘ ,
7. _ A T H uh_mm\m;mnl_nw.ﬁ\ Tv
- s(2 U C;.mm\ Scl
= =
Assim, fatorando a eguagio de segundo gral, cbieremos as sgua-
¢hes das raias;
. A 1 = N
z-7lls, vls =0z ,mf “ s )= 0
Substituinde os valores de 2, B e U teremos as reias:
ooty I e
I = T “ o i
AT T
2 2 1
&
f, - i, -1
. I g sz .
CRRPn I ﬁo ey \mm \_&w
S, 75, 5; Tis,

onde utilizamos /g, - ls. no caso de correlacdo positiva, e {5 * /g no
s, s C ) . s,

caso de correlagdo negativa. Em gualguer dos casos, as retas serdo per-
nendiculares.

Casob D, 20e 0, =0.

8e Dy =0, devemos examinar o determinants Dz, onde Dy = —Z
Substituindo o valor de A {eremos:
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2 .2 {
D)H%Hmd +\m“\, MGO(;}”%MV
R* .
Se [ 20, teremos

~g ~ )= 2c0v(, ) 2 0

f5,+i5 - 2oovil h) <0

oL
2 .2 3
L 2¢
s, + 15, < 2cov(ly, &y).
Sabamos que
ceovih, )
-1z =g 1
Is. Is,
ou
- &m‘" .\mm m OO{T_T \mv M \m; \mm,.
logo,
m 2 5\
_.,_m," - ,,...m.m < mOO/\Q.m_ .&mvm mMmd RMN_
2nido,
B -2ig is =12 <0
g, 5 i3, Tlg S
au

(s, - s, <0,

0 que sera vaildo apenas para fs, - /g, = 0, ou seja, /g, = s

Assim, se [, = /,, teremos:
218 =2cov(h, i)

1S

ou

covlly, ) =13 = /2

Mas isto 50 sera possivel caso

cov (i, bp)

=1
s, Is, |

ou seja, se houver perfeita correlagéo linsar positiva.

z

Assim, cov(i, h) =15 = /2 = % substituindo na equagko da cattel-

ra, dada por;

ondea

{amos:

o
m
-
jua)
=
m
o
m
m
O
>
@)
o
o)
w
=
™
[s]
=
3
O
o
[D
Y

o gle nos da a squagdc de uma ret
carteira; ou ssja, a carteira terd sempre o mesmo risce, para aualouer
ooanomwmmoqm%mwjm

Caso o

Finalmeanie, podemos concluir que, em geral, 3+ 0 e 0, < 0, exce-
io nos casos de correlagdo perfeita entre os reternos dos ativos gue
compdem a carteira. Assim, a curva represeniativa do retorno médio de
uma cartelra em fungdo do risce, serda uma hipgrbole; menog nog casos
cliados onde a regresentacdo grafica é a da reta,
5.5.5 Eouacac Reduzida da Hipérbole, correspondente ao

Risco-retorno de uma Carleira com dois alivos

Partindo da eguagéo

. A B
R z% - 257 - 5, =0,

podamos escrevé-la na forma:

g |[dAzy Az B (BY| (BY g
o ! H \ RAA aﬁ\m.w /J\M¥ ¢
ou
- 2T .
g Az BT (BY . g
¢ ”r m J...m_\,“ Vﬁ\ﬁ_\b—\_ MJm
2

_rm Immlm\mu l.mm .|_\m/_m
Sn g g |
¢ 2 2 VA
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Dal, substituindo £ =1, -/, temos:
2o a2\
qu ~0) W - QE +E%vv _
2 {8 z 22 | 42 2 ‘
R U L 3

o gue nos da a equacao reduzida da hipérbole de centro

. [ REY,
ch_ Fo vomﬂ._:o ; ho_ \tm + 'Mlgu

com assintotas:

O gréfico sera dado por:

1, * Retorno
Fe g

|
|
i
!

I Hinimo /

B 7. "Risco
B¢

Ohservacao

Lembrando gue a equagéo reduzida da hinérbole, de centro (k) é
dada por )

CETON T I
mm Um !
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entdo, as assiniotas sdo dadas por:
b
yvo==(x-h)~k,
“(x )
a de inclinac&o para a direita,
b
y=-—=(x-hy+k,
a
a de inclinacdo para a esquerda.
Em nosse caso, as assiniotas ser@o dadas por

- - Y
w " TS |
ou substituindo A, B e A teramos:
i, == Qt._:fmu Io +1, = h__t_ nﬁcmvmmmm 100{@?&&
o U JB B 2eovllL by o BB, - 200wl k)

Exemple 1 — Calcule do Risco e Retorne de uma Carieirs

Consideremos que irés investidores estudem a possibilidade de apli-
car em ouro, acbes ou CDBE por um prazo de 180 dias. C primeirc passo
sora estabelecer as distribuicbes de probabllidade dos vérios ativos. Isto
sera feito com base no histdrico das aplicacbes e em fatores que o0s
investidores julguem importantes para o futuro das aplicagdes. Em ter-
mos de economia brasileira & interessante trabalharmos com retornos
previstos, expurgados os efeiles inflaciondrios. Deste modo, o efeilo da
inflacdo serd captado como um risco sistematico devido & conjuniura a
gue o ativo estd sujeilc. Em geral, denominamos o retorno previsto, ex-
purgada a inflagdo, de retorno real, embora saibames gue’ as componen-
tes de risco proprio do ativo estar&o embutidas nesta iaxa.

Para efeitc do exemplo que queremos elaborar, vamos admitir as
distribuicbes de probabilidades dos ativos, segundo as tabelas abaixo:

Retorno — OURC

ao mé&s | no periodo (180 dias) | Probabilidade

0,01 - 02,0815 0,50
0,02 0,1262 0,20
-0,61 -0,0585 0,30
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Retorne — AGOES J
do més | do periodo (180 dias) Frobabiiidade
0,01 0,0615 0,40
0,03 0,1941 0,40
0,04 0,2653 0,10
[ -0,06 _ -0,3101 0,10

Retorno — CDB
2o més | no periode | Probabllidade
0,005 30,0804 0,40
0,018 0,0034 0,80

A) CALCULO DAS MEDIAS E DESVIOS (RISCOS) DOS ATIVOS

Para cada ative fixado podemos estabelecer a média e o desvio (ris-
co), como segue:

1. Qure
_qtoEo = 0,0615 x 0,50 + 012682 % (5,20 + (-0,0585) = 0,30 =
=0,0384
Assim, o retorno médio do oure serd:

M.no:a =(,0384 = 3,84% a.s.

(0,0815) x 0,50 + (0,1262)2 % 0,20 + (-0,0585Y = 0,30 =
60,0081,

~ /0,0081 - (0,0384)° = 0,0680.

\mo:a
desvio sera;

lsgure = 0.0680 = 6,80% a.=.

Jtogses = 0,06815 x 0,40 + 0,1941 » 0,40 +
0,2853 % 0,10 + (~0,3107) x 0,10
0,0978

+
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Desta forma, o retorno médis das aches serd:

= 0,0878 = 9,78%a.s.
e 00978 = 9,78% 2.

=

cges = (0,0615) % 0,40 + (0,1041% x 0,40 +
(0,2853)% % 0,10 « (-0,3101 % 0,10 =
0,0332,

+

fi

entio,

I =+0,0322 - (0,0678) - 01539,

mmommm
Logo, o desvio sera;
la = 0,1538 = 15,88%a. s,

acoes

3. COB

i = 0,0804 = 0,40 = 0,0834 = 0,60 = 0,0682
OB

Entéo, o retorne médio do CDB sera:
= 2 = 0
_foom 0,0882 = 5,82%a. 5.

EZpg = {0,0304) x 0,40 + {0,0034) = 0,80 = 0,0056,

entéo,

= - (0,0882)° - 9,
Jsepg = 40,0056 - (0,0882)° = 0,030

L.0go, o desvio serd
lo . =0,0808 = 3,08%a.s.
coB
m B} OO?@ﬂOmmO%O CAS CARTEIRAS

Fixadas as distribuigBes de probabilidades dos vérios ativos, corsi-
deremos gue os trés investidores componham suas carteiras da seguinte
forma: )
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- icdo da Carteira (%) onde as probabilidades conjuntas, consideradas como dades neste b
omposigaa ca mx sira (% exemplo, podem ser obtidas por freqliéncia relativa ou probabilidades
1 . .
Investidor | Curo Agbes 3 CDB : subjetivas.
A 40 - 50 Assim, a covaridncia sera dada por
B 55 B — oV (louro Jop ) =
, B 3
c % 20 | 50 I HM {louro - fucav@oum opg 7 lowre  leps)
O passo seguinte serd calcular o risco & o retorne de cada cartelra. cov QoEo_ \oomv = (0,0815 - 0,0384)(0,0304 - 0,6687).0,2C +

+

C) CALCULO DC RISCC E RETCORNO DE CADA CARTEIRA

1. Investidor &

4

(0,1262 - 0,0384){0,0304 - 0,0682).0,15 «
(0,1262 - 0,0384)(0,0934 - 0,0682).0,05 =
(~0,0585 - 0,0384)(0,0304 - 0,0882).0,05 +
(-0,0585 - 0,0384)(0,0934 - 0,0882).0,25

i

(6,0615 ~ 0,0384)(0,0934 - 0,0682).0,30 +
i
)

4

.

A partir das formulas para o célculo das médias e riscos das cartei-
ras, teremos:

+

— Heterno médio da carieira A:

i

cov {loure- long) {0,0231) x (-0,0378) % 0,20 =
)< {

foe = 080 e =080 ” ~(0,0231) x (0,0252) x 0,30 +
N.FA = 0,40 = 0,0384 + 0,560 = 0,0882 + D O@va A -0 O@va % 0,15 +
/y, = 00583 -583%as : + (0,0878) = (0,0252) x 0,08 +

4

({ %
(-0,0988) x (~0,0378) » 0,05 +
{

(
— Desvio (risco) da carteira Az g, -0,0989) x (0,0252) x 0,25
(

= 0,40% /2 408025 +2.040.080.covli dang), oov{lowo. lopg)  * (%0,0002) + (0,0002) + (-0,0005) -
@ Soura Souro Vo ece) + (0,0001) = (0,0002) + (-0,0008)
onde : ¢V {lowo: fopa) = -0,0008
souro = 00880 & Woom = 0,0308. Calculande o desvio da carieira A, tersmos:
Nosso problema & calcular a covarincia entre os retornos do ouro e Is, = J,\p%m.obm,.,umom + 0,60°.0,0308% + 2.0,40.0,60.(~0,0008)
do CDB, indicada por cov :88_ \oumv. dai, .
Para o céleulo da covaridncia, devemos corhecer a distribuicdo con- : Is, = 0.0264 - 2 64% a.s. “

junta de probabilidades, dos retornos do ouro @ COB, como segue

“ Conclusdo
OURC Carteira A
| 00615 | 0,1262 | -0,0585 | Probab. CDB COMPOSICAQ: Oura = 40%; CDB = 60%
. cDB | 00304 | 020 | 045 | 005 0,40 RETORNO MEDIO = 5,63% a.s.
_ 0.0854 590 008 008 050 _ RISCO (DESVIO) = 2,64% a.s.
Probab, Dure 0,50 0,20 0,30
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2. investidor B
Procedendo da mesma forma que para o investider A, teremos:

- BRetorno médio da carteira B:

g =085 % Ly <035 %0,
I, = 0,85 x 0,0384 + 0,35 x 0,0978
I, = 0,0892 = 5,92%a.s.

— Deavio (risco) da carieira B Wm

- 2 42 n 2 12 .
~ 0BT, 08T +2.065.0,35.c0{lure: agpes):

onde
=0,0880 e /g = 00,1539,

I
OUMD mﬂomm

Novamente, & guestio & calcular cov @oca_ %mm%mv_

Come no casc anterior, vamos considerar come conhacida a distri-
buigéo conjunta de probabilidades dos retornos por meio da tabela

OURO
0,0615 01262 -0,0585 | Prob. Agoes

0,0815 0,20 0,10 0,10 0,40

AGOES 0,141 0,18 0,07 0,15 0,40
_ 0,2653 0,05 0 0,05 0,10
N -0,3101 0,07 0,08 o 0,10

Prob. Ouro | 0,50 0,20 0,30
Assim,

cov Ooc_d ’ ‘_mm@mmv =

M M Aoﬁo - ‘_nocaw:moomw tmmmmmu.b?ocwo_ w..mmmmmv

h..u.:'o agoes

oV {guros hgses) = (0,0515 - 0,0384)[{0,0615 - 0,0978).0,20 +

(0,1941 - 0,0978).0,18 +
+ (0,2655 - 0,0878).0,05 +
(-0,3101 - 0,0878).0,07] +
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+

(0,1262 - 0,0384)[(0,0615 - 0,0978).0
(0,1941 - 0,0678).0,07 +

(0,2853 - 0,0978).0 +

{~0,3101 - 0,0978).0,03] +

+

+

+

{-0,0585 - 0,0384)[{0,0615 - 0,0878).0,10 +
aaﬁ-ooﬂmvpof
A
A

-+

+

0,2653 - 0,0878).0,05 +
-0,3101 - 0,0878).0,08]

+

L090, €0V {louro  fagges) = - 0,0010.

Calculando o desvio da carteira B, teremos:

Is, = /0,85%.0,08807 - 0,35%.0,1539° + 2.0,65.0,35.(-0,0010),

assim,

1

Iy, = 0,0683 = 6,63% a.s.

Concluséo
Carteira B:
COMPOSICAC: Qurc = 65%; Agdes = 35%
RETORNO MEDIO = 5,92% a.s,
RISCO (DESVIO) = 6,63%

i

3, nvestidor

Neste caso, iamos uma carteira composta de irés ativos e devemos
examinar a forma de obter o retorno medio da carteira e o desvio, Os
cédleulos serac analogos aos desenvolvides, como segue.

- fiédia da Carteira

fe = 0,30 fyye + 0,20. \mmomm,T 0,50. lcoe

entao, 2 média sera ‘
e = Elic] = £]0.30 Jours + 0,20.fyoges 0.50.Igpg]

L = owwo.ﬁoma + o_mo,?m@mémJr o_mo.mrowm

ou

ot

e = 0,30 % 0,0384 = 0,20 = 0,0978 + 0,50 x 0,0882 = ¢,0652.
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Assim, o retorno méedio da carteira C seré; + (00,0834 - 0,0682 f(0,0815 - 0,0878).0,35 +
fu = 0,0852 = §,52%a.s. {0,1841 - o_omwmw_.o;o +

{0,2653 - 0,0878}.0,05 +

{-G,3101- obwum%o;&

+

+

— Desvio {rieco) da carteira

ww,u = §* QOW = & Ao_wo;_oca i o,mo_&mm@mm,ﬁ c_mo.__OUmv

+

B~ 080°JE ¢ o_m%.\mﬁm% 0507 /5 v 2V {lgog fagaes] = ~0.0022
+ 2% 030 % 0,20 x 8<Q€6 .__m&mmg Caleulando o desvio da cartelra C, teremos!
720,30 x 0,50 x covllouro fope) L J5, = 0,302 x 0,0680% + 0,207 x 0,1539% + 0,50° x 0,0308% +
+ 2% 0,20 % 0,50 % cov{lyepes. /008 ) | +2%0,30 x 0,20 x {~0,0010) +
W + 2% 0,30 x 0,50 x {~0,0008) +
onde g = 0,0680, \m%@mma 01530 & .mmoum = (,0808, . + 2% 0,20 = 0,50 = {-0,0022),
/ assim,
Devemos calcular a cov Qm%mm;oomu visto que as demals covaridncias fo = 0,0283 = 2,83%a.s.
j& foram caiculadas nos casos “a" e “b". Como nos casos anteriores, va- | ¢
mos adnmiitir como conhecida a distribuicdo conjunta de probabilidades Concluséo
dos retornos das ages e CDB, como segue: Carteira C: )
| COMPOSICAO: Curo = 30%; Agbes = 20%,; CDB = 50%
coB RETORNC MEDIO = 6,52%
0,0304 | 00934 | Prob. AcSes RISCO (DESVIO) = 2,83%
] .
, 20818 9.9 0.58 0,40 D) COMPARACAO DAS CARTEIRAS
AGOES 91941 : 030 9,10 0:40 Yamos elaborar um guadro onde podersmos examinar de forma
; 02853 | 0,05 0,05 0,10 comparativa as carieiras A, B e C e, ainda, cartefras formadas de um
,ﬂ -0,3101 7 0.10 010 _ tnico ativo. Acompanhando o exemplo, terfames cartelras “”,oﬁamﬂmm ape-
Prob. DB 540 080 | nas de ouro, ou soments am, mm@mm. ou n.mm omm. O efeito am,(.mﬂm___ﬂ_ommmo &
i ’ | obsarvado quando conseglimos diminuir o risco da carteira, mantendo

ou methorando o retorne.
A tabela a seguir sinistiza os resultados obtidos no exempio:

cov ?oom ;mm%mv =
= NﬁM “M Toow - u?ﬁmw- f%&.nﬁoom ;mﬁ.a..mmv.
CD8  fagdes
Assim:
oc%omm_%m%mmw = {0,0304 - 0,0882)[(0,0615 ~ 0,0078).0,05 +
+(0,1841 - 0,0578).0,30 +
+ (0,285 - 0,0978).0,05 + _
+ (-0,3101 - 0,0078).0] +
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. .. ] Exemplo 2 — Curva Risco-Reterno de uma carleira com deis atives
, omposicac da Retorno | Risco- : J& vimos que o retorno médio de uma carteira e seu risco definem
Carteira cartaira (%) Médio Desvio : Urna curva representada por uma hipérbole, em que os pontos da hinér-
Ouro | Aches | CDB % as % a.s. bole sdo oblides conforme variamos a composigio dos dois ativos que
o . - fazem parte da carigira,
o 0 . — 384 6.60 Consideremos, com base no exemplo anterior, as carieiras compos-
2, Agdes — 100 — 8,78 15,38 tas dog atives ouro e CDB, Teremes uma familia de carteiras ourc-CDE,
. conforme a composigdo o de ouro & (1 — ) de CDB, da qual a carteira
3, — — 3 - : ;
¢bs 100 6,82 309 A, com 40% de ourc e 80% de CDB, & um dos membros.
4, A 40 — 80 5,83 2,64 Sabemos gue a familia de cariefras curo-CDB apresenta retorno mé-
5o 65 35 — 5 a0 563 dio e risco dados por:
Retorno médio da carteira ouro-CDE:
5.6 0| 2 50 5,52 2,83 )
fy=wd e T (- e:room‘
FPodemos colocs-los em um gréfico risco-retorno: e risco (desvio) da carteira ouro-CDB:
- 2 42 - 2 2 | : 3
ls = |0 Sy (1= 0 B+ 200(1 - @) 00v{lour opa ).
Retorno :
?\in onde
| I = 0:088C; m.mo% = 0,0308,
o ,_ oV {fourolopg | = - 0,0008,
S Jpnomm Ve = 0,0384 & \toom = 00,0682,
] | dados obiidos no éxemplo anterior.
8 | - .
i Ay A CARTEIRA CURO-CDR, COM COMPCSICAG DE RiSCO MINIMO
TE—- qnwm w ! Confcrme sxpressdo obtida, a composicio da carteira que nos d& o
e met ) _ ponto de risco minimo sera:
s L T p——
! Jﬂ 2 |
51t | ] ! _ﬁmomm - ooﬁ_“ocammoowp
I ] | i ; : m._.f.:n = _»m 2 \ m J_
4 “ w m ! | - Soure + \moom = 260V oy long)
* : m
| i .
3 M ;o | | assim,
i e 2 OURG -
Py A | Risso _ (0,0308)° - (~0,0008)
b i 1] ] h\sa.m.u_wn. nmwjma - _m L m. ﬂO.Mmﬂhﬂb
2 3 4 5 § T B 9 0 I 2 I KI5 6 _ “ (0.0880)" ~ (0,0308)" - 2(-0,0008;
. Desta forma, a carisira ourc-CDB de risco minimo apresenia a com-
posicio:
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Iy, Retorno (% a 8]
4

T, =037048 Ig + 0,08093
B j

J

G083

s Lg - Risco

Ig =2,28 / (% a.s}

Cbservacdes

a) Para 1, = 0,08083 podemas obter o valor de Ig , como segue;
min

(ls - 0  (0,08093 - 0,06093)%

-1

0,00051 0,00007
ou
fs = J0,00051 - 0,0228;
assim ly | = 2286%a.s,

ITHi

zgwgom que ocorre uma diferenga, devido & aproximagéo no célculo
do desvio minimo de 2,29% a.s. para 2,26% a.s,

b) Examinando a variagéo de composigac da carteira, w e (1 - @)
conforme ¢ gréfico a seguir, teremos:

i
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Retorno (% d.8.)
& (1-%)

(1o

8§82 o o e

6,083 b e e — — (\\ {0.785;0,2444)
f

(o0

]
384 b — — — — —
|
|
_
1
|

Risco % 4.3)

— Construimos um eixo orientade segundo oz valores crescentes de
(1- ) e indicamos os pares (1 - ww).

— O ponto X corresponde a uma carteira composta apenas de olro ¢ o
porte Y a uma carteira apenas de CDRE,

— Caminhando do ponto X para ¢ Y, segunde a hipérbole, obtemos pon-
tos que correspondem As carteiras compostas de CDB = ouro, de for-
ma a diversificar o risco. Estas carteiras apresentam retornes maiores
gue ¢ investimento apenas em oure & com risco menor,

— Caminhande do ponte Z para Y, sohrg a hipérbole, obtemos as cariel-
ras com methores composicbes de oure & CDB, am termos de refor-

- Nog, com riscos menores gue os dois ativos considerados separada-
mente. Perde-s2 alguma rentabifidade, comparativamente ao CDRE,
mas & possivel obtermog uma carteira com menor risco comparativo,
For exemplo, uma carteira com 20% de owre & 80% de CDB apresen-
tara um retornc médio de 6,22% a.s. ¢ risco de 2,43% a.s.

ot Os pontos sobre a hipérbole, complementares aos pontos snire X
e Y, tals come M e N, nfo correspondem as carteiras na acepgéo do
termo, mas nos permitem uma interpretacie muito interessants.



