
Axiomas da probabilidade
Espaço amostral

Experimento aleatório. Experimento aleatório é um experimento
cujo o resultado não se pode prever com certeza.

Espaço amostral. Dado um experimento, chamaremos de S o
conjunto de todos os resultados posśıveis do experimento.

Exemplos:

1 Se o experimento consiste em determinar o sexo de um bebê
recém-nascido, então

S = {f ,m}

2 Se o experimento consiste em jogar duas moedas, então

S = {(H,H), (H,T ), (T ,H), (T ,T )}

3 Se o experimento consiste em medir em horas o tempo de
vida de um transistor, então

S = {x ∈ R | 0 ≤ x <∞}



Axiomas da probabilidade
Eventos

Evento. Um evento E é um subconjunto do espaço amostral.

Ocorrência de um evento. Se o resultado do experimento estiver
contido em E , então dizemos que E ocorreu.

Exemplos:

1 No exemplo 1 anterior, se E = {f }, então E é o evento em
que o bebê é uma menina.

2 No exemplo 2 anterior, se E = {(H,H), (H,T )}, então E é o
evento em que a primeira moeda lançada é cara.

3 No exemplo 3 anterior, se E = {x ∈ R | 0 ≤ x ≤ 5}, então E é
o evento em que o transistor não funciona mais que 5 horas.



Axiomas da probabilidade
União e interseção de eventos

Sejam E e F eventos de um experimento aleatório.

União. E ∪ F é o conjunto de todos os resultados que pertencem
E ou F ou a E e F simultaneamente.

Interseção. EF (ou E ∩ F ) é o conjunto de todos os resultados
que estão tanto em E quanto em F .

Exemplos:

1 No exemplo 1 anterior, se E = {f } e F = {m}, então
E ∪ F = {f ,m}.

2 No exemplo 2 anterior, se E é o evento em que pelo menos
uma moeda é cara, e F é o evento em que pelo menos uma
moeda é coroa, então E ∩ F = {(H,T ), (T ,H)}.



Axiomas da probabilidade
União e interseção de infinitos eventos

Sejam E1, E2, E3, . . . eventos de um experimento aleatório.

União. ∪∞n=1En é o conjunto de todos os resultados que aparecem
em pelo menos um En para algum n ∈ {1, 2, . . .}.

Interseção. ∩∞n=1En é o conjunto de todos os resultados que
aparecem em todos os os eventos E1, E2, E3, . . .

Exemplos. Considere o experimento de lançar uma moeda infinitas
vezes. Seja En o evento em que cara aparece pela primeira vez no
n−ésimo lançamento. Então

1 ∪∞n=1En é o evento em que cara aparece pelo menos uma vez.

2 ∩∞n=1E
c
n é o evento em que cara nunca aparece.

Onde E c
n é o complemento de En, isto é, E c

n é conjunto de todos
os resultados que não pertencem a En.



Axiomas da probabilidade
Leis básicas e leis de De Morgan

Sejam E , F , G eventos de um experimento aleatório.

Leis comutativas:

E ∪ F = F ∪ E , EF = FE

Leis associativas:

(E ∪ F ) ∪ G = E ∪ (F ∪ G ), (EF )G = E (FG )

Leis distributivas:

(E ∪ F )G = EG ∪ FG , (E ∪ G )(F ∪ G ) = EF ∪ G

Leis De Morgan: Sejam E1,E2, . . .En eventos. Então
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)c
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para cada evento E no espaço amostral S ,  existe um valor P(E) chamado de 
probabilidade de E. Vamos então supor que todas as probabilidades satisfazem 
certo conjunto de axiomas, os quais, esperamos que o leitor concorde, estão de 
acordo com nossa noção intuitiva de probabilidade. 

Considere um experimento cujo espaço amostral é S. Para cada evento E 
do espaço amostral S ,  assumimos que um número P(E) seja definido e satisfaça 
os três axiomas a seguir: 

Axioma 1 

Axioma 2 

Axioma 3 
Para cada sequência de eventos mutuamente exclusivos E,, E,, ... (isto é, 
eventos para os quais E,E, = 0 quando i # j), 

00 

P U E, = C P ( E ~ )  
( i i  ) i-1 

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E. 

Assim, o Axioma 1 diz que a probabilidade de o resultado do experimento 
ser o resultado de E é igual a algum número entre O e 1. O Axioma 2 diz, com 
probabilidade 1, que o resultado será um ponto contido no espaço amostral S. 
O Axioma 3 diz que, para qualquer sequência de eventos mutuamente exclusi- 
vos, a probabilidade de pelo menos um desses eventos ocorrer é justamente a 
soma de suas respectivas probabilidades. 

Se considerarmos a sequência de eventos E,, E,, ..., onde E, = S e Ei = 0 
00 

para i > 1, então, como os eventos são mutuamente exclusivos e S = U Ei, 
teremos, do Axioma 3, i=l 

o que implica que 

P ( 0 )  = o 
Isto é, o evento vazio tem probabilidade nula. 

Note que daí segue que, para qualquer sequência de eventos mutuamente 
exclusivos E,, E, ,..., E,, 
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Algumas proposições simples
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2.4 A L G U M A S  PROPOSIÇÕES SIMPLES 
Nesta seção, provamos algumas proposições simples envolvendo probabilida- 
des. Primeiro notamos que, como E e E são sempre mutuamente exclusivos e 
como E U E" = S ,  temos, pelos Axiomas 2 e 3, 

ou, equivalentemente, temos a Proposição 4.1. 

Proposição 4.1. 
P(EC) = 1 - P(E)  

Colocando em palavras, a Proposição 4.1 diz que a probabilidade de um 
evento não ocorrer é igual a 1 menos a probabilidade de ele ocorrer. Por exem- 
plo, se a probabilidade de dar cara ao lançar-se uma moeda é igual a 318, então 
a probabilidade de dar coroa deve ser igual a 518. 

Nossa segunda proposição diz que, se o evento E está contido no evento F, 
então a probabilidade de E não é maior que a probabilidade de F. 

Proposição 4.2. Se E C F, então P(E) 5 P(F). 
Demonstração Como E C F, podemos expressar F como 

Portanto, como E e E F  são mutuamente exclusivos, obtemos, do Axioma 3, 

P(F) = P(E) + P(ECF) 

o que prova o resultado, já que P(EcF) 2 0. O 

A Proposição 4.2 nos diz, por exemplo, que a probabilidade de sair 1 em 
um dado é menor do que a de sair um número ímpar. 

A próxima proposição fornece a relação entre a probabilidade da união de 
dois eventos, expressa em termos das probabilidades individuais e da probabi- 
lidade de interseção dos eventos. 

Proposição 4.3. 
P(E  U F )  = P(E)  + P(F)  - P(EF) 

Demonstração Para deduzir uma fórmula para P(E U F), primeiro nota- 
mos que E U F pode ser escrito como a união dos dois eventos disjuntos E 
e E'F. Assim, do Axioma 3, obtemos 

P(E U F )  = P(E U ECF) 
= P(E)  + P(ECF) 

Além disso, como F = EF U E F ,  obtemos novamente do Axioma 3 

P(F) = P(EF) + P(ECF) 
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nos a soma das probabilidades desses eventos dois a dois, mais a soma das pro- 
babilidades desses eventos três a três, e assim por diante. 

Observaqões: 1. Para uma demonstração não indutiva da Proposição 
4.4, note primeiro que se o resultado de um espaço amostra1 não pertencer a 
nenhum dos conjuntos E,, então sua probabilidade não contribuirá de forma 
alguma para nenhum dos lados da igualdade. Agora, suponha que um resulta- 
do apareça em exatamente m dos eventos E, onde m > O. Então, corxo o r:- 

sultado aparece em U E,, sua probabilidade é contada uma vez em P (U E,);  
i \ i  / 

além disso, como esse resultado está contido em (k ) subconjuntos do tipo 
Ei, EiZ . . . Eik, sua probabilidade é contada 

( )  - ( )  + ( )  - . . .  (m) 
vezes no lado direito do sinal de igualdade da Proposição 4.4. Assim, para m > 
0, devemos mostrar que 

Entretanto, como 1 = (O ), a equação anterior é equivalente a 

5 ( 7 )  (- l l i  = o 
i=O 

e a última equação é consequência do teorema binomial, já que 

2. A equação a seguir é uma forma sucinta de se escrever a identidade da 
inclusão-exclusão: 

3. Na identidade da inclusão-exclusão, a saída de um termo resulta em um 
limite superior para a probabilidade da união, a saída de dois termos resulta em 
um limite inferior para a probabilidade, a saída de três termos resulta em um 
limite superior para a probabilidade, a saída de quatro termos resulta em um 
limite inferior, e assim por diante. Isto é, para eventos E,, ..., E,, temos 

n 

P(uY=,Ei) 5 = ( ~ i )  (4.1) 
i=l 



Definição clássica de probabilidade

Definição

Seja S finito e |S |, o número de elementos de S , por exemplo,

S = {a, b, c}, |S | = 3. Suponha que P({!}) = P({!0}) para
quaisquer !,!0 2 S . Então

P({!}) = 1/|S |

Demonstração. Como S é do tipo S = {!1,!2, . . .!n}, onde
|S | = n, segue que S = {!1} [ {!2} [ · · · [ {!n}, e portanto

nP({!1}) = P({!1}) + P({!2}) + · · ·+ P({!n}) =
P({!1} [ {!1} [ · · · [ {!n}) = P(S) = 1. Assim,

P({!i}) = ({!1}) = 1/n = 1/|S | para i = 1, 2, . . . , n.

Consequentemente, se E ⇢ A, tempos

P(A) = |A|/|S |



Definição clássica de probabilidade

Exemplos

Exemplo 5b. Se três bolas são retiradas aleatoriamente de um

recipiente contendo 6 bolas brancas e 5 bolas pretas, qual é a

probabilidade de que uma das bolas seja branca e as outras duas

sejam pretas?

Solução. Enumere todas as bolas da seguinte forma:

Conjunto de bolas = {1, . . . , 6| {z }
vermelhas

, 7, . . . , 11| {z }
pretas

}

Note que S = {{1, 2, 3}| {z }
!1

, {1, 2, 4}| {z }
!2

, . . . {9, 10, 11}| {z }
!n

}. Queremos

calcular P(A), onde A = {{1, 7, 8}, {2, 7, 8}, . . . , {6, 10, 11}}.
Portanto

�6
1

��5
2

�
�11
3

� =

4
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probabilidade de que uma das bolas seja branca e as outras duas

sejam pretas?

Solução. Enumere todas as bolas da seguinte forma:

Conjunto de bolas = {1, . . . , 6| {z }
vermelhas

, 7, . . . , 11| {z }
pretas

}

Note que S = {{1, 2, 3}| {z }
!1

, {1, 2, 4}| {z }
!2

, . . . {9, 10, 11}| {z }
!n

}. Queremos

calcular P(A), onde A = {{1, 7, 8}, {2, 7, 8}, . . . , {6, 10, 11}}.

Portanto

�6
1

��5
2

�
�11
3

� =

4

11
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60 Probabilidade: Um Curso Moderno com Aplicações 

Nossos próximos três exemplos ilustram a utilidade da Proposição 4.4. No 
Exemplo 51, o emprego da teoria da probabilidade permite a obtenção de uma 
resposta rápida para um problema de contagem. 

Exemplo 51 
Um total de 36 sócios de um clube joga tênis, 28 jogam squash e 18 jogam boli- 
che. Além disso, 22 dos sócios jogam tênis e squash, 12 jogam tênis e boliche, 9 
jogam squash e boliche, e 4 jogam todos os três esportes. Quantos sócios desse 
clube jogam pelo menos um dos três esportes? 

Solução Seja N o número de sócios do clube. Vamos utilizar os conceitos de 
probabilidade supondo que um sócio do clube seja selecionado aleatoriamente. 
Se, para qualquer subconjunto C formado por sócios do clube, fizermos com 
que P(C) caracterize a probabilidade de que o sócio selecionado esteja contido 
em C, então 

número de sócios em C P(C) = 
N 

Agora, sendo T o  número de sócios que jogam tênis, S o número de sócios que 
jogam squash e B o número de sócios que jogam boliche, temos, da Proposição 
4.4 

Com isso, podemos concluir que 43 sócios jogam pelo menos um dos esportes. 

O próximo exemplo desta seção possui não apenas a virtude de dar origem a 
uma resposta relativamente surpreendente; ele também é de interesse teórico. 

Exemplo 5m O problema do pareamento 
Suponha que cada um dos N homens presentes em uma festa atire seu chapéu 
para o centro da sala. Os chapéus são primeiramente misturados, e então cada 
homem seleciona aleatoriamente um deles. Qual é a probabilidade de que ne- 
nhum dos homens selecione o seu próprio chapéu? 

Solução Primeiro calculamos a probabilidade complementar de pelo menos 
um homem selecionar o seu próprio chapéu. Chamemos de E,, i = 1,2, ..., N o 
evento em que o i-ésimo homem seleciona seu próprio chapéu. Agora, pela 
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Proposição 4.4, P U Ei , a probabilidade de que pelo menos um dos homens 
( i r 1  ) 

selecione o seu próprio chapéu é dada por 

Se interpretarmos o resultado desse experimento como um vetor de N núme- 
ros, onde o i-ésimo elemento corresponde ao número do chapéu jogado pelo 
i-ésimo homem, então existem N! resultados possíveis [o resultado (1,2,3, ..., 
N) significa, por exemplo, que cada homem selecionou o seu próprio chapéu]. 
Além disso, E,E ,,... E,,, o evento em que cada um dos n homens i,, i ,,..., i, sele- 
ciona o seu próprio chapéu pode ocorrer de qualquer uma das (N - n)(N - n 
- 1). . . 3 . 2 . 1 = (N - n)! maneiras possíveis; pois, dos N - n homens restantes, 
o primeiro pode selecionar qualquer um dos N - n chapéus, o segundo pode se- 
lecionar qualquer um dos N - n - 1 chapéus, e assim por diante. Assim, supondo 
que todos os N! resultados possíveis sejam igualmente prováveis, vemos que 

(N - n)! P(Eil Eiz . . . Ei,) = 
N! 

Além disso, como existem (r) termos em P(Ei, Ei2 . . . E,), tem-se que 
ii <i2...<in 

Portanto, a probabilidade de que nenhum dos homens selecione seu próprio 
chapéu é 

que é aproximadamente igual a e-' = 0,36788 para N grande. Em outras pala- 
vras, para N grande, a probabilidade de que nenhum dos homens selecione o 
seu próprio chapéu é de aproximadamente 0,37 (quantos leitores pensaram 
incorretamente que essa probabilidade tenderia a 1 à medida que N F ? ) .  
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mente prováveis. Portanto, se o resultado tivesse sido VDVDVDVDWDVDV,  
então poderíamos suspeitar que a probabilidade de vitória do time estivesse 
mudando ao longo do tempo (em particular, a probabilidade de que o time 
vença parece ser bastante alta quanto ele perde o último jogo e bastante bai- 
xa quando ele ganha o último jogo). No outro extremo, se o resultado tivesse 
sido V W V W V V D D D D D D ,  então teria havido apenas uma série de vitórias, 
e como ~ ( 1 1  série}) = ( ) ( 0 ) / ( 8 ) = 1,429, pareceria-nos novamente 

improvável que a probabilidade do time vencer tivesse permanecido a mesma 
durante seus 14 jogos. 

*2.6 PROBABILIDADE COMO UMA FUNÇÃO 
CONT~NUA DE UM CONJUNTO 

Uma sequência de eventos {E,, n r 1) é chamada de sequência crescente se 

e é chamada de sequência decrescente se 

Se {E,, n r 1) é uma sequência crescente de eventos, então definimos um novo 
evento, representado por lim E,, como 

n+cc 
03 

lim E, = U Ei 
n+cc i=l 

Similarmente, se {E,, n 2 1) é uma sequência decrescente de eventos, definimos 
lim E, como 
n 

lim E, = n 
n+cc i=l 

Demonstramos agora a proposição a seguir: 

Proposição 6.1. 
Se {E,, n r 1)  é uma sequência crescente ou decrescente de eventos, então 

lim P(E,) = P( lirn E,) 
n+cc n+cc 

Demonstração Suponha, primeiro, que {E,, n r 1) seja uma sequência 
crescente, e defina os eventos F,, n r 1, como 

Fl = El 

n-1 
onde usamos o fato de que U Ei = E,-i, pois os eventos são crescentes. Co- 

1 
locando em palavras, F, corresponde aos resultados de E, que não estão em 
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nenhum dos eventos E, anteriores, i < n. É fácil verificar que F, são eventos 
mutuamente exclusivos, tais que 

c0 00 n n U F , = U E ~  e UF,=UE,  p a r a t o d o n B 1  
i=l i=l i=l i=l 

Assim, 

00 

= P(Fi) (pelo Axioma 3) 
1 

n 
= lim C P(Fi) 

n-+m 
1 

= lirn P(En) 
n+cc 

o que prova o resultado quando {E,, n r 1) é crescente. 

Se {E,, n r 1) é uma sequência decrescente, então {E:, n 2 1) é uma sequên- 
cia crescente; portanto, das equações anteriores, 

P U E: = lirn P(EE) ) .-- 
00 

Entretanto, como U E: = 
1 

= lim P(Ei )  
n+m 

ou, de forma equivalente, 

[ l  - P(En)] = 1 - lirn P(En) 
n+cc 
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Definição clássica de probabilidade

Exemplos

Exemplo. Considere o experimento de lançar uma moeda infinitas

vezes. Mostre que a probabilidade de nunca ocorrer coroa é zero.

Suponha que

P(En) =
1

2

n
, n = 1, 2, . . .

onde En é o evento em que os n primeiros lançamentos são coroas.

Solução. Queremos calcular P(\1
n=1En). Como vale

E1 ⇢ E2 � E3 · · ·
segue que

P(\1
n=1En) = lim

n!1
P(En) = lim

n!1

1

2

n
= 0

Exerćıcios

S. Ross, 8

a
Ed., p.70-78: 2.2, 2.19, 2.23, 2.25, 2.32, 2.33, 2.35,

2.42, 2.52, 2.56.
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Exerćıcios

S. Ross, 8

a
Ed., p.70-78: 2.2, 2.19, 2.23, 2.25, 2.32, 2.33, 2.35,

2.42, 2.52, 2.56.
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Exerćıcios

S. Ross, 8

a
Ed., p.70-78: 2.2, 2.19, 2.23, 2.25, 2.32, 2.33, 2.35,

2.42, 2.52, 2.56.
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