Axiomas da probabilidade

Espaco amostral

Experimento aleatoério. Experimento aleatério é um experimento
cujo o resultado n3o se pode prever com certeza.

Espaco amostral. Dado um experimento, chamaremos de S o
conjunto de todos os resultados possiveis do experimento.

Exemplos:
Se o experimento consiste em determinar o sexo de um bebé
recém-nascido, entdo

S={f,m}
H Se o experimento consiste em jogar duas moedas, entdo
S= {(H, H)a (H7 T)a (Ta H)a (T, T)}

Se o experimento consiste em medir em horas o tempo de
vida de um transistor, entdo

S={xeR|0< x < o0}



Axiomas da probabilidade

Eventos

Evento. Um evento E é um subconjunto do espaco amostral.

Ocorréncia de um evento. Se o resultado do experimento estiver
contido em E, ent3o dizemos que E ocorreu.

Exemplos:

No exemplo 1 anterior, se E = {f}, entdo E é o evento em
que o bebé é uma menina.

B No exemplo 2 anterior, se E = {(H,H),(H, T)}, entdo E é o
evento em que a primeira moeda lancada é cara.

No exemplo 3 anterior, se E = {x € R|0 < x < 5}, entdo E é
o evento em que o transistor ndo funciona mais que 5 horas.



Axiomas da probabilidade

Unido e intersecao de eventos

Sejam E e F eventos de um experimento aleatério.

Unido. £ U F é o conjunto de todos os resultados que pertencem
E ou F ou a E e F simultaneamente.

Intersecdo. EF (ou EN F) é o conjunto de todos os resultados
que estdo tanto em E quanto em F.

Exemplos:

No exemplo 1 anterior, se E = {f} e F = {m}, entdo
EUF = {f, m}.
No exemplo 2 anterior, se E é o evento em que pelo menos

uma moeda é cara, e F é o evento em que pelo menos uma
moeda é coroa, entdo ENF = {(H, T),(T, H)}.



Axiomas da probabilidade

Unido e intersecdo de infinitos eventos

Sejam E;, Ep, Es,... eventos de um experimento aleatério.

Unido. U2, E, é o conjunto de todos os resultados que aparecem
em pelo menos um E, para algum n € {1,2,...}.

Intersecdo. N;2; E, é o conjunto de todos os resultados que
aparecem em todos os os eventos Ei, E», Es, ...

Exemplos. Considere o experimento de lancar uma moeda infinitas
vezes. Seja E, o evento em que cara aparece pela primeira vez no
n—ésimo langamento. Entdo

7

U2, En é 0 evento em que cara aparece pelo menos uma vez.

N, ES é o evento em que cara nunca aparece.

Onde Ef é o complemento de E,, isto é, ES é conjunto de todos
os resultados que n3o pertencem a E,.
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Leis basicas e leis de De Morgan

Sejam E, F, G eventos de um experimento aleatério.

Leis comutativas:
EUF=FUE, EF = FE
Leis associativas:
(EUF)UG=EU(FUQG), (EF)G = E(FG)
Leis distributivas:

(EUF)G=EGUFG, (EUG)FUG)=EFUG

Leis De Morgan: Sejam Ei, E;, ... E, eventos. Entao



Axiomas da probabilidade

Considere um experimento cujo espago amostral € S. Para cada evento E
do espago amostral S, assumimos que um nimero P(E) seja definido e satisfaga
os trés axiomas a seguir:

Axioma 1
0=<=PE)=<1
Axioma 2
P(S)=1
Axioma 3

Para cada sequéncia de eventos mutuamente exclusivos E,, E,.... (isto &,
eventos para os quais E.E; = () quando i # j),

o0 o0
P U E | = Z P(E)
=1 i=1

Referimo-nos a P(E) como a probabilidade do evento E.
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Algumas proposicoes simples

P(E°) =1 — P(E)

Se E C F,entdo P(E) = P(F).

P(E U F)=P(E) + P(F) — P(LF)

P(UL 1E)--Z( D Y P(E;, - E;)

11 - {Er



Definicao classica de probabilidade

Definicao

Seja S finito e |S|, o niimero de elementos de S, por exemplo,
S ={a,b,c}, |S| =3. Suponha que P({w}) = P({w'}) para
quaisquer w,w’ € S. Ent3o

P(lw}) = 1/15]

Demonstracao. Como S é do tipo S = {wi,w2,...wn}, onde
|S| = n, segue que S ={wi} U{wr} U---U{wp}, e portanto

nP({w1}) = P({w1}) + P({w2}) + -+ P({wn}) =
P({wi}U{wit U --U{wy}) = P(S) = 1. Assim,

P({wi}) = ({wi})=1/n=1/|S|parai=1,2,...,n.

Consequentemente, se E C A, tempos

P(A) = [A]/]S]



Definicao classica de probabilidade

Exemplos

Exemplo 5b. Se trés bolas s3o retiradas aleatoriamente de um
recipiente contendo 6 bolas brancas e 5 bolas pretas, qual é a
probabilidade de que uma das bolas seja branca e as outras duas
sejam pretas?

Solucao. Enumere todas as bolas da seguinte forma:

Conjunto de bolas ={1,...,6,7,...,11}
— ——
vermelhas pretas
Note que S = {{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, e {9, 10, 11}}. Queremos
N e e’ . -~ _/

w1 Wy Whn

calcular P(A), onde A = {{1,7,8},{2,7,8},...,{6,10,11}}.

o 00

(5) ¢

Portanto




Exemplo 51

Um total de 36 s6cios de um clube joga ténis, 28 jogam squash e 18 jogam boli-
che. Além disso, 22 dos socios jogam ténis e squash, 12 jogam ténis e boliche, 9
jogam squash ¢ boliche, e 4 jogam todos os trés esportes. Quantos sécios desse
clube jogam pelo menos um dos trés esportes?

Solugao Seja N o nimero de sdcios do clube. Vamos utilizar os conceitos de
probabilidade supondo que um sécio do clube seja selecionado aleatoriamente.
Se, para qualquer subconjunto C formado por sécios do clube, fizermos com
que P(C) caracterize a probabilidade de que o s6cio selecionado esteja contido
em C, entdo

numero de so6cios em C

P(C) = N

Agora, sendo T o numero de sécios que jogam ténis, S 0 nimero de sdcios que

jogam squash € B o numero de sécios que jogam boliche, temos, da Proposicido
4.4

P(T U S U B)
= P(T) + P(S) + P(B) — P(TS) — P(TB) — P(SB) + P(TSB)
36 +28+18-22-12-9+4
- N




Exemplo 5m O problema do pareamento

Suponha que cada um dos N homens presentes em uma festa atire seu chapéu
para o centro da sala. Os chapéus sdao primeiramente misturados, ¢ entdo cada
homem seleciona aleatoriamente um deles. Qual € a probabilidade de que ne-
nhum dos homens selecione o seu préoprio chapéu?

Solug¢ao Primeiro calculamos a probabilidade complementar de pelo menos
um homem selecionar o seu proprio chapéu. Chamemos de E,,i = 1,2,..., No
evento em que o i-ésimo homem seleciona seu proprio chapéu. Agora, pela

N
Proposicdo 4.4, P (U Ei) , a probabilidade de que pelo menos um dos homens

=1

selecione o seu préprio chapéu € dada por

N N
PILJE| = PE) - Y P(ELE,) + -
i=1

i=1 i1 <i

+ (-t > P(ELE;,---Ei,)

i1 <ipr<ip

+ - + (-D)NTIP(E|E, - .- En)



(N = n)!

P(Ej Ey -+ - E;) N

T : N
Além disso, como ex1stem( " )termos em »  P(E;E; - E;) tem-se que
iy <ip--<ip

NN — n)! 1

- (N — n)!InIN!  n!

Y P(E,E;,---E;)

£1<£2‘"<in
Logo,
N 1
-1 — Sl N+1
Pl E] =1 TR + DT

Portanto, a probabilidade de que nenhum dos homens selecione seu proprio
chapéu é
1 1 (—HN

1—1-!-5?—'3—!4"“4‘ A

que é aproximadamente igual a ¢ = 0,36788 para N grande. Em outras pala-
vras, para N grande, a probabilidade de que nenhum dos homens selecione o
seu proprio chapéu é de aproximadamente 0,37 (quantos leitores pensaram
incorretamente que essa probabilidade tenderia a 1 8 medida que N—»x?). B



*2.6  PROBABILIDADE COMO UMA FUNCAO
CONTINUA DE UM CONJUNTO

Uma sequéncia de eventos {E£ ,n = 1} é chamada de sequéncia crescente se

E,CE,C...CECE,, C..

n+l

e é chamada de sequéncia decrescente se
E,DE,D..DE,DE, ., D..

Se {E ,n = 1} é uma sequéncia crescente de eventos, entdo definimos um novo

evento, representado por h_r}n E,,como
n o0

00O
lim E, = U E;
=1

n—>0c0

Similarmente, se {E,,n = 1} € uma sequéncia decrescente de eventos, definimos
lim £, como
n

i, Bn = {12
I=

Demonstramos agora a proposi¢ao a seguir:

Proposicao 6.1.
Se {E,,n = 1} € uma sequéncia crescente ou decrescente de eventos, entido

i P(En) = Pl E,)



Proposicao 6.1.
Se {E,,n = 1} € uma sequéncia crescente ou decrescente de eventos, entdo

i P(En) = Pl B,

Demonstracdo Suponha, primeiro, que {E , n = 1} seja uma sequéncia
crescente, € defina os eventos F,,n = 1, como
Fi=E

C

Fo=FE, || JE| =E.E{_; n>1

n—1

onde usamos o fato de que | J E; = E,_1, pois os eventos sdo crescentes. Co-
1
locando em palavras, F, corresponde aos resultados de E, que nao estao em

nenhum dos eventos E; anteriores, i < n. E fécil verificar que £, sdo eventos
mutuamente exclusivos, tais que

o0 o0 H n
| JF={JE e |JF=I|JE: paratodon =1
i=1 =1 i=1 =1



Assim,

d

oo

UE

1

oo

— Z P(F)) (pelo Axioma 3)
1

n-—>oc

n
n
= ”!_I_IEIDOP LIJEI

= lim P(E,)

n—>o0o

= lim i P(F)
1

o que prova o resultado quando {E,, n = 1} € crescente.



Se |E,,n = 1} é uma sequéncia decrescente, entdo {E;,n =1} € uma sequén-
cia crescente; portanto, das equacdes anteriores,

n—>rod

o0
PI|JE | = lim P(ES)
1

C
o0 o0
Entretanto, como | | E; = (ﬂ Ei) , tem-se que

1 1

C

.8
Pl {[)E: = lim P(ES
1

Hn—>o0

ou, de forma equivalente,

o0
1-—P OEi = lim [1 — P(Ep)] =1 — lim P(Ep)



Exemplo. Considere o experimento de lancar uma moeda infinitas
vezes. Mostre que a probabilidade de nunca ocorrer coroa é zero.

Suponha que

1
P(En)zg, n:1,2,...

onde E, é o evento em que os n primeiros lancamentos sao coroas.

Solucao. Queremos calcular P(N, E,).

Comovale Ei C E> D Es---

segue que
1

n=1 n— 00 n—oo 2N

Exercicios
S. Ross, 82 Ed., p.70-78: 2.2, 2.19, 2.23, 2.25, 2.32, 2.33, 2.35,
2.42 252 2.56.
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