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Aula 08 — Grafos:

Busca em Largura
e Aplicacoes: Caminhos mais curtos

Prof. Helton Hideraldo Biscaro
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Busca em Largura

e Expande a fronteira entre vértices descobertos e nao descobertos
uniformemente atraves da largura da fronteira.

e O algoritmo descobre todos os vértices a uma distancia k do vértice
origem antes de descobrir qualquer vértice a uma distancia k + 1.

Slide do livro do Ziviani — cap 7



Busca em Largura

e Cada veértice € colorido de branco, cinza ou preto.
e Todos os veértices sao Inicializados branco.
e Quando um vertice € descoberto pela primeira vez ele torna-se cinza.

e \/értices cinza e preto ja foram descobertos, mas sao distinguidos para
assegurar que a busca ocorra em largura.

e Se (u,v) € Aeovertice u € preto, entao o vertice v tem que ser cinza
ou preto.

e \/értices cinza podem ter alguns vertices adjacentes brancos, e eles
representam a fronteira entre vértices descobertos e nao descobertos.

Slide do livro do Ziviani — cap 7 3



Busca em Largura: Exemplo
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cor(distancia da “origem”) Fila: vértice cinza
distancia desse veértice a “origem”
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Busca em Largura: Exemplo
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Implementacao

buscaEmLargura(grafo){
Aloca vetores cor, antecessor, distancia com tamanho grafo->nrVertices
Para cada vertice v
cor[v] < branco; antecessor[v] < -1; distancia[v] « *;
Para cada vertice v
se cor[v] = branco
visitaLargura(v, grafo, cor, antecessor, distancia);

}
visitaLargura(s, grafo, cor, antecessor, distancia){
cor[s] < cinza;
distancia[s] < O;
F — ; “VisitaBfs” no livro do Ziviani (slides seguintes)

insereFila(F, s);
enquanto F # J
w «— removeFila(F)
para cada vertice u da lista de adjacéncia de w
se cor[u] = branco
cor[u] < cinza;
antecessor[u] « w;
distancia[u] « distancia[w] + 1;
insereFila(F, u);
cor[w] « preto; 6



Busca em Largura: Analise

e O custo de Inicializacao do primeiro anel em BuscaEmLargura €
O(|V]) cada um.

e O custo do segundo anel € também O(|V

)

e VisitaBfs: enfileirar e desenfileirar tém custo O(1), logo, o custo total
com a fila € O(|V]).

e Cada lista de adjacentes € percorrida no maximo uma vez, quando o
vertice € desenfileirado.

e Desde que a soma de todas as listas de adjacentes é O(|A|), o tempo
total gasto com as listas de adjacentes € O(|A|).

e Complexidade total: € O(|V| + |A]).

Slide do livro do Ziviani — cap 7 7



Aplicacoes

Para encontrar os vertices vizinhos dentro de um
certo raio (por exemplo, em sistemas de
computacao movel, navegacao GPS, etc)

Pessoas a uma certa distancia em uma rede
social

Coleta de lixo em memoria (melhor localidade de
referéncia do que se usar busca em profundidade)

Caminhos mais curtos



Caminhos Mais Curtos

e A busca em largura obtém o caminho mais curto de « até v.

e O procedimento VisitaBfs contrél uma arvore de busca em largura que
é armazenada na variavel Antecessor.

Implementacao: (u tendo sido a origem da busca em largura)

void imprimeCaminho(int u, int v, int antecessorf[])

{

DICA: usando recursao!



Caminhos Mais Curtos

e A busca em largura obtém o caminho mais curto de « até v.

e O procedimento VisitaBfs contrél uma arvore de busca em largura que
é armazenada na variavel Antecessor.

Implementacao: (u tendo sido a origem da busca em largura)

void imprimeCaminho(int u, int v, int antecessorf])

{
if (d[v] == ) {
printf ("Nao existe caminho de %d ate %d" , u, v) ;
return;
}
if (u==v){printf ("%d", u; return; }
else {
imprimeCaminho(u, antecessor[v], antecessor);
printf ( "%d ", v);
}
}

10



Caminhos de Peso Minimo

11



Caminhos de peso minimo

Um caminho mais curto € aguele com menor numero de arestas

Muitas vezes nao estamos interessados no numero de arestas, e sim no custo do caminho
(soma dos pesos das arestas do caminho), ou seja, no caminho de peso minimo

A aplicacao direta da busca em largura, como feita para caminhos mais curtos, nao € mais
suficiente

Infelizmente, esse problema é também chamado “caminho mais curto”, o que causa uma
certa confusao

Daqui para frente, usaremos o termo “caminho mais curto” como sinbnimo de “caminho de
peso minimo”

Assume-se um grafo direcionado e ponderado

12



Caminhos Mais Curtos: Aplicacao

e Um motorista procura o caminho mais curto entre Diamantina e Ouro Preto.
Possui mapa com as distancias entre cada par de intersecoes adjacentes.

e Modelagem:
- G = (V,A): grafo direcionado ponderado, mapa rodoviario.
- V! intersecoes.
- A: segmentos de estrada entre intersecoes

- p(u,v): peso de cada aresta, distancia entre intersecoes.
e Peso de um caminho: p(c) = 3K p(vi_1. v;)

e Peso do caminho de peso minimo (do caminho “mais curto”):

o0 caso contrario

. C . .
5(u, v) min{p(c) : u~~ vy seexistir caminho de ua v
Nu,v) =

¢ Caminho mais curto do vértice u ao vertice v: qualquer caminho ¢ com peso
plc) = o(u,v).
13



Caminhos Mais Curtos

e Caminhos mais curtos a partir de uma origem: dado um grafo

ponderado G = (V. A), desejamos obter o caminho mais curto a partir
de um dado vértice origem s € V até cadav € V.

e Muitos problemas podem ser resolvidos pelo algoritmo para o
problema origem unica:

- Caminhos mais curtos com destino unico: reduzido ao problema
origem unica invertendo a direcao de cada aresta do grafo.

- Caminhos mais curtos entre um par de vértices: o algoritmo
para origem unica € a melhor opcao conhecida.

- Caminhos mais curtos entre todos os pares de vértices:
resolvido aplicando o algoritmo origem unica |V
para cada vértice origem.

vezZes, Uma vez

14



Caminhos mais curtos — quando
eles nao existem

Considerando a modelagem matematica proposta, ha casos em que
nao existe um caminho mais curto entre dois vértices

Para um vertice origem s:

Se um vértice v nao € alcancavel por s:
&(s, v) = infinito
Se houver algum ciclo alcancavel por s com peso total negativo:

* Para cada vértice v deste ciclo ou para vertice v para o
qual existe um caminho de s a v passando pelo ciclo,

— Nao existe um caminho mais curto de s a v,
— Ou seja, 0(s, V) = -infinito

15



Caminhos mais curtos — quando
eles nao existem

Rotulo do Vértice
/ Custo do caminho mais curto do vértice s até ele

Figura: Livro do Cormem cap 24
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Caminhos Mais Curtos

e A representacao de caminhos mais curtos pode ser realizada pela variavel
Antecessor.

e Para cada vértice v € V' 0 Antecessor[v] € um outro vertice v € V ou nil (-1).

e O algoritmo atribui a Antecessor os rotulos de vértices de uma cadeia de
antecessores com origem em v e que anda para tras ao longo de um
caminho mais curto até o véertice origem s.

e Dado um vértice v no qual Antecessor|v] # nil, 0 procedimento
ImprimeCaminho pode imprimir o caminho mais curto de s até v.

e Os valores em Antecessor[v], em um passo intermediario, nao indicam
necessariamente caminhos mais curtos.

e Entretanto, ao final do processamento, Antecessor contém uma arvore de
caminhos mais curtos definidos em termos dos pesos de cada aresta de G,
ao invés do numero de arestas. (vetor “distancia” armazenara soma dos pesos)

e Caminhos mais curtos nao sao necessariamente unicos.

17



n[v] no livro do Cormen

Caminhos Mais Curtos

e A representacao de caminhos mais curtos pode ser realizada pela variavel
Antecessor.

e Para cada vértice v € V' 0 Antecessor[v] € um outro vertice v € V ou nil (-1).

e O algoritmo atribui a Antecessor os rotulos de vértices de uma cadeia de
antecessores com origem em v e que anda para tras ao longo de um
caminho mais curto até o véertice origem s.

e Dado um vértice v no qual Antecessor|v] # nil, 0 procedimento
ImprimeCaminho pode imprimir o caminho mais curto de s até v.

e Os valores em Antecessor[v], em um passo intermediario, nao indicam
necessariamente caminhos mais curtos.

e Entretanto, ao final do processamento, Antecessor contém uma arvore de
caminhos mais curtos definidos em termos dos pesos de cada aresta de G,
ao invés do numero de arestas. (vetor “distancia” armazenara soma dos pesos)

e Caminhos mais curtos nao sao ne?aémente unicos.
d[v] no livro do Cormen 18



Arvore de caminhos mais curtos

e Uma arvore de caminhos mais curtos comraizem sV é um
subgrafo direcionado G' = (V'; A"), onde V! C V e A’ C A, tal que:

1.
2.
3.

V'’ € o conjunto de vértices alcancaveis a partir de s € G,

G’ forma uma arvore de raiz s,

para todos os vertices v € V', o caminho simples de s até v € um
caminho mais curto de s até v em G.

19



Arvore de caminhos mais curtos

Figure 24.2 (a) A weighted, directed graph with shortest-path weights from source s. (b) The
shaded edges form a shortest-paths tree rooted at the source s. (¢) Another shortest-paths tree with
the same root.

20



Relaxamento

Técnica usada por algoritmos de caminhos mais
curtos
Cada vértice v tera um valor d[v], que € uma

estimativa de pior caso (limite superior) do
custo minimo do caminho de s (origem) a v

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE((G. 5)

| foreach vertex v € G.V
2 div] = oo

3 niv] = NIL

4 dls]= 0

21




Relaxamento

Relaxar uma aresta (u,v): verificar se d[v] pode ser
decrementado ao se considerar um caminhode sav

passando por u (ou seja, verificar se usar essa aresta
melhora a estimativa atual):

I v I Vv
- 2 2
: : RELAX (1,v,w) E_RELA:{(:{,L’,H-')
I : I 7 Vv
2 r’) 2 S
2 ) > G € @

w representa a informacao dos pesos
RELAX (1. v, w)‘/

if d[v] > d[u] + w(u.v)
divl] =du] + w(u.v)

1
2
3 nvl] =u 59



Algoritmo de Dijkstra

Considerando que todas as arestas sao nao-
negativas

DIKSTRA(G, w. s)
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, §)

I
2 S =0 S: usado para prova de corretude no livro do Cormen
3

GV (conjunto de vértices ja processados)

Q N Q € uma fila de prioridades baseada no valor d
4  while O §é ) | (quanto menor o d maior a prioridade)

5 U = EXTRACT-MIN(Q)

6 S =S5SU{u}
7 for each vertex v € G.Adj|u]
8 RELAX (1, v, w)

23



Algoritmo de Dijkstra

Vértices brancos estdo em Q, cinza € o que acaba de ser removido, pretos ja 24
tiveram todas as arestas que saem dele ralaxadas



Algoritmo de Dijkstra

Note que, como as arestas possuem peso >= 0, veértices que ainda
Exemplo- estdo em Q nao terdo d menor do que os dos vértices que ja foram
" processados, garantindo que s6 uma passada sobre todos os vértices

€ o suficiente para o calculo correto das distancias.

Vértices brancos estdo em Q, cinza € o que acaba de ser removido, pretosja 25
tiveram todas as arestas que saem dele ralaxadas



Algoritmo de Dijkstra - complexidade

DIUKSTRA(G, w, s)

I INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, )

2 S=90

3 0=0aG.V

4 while Q # 0

u = EXTRACT-MIN(Q)

S = S U{u}

for each vertex v € G.Adj[u]
RELAX (u, v, w)

o0 1 O

26



Algoritmo de Dijkstra - complexidade

DIUKSTRA(G, w, s)

I INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, 5)

2 S=490

3 0=aG.V Depende de como Q é implementada!!!
4  while O #£ 0

3 U = EXTRACT-MIN(Q)

6 S = S U{u}

7 for each vertex v € G.Adj[u]

8 RELAX (u, v, w)

27



Algoritmo de Dijkstra - complexidade

Seja uma estrutura de dados para Q
(representaremos em vermelho a
complexidade dependente dela)

DUKSTRA(G. w. s)
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G. )

|

2 S=90

3 0=G.V L. 1: O(V)

4 while O # 0 L. 3:x

5 1 = EXTRACT-MIN(Q) Loop L.4 executado |V| vezes

6 S = SU{u L. 51y

7 for each vertex v € G.Adj[u] L. 7-8: no total |A| chamadas a RELAX,
8 RELAX (u. v, w) cada uma demanda alterar d[v] em Q

(qQue tem complexidade z)
total de RELAX: O(A*z)
Total: O (V+x+(V*y) + (A+V)* 2)

: : ~ ou
Assumindo-se uma implementacao
de grafos por listas de adjacéncia o O (V+x+(V7y) +,A* _Z) Sé tO(_:IOS 0S
vértices forem alcancaveis a partir da
origem

28



Heaps

Implementacdes descritas no livro do Cormen, em
particular:

Heap Fibonacci (cap 20)
Heap Binario (cap 6) — pincelado aqui. Ver
detalhes no livro do Cormen!!!

— normalmente quanto maior a chave maior a
prioridade (para usa-lo no algoritmo de Dijkstra
faremos o contrario => vocés precisarao adaptar as
rotinas de manipulacao do heap)

29



Filas de Prioridades

e E uma estrutura de dados onde a chave de
cada item reflete sua habilidade relativa de
abandonar o conjunto de itens rapidamente.

e Aplicacoes:

- SOs usam filas de prioridades, nas quais
as chaves representam o tempo em que
eventos devem ocorrer.

-~ Meétodos numeéricos iterativos sao
baseados na selecao repetida de um item
com maior (menor) valor.

- Sistemas de geréncia de memoria usam a
técnica de substituir a pagina menos
utilizada na memoria principal por uma
nova pagina.

30



Filas de Prioridades - Tipo Abstrato de Dados

e Operacoes:

1. Constroi uma fila de prioridades a partir de
um conjunto com n itens.

Informa qual € o maior item do conjunto.
Retira o item com maior chave.

Insere um novo item.

SIS

. Aumenta o valor da chave do item 7 para
um novo valor que € maior que o valor
atual da chave.

6. Substitui 0 maior item por um novo item, a
nNao ser que o novo item seja maior.

/. Altera a prioridade de um item.
8. Remove um item qualquer.
9. Ajunta duas filas de prioridades em uma
unica.
31



Heap

e As chaves na arvore satisfazem a condicao do heap.
e A chave em cada no é maior do que as chaves em seus filhos.
e A chave no no raiz € a maior chave do conjunto.

e Uma arvore binaria completa pode ser representada por um array:

1 5

2 3 4 6 7
S R O E N A D

e Arepresentacao é extremamente compacta.
e Permite caminhar pelos nos da arvore facilmente.
e Os filhos de um no ¢ estao nas posicoes 2i e 2i + 1.

e O pai de um no : esta na posicao : div 2.

32



Exemplos e cdédigos a seguir, do livro do Cormen, assumem um heap no qual quanto maior
a chave maior a prioridade (MAX-HEAP). No caso de seu uso no algoritmo de Dijkstra para

caminhos mais curtos deveria ser um MIN-HEAP.

1

o N

2 3 4 5 6 7 8

16

PARENT(i)

|  return |i/2]
LEFT(i)

|  return 2i

RIGHT(i)
1 return 2i + 1

(b)

Notem que precisa
comecar no 1!

33



MAX-HEAPIFY(A, 2), where A.heap-size = 10. Coloca o valor da atual posigao i em um lugar adequado

—

Verifica quem € menor: i ou um de seus filhos (largest)

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

MAX-HEAPIFY (A, i)

[ = LEFT(i)

r = RIGHT(i)

if | < A.heap-size and A[l] > Ali]
largest = |

else largest = i

if r < A.heap-size and A[r] > Allargest]
largest = r

if largest # i
exchange A[i] with A[largest]
MAX-HEAPIFY (A, largest)

36



MAX-HEAPIFY(A, 2), where A.heap-size = 10. Coloca o valor da atual posigao i em um lugar adequado

Complexidade: ?

MAX-HEAPIFY (A, i)

.

=D 00 1 Dy e g =

[ = LEFT(i)

r = RIGHT(i)

if | < A.heap-size and A[l] > Ali]
largest = |

else largest = i

if r < A.heap-size and A[r] > Allargest]
largest = r

if largest # i
exchange A[i] with A[largest]
MAX-HEAPIFY (A, largest)

37



MAX-HEAPIFY(A, 2), where A.heap-size = 10. Coloca o valor da atual posigao i em um lugar adequado

Complexidade: O(lg n)

MAX-HEAPIFY (A, i)

.

=D 00 1 Dy e g =

[ = LEFT(i)

r = RIGHT(i)

if | < A.heap-size and A[l] > Ali]
largest = |

else largest = i

if r < A.heap-size and A[r] > Allargest]
largest = r

if largest # i
exchange A[i] with A[largest]
MAX-HEAPIFY (A, largest)

38



Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1 A.heap-size = A.length
2 fori = | A.length/2| downto 1
3 MAX-HEAPIFY (A, i)

NoOs do ultimo nivel satisfazem a condicao do heap

Precisa entao acertar o posicionamento dos nos do nivel superior para cima

39



Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1  A.heap-size = A.length
2 fori = |A.length/2| downto |
3 MAX-HEAPIFY (A.i)

Complexidade: ?

40



Construcao do heap

BUILD-MAX-HEAP(A)

1  A.heap-size = A.length
2 fori = |A.length/2| downto |
3 MAX-HEAPIFY (A.1)

Complexidade: O(n)

(ver secao 6.3 do livro do Cormen - 3.ed)
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HEAP-EXTRACT-MAX (A)
if A.heap-size < 1

error “heap underflow”
max = A[l]
All] = AlA.heap-size]
A.heap-size = A.heap-size — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

LI P =

~ N

42



HEAP-EXTRACT-MAX (A)
if A.heap-size < 1

error “heap underflow”
max = A[l]
All] = AlA.heap-size]
A.heap-size = A.heap-size — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

LI P =

~ N

Complexidade: ?
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HEAP-EXTRACT-MAX (A)

if A.heap-size < 1

error “heap underflow”
max = A[l]
All] = AlA.heap-size]
A.heap-size = A.heap-size — 1
MAX-HEAPIFY (A, 1)
return max

LI P =

~ N

Complexidade: O(lg n)

44



HEAP-INCREASE-KEY (A,1. key)

]
2
3

N L A

if key < Ali]
error “‘new key is smaller than current key”
Ali] = key
while ; > | and A[PARENT ()] < A[i]
exchange Ali]| with A[PARENT(7)]
I = PARENT(i)
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HEAP-INCREASE-KEY (A,1. key)

]
2
3

N D &

if key < Ali]
error “‘new key is smaller than current key”
Ali] = key
while ; > | and A[PARENT ()] < A[i]
exchange Ali]| with A[PARENT(7)]
I = PARENT(i)

Complexidade: ?
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HEAP-INCREASE-KEY (A,1. key)

1 if key < Ali]

2 error “‘new key is smaller than current key”
3 Ali] = key

4 whilei > 1 and A[PARENT (/)] < Ali]

5 exchange Ali]| with A[PARENT(7)]

6 I = PARENT(i)

Complexidade: O(lg n)
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Heap

e Exemplo da operacao de aumentar o valor da chave do item na

POSICAO :
(a) ’s) (b) (s)
e / \ =, e / \ ™
HE{I . }_{I D/
.J_.r -_‘x. / Y J__."I "-.1
l/.- -{.r-" 1\}‘- N 1 B )‘ B --{I_r"r l\\_‘?}- - If_a- {:’ \_} .
BN A B E N U D)
(c) ’s) (d) (U) i
(,/\\7 i f,._/ \,
'R (U’ 'R (5 )
}._{ vy f}_{\ ;}_.{i
*, Iy ; ,
J_.-" "-1_ _.-": "'-_‘. i+ '-.\“ J_.-" "-._‘.
o {\. P P } "x_l P {. P Pt ,-:" "\_I
I“J_:_. ) |,MI_\_IH,- ,\[_:U "\,]_:_:',,»" I‘\_E_./' 'N,; kl;u '\E )

e O tempo de execucao do procedimento AumentaChave em um item do
heap é O(logn).
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Algoritmo de Dijkstra - complexidade

DUKSTRA(G. w. 5) Considerando Q como um heap binario:
: . L. 1:0(V)

I INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G. s) _

> S =g L. 3: O(V)

3 0=0G.V Loop L.4 executado |V| vezes

4 while O # 0 L. 5: no total O(V Ig V)

5 u = EXTRACT-MIN(Q) L. 7-8: no total A chamadas a RELAX,

6 S =S U{u cada uma com um DECREASE-KEY

7 for cach vertex v € G. Adju] implicito: O(A IgV)

8 RELAX (1. v, w) Total: O((A+V) lg V) ou

O(A lgV) se todos os vértices forem
alcancgaveis a partir da origem
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Algoritmo de Dijkstra - complexidade

DUKSTRA(G. w. 5) Considerando Q como um heap binario:
e @ . L. 1:0O(V)

I INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G. s) _

> S =g L. 3: O(V)

3 0=0G.V Loop L.4 executado |V| vezes

4 while O # 0 L. 5: no total O(V Ig V)

5 u = EXTRACT-MIN(Q) L. 7-8: no total A chamadas a RELAX,

6 S =S U{u cada uma com um DECREASE-KEY

7 for cach vertex v € G. Adju] implicito: O(A IgV)

8 RELAX (1. v, w) Total: O((A+V) lg V) ou

O(A lgV) se todos os vértices forem
alcancgaveis a partir da origem

Usando heaps Fibonacci: O(VIgV + A)
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Algoritmo Bellman-Ford

Resolve o caso geral (arestas podem ter pesos negativos)

Retorna falso se o grafo tiver um ciclo negativo

BELLMAN-FORD (G, w. s) Como o caminho de peso

minimo nio tem ciclo,
INITIALIZE-SINGLE-SOURCE (G, s) tem comprimento no

]

2 fori =1to|G.V|—1 " maximo |V|-1

3 for each edge (u.v) € G.E

Logo, em |V|-1 rodadas,
todas as arestas deste
caminho sao
corretamente relaxadas
para seus valores reais

4 RELAX(u, v, w)

5 foreachedge (u.v) € G.E
6 if d[v] > d[u]+ w(u. v)
7 return FALSE

8 return TRUE
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Algoritmo Bellman-Ford

Exemplo:(algoritmo retorna TRUE)

6 oo

(a) (b)

52



Complexidade do Algoritmo Bellman-
Ford

BELLMAN-FORD (G, w, s)

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G. s) L. 1: O(V)
fori = 1to|G.V|—1
for each edge (v,v) € G.E L. 2-4: O(VA)
RELAX(u.,v.w) L. 5-7: O(A)
for each edge (v.v) € G.E _
ifd[v] > d[u] + w(u. v) Total: O(VA)
return FALSE
return TRUE

o d NN B W~
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Referéncias

Ziviani: secoes 7.5e 7.0

Cormen: secao 22.2 e cap 24
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