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1.1 Introducao

O conceito de limite é o mais fundamental do Calculo Diferencial e Integral,
pois é nele que se baseiam na Matematica atual as definicdes de convergéncia,
divergéncia, continuidade, derivada e integral.

A falta de compreensdo da nocdo de limite, no passado, levou a varios
paradoxos, sendo os mais antigos que se tem noticia devidos a Zen3o de Eléia,
datando de aproximadamente 2.450 anos. Um dos problemas propostos por
Zendo era equivalente ao seguinte:

Imagine que um atleta deva correr, em linha reta, de um ponto a outro
distando 1km. Quando o atleta chegar na metade do caminho, ainda faltara
0,5 km para chegar ao seu destino. Quando ele percorrer a metade dessa metade
do caminho, ainda faltara 0,25 km e quando percorrer a metade dessa distancia
ainda faltara 0,125 km e assim, sucessivamente. Repetindo esse raciocinio
indefinidamente, argumentava Zen3o, o atleta nunca chegaria ao destino, pois
ndo importando a distancia percorrida, sempre restaria alguma distancia a ser
percorrida.

Note que a distancia que separa o atleta da sua meta se tornara t3o préxima
de zero quanto ele quiser, bastando para isso que ele repita os deslocamentos
acima descritos um namero suficientemente grande de vezes.

O paradoxo de Zendo sé se sustentava pois ndo levava em conta o fator
tempo, subjacente a qualquer movimento, e o fato de que, ao somar sucessiva-

mente as distancias percorridas,
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248

o resultado é limitado por 1 e dele se aproxima o quanto quisermos.

S3o essas ideias intuitivas de estar tdo proximo quanto se quiser que encerra
o conceito de limite.

Embora fundamental, esse conceito demorou mais de dois milénios para

finalmente ser rigorosamente definido pelos matematicos do século XIX.
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1.2 Sequéncias de Nimeros Reais

A experiéncia ficticia de Zen3o, gera a infinidade de nameros:
1 1 1 1
20 22 93 T ogm T
que correspondem aos pontos da imagem da fun¢do = : N — R definida por

Isto nos reconduz ao conceito fundamental de sequéncia que ja encontramos
em MA1l e MAI12 e que relembraremos a seguir, juntamente com as pro-
priedades a ele relacionadas.

Uma sequéncia de nimeros reais € uma funcdo z : N — R que a cada DEFINICAO 1

namero natural n associa um namero real z,, = z(n), chamado o n-ésimo Sravkxeis
termo da sequéncia.

Denotaremos por (1,2, T3, ..., Ty, ..), OU POr (Z,)nen, ou simplesmente
por (z,), a sequéncia z : N — R.

E importante fazer a distingdo entre o conjunto formado pelos termos da
sequéncia e a sequéncia em si. De fato, a sequéncia (1,1,1,...) tem como
conjunto dos seus termos o conjunto unitario X = {1}. Neste caso, a fungdo
x € a funcdo constante definida por z,, = 1, para todo n € N.

Em geral, chamaremos de sequéncia constante a toda sequéncia cujos ter-
mos sdo iguais entre si.

I

A sequéncia (1,2,1,2,1,2,...) corresponde a funcdo z(n) = 1 sen éimpar  ExpMmpLO 1
e z(n) = 2 se n & par; o conjunto de seus termos é o conjunto X = {1,2}, ou
seja, uma sequéncia tem sempre infinitos termos, embora o conjunto formado

pelos seus termos possa ser um conjunto finito.

: : . I
Considere os seguintes exemplos de sequéncias: EXEMPLO 2

3 vy D
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DEFINIGAO 2

SEQUENCIA LIMITADA
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) = (2,4,8,16,...).

Uma observacdo importante a ser feita, é que as sequéncias, como particu-
lares funcdes reais, podem ser somadas, subtraidas, multiplicadas ou quocien-
tadas. Ou seja, dadas as sequéncias (z,,) € (y,), podemos formar as sequéncias
(0 £ yn), (T0yn) € (z—:) desde que, nesta altima, v, # 0 para todo n € N.

Observe que nas sequéncias dos Exemplos 1, 2, 3 e 4, acima, tem-se que
x, € [0, 1], para todo n € N, o que n3o ocorre para as sequéncias dos Exemplos
5 e 6, visto que para qualquer intervalo limitado escolhido, sempre existirdo
termos de ambas as sequéncias que “escapardo’ desse intervalo.

O fato de que todo intervalo limitado esta contido e contém um intervalo
da forma (—c¢,c), com ¢ > 0, nos ajudara bastante a simplificar as nossas ar-
gumentacdes. Por outro lado, a sentenga = € (—c, ¢) se traduz algebricamente
na sentenga |z,| < c.

Assim, nos Exemplos 1, 2, 3, e 4, dado que z,, € [0,1] C (—2,2) para todo
n, temos que |z,| < 2, para todo n; enquanto que nos Exemplos 5 e 6, ndo
existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todo n € N.

O que acabamos de ver é que todos os termos das sequéncias dos quatro
primeiros exemplos est3o confinados em um intervalo limitado, enquanto os ter-
mos das sequéncias dos dois tltimos exemplos no estdo confinados em nenhum

intervalo limitado, o que nos conduz & seguinte definicdo:

Uma sequéncia (z,,) é dita limitada, se existe ¢ > 0 tal que |z,,| < ¢, para
todo n € N. Quando uma sequéncia (x,) n3o é limitada, dizemos que ela &

ilimitada.

Note também que as sequéncias dos trés primeiros exemplos t&ém a pro-

priedade que seus elementos decrescem, isto &,

X1 >Tg >Tg > >Tpy > 0.
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Ou seja, a medida que n cresce, os termos da sequéncia decrescem. Na ver-
dade, observe que ao se escolher quaisquer dois nameros naturais m > n, os
respectivos termos x,, € x,, da sequéncia satisfardo a desigualdade z,, < x,.
Em particular, no Exemplo 1, se tomarmos n = 50 e m = 60, teremos
1’60:$<%:I50.

Do mesmo modo, no Exemplo 2, temos 55 < i, visto que 260 > 250,

As sequéncias dos dois altimos exemplos tém comportamento oposto, ou
seja, 0s seus termos sio crescentes, isto é, Tpy1 > Ty, Para todo n € N.

Formalizemos estes tipos de comportamentos das sequéncias nas definicdes

a seguir.

Uma sequéncia (z,,) sera dita decrescente se x,,,1 < x, para todon € N.

Diremos que a sequéncia é ndo crescente, se x, 11 < x, para todo n € N.

No caso das sequéncias ndo crescentes, como a prépria expressido diz, a
medida que n cresce, os termos da sequéncia ndo crescem, ou seja, um termo
é menor ou igual do que o antecede.

Por exemplo, a sequéncia (1,1,1,%,3,3,4,%,3,...) € ndo crescente, pois
tem a propriedade z,,,1; < x, para todo n, mas ndo é decrescente, pois ndo

satisfaz a propriedade x,, ;1 < x, para todo n.

Uma sequéncia (z,,) sera dita crescente se x,.1 > x, para todon € N.

Diremos que a sequéncia é n3o decrescente, se z,.1 > x, para todo n € N.

As sequéncias crescentes, ndo decrescentes, decrescentes ou ndo crescentes
sdo chamadas de sequéncias mondétonas.

Note, porém, que a sequéncia (1,0,1,0,1,0,...) do Exemplo 4 ndo é moné-
tona: se n & impar, tem-se x,, > x,, 1, enquanto T, 11 < Tpyo.

Vejamos se existe alguma relacdo entre os conceitos de sequéncias moné-
tonas e de sequéncias limitadas, que acabamos de introduzir.

A sequéncia monétona crescente (1,2,3,4,...,n,...) dos nimeros natu-
rais (Exemplo 5) é ndo limitada (esta é a chamada Propriedade Arquimedi-
ana dos nimeros reais). O mesmo acontece com a sequéncia do Exemplo 6:
(2,4,8,...,27,...).

DEFINIGAO 3

SEQUENCIA DECRESCENTE

DEFINIGAO 4

SEQUENCIA CRESCENTE

v L
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Por outro lado, a sequéncia (z,,) = (1—%) & mondtona crescente e limitada,
visto que em cada passo subtrai-se de 1 um namero cada vez menor e, portanto,
em cada passo o correspondente termo da sequéncia aumenta. Ao mesmo
tempo que nenhum termo da sequéncia ultrapassa 1, donde z,, € (0,1) para
todo n € N.

Finalmente, embora as sequéncias dos trés primeiros exemplos sejam de-
crescentes e limitadas, a sequéncia (—n) = (—1,—2,-3,—4,...,—n,...) é
também decrescente, mas n3o limitada.

Assim, vemos que os dois conceitos ndo guardam nenhuma relacdo entre si.

C—
EXEMPLO 3 Considere a sequéncia cujo n-ésimo termo é
_1 1 1 1
Tp = +ﬁ+§+---—|—m.
Assim,
=141 —1—|—1-|—1 —1-|—1—|—1-1-1
T = , L2 = 2a T3 = 2 6’ .

ALt 2 < . _ 1 2
Note que essa sequéncia € mondtona crescente, pois T, 11 = T, + sk Além

disso, ela também é limitada.

Para ver isso, considere a progressdo geométrica (1,3, 55, , 55, - ). A
soma S,, dos seus n primeiros termos é dada pela férmula
1 1— () 1

_ 2)  _

on—1 - 1— % - 2n—1’

1

S =1
+o et

0 que nos mostra que S,, < 2.

1 1 .
Como, para todo n > 3, temos 1< gn (exercicio facil), segue-se, para
n! n-
todo n > 3, que
NIRRT 1 B S
20 3! n! 2 22 2n—1
= 1+2- 55 <1+2=3,

Como z1 < 3 ey < 3, temos que 0 < x,, < 3, para todo n € N, o que mostra

que a sequéncia é limitada.

S
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5" Para Saber Mais - Somas de termos de PGs com Razdo Entre 0 e 1 -

Clique para ler

Dada uma sequéncia (z,,),en de nimeros reais, uma subsequéncia de (z,,)
é a restricdo da fun¢do x que define (x,) a um subconjunto infinito N; =
{n1 <ng <ng<---<ng<---}. Denotamos a subsequéncia por (z,)nen;,

OU (Tpys Tngy Tngs =+ 5 Tiyy - -+ ) OU AINdA (T, )ien.

5" Para Saber Mais - Definicdo Educada de Subsequéncia - Clique para ler

Consideremos o subconjunto Ny = {3n;n € N} do conjunto N. Se olhar-

. : 1 :
mos a restricdo da sequéncia z(n) = on 20 subconjunto N; de N, obtemos a

Ameia (111 1
subsequéncia (2—3, 36,350+ 5B - )
Se considerarmos a restricdo da sequéncia (=) ao subconjunto N; =
{1,3,5,7,9,...,2n —1,...}, ou seja, o conjunto dos nimeros impares, obter-
A - 1 1 1
€mos a SubsequenCIa (1, 3¥rE50 W, tee )

Para finalizar esta se¢do, relembraremos os axiomas que caracterizam o
conjunto dos nameros reais que foi um dos principais objetos de estudo de

MA11, e do qual decorrem todas as suas demais propriedades.
O conjunto dos nameros reais forma um corpo ordenado completo.

A nocio de corpo ordenado ja foi bastante explorada e detalhada em MA11.
A noc3o central de completeza (ou completude) dos nimeros reais que utilizare-
mos esta relacionada com a nocdo de convergéncia de sequéncias, assunto que

desenvolveremos na préxima secdo.

UNIDADE 1

DEFINICAO 5

SUBSEQUENCIA

I
ExXEMPLO 4

AXIOMA 6

Axiomas Dos REAIs

2N
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1.3 Exercicios

1. Mostre que as sequéncias abaixo sdo limitadas e moné6tonas. Descreva o

tipo de monoticidade de cada uma delas.

2n —1
(@) ="
1
(b) xn:1~|-3—n,
(©) o=
(4 xn:nil;
241
(©) x“_n&;

2. Para cada uma das sequéncias do exercicio anterior, exiba trés subsequén-

cias.

3. Existe um namero finito ou infinito de subsequéncias da sequéncia ((—1)"1)?

Justifique sua resposta

4. Considere a sequéncia (1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,--+).

(a) Exiba trés subsequéncias limitadas e trés n3o limitadas,

(b) Exiba trés subsequéncias monétonas crescentes e trés monétonas ndo

decrescentes,

(c) Exiba trés subsequéncias mondétonas decrescentes e trés monétonas

nao crescentes.

5. Sejam (z,) e (y,) duas sequéncias dadas. Discuta relativamente aos

tipos de monotonicidade dessas sequéncias, os tipos de monotonicidade

. Ty,
que podem ocorrer nas sequéncias (T, £ ¥y,), (Tnyn) € (—)

n

S
%
<

oo
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1.4 Limites de Sequéncias de Nimeros Reais

Observamos na argumentacdo de Zendo que o atleta nunca chegaria a sua
meta, embora fique préximo dela quanto quiser, ou seja, a distancia que o separa
da meta se torna tdo proxima de zero quanto ele quiser.

Vejamos isso com um pouco mais de rigor.

A sequéncia em questdo é (). Ja observamos que dados n > m, tem-se

2n
0 < 2% < 2%,1 ou seja, a sequéncia é decrescente com todos os seus termos
positivos.

Consideremos, agora, um intervalo de centro zero e raio pequeno, digamos

(— #, ﬁ) que, convenhamos, é muito pequeno. Agora, como

1 1 1 1 1

- <=
230 1.073.741.824 109 229 536.870.912°
vemos que 35 € ( — 13, 159 ) -
Na verdade, como para todo n > 30 temos que 57 < 57, segue-se que,

2n
1 11
para todo n > 30, 5w € (— W?W)'

Isso nos mostra que a partir de um certo valor de n, a saber, n = 30, todos

Are . 11
os termos da sequéncia pertencem ao intervalo ( — To9> W)'

Mostremos agora que o que afirmamos acima n3o é restrito ao intervalo
escolhido (— ﬁ, #) De fato, escolha arbitrariamente um namero real » > 0

e considere o intervalo (—r,7). Em vista da Propriedade Arquimediana dos

nameros reais, sabemos que existe um inteiro ng > 1 tal que ng > % logo

1 no 1 1

e < T Como 2™ > ny, segue-se que 5y < e < T

1
2’)’1

1

Na verdade, como para todo n > ngy tem-se que w5, obtemos que

1
,2—n<’l“.

Vemos, portanto, que a partir de um certo valor ny de n, todos os termos

<
para todo n > m

da sequéncia pertencem ao intervalo (—r,7). Como o namero r > 0 pode
ser escolhido arbitrariamente, vemos que n3o importa o quio pequeno ele seja,
sempre existira, para essa escolha de r, um inteiro positivo ng a partir do qual
todos os termos da sequéncia pertencerdo ao intervalo (—7,7). E nesse sentido
que entendemos que os termos da sequéncia se aproximam de zero quando n
cresce. (ver a Figura 1.1).

UNIDADE 1

[N
EXEMPLO 5

2N
in %



UNIDADE 1 LIMITES DE SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

g
EXEMPLO 6
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-r 0 1 1
SM+15m

Figura 1.1: Dois termos da sequéncia ()

Consideremos a sequéncia

( ) (_1)n+1 ) 11 11 1 (_1)n+1 (_1)n+2
TIp)=\\——" | = P R S S e ) P
n 2°'3 45 6 n n+1

da qual representamos alguns termos na Figura 1.2).

-1 21 211 0 11 1 1
2 46 75 3

Figura 1.2: Alguns termos da sequéncia

Todos os elementos desta sequéncia sdo diferentes de zero, sendo positivos

os elementos correspondentes a n impar (por exemplo, 1, %, %, -+ +), e negativos
aqueles correspondentes a n par (por exemplo, —3, —1,—%, )

Vamos mostrar, como no exemplo anterior, que os elementos desta sequén-
cia se aproximam de zero quando n cresce. Com efeito, seja r um namero

real positivo qualquer e seja ng > 1 um namero natural tal que 10 < r, entdo

n

(1ot o] g (—1)ro+! s
o € (—r,7), pois ” = (note que o estara a esquerda de
zero se ng for par e a direita de zero se ng for impar). Além disso, se n > ny,
(=pntt 1 1
=L Loy
n n ng

. —1)n+1
Em resumo, acabamos de verificar que ’%‘ < r para todo n > ng, ou

seja, que % € (—r,r) para todo n > ny (ver a Figura 1.3).

-r (_1) m+2 0 (_1)m+1 r
m+1 m

Figura 1.3: dois termos da sequéncia, com m impar

10
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Podemos ent3o afirmar que, nos dois exemplos acima, para qualquer inter-
valo aberto I contendo zero, podemos determinar um inteiro ng > 1 de modo

que para todo n acima de ng, o n-ésimo elemento da sequéncia pertence a I.

Consideremos a sequéncia

n—1 1234 n—1
(an)—< n >_(07§7§a1a57'” B a)

Vemos que todos os termos da sequéncia pertencem ao intervalo [0, 1].

Além disso, como ”T_l =1- % segue-se que a sequéncia x,, € crescente pois

a medida que n cresce, subtraimos de 1 um niamero cada vez menor.
Seja r > 0 um namero real positivo qualquer e consideremos o intervalo

(1 —r,1+r). Como vimos antes, existe um ndmero inteiro positivo ny tal

1
que — < r. Logo, —— > —r e, portanto, adicionando-se 1 a desigualdade,

o o
1 1 1
obtemos que 1 — — > 1 —r. Como para todo n > ngy tem-se que — < —,
Un) n No
1 .
segue que para todon > ng, 1 — —>1—— >1—r, visto que estamos
n Un
. , 1 i 1
subtraindo de 1 o nimero — que é menor que —.
n No

O que acabamos de ver é que a partir de um certo valor de n, a saber,

para valores de n tais que n > ngy, obtemos que z,, € (1 — 7,1+ 7). Na

verdade, como sempre subtraimos de 1 um nimero positivo —, todos os termos
da sequéncia x,, sdo menores que 1, ou seja para todo n > ng tem-se que
zp,€(l—r1)C(1—r1+7).

Como o namero r > 0 é arbitrario, de novo, vemos que para qualquer
intervalo aberto I, agora contendo o namero 1, podemos determinar um inteiro
nog > 0 de modo que apds o np-ésimo termo da sequéncia, todos os outros

termos pertencem ao intervalo .

Note que nos Exemplos 9 e 10, o intervalo I (por menor que seja) contém
o zero, enquanto que no Exemplo 11 o intervalo I contém o namero 1. Por
outro, lado para todos eles sempre se encontra um inteiro positivo ng acima
do qual todos os termos da sequéncia pertencem a I. Enfatizamos que como
I pode ser tomado t3o pequeno quanto se queira, podemos intuir que nos

11

UNIDADE 1

[N
ExEmMPLO 7
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DEFINIGAO 7

LIMITE DE SEQUENCIA

DEFINIGAO 8

SEQUENCIA DIVERGENTE

Exemplos 9 e 10 os termos da sequéncia ficam t3o préximos de zero quanto se
queira, enquanto no Exemplo 11 os termos da sequéncia ficam tdo préximos de
1 quanto se queira. O que acabamos de ver nos Exemplos 9 e 10 caracteriza
o fato de que em cada um deles a sequéncia x,, converge para zero, enquanto
que no Exemplo 11, a sequéncia x,, converge para 1.

Precisamente, temos a seguinte definicdo:

Sejam (x,,) uma sequéncia de nimeros reais e [ um namero real. Dizemos
que (x,) converge para l, ou é convergente, e escreve-se lim z,, = [, quando
n—oo

para qualquer intervalo aberto I contendo [ (por menor que ele seja) é possivel
encontrar um inteiro ng > 1, de modo que x,, € I para todo n > ny.

Com o objetivo de tornar mais operacional a nossa definicdo de convergéncia,
note que, o intervalo I, contendo o namero real [, pode ser tomado da forma
(I—r,l47), onde r € um namero real positivo. Portanto, dizer que x,, converge

para [, isto &, que lim x, = [, € o mesmo que dizer que:
n—oo

Para todo namero real r > 0, existe um inteiro ng > 1 tal que para todo

n > ngy tem-se que x,, € (I —r, I+ 7).

Observemos ainda que a condi¢do z,, € (I — r,l + r) para todo n > ny,
equivale a condi¢do algébrica |z, — [| < r para todo n > ng. Em palavras:

A distancia de x, a | se torna arbitrariamente pequena desde que n seja
tomado suficientemente grande.

Assim, em relacdo aos exemplos acima, temos que:

-1 n+1 -1
m L =0, 1m0 e lim "
n—oo 21 n—00 n n—oo N

=1.

Quando n3o existir um namero [ para o qual z, convirja, dizemos que a

sequéncia x,, diverge, ou que é divergente.

E intuitivo o fato de uma sequencia (,) ndo poder convergir para dois
nameros reais [; e [, distintos, pois, se este fosse o caso, poderiamos achar dois
intervalos abertos I; e I, disjuntos, contendo [; e I3, respectivamente, de tal
modo que para valores de n suficientemente grandes, os termos da sequéncia
estariam dentro de cada um desses intervalos, o que n3o é possivel. A proposicio
abaixo apenas formaliza esta argumentac3o.

12
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Se existir um namero real [ tal que lim z, = [, ent3o ele é nico.
n—oo

I=5" Para Saber Mais - Demonstracdo Formal da Proposicdo - Clique para ler

A seguir, damos dois exemplos de sequéncias divergentes.

Consideremos a sequéncia z, = (—1)",n > 1.

Temos que x,, = 1 para n par e x,, = —1 para n impar. Seja [ um namero
real arbitrario e tomemos o intervalo [ = (I — %,l + %) Vemos que n3o pode
ocorrer simultaneamente, 1 € [ e —1 € I. Como x, oscila de —1 para 1,
repetidamente, sempre havera termos da sequéncia fora do intervalo I. Como [
é arbitrario, segue-se que (x,,) diverge. (ver a Figura 1.4), onde tomamos, por
exemplo, 0 <[ < 1).

| ( | |
0 |

[-1/2 1+1/2

A2
.

Figura 1.4: Intervalo contendo [

Raciocinando de modo analogo ao exemplo anterior, mostra-se que a se-

quéncia (sen?(™r)), ou seja, (1,0,1,0,1,0,...), também diverge. (Faca-o

como exercicio.)

As sequéncias vistas acima, (5+), (%), (ﬂ) e (=1), tém uma par-

n n n
ticularidade em comum, a saber, todas elas convergem e também s3o todas

limitadas. Na verdade, isso € um fato geral. Precisamente,

Toda sequéncia convergente é limitada.

13

UNIDADE 1
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EXEMPLO 8

I
EXEMPLO 9

PROPOSICAO 10
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O ) . .
DEMONSTRACAO Seja (x,) uma sequéncia convergente, tal que lim, ,,,x, = [. Pela

definicdo de sequéncia convergente, temos que dado um intervalo limitado [
contendo [, existe um inteiro positivo ng tal que para todo inteiro n > ng, tem-
se que 1, € I. Assim, os Unicos termos da sequéncia que enventualmente n3o
pertencem ao intervalo I, sdo os termos x1,Zo, ..., X, portanto em nimero
finito. Basta agora tomar um intervalo limitado J contendo o intervalo I e
também os termos xi, 9, ..., x,,. Obtemos assim, que todos os termos da

sequéncia pertencem ao intervalo J e que, portanto, (z,,) é limitada.

Considere agora, a sequéncia monétona decrescente (%) Vimos que ela é

limitada e converge para zero. Analogamente, a sequéncia monétona crescente
(%=1) é limitada e converge para 1.
n
Isto ndo & uma simples coincidéncia. Na verdade, este é o axioma para a

completeza que adotamos:

AXIOMA 11 Toda sequéncia monétona e limitada de nimeros reais converge para algum
COMPLETEZA .
namero real [.

Existem outras formulacdes do Axioma da Completeza que sido equiva-
lentes a esta e podem ser vistas em um curso de Anélise. Por exemplo, a
que foi adotada em MAL11, dizia que toda expressdo decimal n,ninsns. . .,
onde m,nqy,n9,n3,... sdo digitos de 0 a 9, representa um namero real. Ha
uma relacdo quase imediata entre as nocdes de sequéncias convergentes e de
subsequéncias, que veremos a seguir.
TEOREMA 12 Seja (x,,) uma sequéncia tal que lim z, = [ e seja (z,,,) uma subsequéncia
LIMITE DE SUBSEQUENCIA n—r00

qualquer, entdo lim z,, =1
71— 00

O ) :
DEMONSTRACAO Seja r > 0 um namero real, logo existe ng tal que =, € (I —r,l + 1)

para todo n > ng. Por outro lado existe i( tal que se i > iy, entdo n; > ny.

Portanto, se i > iy, temos que x,,, € (I —r,l+r), que mostra que lim x,, = [.
1—00

Outro fato interessante a respeito de subsequéncias de uma sequéncia é
fornecido pelo seguinte resultado:

A
" L 14



SEQUENCIAS REAIS E SEUS LIMITES UNIDADE 1

Toda sequéncia (x,,) possui uma subsequéncia monétona. PROPOSICAO 13
SUBSEQUENCIA

MoNOTONA
I
DEMONSTRACAO

Considere os dois seguintes conjuntos:

A; = {p e N; existe n > p tal que z,, > x,}

Ay = {p € N; existe n > p tal que z,, < z,}.

E claro que se tem A; U A, = N. Temos, agora, duas possibilidades:

a) A, éinfinito. Neste caso, é imediato extrair uma susequéncia ndo decrescente
de (z,).

b) A; é vazio ou finito. Neste caso, Ay é necessariamente infinito e, portanto,

podemos extrair de (x,,) uma subsequéncia ndo crescente.

15 vy D



UNIDADE 1 LIMITES DE SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

1.4.1 Exercicios

1. Encontre inteiros ny, ny > 1 tais que

(_1)n+1 1 .
(a) ‘T <mparan2n1,
o 1
(b) ‘ s < Togog P » > ng.
2. Encontre inteiros nq, nq, n3 > 1 tais que
(a) A aran >
— < — n > ng;
gn S g PAET=M
(b) LA aran >
— < —— para n > no;
on = o PR ="2
(c) © < ! aran >
— < —— para n > ns.
on = 1000 PO =T
3. Ache os limites das sequéncias (x,,),>1 abaixo
2n — 1
(a) @, = n
(b) 1+ 1
3n
1
(c) zn= EQ
n?+1
d e
(d) @ 3n?

4. Comprove cada um dos seguintes limites:

n
li =
(a) lim ~=—

. n-+3
(b)) i o =

L,

5. O que se pode dizer sobre uma sequéncia convergente (x,,) cujos termos
sdo todos nimeros inteiros?

6. O que se pode dizer sobre as subsequéncias convergentes da sequéncia

(=17
7. Ache nh_}IIOlo(\/W —/n).

8. Mostre que

16
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SEQUENCIAS REAIS E SEUS LIMITES UNIDADE 1

1 1 1
1; —0.
e ((n+ 02 Ty T (2n)2>

Sugestao: Observe que

0c—— 41 4oy Lo ]
(n+1)2  (n+2)? (2n)2 — (n+1)2 n

N

-—
n parcelas

9. Verifique, pela definicdo, que toda sequéncia constante (xz,, = ¢) converge

para c.

g vy D



UNIDADE 1 TEXTOS COMPLEMENTARES

1.5 Textos Complementares

Para Saber Mais Somas de termos de PGs com Raz3o Entre 0 e 1

Na verdade, o fato da sequéncia (S,,), dada por

1 1 1
S =144+ +...
+2+4+ +2n_1

ser limitada é um caso particular do fato da soma dos termos de uma PG
qualquer de razdo ¢, com 0 < ¢ < 1, ser limitada. De fato, pela férmula da
soma dos termos de uma PG, temos

n_l 1_ n
S,=a+aq+aq® +--+ag" = a = q

aq—l_al—q'
Como0<1—¢"<10e1l—g>0, temos
1-¢" |al
Sn| < :
|5l ol R
Logo, (S,) é limitada.
‘)
D 18



SEQUENCIAS REAIS E SEUS LIMITES UNIDADE 1

Definicao Educada de Subsequéncia Para Saber Mais
Pode-se definir a nocdo de subsequéncia de uma sequéncia como a com-

posicdo de duas sequéncias. De fato, suponha dada uma sequéncia z: N — R

e uma sequéncia crescente n: N — N. A subsequéncia (z,,,) = (2, Zpys - - - )

D

é precisamente xon: N — R.

19 vy D



UNIDADE 1 TEXTOS COMPLEMENTARES

Para Saber Mais

R

%

E

>

Demonstracido Formal da Proposicao
Suponha por absurdo que lim z, =1; e que lim x, =ly, com l; # .
n—roo n—ro0
Tome r = ”2;—1” > (. Assim, existem inteiros positivos n; e ny tais que para
todo n > ny, |x, — l1] < r e para todo n > ny, |z, — l2| < r. Tomando-se
ny = max{ny,ny}, temos que |z, — 1| < r e |z, — ls| < r, para todo n > ny,

0 que é equivalente a
Lh—r<z,<li+rely—r<umx, <ly+r, paratodon >m.
Multiplicando-se a primeira desigualdade por —1, obtemos a desigualdade
—h—r<-—x,<r—1.

Agora, adicionando-a a segunda, obtemos I — 1 — 2r < 0 < Iy —l; + 2r, ou

seja, —2r < ly — Iy < 2r, donde |ly — I;| < 2r = |ly — 1|, absurdo. Provamos

assim que o limite é Gnico.

D

20
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UNIDADE 2 OPERACOES cOM LIMITES FINITOS

Limites possuem propriedades operatérias que tornam o seu calculo mais fa-
cil. Na realidade, teremos poucas vezes que recorrer a definicdo para calcular um
determinado limite, bastando para isto utilizar as propriedades operatérias que
estabeleceremos e alguns poucos limites fundamentais, esses, sim, na maioria

das vezes, serdo determinados a partir da definic3o.

2.1 Operacoes com Limites Finitos

Imagine que queiramos calcular o limite da sequéncia (a,), onde a, =
%+ 2%, n € N. O anico instrumento que possuimos no momento é a definicdo
de limite, que pressupde conhecermos de antem3o um candidato para limite,
para posterior verificacdo se ele realmente cumpre a definicio. Ambas as acdes
podem, em geral, ser muito trabalhosas. No nosso caso, n3o é dificil intuir que
[ =0 é um bom candidato a limite da sequéncia, mas para provar que se trata
realmente do limite da sequéncia, teriamos que desenvolver um bom nimero
de calculos, que convidamos o leitor a tentar fazer. No entanto, notamos
que podemos escrever a sequéncia (a,) como soma de duas outras sequén-
cias: a, = @, + Yy, onde z, = L ey, = 5; além disso, ja sabemos que
lim x, = lim y, = 0. Como tirar proveito dessas informacdes? O fato é que
n—oo n—o0

usando a definicdo de limite para deduzir algumas de suas propriedades gerais,

aumentaremos em muito o nosso poder de calculo.

PROPOSICAO 1 Se lim z, =1l e lim y, =k, entdo

LIMITE DA SOMA n—00 n—00

lim (z, + y,) = lim z, + lim y, =+ k.
n—00 n—00 n—00

—— ) .
DEMONSTRACAO Pela desigualdade triangular, para todo n, temos

(@0 +yn) = (LR = (20 = 1) + (o = B)| < | =1 + |yn — kI

A validade desta proposicdo decorre do fato de que podemos tornar a soma
|zp, — | + |y, — k| tdo préximo de zero quanto queiramos desde que tomemos n

suficientemente grande (pois isto vale tanto para |z,, — | quanto para |y, — k|).




PROPRIEDADES DOS LIMITES DE SEQUENCIAS UNIDADE 2

Voltando a sequéncia a,, = % + 2%, n=1,2,..., temos, pela Proposicio
1, que
1 1 1 1
lim a, = lim (—+—) — lim =+ lim — =0+0=0.
n—o00 n—oo \N on n—oo N n—oo 21
.
EXEMPLO 1

A sequéncia dada por

-1t p—1
ap = ( ) + , ne N
n n
. _1\n+1 _
pode ser escrita como a, = T, + Yn, €M que T, = - 121 ey, = "L,

Vimos, na Secdo 2 da Unidade 1, que

limz,=0 e limy,=1.
n—o0 n—oo

Logo, pela Proposicdo 1,

lim a, = lim (z, +y,) = lim z, + lim y, =04+ 1= 1.
n—oo n—oo n—,oo n—oo

Acabamos, assim, de ver que se o limite de duas sequéncias existem, ent3o
o limite da soma dessas sequéncias é igual a soma dos respectivos limites.
A préxima proposicdo mostra que resultado analogo vale para o produto de

duas sequéncias.

PROPOSICAO 2

Se lim z, =1l e lim y, =k, entdo
=E9 R=E9 LiMiTE bo ProbuTO

lim x,y, = ( lim a:n)( lim yn) = lk.

n—o0 n—oo n—o0

]
DEMONSTRACAO

Notemos que

Tnn — Uk = Tpyn — ok + 2ok — Ik = 2, (yn — k) + k(z, — 1).

Por outro lado, sabemos que existe M > 0 tal que |z,| < M para todo n,

pois toda sequéncia convergente é limitada. Portanto, para todo n,

3 vy D



UNIDADE 2 OPERACOES cOM LIMITES FINITOS

|xnyn - lk' = |xn<yn - k) + k(xn - l)|

IN

|20 (Y — B)| + k(20 — 1)
= |zallyn — K|+ |Kllzn = 1]

< My, — k| + [kl — 1] .

Dai resulta que lim z,y, = Ik, ja que podemos tornar M |y, —k|+|k||x,—I|
n—oo
t3o préximo de zero quanto queiramos desde que tomemos n suficientemente
grande (pois isto vale tanto para |z,, — l| quanto para |y, — k).

O
EXEMPLO 2
Se lim x, =1, lim y, = k e ¢ € um namero real arbitrario, entdo
n—oo n—oo
lim cz, = cl
n—oo
e

lim (z, — y,) = lim 2z, — lim y, =1 — k.
n—oo n—oo n—oo

De fato, defina t,, = ¢ para todo n > 1. Como lim ¢, = ¢ (veja Exercicio 9,
n—oo

Se¢3o 2, Unidade 1), segue-se da Proposicdo 2 que

Jam et = Y b = (Jim t) i ma) = el

Em particular, tomando ¢ = —1, obtemos que
lim (—z,) = lim (-1)z,, = — lim z, = —I.
n—oo n—oo n—o0

Por outro lado, pela Proposicio 1, podemos afirmar que

= lim,_ o T, — lim, ooy, =1 — k.

S
/]
e

~



PROPRIEDADES DOS LIMITES DE SEQUENCIAS UNIDADE 2

Se lim z, = [, entdo lim z,? = %

De fato, pela Proposicio 2,

Jam o’ = Y () = (Jig ) (o ma) = LE=

Se lim z, = [, entdo lim z,° = [>.
n—oo n—oo

De fato, usando a Proposicdo 2, segue que

Jag, = i (@) = (Jim o) (Yim o) = PL =T

Mais geralmente, se p > 1 € um inteiro, da Proposicdo 2 e do Principio de

Inducdo Matematica, decorre que se lim z,, = [, entdo lim z,” = [P.
n—oo n—oo

Seja p(r) = apax™ + - -+ + a1x + ap um polinémio. Tem-se que

lim z, =1 = lim p(x,) =p(lim z,) = p(l).

n—oo n—00 n—0o0

De fato, da Proposi¢cdo 1 (e indugdo, ou o Exercicio 8), da Proposicdo 2 e
do Exemplo 5, segue-se que

lim p(l‘n) = lim (amznm + o+ @, + aO)
n—o0 n—o0
= lim apx,” + -+ lim ayx, + lim ag
n—oo n—oo n—oo

= am(gingoxnm) +---+a1(7}i_>n§oxn) + ag

= apl™+ -+ arl+ag=p() .

[N
EXEMPLO 3

I
EXEMPLO 4

[N
EXEMPLO 5

PROPOSICAO 3

LimiTE pE PoLiNOMIO

DEMONSTRACAO

2N
in %



UNIDADE 2 OPERACOES cOM LIMITES FINITOS

PROPOSICAO 4

LimiTE po INVERSO

——
DEMONSTRACAO

COROLARIO 5

LiMITE Do QUOCIENTE

S
>
<

B

Temos ainda a proposicdo a seguir.

Se (y,) € uma sequéncia de nimeros reais ndo nulos convergindo para um

: 1 1

namero real k ndo nulo, entdo a sequéncia (— converge para T
Yn

Seja 7 um namero real arbitrario no intervalo (0,%%). Assim, 7> > 0 e
k* —r > 0. Como y, converge para k, sabemos que kv, converge para k?
(Exemplo 3). Logo, existem inteiros positivos n; e ns tais que para n > ny

2

temos |y, — k| < r* e para n > ny temos |ky, — k*| < k* —r. Tomando-se

no = max{ny,ny}, segue que para todo n > ny, temos que
1y — k| <7? e |ky, — k*| < k* — 7.

Expandindo a altima desigualdade, obtemos ky,, > r > 0 para todo n > ny,
donde 0 < - < &.
Yn T
Assim, concluimos que para todo n > ny,
2

< — =7,
T

T

1 1‘_‘]{;—%

provando a proposic3o.

Na Proposicdo 4, basta, na verdade, supor apenas k # 0, pois isto implica
Y, # 0 a partir de um certo n.
Como consequéncia desta proposicdo e da Proposicdo 2 temos o seguinte

corolario.

Se lim z, =l e lim y, = k, com y, # 0, paratodon € N, e k #£ 0,
n—oo n—0o0
entao
ooz, lim, o w,
lim — = —F—F— = —.
n—=00 1Yy, hmn—>o<3 Yn k
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I
De fato, das Proposicées 2 e 4, temos que DEMONSTRACAO
n 1 : .1 1 1
limx—:lim Ty — :(hmxn) lm — ) =1-—=—.
n—00 Yy, n—oo0 Un n—oo n—00 1Yy, k k
I
n?_ 9 EXEMPLO 6
Considere a sequéncia a,, = ———, n € N.
g n?+2n+1
n?—2 1 2
Como a, = 52— = n?__ podemos escrever a,, = I onde
n ,n2+n22n+1 1+%+#1 n ynl
2 2 1
Tp,=1-— ¢ yp=14+—-—4+—
n n o n

2
Como lim 1 =1e lim — =0, segue da Proposicdo 1 que
n—o00 n—oo N,

2 2
lmz,=1lm |(1—-—)=lml—lim —=1-0=1.
n—o00 n—o00 7’1,2 n—o00 n—00 n2

Também pela Proposicdo 1 tem-se que

2 1 2 1
lim y, = lim <1—|——+—2> =lim1l+ lim —+lim —-=1+04+0=1.
n o n

li
n—oo n—oo n—0o00 n—oo N n—o00 n2

Podemos entdo concluir pelo Corolario 5 que

lim Tn 1
lim a, = 22— = - =1.
n—o0 limy, 1
n—oo

As propriedades a seguir relacionardo limites com desigualdades.

Se (x,,) € uma sequéncia convergente satisfazendo z,, < b paratodon € N PROPOSIGAO 6

i o1 . D
(respectivamente, x,, > b para todo n € N), entdo lim z, < b (respectiva- 0"
n—o0

. LimiTES
mente, lim xz, > b).
n—00

! A 1S
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DEMONSTRAGAO

PROPOSICAO 7

PROPRIEDADE DO

|
DEMONSTRAGCAO

A
EXEMPLO 7

TEOREMA 8

TEOREMA DO CONFRONTO

R

ANULAMENTO

%

>
»

UNIDADE 2 OPERACOES cOM LIMITES FINITOS

Provaremos apenas a primeira assercio, pois a segunda se prova de modo
analogo e a deixamos como exercicio para o leitor.

Seja lim,, oo ¥, = [ e suponha por absurdo que [ > b. Tomemos r > 0,
suficientemente pequeno, tal que [ — r > b. Por definicdo de limite de uma
sequéncia, existe um inteiro positivo ng tal que para todo n > ng tem-se que
xn, € (l—7r,l47r). Mas isso significa que para todo n > ny, tem-se que z,, > b,
contradizendo a hipétese x,, < b para todo n € N. Concluimos, portanto, que
[ <b.

Os dois resultados a seguir sdo propriedades muito ateis dos limites e serdo

utlizados em varias situacdes.

Se (z,) e (y,) sdo sequéncias tais que (x,,) é limitada e lim y,, = 0, entdo
n— o0
lim x,y, = 0.
n—,oo

De fato, seja ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todo n € N. Agora, dado r > 0,

, r
existe ng € N tal que para todo n > ng, |y,| < —. Obtemos, portanto, que
c

r
para todo n > ng, |Tpyn| = |Tal|lyn] < c- =T
c

Um bom exemplo de aplicacdo da Propriedade do Anulamento, acima, é

dado a seguir.

. o1 .
Considere o limite lim — cosmn. A sequéncia dada por y, = cosmn nio é
n—oo M
convergente, pois para n par, temos que cos7n = 1 e para n impar, temos que
cosmn = —1. Por outro lado, esta sequéncia é limitada, logo pela Proposi¢io

7, temos que o limite da sequéncia original vale zero.

Sejam (x,,), (yn) e (2,) trés sequéncias satisfazendo z,, < vy, < z,, para

todo n € N, e suponha que lim z, =1 = lim z,. Entdo, lim y, = (.
n—oo n—oo n—o0
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: I
De fato, Como (z,,) e (2,) convergem para [, temos que dado r > 0, existem DEMONSTRACAO

inteiros positivos ny, ng tais que para todo n > n; tem-se que x,, € (I—r,l+7)
e para todo n > ny tem-se que z,, € (I—r,l+7). Assim, se ng = max{ns,ns},
para todo n > ng temos que x,,, z, € (I—r,l+7). Agora, como x,, < y, < z,
para todo n € N, obtemos que y,, € (I — r,l + r) para todo n > ny.

0 vy D



UNIDADE 2 EXERcICIOS

R

%

>
»

2.2 Exercicios

1. Ache os limites das sequéncias (z,),>1 abaixo:

(a)x _ nd+n-—1 .

"B n2+1’

nt 4+ 5n3 — 2

b) z, = ——.
(c) xn:arn+---+a1n—|—a0 onde r < s.

bsn®+---+bn+by’

. Mostre que lim z,, = 0 se, e somente se, lim |z,| = 0.
n—o0

n—oo

. D& um exemplo de uma sequéncia (x,,) divergente tal que a sequéncia

(|xn|) seja convergente.

. Se lim z, =, use a definicdo para mostrar que lim (—z,) = —L.

n—oo n—oo

. Se lim x,, = 1, mostre que existe um inteiro m > 1 tal que =, > % para

n—oo

todo inteiro n > m. Em particular, os elementos da sequéncia (z,) sdo
maiores do que zero a partir de um certo valor de n.

Sugestdo: Considere o intervalo aberto (3,32) de centro 1 e raio § e

aplique a definicdo de limite de uma sequéncia.

. Se lim x, = [ el > 0, mostre que existe um inteiro m > 1 tal que

n—oo
Ty, > % para todo inteiro n > m.

) por (5:5)

L
o

Sugestdo: Raciocine como no Exercicio 5, substituindo (1,

e notando que (%, %) & o intervalo aberto de centro [ e rai

O nw

. Mostre usando inducdo que, se

lim x, =1;, lim y, =1, ---, lim w, = [}, entdo
n—oo n—r0o0 n—o0

Hm (2, + 4o+ Fws) =l +lo+ -+
n—oo

10
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2.3 Limites Infinitos de Sequéncias

Considere as sequéncias reais (z, = n) e (y, = (—1)"n). Essas duas
sequéncias sdo ilimitadas, pois dado qualquer namero real A > 0, existe n tal
que x, > A ey, > A (basta escolher um inteiro m qualquer maior do que A e
tomar n = 2m). Assim, (z,) e (y,) ndo convergem para nenhum valor de R,
ou seja, elas divergem, pois toda sequéncia convergente é limitada (Proposicdo
10 da Unidade 1).

Note que as duas sequéncias acima tém comportamentos bastante distintos.
A sequéncia (z,, = n) é tal que para todo namero real A > 0 sempre existe um
inteiro positivo ng tal que para todo n > ng, tem-se que z,, > A, ou seja, para
cada A > 0 fixado arbitrariamente, temos que a partir de um certo valor de n
todos os termos da sequéncia (x,,) serdo maiores que o namero fixado A. Por
outro lado, a sequéncia y,, € tal que para todo namero real A > 0 sempre existe
um inteiro positivo ng tal que para alguns n > ng, tem-se que x,, > A, ou seja,
para cada A > 0 fixado arbitrariamente, temos que a partir de um certo valor
de n alguns dos termos da sequéncia (z,) serdo maiores que o nimero fixado
A.

E essa ideia intuitiva de que todos os termos da sequéncia (x,) crescem
sem limitacdo & medida que n cresce é que queremos formalizar, dizendo que os
termos tendem para +oo quando n tende a oo. Note que esse comportamento
ndo é verificado para os elementos da sequéncia (yy,).

E importante observar que +0o ndo € um nimero e sim um simbolo que rep-
resenta esse comportamento dos termos da sequéncia “ultrapassarem” qualquer
namero real positivo, a partir de um certo valor de n.

Vejamos outro exemplo.

. .. 2_ .
Considere a sequéncia (z,) = (”n 1). Vejamos o comportamento dos

termos dessa sequéncia quando fazemos n tender a oo:

Podemos escrever z,, = n — =. Uma verificagdo facil nos mostra que (z,)

é uma sequéncia crescente. Agora, fixado um namero real A > 0, qualquer,
tomemos ng € N tal que valha simultaneamente ng > A+1e 1 — nio > 0.
Assim,

1 1
Tpy=ng— — >A+1——>A
no no

11

[N
EXEMPLO 8

v L



UNIDADE 2 LIMITES INFINITOS DE SEQUENCIAS

Logo, se n > ng, temos que n, > x,, = ng — — > A. Isso mostra que
n

0
para todo nimero real A > 0, a partir de um certo valor ng de n, os termos da
sequéncia “ultrapassam” esse namero A.

De novo, podemos dizer que x,, tende para +o0.

Essa ideia de uma sequéncia tender a 400 se tornard mais precisa na

definicdo a seguir.

DEFINICAO 9 Dizemos que uma sequéncia de nameros reais (xz,,) tende para +0o e es-

LiMITE INFINITO . . . . .
crevemos lim z,, = 400 se, dado arbitrariamente um namero real A > 0, existe
n—oo

um inteiro positivo ng tal que para todo n > ng, tem-se que x,, > A.

Do modo analogo, a sequéncia (z,, = —n), tem a propriedade de seus
termos “ultrapassarem” qualquer namero real negativo, a partir de um certo
valor de n e, portanto, da a ideia de que a sequéncia tende para —oo, o que

sera formalizado na definicdo a seguir.

DEFINICAO 10 Dizemos que uma sequéncia de nameros reais (z,) tende para —oo e

LimiTE MENOS INFINITO . . . L
escrevemos lim x, = —oo se, dado arbitrariamente um namero real A > 0,
n—oo

existe um inteiro positivo ng tal que para todo n > ng, tem-se que x,, < —A.

Vimos acima que se (z,,) € uma sequéncia ilimitada, entdo ela diverge. E
importante observar que o fato dela ser ilimitada e divergir, ndo significa que ela
tenda a +00 ou —oo. Um exemplo disto é a sequéncia dada por y,, = (—1)"n,

ja considerada anteriormente. Vejamos um outro exemplo.

EXEMPLO 9

Seja x, = nsen éparex, = % se n & impar. Note que os termos da

sequéncia x,, sdo todos positivos, ela é ilimitada, e portanto diverge. Entretanto
ndo se tem lim z, = +o0o. Com efeito, dado qualquer namero positivo A e

n—oo
qualquer nimero inteiro ng > A, sempre havera inteiros pares n > nq tais que

n > A e ao mesmo tempo, inteiros impares n’ > ng tais que — < A. Ou seja,
nunca encontraremos um inteiro positivo ng a partir do qual todos os termos

da sequéncia serdo maiores do que A.
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Listaremos a seguir alguns fatos simples (mas Gteis) que decorrem das
definicdes que acabamos de ver.

(a) lim x, = 400 se, e somente se, lim (—z,) = —oc.
n—oo n— o0

(b) Se lim z, = lim y, = +o00 e ¢ > 0, entdo
n—oo n—oo

lim (2, 4+ yp) = +00, lim (zpyn) = 400 e lim cx, = +00.
n—oo n—oo n—o0

(c) Se x,, >y, para todo n e lim y, = 400, entdo lim z, = +oo.
n—oo n—oo

Como consequéncia de (a), (b) e (c), obtém-se:

(b') Se lim z, = lim y, = —o0 e ¢ > 0, entdo
lim (z, + y,) = —o0, lim (z,y,) =400 e lim cx, = —o0.
(c') Se x, >y, para todo n e lim z,, = —o0, entdo lim y, = —oc.
n—o0 n—oo

Note que em (c) e (c') basta supor z,, > y, a partir de um certo n.
Outro fato que merece ser mencionado é o seguinte:

(d) Se x,, > 0 para todo n, entdo

. . 1
limz, =0 < lim — = +4o0.
n—o0 n—00 I,

De fato, dado um ntmero real A > 0, tome &k € N, com £ > A. Como

limz, = 0 e z, > 0, temos que existe ng tal que se n > ny se tenha
n—oo

1 1
0<x, < o o que implica que — =k > A. A reciproca se mostra de modo

semelhante (Faga-o como exercicio).
Um exemplo simples que ilusta o item (d) é considerar a sequéncia (1).
Também é facil ver que (d) equivale a

(d') Se z, < 0 para todo n, entdo

lmz, =0 < lim — = —oc.
n—oo n—0o0 T,

13 vy D
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Note também que em (d) basta supor z,, > 0 e em (d') z,, < 0, paran a
partir de um certo nyg.

Mais dois fatos interessantes a respeito de limites infinitos de sequéncias:

PROPOSIGAO 11 (i) Se lim =z, =l e lim y, = 400, entdo
n—oo n—oo
lim z,y, = +oc paral >0 e lim z,y, = —oco paral < 0.
n—0o0 n—o0
(i) Se lim x, =1l e lim y, = —o0, entdo
n—0o0 n—0o0
lim z,y, = —ocoparal >0 e lim z,y, = +oo paral < 0.
n—o0 n—0o0

Em relacdo ao caso em que [ = 0, na proposicdo acima, nada se pode
concluir. Por exemplo, se z,, = # e y, = n +n?, vemos que (xnyn) converge
para 1. Se tomarmos z, = n® + 1 vemos que (mnzn) tende para +o0o e se

tomarmos w,, = 1 — n3, vemos que (z,w,) tende para —oo.

14
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2.4 Exercicios

1. Quais das sequéncias abaixo sdo ilimitadas e quais cumprem a propriedade

do limite ser +007?

n?+1
a n — )
(8) @ =53
1 L. n?+1 3
(b) z,=— sen éimparex, = se n é par;
n 3n
(c) = ——3n2+1sené arex, =1—n?sen éimpar;
n 2n2+n p n p 1
n?+3
d) z,= :
(d) = 3n

2. Verifique se a sequéncia é convergente ou se lim,, o, x,, = +o0o. Se ela

for convergente, determine o limite.

n+1
S
n?+1
b n=1 )
(b) = +—
(©) = _3n3—|—1.
"o’
n?+1
d) z, = ——
(d) 2 = ——3
3. Seja z, = L e s\ onde r > s. Discuta os possiveis

bsn® 4+ -+ bin+ by’
limites de x,, quando n tende a oo, segundo os sinais de a, e b;.

12 vy D



UNIDADE 2 RUDIMENTOS DE SERIES

DEFINIGAO 12

e
ExXEMPLO 10

R

%

E

>

2.5 Rudimentos de Séries

Nos limitaremos, nesta secdo, a definir as séries, sua convergéncia e dar
alguns exemplos.

Vejamos agora como a partir de uma sequéncia (z,), podemos construir
uma nova sequéncia (S,). O primeiro termo da nova sequéncia sera igual
ao primeiro termo da sequéncia (x,), o segundo termo, serd a soma dos dois
primeiros termos de (), o terceiro, sera a somas dos trés primeiros termos de

(x,,) e, assim sucessivamente, ou seja,
Sl = T, 52:$1+I‘2, 53:$1+I2+I3, . Sn:$1+1‘2++l’n,

Somas do tipo 21 +x9+ 23+ -+, +- -+, com infinitas parcelas, n3o tém
significado algébrico, no entanto, elas serdo utilizadas significando lim,, o, S,,.
Chamaremos tais somas infinitas de séries e as denotaremos com o simbolo
PO

n=1<n-

O termo z,, é chamado o n-ésimo termo ou termo geral da série. A sequéncia

(S,) € chamada de sequéncia das somas reduzidas da série ou das somas parciais

da série.

Quando existe lim S, e vale [, dizemos que a série >~ | x,, converge para

n—o0

[ ou, simplesmente, & convergente. Nesse caso, escrevemos » | x,, = [. Caso

contrario, dizemos que a série é divergente.

A série Y°° L tem como sequéncia das somas parciais, a sequéncia cujos
n=1 2

termos sao:
1 1, 1 1,1, 1 1,1, 1 1
S = 5 S2Z§+2—2, S3Z§+2—2+2—3,"', Sn:§+2—2+2—3+"'+2—n,

Portanto, usando a expressio da soma dos termos de uma progressdo ge-

1
on -

Agora, como lim,, ..o 1 =1 e lim,, 2% = 0, segue pela Proposicido 1 que

omeétrica, obtemos S,, = 1 —

© 1

n—1 3w converge para 1.

lim,, .o S, = 1, ou seja, a série >

16
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Um fato relevante que podemos observar na série acima é que o seu termo
geral =, = 2% cumpre a propriedade de lim,, .o, =, = 0.
Na verdade, essa propriedade ndo é exclusiva da série acima, mas é um fato

geral como veremos a seguir.

(o.]
Se g x, converge, entdo lim x, = 0.
1 n—oo
n=

Seja S, =x;+ -+ 1w, esejal = lim S,. Evidentemente vale também
n—oo
lim S,_1 = (. Logo,

n—oo

0=10—1=lim S, — lim S, ; = lim (S, — S,_1) = lim z,.
n—o0 n—oo n—0o0 n—oo

Veremos, a seguir, que a reciproca desse Teorema é falsa, ou seja, existem

séries divergentes cujo termo geral tende a zero.

Consideremos a série Y _° |+, chamada série harménica. Sabemos que seu
termo geral % tende para zero. Mostraremos que ela diverge.

Seja (S,,) a sequéncia das somas parciais da série. Mostraremos que a série
diverge, exibindo uma subsequéncia de (S,,) que diverge, lembrando que toda
subsequéncia de uma sequéncia convergente, também é convergente e converge
para o mesmo limite (cf. Teorema 12, Unidade 1).

Considere a subsequéncia (S,)nen, de (S,), onde os indices pertencem a
N; = {2% i € N}. Parai =1 temos que S, = 1 + % para i = 2 temos que
Sy = 1+%+§~|—;11, para ¢ = 3 temos que Sg = 1+%+§+i+%—l—%+%—l—%.
Assim,

1 1 1 1 1 1 1 1

1
Sgi:1+§+(§—|—Z—l)+(5+6+?+§)+(m+"'+§).

Como 3 > 1, segue que (3 + 1) +

1,1 _2_1

> 1 = 2 = 1. Analogamente, como
1 1 1 1 1 1 1 1 4
£y 5 7> gsegue (gt tg)>g=

B o=

. Obtemos, portanto, que
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R

%
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»

Sy=14+54+G+)+G+e+i+)+ e+ +3)>
i—1 .
1+54+2+5+ - +5-=1+i-3.

Assim, temos que Sy > 1y; =1+ - % para todo 7 € N e como lim;_,o, y; =
+00, segue do fato (¢) mencionado na Sec¢do 4 que lim; ., Sy = +00. Sendo
(S5i) uma subsequéncia de (.S,,), segue do Teorema 12, da Unidade 1 que S,
diverge.

Na verdade, o fato de termos mostrado que a sequéncia mondtona crescente
(S,) possui uma subsequéncia que tende para +oo, garante que lim,, ., S, =
~+00. Isto é decorréncia da proposicdo abaixo, cuja prova deixamos como exer-

cicio para o leitor.

Se (,,) € uma sequéncia monétona ndo decrescente (respectivamente ndo
crescente) e possui uma subsequéncia que tende para +oo (respectivamente

para —o0), entdo lim x, = +oo (respectivamente lim z,, = —00).
n—oo n—oo

2.6 Um pouco de histéria

A primeira vez em que se tem noticia do aparecimento da ideia de limite,
foi por volta de 450 a.C. com os paradoxos de Zen3o de Eléia, com um dos
quais iniciamos a Unidade 1. Em seguida, foi Eudoxo de Cnido (século IV
a.C.) e, posteriormente, Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) que utilizaram
o chamado método de exaustdo que, para calcular a area ou o volume de uma
regido, nela inscreviam uma sequéncia infinita de figuras de areas ou volumes
conhecidos e tal que a soma das areas ou dos volumes dessas figuras tendiam a
area ou volume da regido. E essa nocdo de tender que esta por tras do conceito
de limite.

No século XVII varios matematicos desenvolveram métodos algébricos para
encontrar retas tangentes a determinadas curvas. Em cada um desses métodos o
conceito de limite era utilizado, sem ser formulado explicitamente. Isaac Newton
(1641-1727), em Principia Mathematica, foi o primeiro a reconhecer, em certo
sentido, a necessidade do limite. No inicio do Livro | do Principia, ele tenta

18
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dar uma formulac3o precisa para o conceito de limite. Por outro lado, Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), que juntamente com Newton é considerado um
dos criadores do Calculo Diferencial e Integral, no seu tratamento do calculo de
areas por meio da uniformizacdo do método de exaust3o, fazia uso da nocdo de
somas de infinitésimos, ou seja, somas de séries.

Jean Le Rond D'Alembert (1717-1783) foi o Ginico matematico da sua época
que reconheceu a centralidade do limite no Calculo e afirmou que a definicio
apropriada do conceito de derivada requer primeiramente a compreensdo de
limite para o qual propds uma definic3o.

Em 1812 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) deu o primeiro tratamento rig-
oroso para a no¢do de convergéncia de sequéncias e séries, ao realizar o estudo
da série hipergeométrica, embora n3o utilisasse a terminologia de limite.

Finalmente, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), um dos grandes matemati-
cos franceses da primeira metade do século XIX, formulou as nocdes modernas
de limite, continuidade e convergéncia de séries, obtendo resultados que mar-
caram uma nova era para a Analise Matematica.

No século XIX, por obra de Abel, Weierstrass, Riemann e outros, foi de-
senvolvida a teoria das funcdes analiticas, que faz uso de séries polinomiais

convergentes para representar a importante classe das funcdes analiticas.
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3.1 O Conceito de Limite de uma Funcao

O objetivo desta unidade é analisar o comportamento das imagens de va-
lores de x no dominio de uma funcdo f quando esses valores se aproximam

arbitrariamente de um ndmero real a.

Consideremos a funcdo f(z) = 2? definida para todo z € R. Vimos no
Exemplo 3 da Unidade 2 que se tomarmos qualquer sequéncia (z,) com x,, # 3

para todo n € N e tal que lim z,, = 3, temos que

n—oo
lim f(z,) = lim 22 = 3*=9.
n—oo n—oo

Figura 3.1: Grafico de f(z) = 2?

Vemos, assim, que para qualquer sequéncia (z,) convergindo para 3 com
x, # 3 para todo n € N, a sequéncia (y, = f(x,)) converge para 9.

: . 53
Consideremos a func¢do f definida em R\ {3}, por f(x) = % cujo
.1' —
grafico é como na Figura 3.2.

Note que a unica diferenca entre a funcdo do Exemplo 1 e esta é que essa

Gltima n3o estd definida em z = 3. Por outro lado, exatamente como no
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Figura 3.2: Grafico da funcdo y = f(x), x # 3

Exemplo 1, para qualquer sequéncia (z,,) convergindo para 3, com x,, # 3 para

todo n € N, vemos que (f(x,)) converge para 9. De fato,

3 2 2

_ . Ty — 33y, . xp(x, — 3) _ 9
lim f(z,)= lim ———— = lim ————= = lim z,,° = 9.
n—00 n—oo L, — n—00 Ty — n—00

I
EXEMPLO 3
Consideremos a funcdo f definida em R, dada por f(z) =2z —1se 2 <0

e f(xr) =x+1sex >0, cujo grafico & como na Figura 3.3.

Figura 3.3: Grafico de y = f(z)

Note agora, que dada qualquer sequéncia (x,,) convergindo para zero, com
x, < 0 para todo n € N, temos que a sequéncia f(z,) = z, — 1 converge

para -1, visto que lim f(x,) = lim x, — 1 = —1. Por exemplo, se tomarmos
n—oo n—oo
1 1
T, = —— segue que lim f(x,) = lim (— - — 1) =-1.
n n—00 n—o00 n

3 vy D
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Por outro lado, dada qualquer sequéncia (z,) convergindo para zero, com

x, > 0 para todo n € N, temos que a sequéncia f(x,) = =, + 1 converge para

1, visto que lim f(z,) = lim z, + 1 = 1. Por exemplo, se tomarmos x, = —
n— 00 n—00 n

n—0o0

1
segue que lim f(x,) = lim (— + 1) =1
n—00 n

Vemos assim, que enquanto nos dois primeiros exemplos o comportamento
da sequéncia (y, = f(x,)) independe da sequéncia () escolhida e convergindo
para 3, nesse (ltimo exemplo, o comportamento da sequéncia (y, = f(z,))
depende da sequéncia escolhida (z,,), convergindo para zero.

Seria muito interessante poder dizer a respeito de uma funcdo f, que ndo
importa a forma como os valores de x no dominio de f se aproximam de um
nimero real a (mesmo que esse nimero a ndo pertenca ao dominio da fungdo),
podermos concluir que as imagens f(x) desses valores se aproximam de um
namero real [. E essa invaridncia que esta por tras da nocdo de limite dos

valores de f(z) quando z se aproxima de um namero real a. Precisamente,

DEFINICAO 1 Sejam f: D — R, onde D é o dominio de f, a € R tal que todo intervalo
aberto contendo a intersecte D \ {a} e [ € R. Diz-se que f(z) tende para l
quando x tende para a, e escreve-se

lim f(z) =1 ,( 1&-se: limite de f(z) quando z tende para a é igual a [)

r—ra

quando para toda sequéncia (z,,) de elementos de D\ {a} tal que lim z, =
n—o0

a, tem-se lim f(x,) =1
n—00

Neste caso, diz-se que lim f(x) existe e vale . Quando ndo houver um
namero real [ satisfazendo azp;(cl)priedade acima, diz-se que lim f(x) n3o existe.

Segue diretamente da unicidade de limite de sequénciax:EProposigéo 9 da
Unidade 1) que se existe o limite de uma fun¢&o, entdo ele é dnico.

A exigéncia feita sobre a, na definicdo acima, significa que ha pontos de D
diferentes de a tdo proximos de a quanto queiramos. Isto ocorre, por exemplo, se
D é um intervalo n3o trivial (isto &, quando n3o se reduz a um Gnico elemento)
ea € D ou a é&um extremo de D (caso D # R). Note que no Exemplo 1,
temos a = 3 e f(3) =9, no Exemplo 2, a ndo pertence ao dominio de f e no
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Exemplo 3, a = 0 e f(0) = —1. Em todos eles, podemos nos aproximar de a
por valores do domino da funcdo f.

E importante também notar que, mesmo que a pertenca a D, o valor de f
em a é irrelevante para o estudo do conceito de limite.

: : I
Seja ¢ € R e definamos f(z) = ¢ paratodo x € R. Entdo, paratodoa € R, RExpvpLO 4
lim f(z) = c. lIsto segue diretamente do Exercicio 9 da Secdo 4, Unidade 1,
Tr—a
onde se mostra que toda sequéncia constante igual a ¢ converge para c.
I
EXEMPLO 5

Consideremos a funcdo f(z) = 2* definida para z € R.

Figura 3.4: Grafico de y = 23

Exatamente como no Exemplo 4 da Unidade 1, se tomarmos qualquer

sequéncia (x,) de nameros reais, diferentes de 2 tal que lim z,, = 2, tere-
n—oo

mos lim f(z,) = lim z,®> = 2° = 8. Note que o mesmo vale para todo
n—oo n—oo

a € R. De fato, Se tomarmos qualquer sequéncia (z,) de nimeros reais dife-
rentes de @, com lim x, = a entdo, lim f(z,) = lim 22 = a®. Assim, para
n—,oo n—oo n—oo
3_ 3

todo a € R, tem-se que lim z° = a°.
Tr—a

> vy D
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PROPOSICAO 2 Se p € um polindmio qualquer, entdo, para todo a € R,

lim p(z) = p(a).

Tr—a

| . , .
DEMONSTRACAO De fato, tomemos qualquer sequéncia (z,) de nameros reais diferentes de

a tal que lim x,, = a. Vimos no Proposicdo 3, Unidade 2, 1 que lim p(z,) =
n—oo n—oo

p(a). Assim, glcl_rgp(x) = p(a).

Por exemplo, se tomarmos p(z) = 2* — 722 + x e a = 5 temos que

1\* N 11 7 1
li 4 7 2 _ - —7(= - _* L
Jlim (o7 = 72" + @) (2) (2) 3T 172
o 1=-28+48_ 19
B 16 16
— :
EXEMPLO 6 Consideremos a fun¢do f(x) = |z| definida para = € R. Entdo, para todo
a € R,
lim £(2) = f(a).
lal
L
Figura 3.5: Grafico de y = |z|
Com efeito, vejamos que para qualquer sequéncia (x,) de nimeros re-
ais diferentes de « tal que lim z,, = a, tem-se que lim |x,| = |al, isto é,
n—oo n—oo

Tim f(z,) = f(0).

S
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Lembremos primeiramente, que para quaisquer =,y € R, temos ||z|— |y|| <

|x — y|. Assim, para todo n € N vale a desigualdade
[|lzn] = lal| < |n —al .

Agora, como lim z,, = a, dado r > 0 arbitrario, podemos encontrar um
n—oo

inteiro ng > 1 tal que |x,, — a| < r para todo n > ny . Portanto,

[lzn] = lal] <fzn —al <7r

para todo n > ng. Isto mostra que lim |x,| = |a|.
n—oo
Assim, para todo a € R, lim |z| = |a|. Em particular, lim |z| =|—-3| =3
T—a z——3
e lim |z] = |0] = 0.
z—0

E—
EXEMPLO 7
Vimos no Exemplo 3 acima, que existem sequéncias (z,) e (y,) satisfa-
zendo lim z,, = lim y, =0, e tais que lim f(z,)=—1e lim f(y,) = 1.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Portanto, ndo existe lim f(x).
z—0

! vy D
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3.2 Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

(a) 1in(1)(rc5 — 7z 4+ 9); (c) liII(l)(l + |z|);
2
- 4 3). . rt—4
(b) xll>n—11(x + 22°); (d) lim —5

2. Defina f: R\ {1} = Rpor f(z)=|z|sex <1le f(x)=1sex>1,

(a) Esboce o grafico de f.

(b) Use (a) para intuir o valor de lirr% f(z) .
T—
3. Defina f: R\ {0} = R por f(z) =xsex <0e f(x)=2?sex>0.

(a) Esboce o grafico de f.

(b) Use (a) para intuir o valor de lin% f(z) .
z—
4. Defina f: R — Rpor f(z)=—1sex<2e f(z)=1se x> 2.

(a) Esboce o grafico de f.

(b) Mostre que lin% f(z) ndo existe.
Tr—r

S
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3.3 Propriedades dos Limite de Funcoes

Recordemos brevemente algumas das operacées que podemos efetuar com
as funcdes.

Dadas duas funcdes f,g: D — R, podemos a elas associar duas novas
funcdes, [+ g e f — g, definidas por

(f+9)(x)=f(z)+g(x) e (f—9g)(x)= f(x)—g(x), paratodo z € D.

Por exemplo, se f,g: R — R sdo definidas por f(z) = 2+ 23 e g(z) = 22*,

entdo (f +g)(z) = f(z) +g(z) =2+2° + 22" e (f —g)(z) = f(z) —g(z) =
2 + 2% — 224, para todo = € R.

Podemos também a elas associar uma nova funcdo fg, definida por (fg)(z) =
f(z)g(x) para todo x € D.

Por exemplo, se f,g: R — R sdo definidas por f(z) = 22 e g(z) = cosz,
entdo (fg)(x) = a3 cosz para todo x € R.

Um caso particular importante, é quando tomamos a fun¢do f(x) = ¢ para
todo x € D, em que ¢ € um namero real. Neste caso, a funcdo (cg): D — R
é definida por (cg)(z) = cg(x). Por exemplo, se ¢ =2 e g(z) = 2* — 3z + 2,
entdo a funcdo (2¢)(z) = 2(2? — 3z + 2) = 222 — 62 + 4.

Se g(z) # 0 para todo x € D, poderemos também considerar a funcio

(i) () = 2% definida em D.

g 9(x)
Vejamos, agora, algumas propriedades aritméticas do limite de funcdes.

Sejam f,g: D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo @ TEOREMA 3
intersecte D \ {a}. Se lim f(z) =1; e lim g(x) = Iy, entdo,
T—a T—a

(@) Lm(f +g)(z) =h + L.

Tr—a
(b) lim(f9)() = Ll
([ L
(c) Se g(z) # 0 para todo = € D e Iy # 0, tem-se que lim (—) (x) = R
T—ra g 2

0 A 1S
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W (a) Seja (x,,) uma sequéncia arbitraria de elementos de D \ {a} tal que
lim z,, = a. Como lim f(x) = [y, segue-se que lim f(x,) = [; e, como
:chiZI}loog(x) = Iy, segue a:: nh_)n;og(xn) = ly. Pela Prg;g:igéo 1 da Unidade 2,
obtemos

Jim (f 4 g)(zn) = T (f(zn) + g(zn)) = lim f(zn) + lim g(a,) =1 + L.

Portanto, pela definicdo de limite, lim(f + g)(x) = l; + I3, como haviamos
afirmado. o

(b) De fato, seja (z,,) uma sequéncia arbitraria de elementos de D \ {a} tal
que lim z,, = a. Como glclgcll f(z) = 1y, segue-se que 11113}10 f(z,) =1 e, como

n—oo

lim g(z) = Iy, segue-se que lim ¢(z,) = l. Pela Proposicdo 2 da Unidade 2,
T—ra n—oo

obtemos
i (£9) ) =l (F(z o)) = (i Flza))(lim o) = ila

Portanto, pela definicdo de limite, im(fg)(z) = l1ls.
T—a
(c) A demonstracdo deste item é analoga as dos itens anteriores, lembrando

que devera ser usado o Corolario 5 da Unidade 2.

Vejamos agora algumas consequéncias imediatas do teorema.

COROLARIO 4 Sejam f,g: D — R como no enunciado do Teorema 2.1.

(a) Sece R, entdo lim cf(x) = ¢(lim f(z)) = cl;.

T—ra r—a

(b) lim(f —g)(w) =1l — L.

Tr—a

—
DEMONSTRACAO (a) Aplique o item (b) do Teorema 3 com g(x) = ¢ a fungdo constante.

(b) Observe que

lim (f(2) ~ g(x)) = lm[f(2) + (~g(x))]
e aplique a esta altima expressdo os itens (a) do Teorema 3 e do presente
corolario.

Vejamos agora, como o Teorema 3 e seu corolario sdo Gteis no calculo de
limites.

10
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LiMITES DE FUNGOES UNIDADE 3

E——
EXEMPLO 8
Vamos Calcular o limz(x — 2%+ 2|z)).
T——
Para todo = € R, podemos escrever x —x3+2|x| = (f+g)(x), onde f(z) =
r — 2% e g(z) = 2|x|. Além disso, ja& sabemos que lime(x) = f(-2) = 6.
T——
A funcdo g(x) é o produto da funco constante igual a 2 para todo = € R
pela fun¢do h(x) = |z|. Como lim2 h(z) = h(—2) = 2, segue do item (a) do
-
Corolario 4 que lim g(z) =2( lim h(x)) = 4.
T——2 T——2
Portanto, pelo item (a) do Teorema 3,
lim (z — 2% + 2|z|) = 6 + 4 = 10.
r——2
E——
EXEMPLO 9
Vamos calcular o lirr(l)(ac2 + 3z —2)%
T—
Para isto, consideremos o polinémio p(x) = x? + 3x — 2. J4 sabemos que
lim p(z) = p(0) = —2.
Portanto, pelo item (b) do Teorema 3,
. 2 _ 92 _ 1 2 _ (1 . — (_9)\2 _
lim (27 + 3z — 2)° = lim(p(2))” = (lim p(z))(lim p(z)) = (=2)" = 4.
Vocé também poderia observar que
(% 43z —2)* = 2* + 62° + 52® — 127 + 4
é um polindmio, para entdo concluir que
1in(1)(x2-|-3m—1)2:04—1—6><03+5><02—12><O-|—4:4.
i d
o1 EXEMPLO 10

Vamos Calcular lim
r—2 {L’2 — 1

1 vy D
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e
ExXEMPLO 11

%
>

E

R

>

Consideremos os polinémos p(z) = 2% — 2z + 1 e g(x) = 2% — 1 definidos
32 1
em D = R\ {—1,1}. Vemos, portanto, que % (P (x) para
e — q
todo z € D e g(x) ndo se anula em D. Dado que lin%p(a:) =p(2)=5e
z—

lir% q(z) = q(2) =3 # 0, segue do item (c) do Teorema 3 que
T—

lim 2 — 22 + 1

. 563 — 2z -+ 1 -9 5)
lim = - 5 = —.
=2 x2—1 limz® — 1 3

r—2

3_9 1
Vamos Calcular lim xQ—x—I—
z—1 2 —1

Consideremos os polinémos p(z) = 2% — 2z + 1 e g(x) = 2% — 1 definidos
em D =R\ {-1,1}. Vemos, portanto, que

3
P x> —2r+1

p 27 ¢ q(x) # 0,para todox € D.

Entretanto, como ill)r%p(a:) =p(l)=0¢e }31_{% q(z) = ¢q(1) =0, ndo podemos
aplicar o item (c) do Teorema 3 (visto que o limite da fun¢do do denominador
é igual a zero).

Devemos ent3o proceder de outra maneira para tentar calcular o limite.

Lembremos que, como = = 1 anula os polindémios p(x) e ¢(x), entdoz = 1 é
raiz de ambos os polinémios. Assim, h(x) = x—1 é um dos fatores na fatoracdo
em polinémios irredutiveis de p(z) e ¢(z). Temos que p(z) = (z—1)(2?+x—1)
e q(xr) = (z — 1)(x + 1), portanto,

B(x)z (x—1) (2 +2—1)
q (x—1)(x+1)
donde
—2rx+1 . (z—1D(z*+z-1)

lim "~ =
il 22— 1 o1 (z—1)(z+ 1)

Note que, como z =1¢ D =R\ {—1,1}, temos que

(=D +2-1) | *4+ax-1
lim = lim ——.
a1 (x—1)(x+1) =1 x+1

12



LiMITES DE FUNGOES

Agora sim, como lim2* + 2z —1=1elimz+1=2 = 0, podemos aplicar

. r—1 . z—1
o item (c) do Teorema 3 e concluir que
L2
ot =2z +1 . 24 a-—1 }Clﬂx tz—1
lim ——— = lim = - = —.
a—1 2 —1 a—1 x4+ 1 hnqx—kl 2
T—

Um ponto muito importante a ser observado, é que a igualdade (1) acima se
verifica, pois ao tomarmos o limite quando x tende para 1, o fazemos tomando
valores de z € D = R\ {—1,1} e de fato, para qualquer desse valores, ao
substituirmos no numerador e denominador do primeiro membro da igualdade

os termos (z — 1) do numerador e denominador se cancelam. Nio é verdade

3 —2r+1 ] (> +x—1)
2?2 —1 (x+1)

dominio o conjunto D = R\ {—1, 1} e a segunda tem como dominio o conjunto

que as funcdes sejam iguais; a primeira tem como

S =R\ {—1}, mas para efeito do calculo do limite, isto ndo importa.

Em muitas situacdes pode ser atil usar a seguinte bem conhecida identidade:
ot =yt = (- y) (@ oyt Ty e ), (1)

Pondo z = Vb e y = ¥/a em (1), obtém-se
b—a= (Vo Ya) (Vo= + Ja Voh=2 + .. + Vah=2 Vb + Var-1). (2)

Calcular lim { 1 3 }
11—z

r—1 1— 553

N&o podemos utilizar o Corolario 4(b), pois os limites lim
=511 —2 211 —23

ndo existem (justifique). Utilizando a identidade 1 — 23 = (1 — 2)(1 + x + 2?)

que se deduz imediatamente da identidade (1) acima, obtemos

1 3 _1+x+x2 3 24z —2

l—2 1—23  1—a23  1—x3  1—g3 °

cujo limite quando = — 1 poderia ser calculado pelo Teorema 3, se o deno-
minador da dltima expressdo ndo se anulasse em = = 1, o que n3o é o caso.
Fatorando numerador e o denominador dessa altima fracdo, obtemos
?+r—-2  (l-z)(z+2) 42
1—22 (I-2)(1+x+22) 14+az+a22

13
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UNIDADE 3 PROPRIEDADES DOS LIMITE DE FUNGOES

Assim, obtemos

1 3 r+2 3 _

lgl}lll—x_l—x3:|:xbn%l+m+x2 3

g
EXEMPLO 13

Seja a > 0. Calcular lim v/z.

T—a
o a a va V3a
Note que se x esta no intervalo (a — 30@ + 5) temos que ¥Z < Vi < VR
Assim,

b:%+\/a<\/5+\/a.

Temos entdo que
bVE — Val < (VE+Va) Vi — Val = [z — al.

Portanto, se (x,) € uma sequéncia que tende a a, vemos que (,/7,) tende a

Va. Logo,
lim /z = /a.

O argumento utilizado no exemplo acima se generaliza para mostrar que

lim ¥z = Va.

g
EXEMPLO 14

—1
Calcular lim .
z—=1 1 —1

N3o podemos utilizar o Teorema 3 diretamente, pois o denominador da

fracdo se anula em x = 1. Mas, podemos escrever
Viel _(E-DWEHD a1
r—1  (z-DH/2+1) (z-DH2+1) o+1

Portanto,

VT -1 1 1 11

ph z -1  asmiat+l lmyoavztl 141 2

14
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3.4 Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

(a) lim 4+ 5z +7 (© lim 22— 5z +6
z——1 22 —6x + 8" z—3 rz—3 '
. (z—2)° + 2| gt —1

b) lim c :

()$—>0 Tt + 22 + /2 (d) 11B1_>n% z—1"

2. Sejam k um inteiro positivo e @ um niamero real.

(a) Mostre que lim(z* — a*) = 0.

Tr—a
k_ ok
. T —a _
(b) Mostre que lim = ka1t
T—oa T — @
zk — a¥

k:

(c) Escrevendo z* — a (x — a) para x # a, obtenha (a) a

partir de (b).

Tr—a

3. Calcule
vVi+ar—1

lim ——.
(a) lim A 1
Sugestdo: Pode ser atil fazer a mudanca de variavel 1 + 2 = u°.
2 93 1
(b) Tim Y =2VEHL
z—1 (x — 1)2
. 3—Vb+zx
(c) lim —————.
=41 —/5—u
. V22 —2r4+6—z2+2x—6
(d) lim :
z—3 22 —4x+3

= vy D
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UNIDADE 4 LIMITES LATERAIS

4.1 Limites Laterais

Algumas vezes o limite de uma determinada func3o, quando x tende a um
namero a, pode ndo existir, mas a funcdo pode tender a um certo namero [;
que independe da sequéncia escolhida quando = tende a a pela esquerda, ou
tender a um certo niamero [, quando = tende a a pela direita, podendo ndo

existir um dos nimeros ou existirem e serem distintos. Vejamos um exemplo.

T
EXEMPLO 1

Seja f definida em R\ {0} por, f(z) =—1sex <0e f(xz) =1sexz > 0.

-1

Figura 4.1: Limites laterais em x =0

1 1
Note que lir% f(z) n3o existe, pois dada as sequéncias z,, = —— e y,, = —,
T—

1
ambas convergindo a zero, temos que, por um lado, f(x,) = f( — —) =-1

1
para todo n € N, portanto converge para -1. Por outro lado, f(y,) = f(—) =
n

1 para todo n € N, portanto converge para 1.

Note que, na verdade, para qualquer sequéncia (x,,) tal que x,, < 0 para todo
n, com lim x, =0, tem-se f(z,) = —1 para todo n; logo, hm f(z,) = -1
Por outro |ado dada qualquer sequéncia (y,,) tal que y,, > O para todo n, com
nh_)rgo Yy, = 0, tem-se f(y,) = 1 para todo n; logo, nh_}rgo flyn) = 1.

S
/]
e

N
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Consideremos a fungdo f definida em R, dada por f(z) =z sex < 0e
flx) =2+ 1sex>0.
Neste caso, também ndo existe liI?% f(z). Para ver isso, basta considerar as
T—

. 1 1 ) ) 1
sequéncias z,, = —— e Yy, = —. Temos que lim f(z,) = lim (— —) =0,
n n n—00 n—00 n
enquanto que lim f(y,) = lim — 4+ 1= 1.
n—oo n—oo 1

Exatamente como no exemplo anterior, dada qualquer sequéncia (x,,) tal que

x, < 0 para todo n, com lim z, = 0, tem-se que lim f(z,) = lim z, = 0.
n—o0 n—o0 n—oo

E, dada qualquer sequéncia (y,,) tal que y,, > 0 para todo n, com lim y, =0,
n—oo

tem-se que lim f(y,) = lim y, +1 = 1.
n—oo n—oo

Nos dois exemplos acima, vemos que, apesar de li_>n% f(z) n3o existir, ocorre
o fenémeno, acima citado, quando nos restringimo:; exclusivamente a valores
de x menores do que zero ou a valores de & maiores do que zero. Em ambos
0S casos, com essas restricdes sobre os valores de z, os limites existem nos dois
exemplos. Isto caracteriza o fato dos limites laterais de f a esquerda e a direita
de a(= 0) existirem para ambas as fun¢des, quando = tende a a.

Isto motiva, em geral, as seguintes definicdes.

Sejam f: D — R e a € R tais que para todo r > 0, o intervalo (a — r,a)
intersecta D. Dizemos que o limite de f(x) quando x tende para a pela esquerda

éigual a [, escrevendo lim f(x) =1, se para toda sequéncia (z,), com x,, < a
T—a

para todo n € N e tal que lim z,, = a, tem-se que lim f(z,) =1
n—oo n—oo

No Exemplo 1, temos que lim f(x) = —1 e no Exemplo 2, lim f(z)=0.
r—0~ z—0~
Nesse caso, [ é chamado de /imite lateral esquerdo de f em a.

Sejam f: D — R e a € R tais que para todo r > 0, o intervalo (a,a + r)
intersecta D. Dizemos que o limite de f(x) quando z tende para a pela direita

é igual a [, escrevendo lim+ f(z) =, se para toda sequéncia (x,), com z, > a
Tr—a
para todo n € N e tal que lim z,, = a, tem-se que lim f(z,) =1
n—,oo

n—oo

UNIDADE 4

[N
ExXEMPLO 2

DEFINIGAO 1

LimiTE LATERAL

EsQUERDO

DEFINICAO 2

LimiTE LATERAL DIREITO

2N
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TEOREMA 3

S
DEMONSTRACAO

e
EXEMPLO 3

R

%

>
»

Nos Exemplos 1 e 2, temos que 1im+ f(z) =1. Nesse caso, [ &€ chamado
x—0

de limite lateral direito de f em a.

Note que se f: D — R e a € R sdo tais que todos os intervalos da forma
(a—r,a) e (a,a+r) itersectam D, entdo o fato de se ter ll_r)r(ll f(z) =l implica
que lim f(z)= lim f(x) =1. Com efeito, por definicdo de limite, qualquer

rz—a~ z—a™t
sequéncia (x,,) tendendo para a, tem-se que a sequéncia (f(z,)) tende para I,
independentemente do modo como (z,,) tende para a. Assim, se z,, < a ou
x, > a para todo n € N, temos que (f(z,)) tende para [, ou seja, os limites a
esquerda e a direita de a coincidem e s3o iguais a [.

O Teorema abaixo, do qual acabamos de provar uma parte, afirma que as

duas condicdes sdo equivalentes.

Sejam f: D — R e a € R tais que para todo r > 0, os intervalos

(a —r,a) e (a,a + r) intersectam D. Entdo, lim f(z) = se, e somente se,
r—a
lim f(z) = lim f(x)=1
z—at

r—a—

A demonstracdo da parte que falta segue das definicdes, repartindo os
termos de uma sequéncia que converge para a em dois grupos: os termos

menores do que a e os termos maiores do que a.

Consideremos a fungdo f: R\ {0} — R dada por f(z) =0sex <0 e
f(z) = x se x > 0, cujo grafico esbocamos na figura a seguir.
Se tomarmos qualquer sequéncia (z,,) de nameros reais com z,, < 0 para
todo n € N e tal que lim x, = 0, teremos que lim f(z,) = lim 0 = 0.
n—oo . n—o0 . n—oo
Agora, se tomarmos qualquer sequéncia (z,,) de nimeros reais com x,, > 0 para
todo n € N e tal que lim z, = 0, teremos que lim f(z,) = lim z,, = 0.
n—oo n—oo n—oo

Assim, lim f(z)= lim f(x) =0 e, portanto, pelo Teorema 3, temos que
x—0~

z—07F
lim f(z) = 0.
z—0
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Figura 4.2: Grafico de funcdo do Exemplo 3

4.2 Limites Infinitos e Limites no Infinito

Como motivacdo do conceito que vamos apresentar a seguir, comecemos

com os dois exemplos abaixo.

E——

1 EXEMPLO 4

Consideremos a fungdo f(z) = —, definida para « € R\ {0}, cujo grafico
x

esbocamos na figura abaixo.

Figura 4.3: Graficode y = 1

T

Olhando para o grafico de f é facil perceber que f(xz) decresce ilimitada-

mente quando x se aproxima de zero por valores menores do que zero e que f(z)

> vy D
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A
EXEMPLO 5

/)
>

E

A

>

cresce ilimitadamente quando x se aproxima de zero por valores maiores do que

zero. Precisamente, se tomarmos qualquer sequéncia (x,,) tal que z,, < 0 para

todon e lim z, = 0, teremos lim f(x,) = lim — = —oo (isto segue da pro-
n—00 n—00 n—0o0 Ty,

priedade (d') da Se¢do 3, Unidade 2); e se tomarmos qualquer sequéncia (y,,)

tal que y,, > 0 paratodon e lim y, = 0, teremos lim f(y,) = lim — = 400
n—o0 n—oo

n—o0 n

(isto segue da propriedade (d) da Segdo 3, Unidade 2).

1 ) :
Consideremos a fungdo f(z) = et definida para € R\ {0}, cujo grafico

esbocamos na figura a seguir.

. . 1

Figura 4.4: Grafico de y = =

Olhando para o grafico de f, é facil perceber que f(z) cresce ilimitadamente
quando z se aproxima de zero. Precisamente, se tomarmos qualquer sequéncia

(x,) de nameros diferentes de zero tal que lim xz,, = 0, teremos lim f(x,) =
n—00 n—00

. 1 . . 1
lim — = 400 (realmente, como lim z,,> =0 e z,> > 0, entdo lim — =
n—00 $n2 n—00 n—00 ;L‘n2

+00, conforme vimos na Propriedade (d) da Se¢do 3, Unidade 2).

Note que o comportamento da func3o, deste altimo exemplo, é diferente do
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comportamento da func3o do exemplo anterior para valores de x préximos de
zero.
Em geral, temos as seguintes definicdes.

Sejam f: D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo @ DEFINICAO 4

LiMITE 400

intersecte D \ {a}. Diz-se que lim,_,, f(z) = +o0 se, para toda sequéncia
(x,,) de elementos de D \ {a} tal que lim z, = a, tem-se lim f(z,) = +o0.
n—00 n—o0

Sejam f: D — R e a € R tal que todo intervalo aberto contendo a DEFINIGAO 5

LiMITE —oo

intersecte D \ {a}. Diz-se que lim,_,, f(x) = —oc se, para toda sequéncia
(x,) de elementos de D \ {a} tal que lim z, = a, tem-se lim f(xz,) = —o0.
n—o0 n—o0

De maneira completamente analoga ao feito anteriormente, podemos definir

sem dificuldade o que se entende por

lim f(x) =400, lim f(z) = o0,
T—a~ z—at
e por
lim f(z) = —o0, lim f(z) = —o0.
T—a~ z—at
Por exemplo,
o1 o1
lim —=—-00 e lim — = +o0.
z—0— X z—0+t X

Vamos a seguir dar uma interpretacdo geométrica a algumas das situacdes
descritas acima.

Diremos que a reta vertical x = a é uma assintota vertical ao grafico de
uma func3o f se for satisfeita uma qualquer das condicées abaixo:

lim f(z) =—o0, lim f(z)= 400, lim f(z)= —oo, lim f(z)= +oc.
T—a~ T—a~ z—at z—at

E importante observar que basta que uma das condicdes mencionadas acima
se cumpra para se concluir que a reta © = a é uma assintota vertical ao grafico
de uma fungdo f. Observe também que se lim f(x) existe, entdo = = a ndo
serd uma assintota vertical. o

Portanto, se a reta vertical x = a for uma assintota vertical, o grafico de f
se aproxima cada vez mais dessa reta (para cima ou para baixo), a medida que
x tende a a pela direita ou pela esquerda.

! A 1S
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g
EXEMPLO 6

Consideremos a func¢do f definida por

1—2z, sex <0

flz)=9 1
-, se x > 0.
x
Como lim+ f(z) = +o0, segue da definicdo que a reta x = 0 é uma assin-
z—0
tota vertical ao grafico de f, embora tenhamos hrél flz)=1.
r—0U"

Seja a um nimero real arbitrario e consideremos a fung¢do f: R\ {a} - R

definida por f(x) = xi

, cujo grafico esbocamos na figura a seguir.
a

N

1
r—a

Figura 4.5: Grafico de y =

Observemos que quando x tende para a por valores menores do que a, o
denominador x — a tende para zero por valores negativos. Como o numerador

é a fungdo constante igual a 1, teremos lim f(x) = —oo. Analogamente,
T—a

quando x tende para a por valores maiores do que a, o denominador z — a

tende a zero por valores positivos, donde lim+ flz) =4occearetax =aé
T—ra

uma assintota vertical ao grafico de f. Verifique na figura a aproximagdo do

grafico de f com a reta z = a.

Introduziremos agora, uma notacdo heuristica que facilitara a determinacio
de uma assintota vertical. Esta notacdo é apenas um modo figurativo de se
raciocinar, ndo sendo totalmente provida de sentido matematico.
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No exemplo acima, a fung¢do f(z) =
x

cumpre a seguinte condicdo: a
funcdo do numerador é a fungdo g(z) = 1 6[L)ara todo z € R\ {a}, para a
qual lim g(z) = 1; a fungdo x — a do denominador tende a zero por valores
negatgiv_)gs, desde que facamos = tender a a por valores menores do que a.

Neste caso, denotaremos este limite por lim z —a =0". Do mesmo modo,

r—a~
lim 2 —a = 07. Usaremos neste caso a seguinte notacio:
z—at
) 1 1 ) 1 1
lim =—=—-00 e lim = — =400
z—=a~ T — Q 0~ z—at T — Q 0+

. 11 . s
E importante notar que o= or ndo tém sentido matematico! Sdo apenas

notacdes que indicam que o numerador tende a 1 e o denominador, no primeiro
caso, tende a zero por valores negativos. Ora, o namero positivo 1 dividido
por nimeros cada vez mais préximos de zero e negativos ddo como resultado
nameros cada vez maiores em valor absoluto e negativos, motivo pelo qual
escrevemos lim L L

z—a~ T — Q 0-
Analogamente, no segundo caso, a notacio indica que o numerador tende a

= —0OQ.

1 e o denominador tende a zero por valores positivos. Agora, o niimero positivo
1 dividido por nimeros cada vez mais préximos de zero e positivos ddo como
resultado nimeros cada vez maiores e positivos, motivo pelo qual temos que

. 1 1
lim = —
z—=at T — @ 0+

De modo geral, se f(x) = M com lim h(z) =1#0e lim g(z) =07,

= +00.

g(x) Tr—a~ pa—
entao
h l I

lim f(z) = lim h(x) L ) +oo, sel>0

e e—a- g(z)  OF —o0, sel <0.
Se lim g(z) =07, entdo

Tr—a~
h(z) 400, sel <0

li = lim —= =
Jm fle) = lm 2o =) e sels 0.

Um enunciado analogo ao acima vale no caso em que lim+ hix)=1#0e
Tr—a
lim g(z) =0% ou 0.

r—a™t
Observemos que no caso em que [ = 0, nada podemos concluir. Vejamos

isto em um exemplo.

0 vy D
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O
EXEMPLO 8
Sejam h(z) =z — 1 e g(z) = 2° — 1. Temos
r—1 r—1 1
I = lim ——— = i S
R e e N S RSV
Por outro lado, se g(z) = x(x — 1)?, obtemos
r—1 1 1
li =lm —=lm — = — = —0.
Bl = T T ey T T
Finalmente, se h(z) =1 —z e g(x) = z(z — 1)?, obtemos
11—z -1 -1
li =lm — = lim —=— = :
e /(@) e x(r —1)2 e z(r—1) 0~ oo
C—
EXEMPLO 9 r—1
Consideremos a fungdo f(z) = —11 definida em R\ {—1}. Verifiquemos
x
que a reta x = —1 é assintota vertical ao grafico de f.
Como lim z—1=-2e lim z+1=0", segue que
r——1" r——1"
I r—1 =2 .
im =— = :
ozl 00
Analogamente, como lim z—1= —2e lim z+1=07, segue que
z——1+ z——17+
i r—1 =2
im = — = —o0.
z——1— T + 1 0+
O
EXEMPLO 10 "
Consideremos a fungdo f(r) = —; 1 definida em R\ {—1,1}. Verifique-
x —
mos que as retas © = —1 e x = 1 sdo assintotas verticais ao grafico de f.
Com efeito, dado que lim z=—1le lim 2> —1=0", segue que
z——1" z——1"
T -1

I ——
eo- 22 =1 0F

= —OQ.

10
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LIMITES LATERAIS, INFINITOS E NO INFINITO UNIDADE 4

De modo analogo, como lim o= —1e lim 2° —1=0", segue que
z——171 z——1F
i T —1
lim = +00.

o1+ 32 — 1 0-

Qualquer um dos dois limites garante, segundo a definicdo, que a reta z = —1
é uma assintota vertical ao grafico de f.

Agora, dado que lim z =1e lim 2? —1 =07, segue que
r—1— r—1—

. x 1
lim = — = —00.
a—1- 22 — 1 0~

De modo analogo, como lim z =1e lim 2°> —1 =07, segue que
z—1t z—1t

! T 1 n
1m = — = 0.
z—1t LU2 -1 0t

De novo, qualquer um dos dois limites garante, segundo a definicdo, que a reta

x = 1 é uma assintota vertical ao grafico de f.

Observemos que nos exemplos acima, as retas assintotas verticais corre-
spondem aos valores de x que anulam o denominador da funcdo analisada. Nos
Exemplos 4, 5 e 6, foram as retas © = 0, no Exemplo 7, a reta z = a, no Ex-
emplo 8 aretax = —1 e no Exemplo 9, as retas x = —1 e x = 1. Podemos ser
induzidos a pensar que sempre sera assim. O exemplo a seguir, nos mostra que
esses valores de = serdo candidatos mas ndo serdo necessariamente assintotas

verticais.

202 —x—1 , .
xxz _xl definida em R\ {—1,1}. Em-

bora x = —1 e x = 1 anulem o denominador da funcdo f, vejamos que a reta

Consideremos a fungdo f(x) =

x = —1 & assintota vertical ao grafico de f, mas o mesmo n3o ocorre com a
reta x = 1.
Com efeito, como lim 22> —x —1=2e lim 2? —1=0T, segue que

r——1" r——1—

i 202 —x—1 2 N
m — = — = .
z——1—- a2 -1 0+ >0

11
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R

%

>

>
>

Este limite ja garante que a reta x = —1 é assintota vertical ao grafico de f.

Mesmo assim, analisemos o limite a direita de —1. Como 1im+ 2w —r—1=2
r——1

202 —x — 1 2
e lim 22—1=0", segue que lim ——— — = = —
z——1+ v P B | 0~
Agora, notemos que embora 2 = 1 anule o denominador de f, ele também

—0OQ.

anula o numerador, ou seja, x = 1 é raiz dos polindémios 222 —x — 1 e 22 — 1.

Isso significa que o polinémio x — 1 divide ambos os polinémios. Precisamente,

temos que 22> —x — 1= (z—1)(2x+ 1) e 2> — 1 = (z — 1)(z + 1). Assim,
202 —x — 1 . (r—=D(2x+1) . 241

lm —— = = _
eol= 221 eoi- (r—D(@+1) aoi- 241

Como lim2x+1=3elimxz+ 1 =2 # 0, segue da propriedade do limite
z—1 z—1

: .2 1 3 .
do quociente de duas funcées que lim T —. Assim, areta z = 1 ndo é
=1 x4+ 1 2

assintota vertical ao grafico da funcdo f.

12



LIMITES LATERAIS, INFINITOS E NO INFINITO UNIDADE 4

4.3 Exercicios

T, Sefle i) = (g;:22)2' T ER\ {2},
(a) Calcule lirgl_ flz), 1ir£1+ f(z) e liﬁn;f(x).

(b) A reta x = 2 é uma assintota vertical ao grafico de f?

5. Seip ) = ﬁ z € R\ {1}.
(a) Calcule hr?, f(z) e liI{lJr f(z).

(b) A reta z =1 & uma assintota vertical ao grafico de f7?
: 1
3. Seja f: R — R definida por f(z) = 2?sex < 0e f(z) = —gser> 0.
(a) Calcule lim f(z) e lim f(x).

z—0— z—0t

(b) A reta z = 0 & uma assintota vertical ao grafico de f?

4. Seja f: R — R definida por f(z) = — sex <2 f(2)=0e

2
(z —2)?

f(z) = ® —1x)3 se x> 2.
(a) Calcule lirgl_ f(z) e lirgl+ f(z).

(b) A reta z = 2 & uma assintota vertical ao grafico de f7

5. Seja a um namero real arbitrario e defina f: R\ {a} — R por f(z) =

x? — a?

T—a

(a) Calcule lim f(z), lim f(z) e lim f(x).
T—a— r—at T—a

(b) A reta x = a é uma assintota vertical ao grafico de f7

6. Ache as assintotas verticais ao grafico de f, caso existam, para as funcdes
f indicadas abaixo:

@) f@) = S () f@) =2+ = (@) fla) = T
2 -5 T2 T
(@) @) = T2 (@) f@) = ——=t ) /@) = =

L vy D
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P
EXEMPLO 12

R

%

>
»

4.4 Limites no Infinito

Até o momento, temos estudado o comportamento da imagem f(x), quando
x assume valores no dominio de uma func3o f que se aproximam arbitrariamente
de um namero real a, ou seja, o estudo dos limites da forma

lim f(x) =1 e lim f(z) = £oc.

r—a T—a

Estaremos, agora, interessados em estudar o comportamento da imagem
f(x), quando a variavel z cresce ilimitadamente ou quando a variavel x é nega-
tiva e cresce ilimitadamente em mddulo. Precisamente, estaremos interessados
em compreender o significado dos limites no infinito:

lim f(x)=1, Il_1>r_noof(a:) =1, lim f(z)=—-00, lim f(z)=+o0,

T—+400 Tr—r+400 T—+400

lim f(zr)=—-0c0 e lim f(z)=4o0.

T——00 T——00

Consideremos as fungdes f(x) = = e g(zr) = % definidas em R\ {0}.
x T

Se observarmos as figuras 3 e 4 que representam os graficos das duas
fungBes, podemos intuir que & medida que x cresce ilimitadamente, tanto f(x)
quanto g(z) se aproximam de zero. O mesmo acontece a medida que os val-
ores de x decrescem indefinidamente. Na verdade, é um fato natural que, por
exemplo, 3 medida que z cresce indefinidamente, f(x) corresponde a dividir o
namero 1 por nameros cada vez maiores, logo o resultado fica cada vez menor.

Mais precisamente, para qualquer sequéncia (x,), de nimeros ndo nulos,
tal que lim z,, = +oco e para qualquer sequéncia (y,), de nimeros n&o nulos,

TL.—>OO
tal que lim y, = —o0, tem-se
n—oo

lim f(x,)= lim f(y,) = lim g(x,) = lim g(y,) = 0.

n—oo

Esses resultados vém da simples aplicagdo das propriedades (d) e (d') da

: . 1
Sec3o 2, Unidade 2. Com efeito, tomemos (zn = —) Como z, > 0 paran
Tn
suficientemente grande (visto que lim z, = +00), e lim — = lim z, = +o0,
n—00 n—oo0 Z, n—r00
segue da propriedade (d) mencionada que
: .1 .
lim 2z, = lim — =0= lim f(x,).
n—oo n—oo I, n—oo
14
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Um argumento semelhante prova as outras afirmagdes.

Na verdade, o mesmo raciocinio prova que para qualquer inteiro positivo k,
.1 o1
lim —=0= lim —-
n—oo (L‘n n—oo yn

I
2241 EXEMPLO 13
=57 g definida em R\ {2, —2}.
Note que colocando 2% em evidéncia no numerador e denominador, obtemos
22(1+ %)

Consideremos a fungdo f(z)

= ——2° Assim,
f(x) 1;2(2 _ %) im
, . a?4d 214 )
Jm fle) = lim oo = lim 22— %)

Agora, se (z,,) € uma sequéncia arbitraria de nimeros diferentes de 2 e -2,

com lim z, = 400, obtemos

n—oo
. a2l wmtg) (14
) = i e 8 T A o) AR E i)

1 8
Como lim 1+ — =1e lim 2 — — = 2, segue que

n—00 x% n—00 x%
2
. .oap+1 1
am f(en) = 575 = 5
2
. . . -+ 1 1
sugerindo que zl_lg_loof(l‘) = xBrJPOO 578 3"
Observe que se tomassemos uma sequéncia arbitraria (y,,) de niameros reais
diferentes de 2 e -2, com lim 1, = —o0, obteriamos com o mesmo raciocinio,
n—oo
2
. | 1
lim n) = lim == ==,
2 +1 1
sugerindo que lim f(z) = lim — = —.
g q x—1>—oof( ) T——00 2£U2 — 8 2

Os exemplos acima sugerem a seguinte defini¢3o:

15 vy D
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DEFINIGCAO 6

LIMITE EM +o00

DEFINIGAO 7

LIMITE EM —00

Sejam f uma func¢do definida em algum intervalo da forma (d, +00) e l um

namero real. Diz-se que lirf f(z) =1 (l&-se: limite de f(z) quando = tende
T—>+00

a mais infinito é igual a ) se, para qualquer sequéncia (x,) de elementos de

(d, +o0) tal que lim x, = +oo, tem-se que lim,,_,, f(z,) = L.
n—oo

Seja f uma fun¢do definida em algum intervalo da forma (—oo, d) e seja [
um namero real. Diz-se que lim,_, ., f(z) = (l&-se: limite de f(z) quando x
tende a menos infinito é igual a [) se, para qualquer sequéncia (z,,) de elementos

de (—o0,d) tal que lim z,, = —o0, tem-se que lim f(x,) = .
n—00 n—00

Pode-se provar, em ambos os casos, que se o limite [ existe, ele é Gnico.
Neste caso, dizemos que a reta y = [ € uma assintota horizontal ao grafico de
f.

A interpretacdo geométrica da assintota horizontal é a seguinte: o grafico
de f se aproxima indefinidamente da reta horizontal y = [ & medida que x se
afasta da origem ilimitadamente para a esquerda ou para a direita.

Assim, pelos exemplos acima, temos que a reta y = 0 é uma assintota

. 1
horizontal ao grafico da fungdo f(z) = — e a reta y = 5 é uma assintota
x
22+ 1
horizontal ao grafico da funcdo = —.

Vejamos agora outros dois tipos de comportamento de f(x) quando x cresce
indefinidamenta ou quando x decresce indefinidamente.

Seja k um inteiro, com k > 1, e consideremos a fun¢do f(z) = 2F . definida
para z € R.

Como f(z) = 2% 'z > x para todo x > 1, pois "1 > 1 para todo = > 1,
segue que f(x) cresce indefinidamente a medida que = cresce indefinidamente.

Além disso, para k par, a fungdo f é par (isto é, f(—x) = f(z) para todo
x € R). Consequentemente, o grafico de f & simétrico com relagdo ao eixo dos
y e, portanto, também f(x) cresce ilimitadamente a medida que x decresce
ilimitadamente. Para k impar, a fungdo f é impar (isto &, f(—z) = —f(z)
para todo = € R). Consequentemente, o grafico da fun¢do f & simétrico com

16
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relacdo a origem, o que nos permite concluir que f(z) decresce ilimitadamente
a medida que x decresce ilimitadamente.

O que acabamos de observar motiva a definicdo a seguir.

Seja f uma fun¢&o definida em algum intervalo da forma (d, +00). Diz-se
que lim,_, 4o f(z) = 400 (respectivamente lim,_,  « f(z) = —o0) se, para
qualquer sequéncia (z,,) de elementos de (d, +o00) tal que lim z,, = 400, tem-

n—oo

se que lim,,_, f(z,) = +00 (respectivamente lim,,_,o f(z,) = —00).

Seja k um inteiro positivo qualquer. Mostremos que

lim czF =400 se ¢>0 e lim ¢z = —00 se ¢<0.

r——+00 r—r—+00

Com efeito, seja (z,,) uma sequéncia qualquer tal que lim z, = +oc.
n—,oo
Como x,, > 1 a partir de um certo n, segue que mnk > x,, a partir de um

certo n, e dai resulta que lim z,* = 400. Consequentemente,
n—o0

lim cz,* = 400 se ¢>0 e lim cz,* = —00 se ¢ < 0.
n—0o0 n—oo
Portanto,
lim cz¥ =400 se ¢>0 e lim cz¥=—00 se ¢<0.
T—+00 T—+00

Em particular,

lim 72'' = 400 e lim (—42%) = —oo.
T—+00 T—-+00

Seja f uma fungdo definida em um intervalo da forma (—oo,d). Diz-se

que lim, , o f(x) = 400 (1respectivamen‘ua,limx_>_C><> f(z) = —oo) se, para
qualquer sequéncia (x,,) de elementos de (—o0, d) tal que lim x,, = —o0, tem-
n—oo
se que lim,,_,, f(z,) = +o00 (respectivamente lim,, o f(x,) = —oo).
17
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Analogamente ao que acabamos de ver no caso em que x cresce indefinida-

mente, temos que se k£ € um inteiro positivo par, entdo

k

lim cz* =400 se ¢>0 e lim ¢z = —0c0 se ¢ < 0.

T——00 T—r—00

Notemos, neste caso, que a fungdo f(z) = cx® & par para qualquer ¢ €
R\ {0}. Portanto, a afirmagdo pode ser deduzida do Exemplo 14.
Em particular,

lim 22° = 400 e lim (—72%) = —c0.
T——00 —>—00

Se k um inteiro positivo impar, entdo
lim cx* = —00 se ¢>0 e lim czF =400 se ¢ < 0.
r—r—00 Tr—r—00

Notemos que, neste caso, a funcdo f(z) = cz* & impar para qualquer

c € R\ {0}. Portanto, essa afirma¢do também decorre do Exemplo 14.
Em particular,

lim v52% = —00 e lim (=72°) = +oc.

T—r—00 T——00

O
EXEMPLO 15 Consideremos a funcdo polinomial p(z) = 323 — 252% + 42 — 7.

Colocando o termo de maior grau do polindmio em evidéncia, obtemos

25 4 7
=331 -2 4 — — ).
p(x) =32 ( 3z + 312 3x3)

Seja () uma sequéncia de nimeros reais ndo nulos tal que lim z,, = +oo0.

n—oo
Como
25 4 7
lim — = lim — = lim — =0,
n—00 3Ty, n—00 3:)3% n—00 3x§l
segue que
25 4 7
li 1— — =1.
oo ( 3z, * 32 39079;)

Como lim 22 = +o0, segue que lim p(x,) = +oo. Uma vez que (z,) é
n—00 n—00

uma sequéncia arbitraria que tende a +00, temos que lim p(x) = 4o0.
r—r+00

O mesmo raciocinio mostra que lim p(z) = —o0.
T—r—00
A
&= L 18



LIMITES LATERAIS, INFINITOS E NO INFINITO UNIDADE 4

E importante observar no exemplo acima, que tanto o valor de lim p(x)
r—r+00

quanto o valorde lim p(z) foram ditados pelo ermo de maior grau do polinémio,
T—>r—00

ou seja, por 3z3. Na verdade, esse fato ndo & uma particularidade do polinémio

p(r) = 323 — 2522 + 4z — 7, como mostra o préximo exemplo.

[N
EXEMPLO 16

Seja p(z) = pa™ + ap12™ 1+ -+ + ayx + ag uma fungdo polinomial,

em que m > 1 e a,, # 0. Entdo

lim p(z)= lim a,z™

x—>ﬂ:oop< ) zotoo

Vamos mostrar que lim p(z) = lim a,,z™.
T—+00 T—+00

Com efeito, para todo z € R\ {0}, temos

A1 1 a 1 ap 1
p(:v):amxm(1+ L m_l—i-—o—m).
Ay T U T U

Seja (z,,) uma sequéncia arbitraria de nimeros diferentes de zero tal que

lim z,, = +o0o. Como

n—oo
. Am—1 1 . aq 1 . Qo 1
lim —4—— =... = lim — - = lim — =0,
n—00 Ay, Tp n—=00 Uy, LTy~ n—=00 Uy, Ty
segue que
. Ay —1 1 aq 1 Qo 1
lim {1+ —++— T+ — =1.
n—00 Ay Ty G T~ QA T

Suponhamos a,,, > 0. Pelo Exemplo 14, xEIEOO apr,™ = +o00. Aplicando a
Proposigdo 11, Unidade 2, obtemos lim p(z,) = +o0o. Como (z,,) é arbitraria
tendendo a 400, acabamos de most?a_;oaue zll)r_{loop($) = +o00.

Usando o mesmo raciocinio, obtemos xgrlloop(a:) = —00 se a,, < 0.

A justificativa do fato de que

lim p(z) = lim a,z™
Tr——00 Tr——00

é completamente analoga.
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Agora, fica facil determinar para um polinémio p(x), ambos os limites no

infinito. Por exemplo, lim (—3z% + 182% +4) = lim (—32%) = —cc e
T—+00 T—+00
lim (—52* + 452 —1) = lim (—52%) = —c0.
T—+00 T—+00
211 1 211
Vimos no Exemplo 13 que zgrfoo % =5 = mi@w%. Um fato

interessante a ser observado, é que os dois limites coincidem e s3o iguais a

uma fragdo cujo numerador e denominador correspondem aos coeficientes do

termo de maior grau dos respectivos polindmios do numerador e denominador
2

v +1

202 — 8 _

No préximo exemplo, analisaremos os limites no infinito de fun¢des racionais

da func3o racional

em toda generalidade.

Consideremos a fungdo racional

@™ + Ay ™V - arx + ag

fx) =

onde m e n sdo inteiros positivos, a,, # 0 e b, # 0, definida em R\ D, onde
D é o conjunto das raizes do denominador de f. Vamos estudar linlzl f(z).
T—r00

Para todo x € R\ {0}, temos

o1 1 1 1
amx™ 1_|_a 1_+...+ﬂ — ao_
fla) = m T am ™Y a, ™
- bp—11 by 1 bo 1
L (1 T 20 -
bn2 < + bp R ST x")
Como, em vista do Exemplo 14,
. Qm—1 1 aq 1 agp 1
lim 1+ — e+ — — ] =1
T—rFo00 ( Ay T A, xm—1 Ay, T
e
. bp—11 by 1 bo 1
lim (1 — 44— —— | =
r—£00 < + bn xT + + bn xn—L b, " ’
segue que
. . am *Im _ . am m—n
Jm fle) = lim o= = Qi o=

Temos entdo trés casos a considerar.

19 caso: m > n.

20
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Neste caso, ‘Z—mxm_" é um polindbmio de grau m — n > 1, e recaimos nas
. - .. Ay, .. .
situacdes ja vistas segundo b_ € positivo ou negativo.
n

20 caso: m = n.

. a

Neste caso, lim f(x)= —.
xr—r*+o0o bn

30 caso: m < n

Neste caso, em vista do Exemplo 12 temos

a

. m _ m-n __
S gt = 0.
Portanto,
L, 1) =0
Em particular, temos
I 35 — 8x2 + 4x I n
m = lim -z =4+
z—too Tat + 51+ 6 T—+oo 7 ’
3x® — 822 + 4z )
im = lim -z =-o0
z——oco T4+ 5x+6 z——00 7 ’
o 425 — 52 + 10 — 2 4
lim -
z—too  3x6 4+ 722 + 10 3
e
. 50zt 4+ 1223+ —4 .50
lim = lim — =0.
z—+oo 325 + 224 — 322 + 8 z—+oo 31

I
Consifere a fung¢do racional f(x) 7o' —5at 430 -5+ 8 Pelo que o 8
nsifer un racion x) = . u
¢ 407 — 323 +5xr — 1 a
acabamos de ver no Exemplo 17, temos que

o TaT =52t 4322 —x+8 o T =t + 32— +8
lim = lim —
z—=too  4x7 — 323 +5xr — 1 z——oco AxT —3x3 +5r—1

7
T

7

Assim, a reta y = 7 & uma assintota horizontal ao grafico de f.
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4.5 Exercicios

1. Calcule os seguintes limites:

3 1
2 ———);
<+x T2

(©) 1 z? + 92

¢) im ——:
z-r+oo 45 — 5023’

2x7 + 500z
84+1 7

@1

(e) lim

T—>+00

(g) lim D! A 500z
& z—r+oo 16 — 90023’

af 22 .
Va3 =7
. VT2 42
(1) lim ;
rz—+oo 2x + 1

(n) lim (z — Va2 +1);

(i) lim

T—r—00

UNIDADE 4 EXERcICIOS

2

2),

lim
g

T—r+00

(-

x5 + 5z
@) Im, 50"

227 + 500z

(b)

1

xr2

922 + 1
22 + 50’
2

lim —;
x—+00 I T

(0) lim (Va+1-/a);

(h) lim

T——00

8;

() lim

T——+00

(m)

T—+00 T—+00
T2 .
(p) Jm PYER (a) xggloo@ —Vvz+1).
Sugestdes:
Para (I): Para z > —1,
vai+2 r2+2 z? + 2
2r+1 YV (2z+1)2  Vdr24+4zx+1°

Para (n): Para z € R,

_JaTd _(r=v2i+)(z+Vri+1l) -1
. 1= r+vVr24+1 Cr+ V2Rt 1
Para (0): Para x > 0,
- Wr+1-yo)(Vz+14+x) 1
Vatl-vo= Vi+1+yz IRVZES T
DIV 22
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Para (p): Para x > 0,

Vi+2  1+%
% =F 1 _\/E—i-\%'

Para (q): Para = > 0,

z—vVz+D+ve+l) 2*—z+1 x-1+1

H=1y 9 4 1. =

T+Vr+1 o Votl 4
2. Determine os valores de o e 5 para que:
. r?2+1
(a a:l—l>r-lpoo |:$—|—1 —O[fl?—B:| =0

() tim O AT Fa A1
gs—oc0 322 —1z+2 B

1.

3. Decida se os graficos das fungdes dos itens (a), (c), (e), (g), (i), (1), (n)
e (p), do Exercicio 1, possuem assintotas horizontais, justificando a sua
resposta.

. vy D
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UNIDADE 5 O TEOREMA DO CONFRONTO

TEOREMA 1

PROPRIEDADE DO

e
EXEMPLO 1

R

CONFRONTO

%

>
»

5.1 O Teorema do Confronto

A nocdo de limite de uma funcdo f: D — R em um ponto a, com a
propriedade que todo intervalo da forma (a — r,a + r) intersecta D \ {a}, leva
apenas em conta o comportamento de f na proximidade de a, mas ndo em
a. lIsto, em particular, implica que se g: D’ — R é uma outra funcdo, com a
propriedade que todo intervalo da forma (a — r,a + r) intersecta D’ \ {a}, tal
que g(z) = f(x) para todo = # a em algum intervalo da forma (a — ', a +1')
eem DN D', entdo lim, ,, g(z) existe se e somente se lim,_,, f(x) existe e,
neste caso, os limites coincidem.

Esta propriedade esclarece ainda mais uma afirmac3o do tipo

que fizemos anteriormente.

O proximo Teorema, conhecido como propriedade do confronto, € muito atil
para o calculo de certos limites.

Suponhamos que sejam dadas trés funcées f: D — R, g: D' — R e
h: D" — R e um namero real a tais que todo intervalo da forma (a —r,a+ 1)
intersecta D\ {a}, D"\ {a} e D"\ {a}.

Sejam f,g,h e a como acima e tais que f(z) < g(x) < h(x) para todo
x # a em algum intervalo da forma (a —r’,;a+1') eem DN D' ND". Se

lim f(z) = lim h(z) =,

Tr—a Tr—a

entao

lim g(z) = [.

r—a

Este resultado é bastante intuitivo, e decorre diretamente do Teorema 8 da
Unidade 2.

Vejamos que limx_mxcos% = 0.
Observe que aqui ndo podemos utilizar a regra do produto do limite, pois

lim,_,o cost ndo existe. De fato, se x, = =, temos que (z,) tende a zero,
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mas
1, sen=0,mod4,
1 0, sen=1,mod4,
cos — =
Tn —1, sen =2 mod4,

0, sen =3,mod4.

Apesar disso, o limite existe e vale zero. De fato, como |cos%| < 1 para
todo z € R\ {0}, segue que

= |z| < |z|, para todo z € R\ {0}.

1
COS—
x

T cos—
x
Isto significa que
1
—|z| < xcos— < |z|, para todo x € R\ {0}.
x

Como lim(—|z|) = lim |z| = 0, segue do Teorema 1 que
z—0 z—0

lim z cos — = 0.
z—0 x

No exemplo acima utilizamos fortemente do fato de lin%a: =0 e da funcdo
T—>

1 o .
cos — ser limitada. O resultado a seguir mostra que esse fato é geral e decorre

x
diretamente da Proposicdo 7 da Unidade 2.

Se f, g: D — R sdo funcdes tais que f é limitada (na vizinhanca de ) e TEOREMA 2
5 ~ 5 TEOREMA DO
lim g(z) = 0, entdo lim(fg)(z) = 0.
r—ra

T—a ANULAMENTO

5.2 O Limite Trigonométrico Fundamental

senx

Consideremos a funcdo f: R\ {0} — R definida por f(z) = . Que-
remos calcular 31613(1) f(z). Note que ndo podemos aplicar a regra do limite do
quociente ja que o limite do denominador é 0.

Este limite é t3o0 importante, que leva o nome de limite trigonométrico fun-
damental e sera estabelecido através de um teorema. Antes, porém, provemos

um lema.

3 A 1S
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LEMA 3 Para todo = € R temos que [sen z| < |z|.
— :
DEMONSTRACAO Suponhamos 0 < z < 7. Pela figura 5.2, temos que o segmento de reta

BC tem comprimento menor do que o arco BC (o menor caminho entre dois

pontos é o segmento de reta que os une).

o A D(1,0)

e

Figura 5.1: Comparando o seno com o arco.

Portanto, 2 sen z < 2x e, logo, |sen x| < |z| para 0 <z < 7.

Agora, se x > I, temos que
s
|sen z| <1< 5 <

Por outro lado, se x < 0, entdo —x > 0 e pelo que acabamos de mostrar,

|sen (—z)| < |—x|, o que em vista da propriedade sen(—z) = —sen z, deduz-se

que |sen z| < |z| para x < 0 também.

COROLARIO 4 Temos que lim sen x = sen a.
T—a
DEMONSTRACAO Temos pela identidade trigonométrica
T+ a r—a
sen x — sen a = 2 cos Sen 9
e pelo Lema 3 que
T+ a T Tr—a

sen x —sen a| = 2 | cos sen < 2 |sen 2 =|r —al.
| | =2 |cos ——| [sen——] <2 sen"——| < 2 [ —=[ = [o —

S
/]
e

~
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Consequentemente, se (xn) é uma sequéncia qualquer que tende para a, a

sequéncia (sen x,) tende para sen a.

Mostremos que lim,_., cos x = cosa. EXEMPLO 2
De fato, da identidade cos(% — x) = sen x, da regra de substituicdo e do
Corolario 4, obtemos o desejado.
Tem-se que TEOREMA 5
. Sen r LiMITE FUNDAMENTAL
lim =1.
x—0 €x

DEMONSTRAGAO

Provemos, inicialmente, que
sen x
1.

lim
z—0t T
De fato, consideremos 0 < x < 7, e comparemos as areas dos tridngulos

OAB e ODC e do setor circular ODB (ver a Figura 5.2).

Figura 5.2: Comparando areas.

Como
Area do tridangulo OAB = Si78%,
Area do setor circular ODB = 7,
Area do triangulo ODC = 2 = 15z
cos T
obtemos
SN COST _ T _ lsenx
2 2 " 2cosx

=N
in %
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Comosenz > 0 para 0 < z < 5. segue que

1
<

costT < .
senx COsS T

Mas, pela propriedade dos limites de quocientes, temos

. 1 1 1
lim = — =-=1.
z—0+ COS X lim cosz 1
z—0t

Agora, pela propriedade do confronto, obtemos que

X

lim =1.
z—0+ Sen x
Portanto,
sen x . 1 1
lim = lim = T =1 1
z—0t T z—0t lim
senT  a—0t senw
. senzw
Mostremos agora que lim =1
z—0- T
De fato, como sen(—x) = —sen x para todo x € R (a fungdo seno é impar),
podemos escrever para = < 0,
senz  —senx  sen(—zx)
T —x -z

onde —z > 0. Logo,

. senzx . sen(—=zx . seny
lim = lim (—) = lim =1.
z—0—- X z—0~ —X y—0t Y
Em resumo, temos
. senx sen T
lim =1 =1.
z—0—- X z—0t I
Consequentemente,
. senx
lim =1,
x—0 I

como queriamos demonstrar.

S
/]
e

o
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I
" EXEMPLO 3
. tgx
Mostremos que lim — = 1.
x—0
De fato, como cosx # 0 para todo = € (—g, g) podemos escrever
tgr  senx 1
r T cosx
para todo = € (—%, g) x # 0. Pelo limite fundamental, temos que
tgx sen x 1
limg—:(lim )<hm ):1><1:1.
=0 x z—=0 X z—0 COS T
I
11— cosx EXEMPLO 4
Mostremos que lim —— = 0.
x—0 x

De fato, observemos inicialmente que 1+ cosx # 0 para todo x € (—%, g)
Assim, para todo z € ( z “), x # 0, tem-se:

T 202
l—cosz  (L—cosz)(l+cosx)
x B z(1 4+ cosx) B
_ l—cos’z
~ (1 +cosx)
_ sen’c
~ 2(1 +cosx)
sen x 1
= senz- . .
x 1+ cosx
Como
lim(1 +cosx) =1+ limcosz =1+1=2,
z—0 z—0
temos que

. 1 1
lim —— = —.
z—0 1 +cosx 2

Portanto, pelo limite fundamental,

. 1—coszx . . senzx . 1
lim — = (hm senx) lim lm — ) =
z—0 xT z—0 z—0 I z—01 4+ coszx
1
=0x1x==0.
2

! vy D
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g
EXEMPLO 5

. l—cosz 1
Mostremos que lim —— = —.
z—0 :Ij2 2

Realmente, como 1 4+ cosx # 0 para todo = € (—g, %) podemos escrever

l—cosx sen’z 1 _ (sena:)2 1

2 22 14 cosx T 1+ cosz

para todo = € (—%, %) x #0.

Portanto, pelo limite fundamental,
. 1—coszx . sen z \ 2 . 1
lim —— = lim lim —m— =

z—0 xQ z—0 €T z—0 1 + cosx
. senx . senx . 1
= ([ lim lim llm — | =
z—=0 z—0 I z—0 1 4+ cosx
1 1
=1xXx1xX==—.
2 2

" L. 8
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1
1. Calcule lim z sen —.

x—0 x
o 1
2. Calcule lim(z" — a") cos
T—a r—a
3. Calcule
. sen ax . sen ax
a) lim ; b) lim :
z—0  bx z—0 sen bx

4. Calcule os seguintes limites:

sen(z — 1)

(a) lim

=1 g2 —1

. sen(z® — 1)

(b) lim — o

. sen(a™ —1)

(c) I ———
sen ax

5. Calcule lim .
=0 tg bx

6. Calcule hm( 1 = L)

z—=0\senz tgx

7. Calcule lim (f - a:) tg .

. COST —senw
8. Calcule lim ———
T tg x

. vy D
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PROPOSICAO 1

REGRA DE SUBSTITUIGAO

O
DEMONSTRACAO

g
EXEMPLO 1

s
>
<

R

Esta unidade serad dedicada a apresentacdo de alguns exemplos de calculo
de limites e de propor uma lista de exercicios suplementares.
Iniciemos com a regra de substituicdo que utilizamos na unidade anterior

quando efetuamos o seguinte calculo:

. . m m
lim cosx = limsen ( = —x | =sen | = —a | = cosa.
z—a z—a 2 2

Trata-se do resultado muito atil a seguir.

Sejam f e g duas funcdes para as quais faz sentido formar g o f. Seja a
um namero real tal que lim,_,, f(z) = b. Suponha que lim,_,;, g(y) = [ e que
exista um um intervalo da forma (a — r,a + r) tal que f(x) # b para todo x
na intersecdo do dominio de f com o conjunto (a —r,a+ )\ {a}. Entdo

lim g(f(z)) = L.

r—a

Seja (x,) uma sequéncia qualquer de nameros reais distintos de a no do-
minio de f que converge para a. Como (z,,) converge para a, existe ny € N tal
que x,, € (a —r,a + r) para todo n > ny. Logo, a sequéncia (¥y)n>n,, Onde
Yn = f(x,), tem seus elementos no dominio de g, distintos de a, e converge
para b, ja que lim,_,, f(z) = b. Portanto, como lim,_,; g(y) = [, temos que a

sequéncia (g(f(z,))) converge para [, o que mostra que lim, ., g(f(z)) = L.

A regra de substituicdo nos permite calcular, por exemplo, lim,_,, cos(p(x)),
no qual p(x) é um polinémio ndo constante.

De, fato consideremos o polindmio no constante ¢(x) = p(z) — b, onde
b = p(a), do qual a é uma raiz. Como um polinémio ndo nulo tem um namero
finito de raizes, é claro que podemos encontrar um namero real r > 0 tal que
¢(z) ndo se anula em (a —r,a + 1) \ {a}, ou seja, p(z) # p(a) = b. Como
lim,_,, p(x) = p(a) e lim,_,, cosy = cosb, temos que

lim cos(p(z)) = cos(p(a)).

Tr—ra
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6.1 Limites de Sequéncias

Vamos nesta secdo estabelecer alguns resultados mais finos sobre limites de

sequéncias.
I
j lim {/a =1.
Seja a > 0, vamos mostrar que Tim Va EXEMPLO 2
Vamos, inicialmente, provar o resultado para a > 1. Seja (d,,) a sequéncia
definida por d,, = {/a — 1. Temos obviamente que d,, > 0. Por outro lado, da
identidade
a—1= (\”/5—1) (\/na”—l—l— Vna”—2+~--+€/5+1>,
obtemos que
a—1< (C/E—l)n:dnn.
Dai,
1
0<d, <=
n
Pela propriedade do confronto, obtemos lim d,, = 0, o que implica que
n—0o0
lim {/a = 1.
n—oo
O limite também vale 1 se @ = 1. Suponhamos agora que 0 < a < 1, logo
1 .
— > 1. Portanto, pelo caso ja calculado, temos
a
lim /a = lim
n—00 n—o0 1 1 1
p My 00 \/:
O préximo resultado trata dos limites de poténcias e é muito importante.
Seja a > 0 um namero real. Tem-se que PROPOSICAO 2

lim a” — 0, sel<a<l,
n—00 o0, sea>1

3 A 1S
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DEMONSTRACAO Vamos inicialmente mostrar o caso a > 1. Escrevamos h = a — 1, logo

a =1+ h com h > 0. Pela desigualdade de Bernouilli (que pode ser provada
sem dificuldade por inducdo) temos que

a"=(1+h)">1+nh.

Como lim,, (1 + nh) = 0o, temos pela propriedade (c) da Secdo 3, Unidade
2, que lim,,_,,, a” = oo.
1
Suponhamos agora que 0 < a < 1, logo — > 1. Do que cabamos de provar,
a

temos que
(1N 1
lim (-] = lim — = o0,
n—oo \ n—oo @

logo da propriedade (d), Secdo 3, Unidade 2,

lim " = lim — = 0.
n—0o0 n—oo a—

No préximo exemplo calcularemos um limite interessante.

C—
EXEMPLO 3
Tem-se que lim,, o, /n = 1.

De fato, seja a, = /n, b, = ¥/nec, =0, — 1.
Sendo n > 1, temos que X/n > 1, o que implica que b, = ¥/n—1 > 0.
Isto em particular nos diz que ¢,, > 0. Pela desigualdade de Bernouilli temos

In="b"=(14+¢c,)" > 1+ ncy.
Assim, obtemos

on—1

n

0<c, <
Pela propriedade do confronto, temos que lim,,_,, ¢, = 0 e consequentemente,

: _ _ 72
lim,, o0 b, = 1. Como a,, = b;, segue-se que

2
lim a, = lim bi = (hm bn) =1.

n—o0 n—o0 n—oo

S
/]
s

~
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6.2 Exercicios Recomendados

1. Determine o termo geral e calcule o limite da sequéncia

2 4 6 8
173 5 77
2. Calcule
. 1 1 1
lm [1—-4+—=—---+(-1)"—

n—o0 4 16

3. Calcule o limite da sequéncia

2, 2,3, 2,31, 2,317, 2,3171, 2,31717,...

4. Calcule o limite da sequéncia

V5, \/575 \/5\/%,...,

5. Calcule o limite da sequéncia cujo termo geral é

1 2 3 n
a)ﬁ+ﬁ+n2+“'+ﬁ'
b 1 22 3 n?

)E‘FE-F—S-F +—3.

6. Diga se é finito ou infinito o limite da sequéncia cujo termo geral é

1 2P 3P n?
np+1 + np+1 + np+1 Tt np+1 ’

7. Calcule

a) lim (vn+1—+/n);
b) lim (Vn + 1 — ¥/n);

¢) lim (Vn+1— /n), onde k € N.
n—oo

Sugestao: Pode ser atil usar a identidade:

b—az(%—\k/a) (W+W%+”-+\k/¢zk__l).

g vy D
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n? cosn!

8. Calcule lim 3
n—oo M3+ 1

9. Calcule lim VvnZ2.

n—oo

S
/]
<

o
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6.3 Limites de Funcoes

Iniciemos com uma proposicdo cujo contetido é bem intuitivo.

Seja f: (d,00) — R uma fungdo crescente. Suponha que exista PROPOSIGAO 3
uma sequéncia (z,) de elementos em (d,c0) tal que lim, ooz, = o0 e

lim,, o f(x,) = 0o. Entdo lim, ., f(z) = oc.

: . I
Devemos mostrar que dada uma sequéncia (y,,) tal que lim,, . Yy, = o0, DEMONSTRACAO

entdo lim,, oo f(Ym) = 00.

Seja M um namero real positivo qualquer. Como lim, o f(x,) = oo,
existe ng tal que f(x,,) > M. Se (y,,) é uma sequéncia tal que lim,, ;o Yy, =
00, entdo existe my tal que para todo m > my se tenha y,, > z,,. Como f é

crescente, temos
m>m0:>ym2xno:f(ym)2f<xno)>M7

o que prova que lim,, o f(ym) = .

A seguir enunciamos uma propriedade importante e facil de provar, que

apresentamos na Unidade 2 para sequéncias.

. . 1
i f(z) = $o0 = lim =75 =0.

: N . I
Vamos considerar a fungdo exponencial f: R — R, f(x) = a”, em que ¢ ExpypLO 4

é um namero real positivo diferente de 1.
Se a > 1, sabendo que a exponencial € uma funcio crescente e que

lim,, ., a™ = 00, entdo pela Proposicdo 3 temos que

lim a® = 0o, paratodo a > 1.
T—r00

No caso em que 0 < a < 1, temos que % > 1 e portanto,

) ) 1\*
lim — = lim (—) = 00,
r—o00 % Tz—00 \
donde

lim & = 0.
T—00

! A 1S
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%
>

E

R

>

6.4 Exercicios Recomendados

1. Seja a um namero real positivo. Mostre que

. - {0, se a >0,
lim o =

T——00 o0, sel<a<l.

2. Prove a seguinte variante da regra de substituicdo: Sejam f e g duas
funcbes para as quais faz sentido formar g o f. Seja a um namero real
tal que lim,_,, f(z) = co. Se lim,_,~ g(y) = [, entdo

lim g(f(x)) = .

Tr—a

Mostre que se [ for substituido por oo, o resultado continua valendo.

Mostre também vale o resultado para limites laterais.

tgbx + 2tg3
3. Calcule o limite lim S8 21208 245
e—I- 2tg° z+tg7r + 1

4. Calcule lim ve—b-va=b

T—a x2 — a2

, sea>b.

1 —cosz
5. Calcule lim —
z—0 sen‘ x

22r 2z
6. Calcule lim e
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UNIDADE 7 O CONCEITO DE CONTINUIDADE

con.ti.nu.i.da.de (lat continuitate)
sf 1 Qualidade daquilo que é continuo.
2 Ligacdo ininterrupta das partes de
um todo.

con.ti.nuo (lat continuu) adj 1 Em

que n3o ha interrupcdo; seguido.

7.1 O Conceito de Continuidade

O objetivo desta unidade é apresentar o conceito de continuidade de funcdes.

Vamos comecar analisando um exemplo.

C——
EXEMPLO 1
Suponha que um fio de um certo metal ocupa o intervalo [0, 60] da reta real.

A cada posi¢do = € [0, 60], medida em centimetros, associamos T'(x), a tem-
peratura do fio neste ponto, medida em graus Celcius.
Considerando que o metal é um meio que conduz calor com facilidade, como

seria o grafico de uma tal funcdo? Aqui esta uma possibilidade.
A

30

y

[
=]

Figura 7.1

Grafico da fungdo temperatura T'(x).

O grafico sugere que uma pequena variacdo na posicdo corresponderd uma

pequena variacdo na temperatura.

Essa é a ideia basica da continuidade de uma funcdo, no caso, a temperatura

em termos da posicdo. A questdo é escrever essa ideia em termos matematicos.

S
/]
e

N
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Neste contexto temos uma nocdo clara do significado de uma pequena variacao,
tanto da posicdo (dada em centimetros), quanto da temperatura (dada em
Celsius).

Note que pequena variacdo é um conceito relativo e precisamos estabelecer

a definicdo em termos absolutos.

7.2 Continuidade de uma funcido num ponto

Apesar de continuidade ser uma caracteristica global das funcdes, a definicdo
é feita ponto a ponto. Ou seja, definimos a continuidade de uma funcdo em
um dado ponto (de seu dominio).

Sejam f: D — R uma funcdo definida no dominio D C R e a € D, um
ponto tal que todo intervalo aberto contendo a intersecta D \ {a}. Dizemos
que a funcdo f é continua em a se

lim f(z) = f(a).

T—ra

Seja p: R — R uma funcdo polinomial. Ent3o, pela Proposicdo 2 da Unidade
3, para todo a € R,

lim p(z) = p(a).

r—a

Portanto, p é continua em todos os pontos de seu dominio.

Vejamos um exemplo um pouco diferente.

Seja f: R — R a funcio definida por

|z|, se x€Q,
flz) =
0, se zeR\Q.

Observe que f é continua em 0, pois lim,_,o f(x) = f(0) = 0. No entanto,

f ndo é continua em qualquer outro ponto de seu dominio. Realmente, seja

UNIDADE 7

DEFINIGAO 1

FUNGAO CONTINUA EM UM

PONTO

[N
EXEMPLO 2

[N
EXEMPLO 3

2N
in %



UNIDADE 7 CONTINUIDADE DE UMA FUNGAO f

a # 0 e sejam (z,) e (y,) sequéncias em R\ {a} tais que lim z,, = limy,, = a,
z, € Qey, € R\Q, para todos n € N. Entdo, a sequéncia (f(y,)) é
constante igual a zero, enquanto que (f(z,) = |z,|) converge para |a|, que
é diferente de zero. Portanto, lim, ,, f(z) ndo existe, se a # 0 e f ndo é

continua nestes pontos.

Na caraterizacdo da continuidade em um ponto por meio de sequéncias,
a nossa no¢do de limite, ao escrevermos lim, ,, f(z) = f(a), nos obriga a
considerar sequéncias (x,) em D \ {a}, onde D é o dominio de f, tais que
lim,, o x, = a. De fato, isto é equivalente a considerar todas as sequéncias
em D tais que lim,_,., x, = a. A prova formal disto, encontra-se no link a

seguir.

I Para Saber Mais - Prova do resultado - Clique para ler

7.3 Continuidade de uma funcao f

Vamos agora definir continuidade de func®es, um conceito fundamental na
Matematica. Suponhamos que D C R seja tal que, se a € D, todo intervalo
aberto contendo a intersecta D \ {a}.

DEFINIGAO 2 Seja f: D — R. Dizemos que f & continua se f for continua em todos

FuNncao coNTiNUA
os elementos de D.

Note que s6 faz sentido falar em continuidade de f em um determinando
ponto a no caso de esse ponto pertencer ao seu dominio, além da condicdo
técnica exigida para tratarmos do limite da funcdo no ponto. Além disso, se
D & uma unido (qualquer) de intervalos da reta, essa condi¢do é satisfeita por
todos os seus pontos. Isso ocorre nos casos de dominios de funcdes algébri-
cas (aquelas definidas por uma expressdo algébrica), funcdes trigonométricas e
aquelas obtidas das operacdes usuais com funcdes desse tipo.

EXEMPLO 4
Seja p: R — R uma funcio polinomial. Como p é continua em todos os

%

A
A 4

a



FUNGOEs CONTINUAS UNIDADE 7

pontos a € R, podemos afirmar que p é€ uma funcdo continua.

Observacdo: Para provar que uma determinada funcdo & continua, temos
que verificar a definicido em cada ponto de seu dominio. Por outro lado, para
mostrar que uma certa funcido ndo é continua, basta descobrir um ponto de seu

dominio no qual a definicdo de continuidade falhe. Veja: num ponto de seu

dominio!
I
EXEMPLO 5
No Corolario 4 da Unidade 5, do Teorema do Confronto, vimos que, para todo
a € R,
lim senx = sen a e lim cosx = cosa.
r—a r—a
Isso quer dizer que as funcdes trigonométricas seno e cosseno sdo funcdes
continuas.
Veja um exemplo onde o dominio da funcdo n3o é o conjunto de todos os
ndmeros reais.
I
EXEMPLO 6
A fungdo f(x) =2+ +/3 — x & uma func¢do continua.
O dominio de f é D = (—o0, 3], um intervalo fechado ndo limitado.
Assim, devemos considerar dois tipos de elementos do dominio de f: aqueles
que estdo no interior, os que sdo menores do que 3, e aquele que fica na
extremidade do dominio, o nimero 3.
Seja @ um namero menor do que 3. Ent3o,
lim f(z) = lim 24+vV3—2 = 2+v3—a = f(a). Por exemplo, se a = —1,

r—a T—ra

. . lim 24+ +vV3—xz=4.
Para concluir que a funcdo é continua, devemos considerar o elemento 3 €  “77!

D. Nesse caso, vamos fazer uso do limite lateral adequado. Comd f(—1) =14, f &

Como
lir? 24+V3—z =2 = f(3),
z—3~
a funcdo f é continua em 3. Figura 7.2

Grafico de f

> A 1S



UNIDADE 7 A PROPRIEDADE DA PERMANENCIA DE SINAL

7.4 A Propriedade da Permanéncia de Sinal

Retomemos o exemplo inicial, onde a funcdo indica a temperatura ao longo
de um fio, para ilustrar uma importante propriedade das funcdes continuas. Se
a temperatura é alta em determinado ponto do fio, entdo esperamos que nos

pontos préximos, a temperatura também seja alta.

PROPOSIGCAO 3 Sejam f: D — R uma funcdo e a € D tal que todo intervalo aberto
PERMANENCIA DO SINAL

contendo a intersecta D \ {a}. Suponha que f seja continua em a e f(a) > 0.
Ent3o, existe um namero r > 0 tal que,

Ve e (r—a,a+r)ND, f(z) > 0.

O :
DEMONSTRACAO Vamos supor, por absurdo, que para todo o namero real r» > 0, existe

r € (a—r,a+r)ND tal que f(x) < 0. Em particular, para cada n € N
1 1

podemos escolher a,, € <a ——a+ —) N D tal que f(a,) <0.
n n

. . . 1
Assim construimos uma sequéncia de nameros (a,,) tais que |a, —a| < —.

Isso quer dizer que lim a,, = a. No entanto, f(a,) < 0, para todo n € N.
Essa sequéncia ndo pode convergir para f(a) > 0, devido a Proposi¢cdo 6 da

Unidade 2. Isso contradiz o fato de f ser continua em a.

Observacido: Essa propriedade garante, por exemplo, que ao estudarmos os
sinais de uma funcdo continua, com zeros isolados, definida em um dado inter-
valo, s6 haja eventuais mudancas de sinais em torno desses pontos. Isso ocorre,

por exemplo, no caso das funcdes polinomiais.

7.5 Exemplos de funcoes nao continuas

Apds uma sequéncia de exemplos de funcdes continuas, veremos exemplos

de funcdes ndo continuas.

g
EXEMPLO 7

Seja f(z) = [z] =n, naqual n <z <n+ 1, a funcdo chamada maior inteiro.
Isto &, [z] & o maior inteiro que é menor ou igual a z.
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Assim, [-0.5] = —1, [2.1] =2, [2.99] = 2, [3] =3, [V2] =1 e [7] = 3.
Veja o grafico de f:

M
Do
Lo
—
T
Do
9
—3 2 -1 P
-
[ | Ll
P 1 2 3 4
Lo
I
P
P
Lo
Figura 7.3

Grafico de f(z) = [7]

Afirmac3do: a funcdo f é continua em cada a € R\ Z e f ndo é continua
em cada a € Z.

Conclusdo: a funcdo f n3o é continua.

Veja porque f é continua em a sempre que a € R\ Z.

Todo nimero real a n3o inteiro pertence a um anico intervalo de compri-

mento 1, com extremidades nimeros inteiros:
n<a<n+l1.

Neste caso, f(a) =n. Além disso, ha um pequeno intervalo (a —r, a+r),

em torno de a, tal que
n<a—-r<a<a+r<n+l1.

Basta tomar r = 5 min{a —n,n+1—a}.

Veja a figura:

—
-

N~
[

n a—7r a a+r n+1

Figura 7.4

(a—r,a+r) C [n,n+1]
7 A B
AAdA %
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g
EXEMPLO 8

%
>

E

R

>

Isto garante que f, restrita a este intervalo, é constante e igual a n. Por-
tanto,

lim f(z) = n = f(a).

Para terminar o exemplo, vamos considerar o caso dos nimeros inteiros.
Agora, os limites laterais serdo diferentes, como o préprio grafico da funcéo
indica.

Seja n um namero inteiro. Entdo, f(n) = [n] = n. Além disso, se n — 1 <
x < n, entdo f(x) = [z] =n — 1. Portanto,

lim f(x) = n—1.

T—n—

Por outro lado, se n <z < n+ 1, entdo f(x) = n. Assim,
lim f(x) = n.
z—nt

Como os limites laterais s3o diferentes, f ndo admite limite no ponto n e,

consequentemente, ndo é continua nesse ponto.

Vamos a mais um exemplo.

Cuidado especial deve ser dado aquelas funcdes cujas definicdes usam vérias

sentencas. A seguir, vamos determinar os valores de k para os quais

2242z, se x <1,

fz) =

k—x, se x>1,

seja continua em 1. E claro que isso também determinara os valores de k para
os quais a funcdo ndo é continua em = = 1.
Como f(1) = 1% + 2 = 3, basta que analisemos os limites laterais.

lim f(z)= lim 2°+2z = 3 f(3).

rx—1- r—1—
Agora,
lim f(z)=lim k—xz = k—1.

z—1t r—1t
Portanto, para que f seja continua em 1, é preciso que 3 seja igual a k — 1.
Ou seja, f & continua em 1 se, e somente se, k = 4.
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1 1
Figura 7.5 Figura 7.6
Grafico da fung¢do f com k =4 Grafico da fung¢do f com k=6
f é continua em 1 f ndo é continua em 1

Observe que & = 4 é a Gnica possibilidade de f ser continua em 1. Neste
caso, o segmento de reta que é o grafico de f a direita de 1 continua o trecho
de parabola, grafico de f a esquerda de 1. Qualquer outra escolha para a
constante k implica numa interrupcdo do grafico de f. Assim, k = 6 é apenas
um exemplo em uma infinidade de possibilidades nas quais f n3o sera continua

em 1.

7.6 Propriedades das Funcoes Continuas

As propriedades operatérias dos limites de funcées, de alguma forma herda-
das das propriedades dos limites de sequéncias, que d3o praticidade aos calculos,
transparecem também na continuidade de funcdes. Ndo ha surpresa, uma vez
que a definicdo de continuidade foi formulada usando diretamente o limite da

funcdo num ponto.

Sejam f, g: D — R fungdes, D C R tal que para cada a € D, todo
intervalo aberto contendo a intersecta D \ {a}. Se f e g sdo continuas, entdo

i) f+9: D — R é continua;
i) f.g: D — R é continua;

iii) £: D* — R, em que D* = {x € D | g(x) # 0}, é continua.
g

PROPOSICAO 4

OPERAGOES COM FUNCOES

CONTINUAS

2N
in %



UNIDADE 7 CoOMPOSIGAO E CONTINUIDADE

N
DEMONSTRACAO Seja a € D um elemento qualquer do dominio. Como f e g sdo continuas,
lim f(2) = f@) ¢ lim g(e) = (o)
Entdo
lim (f+g)(e) = lim (f(x) +g(z)) = lim f(@) + lim g(z)
= fla)+g(a) = (f+g)(a)
e

lim (f.g)(x) = lim (f(x).g(x)) = lm f(z) . lim g(x)

T—ra r—a r—ra T—ra

= f(a).g(a) = (f.g)(a).

Observe que, se g(a) # 0, a Propriedade da Permanéncia do Sinal garante a
existéncia de algum 7 > 0 tal que, para todo z € (a—r, a+71)ND, g(x) # 0.

Mais uma vez,

slﬁlgzlz 5(1:):9161311 g(x) " lim g(x) B g(a) B

Tr—ra

Sy Mm@ @
g

7.7 Composicao e Continuidade

Uma importante maneira de obter funcdes a partir de funcées dadas é a
composicdo. Essa operacdo é diferente das operacbes apresentadas anterior-
mente, cujas definicdes dependiam fortemente das correspondentes operacdes
nos nameros reais. De qualquer forma, a composicdo preserva a continuidade,

CoOmo veremos a seguir.

PROPOSICAO 5 Sejam f: D — R, a € D tal que todo intervalo aberto contendo a
(COMPOSIGAO DETUNGOES i tersecta D \ {a}, g: E — R, b= f(a) € E tal que todo intervalo aberto
MUY Contendo b intersecta E'\ {b}. Suponhamos também que f(D) C E, de modo

que podemos considerar go f: D — R, a funcdo composta. Se f & continua
em a e g é continua em b = f(a), entdo a composta go f é continua em a € D.

10
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e
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I
DEMONSTRACAO

Seja (x,) uma sequéncia em D tal que limz,, = a. Considere (y,) a
sequéncia em E definida por y, = f(z,). Como f é continua em a,

limy, = lim f(z,) = f(a) = 0.

Considere agora (z,) a sequéncia definida por z, = ¢(y,). Como g é
continua em b,

lim z,, = lim g(y,,) = g(b)
Mas g(yn)) = g(f(zn)) = go fza) e g(b) = g(f(a)) = go f(a).

Concluimos que
limgo f(z,) = go f(a).

Isso quer dizer que

lim go f(z) = go f(a)

r—a

e, portanto, go f é continuaem a € D.

Veja agora alguns exercicios para praticar!

1 vy D



UNIDADE 7 EXERcicios PROPOSTOS

7.8 Exercicios Propostos

1. Em cada item a seguir, determine se a funcdo dada é continua no ponto

indicado.
2+ sen (mz), se x <2,

(a) f(z)= no ponto 2 ;
s = se x> 2,
%, se = <1,

(b) g(x) = no ponto 1 ;
22 -2z 43, se z<1,

(c) h(x) = z[x], no ponto —3.

2. Seja f: R — R a fung¢ao definida por

Jcosmr se x <0,
flz) = ¢ ax+b se 0<uz<3,
r—3 se x> 3.

(a) Calcule os valores de a e de b, tais que f seja uma fungdo continua.
(b) Faca um esbogo do grafico de f usando os valores de a e de b calcu-

lados no item anterior.

3. Encontre um exemplo de uma funcdo que seja continua apenas nos na-

meros inteiros.

4. Sejam f,g: D — R fungdes, a € D tal que todo intervalo aberto
contendo a intersecta D \ {a}. Suponha que f e g sejam continuas
em a e f(a) > g(a). Mostre que existe um r > 0 tal que, para todo
re€(a—r,a+r)ND, f(z) > g(x).

5. Mostre que existem funcdes f,g: R — R tais que ¢ seja continua, f
ndo seja continua (digamos em a = 0), mas g o f seja continua.

A
" L 12



FUNGOEs CONTINUAS UNIDADE 7

6. Mostre que a funcdo f: R — R, definida por
—senz, se x #0,
7

0, se =0

é continua.

7.9 Exercicios Suplementares

1. Sejam f,g: R — R funcBes continuase A = {x € R; f(z) # g(x) }.
Mostre que, se a € A, entdo existe r > 0 tal que, se z € (a —r, a + 1),

entdio x € A. Encontre um exemplo de funcdes f e g para as quais
A=U,,(2n, 2n+1).

2. Prove a Proposicdo 5, utilizando a Regra de Substituicdo da Unidade 6.

= vy D
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Para Saber Mais

%
>

E

R

>

7.10 Textos Complementares

Uma das dire¢des é trivial, pois toda sequéncia em D\ {a} é uma sequéncia
de D. Suponhamos, agora, que saibamos que lim, ., f(z,) = f(a) para toda
sequéncia (z,) em D \ {a} com lim, -z, = a.

Seja (z,,) uma sequéncia em D tal que lim,,_,o 2, = a. Queremos mostrar

que lim,, o f(2,) = f(a). Sejam
Ni={neN; z,eD\{a}} ¢ Noa={neN; z,=a}.

Se qualquer um dos conjuntos acima for finito, & imediato verificar que
lim, o f(2,) = f(a). O problema surge quando ambos os conjuntos sdo
infinitos, mas, neste caso, o resultado segue do seguinte fato geral, cuja prova
deixamos como exercicio,

Lema Seja (y,) uma sequéncia em R tal existam duas subsequéncias (y,,) e
(Ym;), com {n;; i € N JuU{my; j € N} =N, tais que lim; o f(¥n;) =
im0 f(Ym;) = 1, entdo lim, o0 f(yn) = 1.

D

14
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UNIDADE 8 INTRODUGAO

g
EXEMPLO 1

>

%

E

R

O todo é maior do que a soma de suas partes.
Aristételes

O objetivo desta unidade é apresentar dois importantes teoremas sobre fun-

¢bes continuas definidas em intervalos, bem como algumas aplicacdes.

8.1 Introducao

Os dois teoremas que apresentaremos nesta unidade, o Teorema do Valor
Intermediario e o Teorema de Weierstrass para Valores Extremos, diferem bas-
tante dos resultados que foram apresentados na unidade anterior, no sentido
que a hipétese a ser assumida é de uma funcdo continua em um intervalo fe-
chado e limitado. As propriedades apresentadas na unidade anterior refletem o
carater local da nocdo de continuidade enquanto que nesta unidade levaremos

em conta o aspecto global da funcio.

Em 1225 Fibonacci foi desafiado a resolver a equacéo
2 4 22 4 10z = 20.
Em sua resposta ele afirmou

...€ como n3o foi possivel resolver esta equacgdo (...) reduzi a solugdo a

uma aproximacao.

Sem dar qualquer explicacdo, Fibonacci apresentou a sua solucdo em nota-

cdo sexagesimal:
1.22.7.42.33.4.40.

Isto é,
22 7 42 33 4 40

+@+@+@+@+@+W.
Em notacdo decimal, 1,3688081075, que é correto até a nona casa. Um
feito realmente memoravel.
Para colocar o problema de Fibonacci no contexto de Calculo, vamos con-

siderar a funcdo
f(z) = 2° +22° + 10z.
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Assim, a equacdo z° + 222 + 10z = 20 pode ser escrita como f(z) = 20.

Resolver o problema consiste em encontrar um certo nimero real a tal que

Note que, f(1) = 13 e f(2) = 36. Isto & 1 ndo é solucdo por falta
enquanto que 2 n3o é solucdo por excesso.

Acreditando que ha uma solucdo entre 1 e 2, prosseguimos um pouco mais,
escrevendo a tabela a seguir:

f1) =13 f(2) =36

F(1) =13 £(1,5) = 22,875
£(1,25) = 17,578125 £(1,5) = 22,875
£(1,25) = 17,578125 £(1,375) = 20,13085938

f(1,3125) = 18,83129883 | f(1,375) = 20, 13085938

f(1,34375) = 19,47518921 | f(1,375) = 20, 13085938

Gostariamos de dizer que ha solucdo entre 1,34375 e 1,375. A pergunta
que ndo quer calar: que garantias temos de que realmente existe um namero a
entre 1,34375 e 1,375 tal que f(a) = 20.

Poderiamos colocar a questdo acima da seguinte forma:
Dada uma funcdo f: [a, b] — R, sob quais condicbes podemos

afirmar que, se d é um nimero entre f(a) e f(b), entdo existe um

namero c, entre a e b, tal que
fle) = d?

Veja as ilustracbes a seguir.

3 vy D
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A
N
! fa) |-
AN
I
a c I‘) > a c b >
Figura 8.1 Figura 8.2
fla) < d < [f(b) f0) < d < f(a)

Nestes dois casos a pergunta tem resposta afirmativa. Nem sempre isso

acontece, veja a proxima ilustracio.

v

Figura 8.3

N3o existe c € [a, b], tal que f(c) = d.

Realmente, a continuidade é uma condicdo necessaria para a existéncia de

um ponto ¢ tal que f(¢) = d, como ilustra o exemplo da figura anterior.

A continuidade é a condicdo necessaria para o grafico da funcdo, ao passar
do nivel f(a) para o nivel f(b), cruzar todas as retas horizontais entre eles,
passando também pela reta y = d, pelo menos uma vez. A outra condicio diz
respeito ao dominio da funcdo, como vocé vera no decorrer do texto.

Esse fato, que nossa intuicdo aceita tdo facilmente, € um resultado mate-

matico muito importante, chamado Teorema do Valor Intermediario.

5" Para Saber Mais - Raiz da Equac&o - Clique para ler
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8.2 O Teorema do Valor Intermediario

Apesar de exercer um grande apelo a nossa intuicdo, o Teorema do Valor In-
termediario demanda, em sua demonstrac3o, fatos matematicos fundamentais,

como a completude dos niimeros reais.

Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua e seja d um namero entre TEOREMA 1

f(a) e f(b). Entdo existe um nimero ¢ € (a, b) tal que ronsia po Vator

INTERMEDIARIO

fle) =d.

O enunciado de um teorema é fundamental. Vocé deve lembrar-se das
hipoteses, saber qual é a conclusdo e alguns bons exemplos aos quais o teorema

se aplica. Neste caso, os ingredientes s3o:

(a) um intervalo fechado e limitado;

(b) uma funcdo continua definida no dito intervalo;

(c) um namero entre os valores da funcdo nos extremos do intervalo.

A conclusdo do teorema diz que o tal namero pertence a imagem da funcdo.
O exemplo ilustrado pela figura 8.3 evidéncia a importancia da continuidade da

funcdo.

5" Para Saber Mais - Demonstracdo do Teorema do Valor Intermediario -

Clique para ler

8.3 Aplicacoes do Teorema do Valor Interme-
diario

Como uma primeira aplicacdo do Teorema do Valor Intermediario, mostra-

remos que as imagens de intervalos por func®es continuas s3o intervalos.

Seja f: I — R uma funcdo continua definida em um intervalo /. Entdo, TEOREMA 2
, . IMAGEM DE UM
f(I) é um intervalo.
INTERVALO

5 v L
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r

Na verdade, vamos mostrar que a imagem f(I), do intervalo I por f possui

DEMONSTRACAO
a seguinte propriedade: se o e [ sdo elementos de f(I), entdo o intervalo de

extremos o e (3 esta contido em f([). Esta caracterizacdo dos subconjunos
de R que sdo intervalos é bastante intuitiva e poderia ser demonstrada rigoro-
samente usando a completude de R. Note que estamos considerando todos os
tipos de intervalos, inclusive R e {a} = [a, a].

Vamos aos detalhes. Se f & constante, f([) reduz-se a um conjunto com um
anico elemento. Vamos entdo supor f n3o constante e sejam « e [ elementos de
f(I). Entdo, existem a e b em [ tais que f(a) =« e f(b) = . Suponhamos,
sem perder em generalidade, que a < b. Aqui usamos a hipétese de [ ser um
intervalo: [a, b] C I. A funcdo f, continua em I, quando restrita a [a, b],
ainda é uma funcdo continua. Agora, suponha v um elemento qualquer entre
a e 3. Portanto, v & um elemento entre f(a) e f(b) e, pelo Teorema do Valor
Intermediario aplicado a f restrita a [a, b], existe ¢ € [a, ] tal que f(c) = 7.
Isso quer dizer que todos os elementos entre o e 3 sdo elementos de f(I), ou

seja, [a, 5] C f(I).

Como uma outra aplicacdo do Teorema do Valor Intermediario, mostrare-
mos que todo polinémio p: R — R, de grau impar, admite pelo menos uma

raiz real.

PROPOSICAO 3 Seja p: R — R definida por p(z) = a,2" + ap_ 12" + -+ + ayx + ay,

com n um inteiro impar e a, # 0. Entdo p possui uma raiz real.

DEMONSTRACAO Podemos supor a,, > 0 (justifique) e escrever

p_1  Qp_ a a
p(x) — xn(an+ 1_'_ TL22+...—|- nil—i__?z)
x x x T
Assim, lim,_, o p(x) = —o0 e lim, 1o p(z) = +00, uma vez que n é
um nimero impar. Isso significa que, pelo resultado anterior, p(R) = R. Logo,
existe ¢ € R tal que p(c) = 0.

O Teorema do Valor Intermediario € um resultado que garante a existén-
cia de algo, no caso, um namero com determinada propriedade. Veja como
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o resultado pode ser usado para garantir a existéncia da raiz quadrada de um

nimero positivo (veja a generalizacdo para raizes n-ésimas no Exercicio 5).

Se a > 0, entdo existe um niimero o > 0 tal que o? = a.

Considere a fungdo continua f: [0, +00) — R, definida por f(z) = z*.
Esta fungdo é crescente (a < b = f(a) < f(b)), f(0) =0elim, o f(z)=
+00. Como aimagem de f & um intervalo da reta, concluimos que f([0, +00)) =
[0, +00). Logo, para cada a € [0, +00), existe um dnico o € [0, +00), tal que
a?=a. Isto é, /Ja = «.

8.4 O Teorema do Valor Intermediario e Pon-

tos Fixos

Se vocé dispuser de uma calculadora com func3o raiz quadrada, faca a
experiéncia a seguir. Escreva o maior nimero que conseguir e extraia a sua
raiz quadrada. Repita o processo, extraindo a raiz quadrada do resultado. E
mais uma vez, e outra, reiteradamente. Vocé deve observar, a menos que sua
calculadora n3o esteja funcionando bem, que este processo resultard em 1. Em
termos matematicos, estamos fazendo o seguinte: dado a > 0 (na experiéncia,
consideramos um niimero bem maior do que 1), considere a sequéncia a,, obtida
da seguinte maneira: a; = a e a, = V/@n—1, paran > 2. Entdo, lim a,, = 1. A
sequéncia foi obtida aplicando reiteradamente a funcio raiz quadrada ao nimero
a. Repita a experiéncia escrevendo o menor nimero positivo que conseguir. O
que vocé acha que acontecera?

O fendmeno observado reflete o fato de que 1 € um ponto fixo da funcio
raiz quadrada. (Veja a definicdo a seguir.)

Note também que nem sempre um ponto fixo atraird sequéncias obtidas
por processos como este. Basta pensar na funcdo definida por f(z) = 22, na
reta real. Novamente 1 é um ponto fixo, mas agora ndo é mais um atrator.
Se b, > 1, e colocamos b, = (b,_1)? para n > 2, entdo lim b, = +oco. Se
escolhermos 0 < b; < 1, ent3o lim b,, = 0.

UNIDADE 8

PROPOSICAO 4

I
DEMONSTRACAO

v L
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DEFINICAO 5 Seja f: A — A uma funcdo. Um ponto a € A é chamado ponto fixo de

Ponto Fixo f se f(a) —

Observacdo: Uma fun¢do f admite um ponto fixo se, e somente se, f(z) =

x admite solucdo.

C— )
EXEMPLO 2 A funcdo f: R — R, definida por f(z) = 22 — x — 3, admite dois pontos

fixos, que sdo —1 e 3, raizes de 22 — z — 3 = .
Eles correspondem as intersecBes do grafico da funcdo f com o grafico da

funcio identidade.

Figura 8.6

Grafico de uma funcdo com dois pontos fixos.

Note que a fun¢do g: R — R, definida por g(z) = 2% — x + 2 ndo admite

ponto fixo.

Como aplicagdo do Teorema do Valor Intermediario, provaremos que toda

funcdo continua do intervalo [0, 1] nele mesmo admite um ponto fixo.

TEOREMA 6 Seja f: [0, 1] — [0, 1] uma fun¢do continua. Entdo existe um ponto
TEOREMA DO PoNTO
a € [0, 1] tal que f(a) = a.

Fixo

C— .
DEMONSTRACAO Se f(0) =0, a tese do teorema esta satisfeita. Portanto, podemos supor

que f(0) > 0. Analogamente, se f(1) = 1, o teorema se cumpre. Assim,
vamos supor, também, que f(1) < 1.

Como f(z) € [0, 1] C R, podemos considerar a fun¢do continua dada por
g(x) = f(z) — x, definida no intervalo [0, 1].

S
/]
e
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Das consideracBes anteriores, podemos ver que: (a) g(0) = f(0) — 0 =

f(0)>0 e (b) g(1) = f(1) =1 <0, pois f(1) < 1.
Resumindo,

9(0) > 0 > ¢(1).

Podemos, portanto, aplicar a funcdo g o Teorema do Valor Intermediario.
Isto &, existe a € [0, 1] tal que 0 = g(a) = f(a) — a e, portanto,

f(@) =a.

Vamos a seguir apresentar outro importante resultado a respeito de funcdes

continuas definidas em um intervalo fechado e limitado.

O Teorema de Weierstrass para valores extre-

maos

O teorema que apresentaremos a seguir € (til para garantir a existéncia de
solucdo para varios problemas de otimizac3do. Ele informa condicdes nas quais

uma certa funcdo assume seus valores extremos.

Seja f: [a, ] — R uma fun¢do continua definida no intervalo [a, b],
fechado e limitado da reta. Entdo, existem nameros ¢ e d, contidos em [a, b],

tais que, para todo z € [a, b),
f(e) < fz) < f(d).

Isto &, a funcdo f assume seus valores extremos. Antes de apresentarmos
a demonstracdo do teorema, veremos alguns exemplos que enfatizam a impor-

tancia das hipo6teses que devemos assumir para obter o resultado.

As caracteristicas do dominio da funcdo f, um intervalo fechado e limitado,

sdo fundamentais para o resultado. Veja o exemplo da fungdo f: [1, +00) —

. 1 . _
R definida por f(x) = —, no intervalo fechado, porém n&o limitado. A funcdo
T

TEOREMA 7

TEOREMA DE

WEIERSTRASS

[N
EXEMPLO 3

2N
in %
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1

f@)l = |

No entanto, f ndo admite minimo. Isto é, ndo existe a € [1, +00) tal que

f &, inclusive, limitada, uma vez que, se x € [1, +00), <1

f(z) < f(a), para todo = € [1, +00). Veja a figura a seguir.

1 [

S
EXEMPLO 4
A caracteristica de ser limitado apenas, também n3o é suficiente para se

obter o resultado. Basta considerar o exemplo da funcdo g: (—1,1) — R,

definida por g(x) = Neste caso, temos uma funcdo bijetora entre o

T
1—a?
intervalo (—1, 1) e a reta real. Portanto, a fungdo g ndo admite maximo e ndo
admite minimo. Veja o grafico a seguir.

i

C——
EXEMPLO 5
E claro que a continuidade da funcdo é essencial. Por exemplo, a funcdo

: 1
h: [=1, 1] — R, definida por h(x) = sew # 0, e f(0) =0, é tal que, para

10

S
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todo namero real r > 0, existem a e b no intervalo [—1, 1], tais que h(a) < —r

e h(b) > r. Ou seja, h ndo admite maximo e ndo admite minimo, apesar do
seu dominio ser um intervalo fechado e limitado. E evidente que esta funcso

ndo é continua em x = 0. Veja o grafico a seguir.
A

I" Para Saber Mais - Prova do Teorema de Weierstrass - Clique para ler

O Teorema de Weierstrass é mais um teorema de existéncia, mas n3o da
pistas de como achar os pontos extremos de uma funcdo continua em um
intervalo fechado. Mais adiante, com o uso das derivadas, vamos mostrar como

determinar esses extremos.

Uma caixa retangular aberta deve ser fabricada com uma folha de papeldo  pxpyvpLO 6

de 15 x 30 ¢m, recortando quadrados nos quatro cantos e depois dobrando a
folha nas linhas determinadas pelos cortes. Existe alguma medida do corte que
produza uma caixa com volume maximo?

Seja x ¢m o lado do quadrado recortado. O volume da caixa é entdo dado
por

V(z) = (15 — 22)(30 — 22)z = 4502 — 902> 4 4a3.

O intervalo de variacdo de # € 0 < x < 7,5. Portanto, V' € uma funcdo continua
no intervalo [0, 7,5]. Logo, V admite um valor maximo V(d) para algum
d € [0, 7,5]. O valor minimo V' (c) € V(0) = V(7,5) = 0. A determinacdo dos
valores de d onde o maximo é atingido sera feita mais tarde com o auxilio das
derivadas.

1 vy D
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8.5 Exercicios Recomendados

. Para cada uma das func&es polinomiais a seguir, determine um inteiro n

tal que f(z) = 0 para algum z entre n e n + 1.

a) flx) =2 -z +3;
b) f(z)=2a%+x+1;

c) f(z)=x%+5z*+ 2z + 1;
d) f(z)=42® — 4z + 1.

. Seja f: [0, 1] — R uma funcdo continua tal que f(0) >0 e f(1) < 1.

Mostre que, para todo n € N, existe um namero ¢ € [0, 1], tal que

7o) = e

. Mostre que a equagdo cosx = x admite uma solu¢do no intervalo [0, 5.

)
Verifique graficamente que esta solucdo é Gnica. Calcule um valor apro-
ximado desta solucdo, com precisdo até a quarta casa decimal.

. Seja f: [0, 1] — Q uma funcdo continua. Mostre que f é constante.

. Seja n um namero inteiro par e seja &« > 0 um namero real. Mostre que

existe um namero real a > 0, tal que a” = a. O que pode ser dito se n

€ um namero inteiro impar?

. Existe exemplo de func¢do continua f definida no intervalo [0, 1] cuja

imagem é o intervalo (0, 1)7

. Seja f: [a, b] — [a, b] uma funcdo continua. Mostre que f admite

ponto fixo.

. Uma funcdo f: R — R é dita periddica quando existe um ndamero real

p > 0, tal que f(z) = f(z + p), para todo = € R. Prove que toda a

funcdo periédica continua admite maximo e admite minimo.

. Seja A um conjunto formado pela unido finita de intervalos fechados e

limitados e seja f: A — R uma funcdo continua. Mostre que f admite

maximo € minimo.

12
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8.6 Exercicios Suplementares

1. Encontre um exemplo de uma funcdo continua f definida em um intervalo

aberto cuja imagem é um intervalo fechado e limitado.

2. Encontre um exemplo de uma funcdo continua f definida em um intervalo

aberto cuja imagem é um intervalo semi-fechado, mas n3o limitado.

3. Encontre uma f continua que seja limitada mas que ndo admita méaximo

e ndo admita minimo.

4. Sejam f,g: [a, ] — R continuas, tais que f(a) < g(a) e f(b) > g(b).

Mostre que a equagdo f(z) = g(x) tem solugdo.

5. Seja f: (a, b) — (a, b) uma funcdo continua. A funcdo f admite ponto

fixo?

6. Seja f uma fungdo invertivel. Mostre que, se f admite um ponto fixo, a

sua funcdo inversa também admite ponto fixo.

7. Um monge vai meditar durante o final de semana em um monastério no
topo de uma montanha. Ele inicia a subida no sdbado as 6:00 horas e
a descida na segunda, no mesmo horario. Num determinado instante,
durante a descida, ele percebe que passou por aquele ponto durante a

subida, naquele exato horario. Explique este fato.

8. Uma lata cilindrica fechada deve ser produzida com folhas de metal para
conter um litro de liquido. Existe alguma dimens3o da lata que proporci-

ona maior economia de material?

13 v b
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8.7 Textos Complementares

Para Saber Mais Raiz da Equacao
Vocé quer saber qual é a raiz exata da equacdo estudada por Fibonacci?
Foi preciso esperar mais do que trés séculos para se descobrir como resolver
equacdes de grau trés por radicais. No caso da equacdo 2 + 222 + 10z = 20,
a resposta é

L _ /3524 6v/3930 + /352 — 6+/3930 — 2
_ : .

D

14
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FUNGOES CONTINUAS EM INTERVALOS UNIDADE 8

Demonstracido do Teorema do Valor Intermediario Para Saber Mais

Sem perda de generalidade, podemos supor que f(a) < d < f(b). Além
disso, considerando g: [a, b] — R a func¢do definida por g(z) = f(z) — d,
também continua, observamos que basta demonstrar o teorema para o caso em
que d = 0. Logo, podemos supor que f(a) < 0 < f(b) e, portanto, queremos
achar ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

A estratégia que usaremos para achar esse niimero ¢ é a seguinte: constui-
remos duas sequéncias monétonas contidas em [a, b], portanto limitadas. Pela
completude dos niimeros reais, elas sdo convergentes. Além disso, a sequéncia
obtida tomando a distancia entre os seus termos, converge para zero. Portanto,
elas convergem para um mesmo ponto c. Esse ponto é o candidato a solucdo
de f(xz) = 0. Vamos aos detalhes.

Construimos duas sequéncias, (a,) e (b,), da seguinte maneira: a; = a e

: b : :
by = b. Sejam; = CL1_+1, o ponto médio do intervalo [a, b]. Apenas uma

das trés possibilidades pode ocorrer: f(my) =0, f(my) <0 ou f(my) > 0.

Caso f(my) = 0. Neste caso, tomando ¢ = m;, o teorema esta demonstrado.
Caso f(my) < 0. Neste caso, escolhemos a; = m; e by = b;. Isto &, estamos
abandonando a primeira metade do intervalo [a, b]. Veja na ilustracdo a seguir.

[/ /1)) )] )]
L777777T7T7T7Th

e

ay as by = b2
Figura 8.4
Caso f(m;) > 0. Neste caso, escolhemos ay = a; e by = my. Isto &,

abandonamos a outra metade do intervalo.

[ 11/7/1)1)1Y

L 7177

a1 = as bo b1
Figura 8.5

: as +b
Repetimos este processo fazendo msy = —— 2. Novamente, se f(mg) =0,
entdo o resultado é verdadeiro. Se f(msg) < 0, escolhemos a3 = my e by = bs.

Se f(mg) > 0, escolhemos a3 = ay e by = mo.

15 o S
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Prosseguindo desta forma, ou obtemos uma solu¢do de f(x) = 0, como
algum ponto médio dos subintervalos, ou produzimos duas sequéncias monéto-

nas, (a,) e (b,), tais que para todo nimero n € N,

® ap S Ap+1 € bn 2 bn—i—l;

b_
® bn_anzlzn—_lal;

o flan) <0 e f(by) > 0.

A primeira afirmacdo, mais o fato de todos os elementos das duas sequéncias
estarem contidos no intervalo [a, b], pelo Axioma da Completude, implicam que
as duas sequéncias convergem. Sejam lima, = ¢; e limb,, = cs.

A segunda afirmacdo garante que ¢; = ¢y. De fato,
¢y — ¢ = limb,, — lima,, = lim(b,, — a,) = 0.

Logo, ¢; = ¢o. Chamaremos esse nimero de c¢. Este é o candidato a solucdo
de f(x) = 0. Para mostrar isso, usamos a hipétese da continuidade. Como f
é continua, lim f(a,) = lim f(b,) = f(c).

A terceira afirmacdo garante, pela Proposicio 6 da Unidade 2, que
lim f(a,) = f(c) <0 elim f(b,) = f(c) > 0. Portanto, f(c) = 0. O

Note que a estratégia utilizada na demonstracdo do teorema nos fornece um
método para determinar uma aproximacdo, com a precisdo que queiramos, de
uma raiz da equagdo f(z) = 0. Este foi o método que utilizamos no Exemplo

1 para justificar a solucdo de Fibonacci.

J

16
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Prova do Teorema de Weierstrass Para Saber Mais

Vamos mostrar que a imagem de [a, b] por f & um intervalo fechado e limi-
tado [C, D|. Ja sabemos que f([a, b]) = I, um intervalo. Se f for constante,
I =[C, C] ={C}. Vamos supor que f ndo é constante.

Mostraremos inicialmente que I é um intervalo limitado. Suponhamos,
por absurdo, que I n3o seja limitado. Podemos entdo tomar (sem perda
de generalidade) uma sequéncia (y,) de elementos de I, escolhendo y; um
elemento qualquer de I e fazendo y, = y,_1 + 1, para n > 2. Entdo,
limy, = +oo. Na verdade, qualquer subsequéncia (y,,) também satisfaz a
condi¢do limy,, = +o0o. Considere agora a sequéncia (a,) de elementos de
[a, b], tal que f(a,) = y,. Aplicando a Proposicdo 13, da Unidade 1, podemos
considerar (a,), uma subsequéncia monétona de (a,), que também é limitada,
uma vez que seus elementos pertencem ao intervalo [a, b]. Pelo Axioma 11, da
Unidade 1, da completude dos niimeros reais, essa subsequéncia converge para
algum namero em |a, b], digamos lim a,, = [. A continuidade de f garante que
lim y,,, = lim f(a,s) = f(l), que contradiz o fato lim y,, = +occ. Logo, I é um
intervalo limitado.

Vamos agora provar que [ é fechado. Suponhamos que D seja o extremo
superior de I. Vamos mostrar que D € f([a, c]). A estratégia é a mesma.
Tomemos (z,) uma sequéncia de elementos distintos de I, tal que lim z, = D.
Podemos considerar, por exemplo, z; um elemento de I e, portanto, z; < D.
Defina z,, = ﬂ, para n > 2. Agora, seja (b,) a sequéncia de elementos
de [a, b] tal que f(b,) = z,. Escolha uma subsequéncia (b,,) monétona e
limitada, portanto convergente. Digamos limb,, = d. A continuidade de f
garante que lim f(b,) = f(d) = lim(z,,) = D. Isto prova que D € [ =
f(la, b]). Analogamente, prova-se que C, o extremo inferior do intervalo I,

também pertence a I.

P 4
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UNIDADE 9 A VELOCIDADE INSTANTANEA

O final do Século XVII viu o surgimento de uma conquista matematica
formidavel: o Calculo Diferencial. Descoberto independentemente por Isaac
Newton e Gottfried Leibniz, tornou-se a base para o desenvolvimento de varias
areas da Matematica, além de possuir aplicacdo em praticamente todas as areas
do conhecimento cientifico.

Nesta unidade, estudaremos o conceito de derivada e veremos sua relacdo
com o conceito de limite, estudado anteriormente. De fato, veremos que a
derivada de uma func3o é o limite de um quociente de duas grandezas em que
ambas tendem a zero.

Abordaremos este conceito a partir de duas motivacdes fundamentais: o
estudo da velocidade de um objeto em movimento e o problema da tangente de
uma curva. Veremos posteriormente que os dois problemas est3o relacionados.
A tangente do grafico que representa a posicdo do objeto em funcdo do tempo
fornece a sua velocidade.

Mas o que é velocidade de um objeto em movimento?

9.1 A velocidade instantinea

Imagine a situacdo em que um jogador de vélei foi sacar, levantou a bola,

mas se arrependeu e a bola caiu muito préxima do ponto onde foi lancada.

&

Suponha que movimento inteiro levou um pouco mais de 2 segundos e que
a partir de fotografias tiradas em intervalos regulares foi possivel dizer a altura
da bola a cada segundo, representadas na tabela a seguir.
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Altura da bola
t(seg) [0 05 1 15 2
h(m) |2 625 8 7,25 4

Qual foi a velocidade da bola no instante t = 0,57
Vamos supor um movimento quase vertical. A partir dos dados obtidos,
podemos calcular a velocidade média, que é a razdo entre o deslocamento

realizado e o intervalo de tempo decorrido, entre os instantes t = 0,5 e ¢t = 1.

deslocamento As 8 —6.25
tempo At 1-05 m/s

O problema é que a velocidade varia muito entre ¢ = 0,5 e t = 1. Quando
se joga uma bola verticalmente para cima, a velocidade diminui até que a bola
comece a voltar.

Com medicdes mais precisas, podemos calcular uma velocidade média em
intervalos menores em torno de t = 1. Observe que até aqui ndo temos uma
definicdo para velocidade em um instante, apenas velocidades médias.

Suponha que foram feitas as seguintes medidas:

Altura da bola
t(seg) |0 0,25 05 0,75 1
h(m) |2 4,44 625 7,44 8

Usando o intervalo entre t = 0,5 e t = 0,75, obtemos a velocidade média

_As  7,44-6,25

V=8¢ = 0,75 — 0,5

=4,76 m/s

Medidas ainda mais precisas do movimento permitem o calculo de veloci-
dades médias em intervalos menores. Digamos que a altura da bola foi medida

a cada 0,1 segundo e que os valores préximos a ¢t = 0,5 sdo os seguintes:

Altura da bola
t(seg) (0,8 09 1 11 1,2
h(m) |7.6 7,85 8 8,05 8,0

Calculando a velocidade média no intervalo entre t = 1 e t = 1,1, obtemos:

_As 8058

mE N T T oM/
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DEFINICAO 1

DERIVADA

DEFINIGAO 2

FUNGAO DERIVADA

a

%

A
AA
A A
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que é a velocidade média em um intervalo de 0,1 seg iniciando no instante ¢t = 1.
Claro que medidas mais precisas poderiam permitir o calculo da velocidade
média em intervalos cada vez menores em torno de ¢ = 1, mas ainda n&o seria
a velocidade no instante t = 1.

Intuitivamente, quanto menor o intervalo, mais préxima a velocidade média
fica da velocidade instantanea. Para definir esta Gltima, temos que recorrer ao
conceito de limite.

Se s(t) é a altura da bola no tempo ¢, entdo considerando a velocidade média
no intervalo de tempo [1,1 + A, quando h tende a 0, entdo esta velocidade
média tende a um valor que pode ser considerado a velocidade instantdnea em
t =1, ou seja, podemos definir

s(1+h)—s(1)

1) =1
v =
De maneira mais geral, se s(t) é a funcdo posicdo de um objeto, entdo a
velocidade deste objeto no tempo ¢ = ¢ é definida por
As s(to+ h) — s(to)

I L L

se tal limite existir.

Este limite é exatamente a definicdo de derivada de uma funcio.

A derivada de uma fun¢do y = f(z) definida em um intervalo aberto I em

um ponto z, € I é dada por

. f(wo+h) — f(x0)

/ —

Jleo) == /
caso este limite exista.

Se o limite existir a funcdo f é dita derivavel em .

Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto I. Se f é derivavel para
todo ponto de seu dominio, dizemos que a funcdo é derivavel e que a funcio
f': I — R que associa a cada = € I o valor f'(x) é a fungdo derivada de f.
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d .
Usa-se também a notacdo d—y para representar a derivada f’(z). Tanto
x

f'(xo) quanto Z_i|$x° representam a derivada da funcdo f no ponto x de seu
dominio.

Por exemplo, a velocidade v(t) de um objeto em movimento é a funcdo
derivada da func&o posicdo s(t) do objeto, isto &, v(t) = s'(t).

Ha uma razdo histérica para o uso das duas notacdes ligada & criacdo do
calculo diferencial por Newton e, independentemente, Leibniz. Veremos um
pouco desta histéria na secdo 9.5.

A velocidade é a taxa de variacdo instantanea da posicdo s(t) em relacdo ao
tempo t e é dada pela derivada da funcdo s(¢). De forma analoga, ha muitas
grandezas definidas como taxa de variacdo de outra em relacdo ao tempo. Por
exemplo, a aceleracdo é a taxa de variacdo da velocidade.

A aceleracdo média é dada por

_Av
At

Am

onde Awv é a variacdo de velocidade no intervalo de tempo At considerado. Se

a velocidade é dada pela fungdo no tempo wv(t) entdo definimos:

_dv
Cdt

a

Ha varios outros exemplos na Fisica: a Poténcia é a derivada do Trabalho
em relacdo ao tempo, o fluxo de um liquido que escoa de um vaso é a derivada
do volume do liquido em relacdo ao tempo, etc.

Voltaremos oportunamente ao exemplo da bola e mostraremos que o movi-
mento descrito pela bola do saque n3o realizado do jogador de vélei & (aproxima-
damente) um movimento uniformemente acelerado. Estudaremos as equacdes
deste movimento.

Na préxima secdo, relacionaremos a nocdo de derivada de uma funcdo com

a reta tangente a uma curva dada.

> A 1S



UNIDADE 9 A VELOCIDADE INSTANTANEA

Exercicios

1. Em um tempo de ¢ segundos, um objeto se move s metros de sua posicio

inicial, sendo s dado por s = 2t2. Estime a velocidade do objeto em
t = 2 seg, calculando sua velocidade média entre t =2 e t = 2+ h, onde
h =0,1.

. No exercicio anterior, estime a velocidade do objeto para t =1, ¢t =3

e t = 4, esboce um grafico e mostre que o grafico da velocidade com o

tempo é aproximadamente uma reta.

. Considere um baldo aproximadamente esférico. Vocé ja deve ter notado

que o baldo parece encher mais rapido no inicio, ou seja, o raio parece
aumentar mais rapido quando comecamos a encher o baldo. Como o
aumento do volume é devido ao fluxo de ar para dentro do baldo, que é
constante, esta impress3o decorre do fato de que a taxa de aumento do
raio diminui a medida que o volume aumenta. Para verificar isto, escreva
o raio r em funcdo do volume V' do baldo e calcule 0 aumento médio do
raio nos intervalos 0,5 <V <1el15<V <2,0.
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9.2 O problema da tangente

O problema da tangente consiste em encontrar a equacdo da reta tangente
passando por um certo ponto de uma curva que é grafico de uma funcdo y =
f()

Este problema esta relacionado com o problema de encontrar a velocidade
instantanea, ou seja, ao problema de encontrar a derivada de uma funcdo, como
veremos a seguir.

Seja f(x) uma funcdo e seja © = xy um ponto do seu dominio. Seja
xr1 = X9 + h.

Observe o grafico de uma funcdo f(z), onde tracamos a reta secante que
passa pelos pontos P = (x, f(zg)) e Q = (1, f(z1)). Note que o grafico
foi tracado supondo h > 0. No entanto, a situacdo h < 0 também deve ser
considerada.

Figura 9.1:

Como vocé estudou em MAL11, o coeficiente angular ou inclinacdo da reta
secante a curva passando pelos pontos P = (xq, f(z0)) e Q = (x1, f(z1)) é

dado por
f(x1) = f(wo)  flwo+h) — f(zo)

Tr1 — X h

Tomando h cada vez mais préximo de zero, obtemos retas secantes que
cortam a curva em dois pontos P e (); cada vez mais préximos. Observe a
figura 9.2

Intuitivamente percebemos que quando xq + h se aproxima de xy entdo os
pontos f(zo + h) e f(xy) onde a secante corta a curva ficam cada vez mais

! A 1S
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DEFINICAO 3

RETA TANGENTE

R

%

E

>

préximos e assim estas cruvas secantes se aproximam cada vez mais da tangente

em Ty.

1

Figura 9.2:

Quando h se aproxima de zero, se 0 quociente

f(zo+h) — f(xo)
h )

que representa o coeficiente angular da reta secante que passa por (zg, f(z9)) e
(xo+h, f(zo+h)), se aproxima de um determinado valor, esse, intuitivamente,
devera ser o coeficiente angular da reta tangente.

Na verdade, o que fazemos é definir reta tangente da curva em P =
(xo, f(zo) como a reta que passa por P e cujo coeficiente angular é dado

por
f(zo+h) — f(xo)
h

Caso o limite ndo exista, ndo ha reta tangente no ponto.

/ .
Zop) = lim
f ( 0) h—0
Em resumo:

A reta tangente a uma curva que é grafico de y = f(z) em um ponto

P = (xq, f(zo) é a reta que passa por P e cujo coeficiente angular é dado por

(o) = lim f(zo+h) — f(wo)

h—0 h

se o limite existir.
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E importante observar que o limite deve existir A direita e 3 esquerda de x.
Poderiamos ter considerado pontos & esquerda de P cada vez mais préximos
dele, e o resultado teria que ser o mesmo.

A figura a seguir, por exemplo, mostra uma funcdo em que os limites laterais

existem, mas sdo distintos. As secantes que passam pelos pontos ); e P =
(0,0), com Q; — P pelo lado esquerdo tendem a uma reta decrescente, ou seja
com coeficiente angular negativo, enquanto que as secantes que passam pelos
pontos P e (Q;, com ); — P pelo lado direito tendem a reta y = 0. Neste

caso, a funcio ndo é derivavel em x = 0.

A

\J

Figura 9.3:

Seja f(x) = k uma funcdo contante. O grafico de f é uma reta horizontal, EXEMPLO 4

.. . L. DERIVADA DA FUNGAO
que tem coeficiente angular zero. A tangente em qualquer ponto é a prépria
CONSTANTE

reta e, portanto, também tem coeficiente angular zero.

Se f(z) =k entdo f'(x) =0

Podemos chegar a mesma conclusdo fazendo diretamente o calculo do limite.

Para todo z € R, temos:

0 A 1S
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declive = 0 flz)=k

Y

Figura 9.4: funcdo constante

EXEMPLO 5 Seja f(xz) = mx + n uma funcdo linear. Como o grafico é uma reta r, é
DERIVADA DA FUNGAO . , L. .
evidente que sua reta tangente em qualquer ponto é prépria reta r e a derivada

LINEAR - . .. . .
da funcdo em qualquer ponto é o coeficiente angular m da reta, isto é:

Se f(z) = mz + n entdo f'(z) =m

Calculando diretamente o limite, obtemos:

flx+h) - fz)

/ — 1
f(z) B0 h
. m(x+h)+n—(mzx+n) . mh
= lim =lim — =m
h—0 h h—0 h
EXEMPLO 6 Usando um software de vizualizacdo grafica, vamos estimar o valor da

derivada de sen (x) em z = 0.

As figuras a seguir mostram o grafico de y = sen (x) para intervalos cada

vez menores em torno de z = 0.

3 14
f(x)=sen(x)
f(x)=sen(x)
f(x)=sen(x)
~ 0 — 0 R 0
S 0 3N k] 0 1  fol 0 0.1

-0.1]

10

S
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Observe na figura acima que ampliando a figura em torno da origem fica claro
que o grafico de y = sen () se aproxima de uma reta. Veja na dltima figura
a direita como o grafico quase passa pelos pontos (—0,1,0,1) e (0,1,0,1).
A equacdo da reta que passa por estes pontos é y = x. Portanto, podemos
deduzir que a derivada de y = sen(z) em = = 0 deve ser muito préximo do
valor 1. E facil ver, usando o limite trigonométrico fundamental estudado na
Unidade 5, que o valor é exatamente igual a 1.

Na préxima secdo iremos calcular a partir da definicdo

o) — tin £ = @)

h—0 h

alguns exemplos de derivadas de funcdes. Calcular o limite acima diretamente
somente é pratico para algumas funcdes mais simples. No préximo capitulo
iremos apresentar regras de derivacdo que permitem calcular a derivada de um

conjunto mais amplo de funcdes.

1 vy D
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Exercicios

1. Usando o mesmo método do exemplo anterior, calcule o valor aproximado

da derivada de y = cos(z) no ponto x = 7.

2. Determine por argumentos geométricos os intervalos em que a derivada
da fung¢do f(x) é positiva, negativa e nula, dado o grafico de f(z) a

seguir. Confirme algebricamente sua anélise anterior.

f(x)=x3-2x2 +1

e
o
=

é

N

12
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9.3 Exemplos do calculo direto da derivada

No proximo capitulo iremos estudar regras que permitem descobrir sem
grande dificuldade a derivada da maior parte das func¢des usuais. No entanto,
para funcdes muito simples, é possivel calcular diretamente a derivada da funcio
a partir da definicdo de derivada. Ja fizemos isto para o calculo das derivadas
das funcgdes constante f(z) = k e linear f(x) = mx + n. Nesta secdo faremos
mais alguns exemplos.

Como primeiro exemplo, seja a funcdo f(z) = x2. Vamos calcular sua

derivada em um ponto = = xy.
Seja f(z) = 2% Temos:

f(xo +h) = fxo)

p )
flao) = lim h
i B0 E D =G
h—0 h
o a2+ 2x0h 4+ h? — 22
= lm= h )
h—0 h

h—0
= 21’0

O que mostra que se f(z) = z? entdo f'(z) = 2.

2

Calcule a equacdo da tangente a curva y = z° no ponto = = 3. EXEMPLO 7

Como Z—Z = 21 ent3o:

dy

=2-3=6
dxz:?)

Portanto, a reta tangente tem coeficiente angular a = 6. A equacdo da reta é
dada por
y=6x+b

onde b é o coeficiente linear da reta, que ainda devemos calcular. Para isso,
basta conhecer um ponto da reta. Como ela corta a parabola yy = 22 no ponto
de abscissa 3, este ponto tem ordenada y = 3% = 9.

13 A %



UNIDADE 9 EXEMPLOS DO CALCULO DIRETO DA DERIVADA

Substituindo o ponto de tangéncia (3,9) na equacdo da reta resulta:

y=6x+0b
9=63+b = b=9-18=-9

A equacdo da reta é y = 62 — 9.

>

101

y=6x-9

-10 5 o] 5 10 .
Para esta mesma funcio, o calculo do coeficiente angular nos pontos = —3

e r = 0 resulta em

d

Y =2(-3)=-6 e—=| =2.-0=0

dx r=-3 dx =0
O que mostra que a reta tangente em = = —3 é decrescente (a reta é y =
—6x — 9, verifique!) e a reta tangente em z = 0 é horizontal (coeficiente

angular nulo).

T T
5 10

-10 -5 \
Faremos a seguir mais um exemplo do célculo da tangente ao grafico de

uma curva determinando diretamente a derivada de uma funcio.

14
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Seja a curva dada pela equacdo y = 23 —2x. Calcule a equacdo da tangente EXEMPLO 8
passando pelo ponto da curva de abscissa x = 1.

Sex = 1lentdoy = 23 —22x = 1> — 2.1 = —1. Portanto o ponto é
P=(1,-1).

Utilizando a definicdo de derivada e as propriedades dos limites, calculamos

diretamente a derivada f’(z) da funcdo f(z) = 2% — 2a:

. flz+h) = f(z)
/ _
flz) = lim h
5 .3
— lim (x+h)*—2(x+h) — (2° — 22)
h—0 h
. 234 3zh?+322h+ R — 22 — 2h — 2 + 22
= lim
h—0 h
. 3zh®+322h+ k% —2h
= lim
h—0 h
. h(3zh+ 32 + h* —2)
= lim
h—0 h

= lim3zh + 322+ h? -2
h—0
= 3z°-—2

Portanto, f'(x) = 3z® — 2 é a derivada da funcdo f(z) = 23 — 2.

Em particular, para z = 1, temos
ff1)y=312-21=1

Assim, a reta tangente tem coeficiente angular @ = 1. E uma reta de equacéo
y=ar+b=1-x+4+b= x+0b Substituindo as coordenadas do ponto
P = (1,—1), obtemos o valor do coeficiente linear b = —2.

A equacdo da reta tangente é y = x — 2.

Na figura 9.5, vemos o grafico da curva y = 23 — 2r e da reta y = x — 2.

Observe que a reta é realmente a tangente a curva no ponto P.

15 vy D
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3
y=X -2X
y=x-2

Figura 9.5: Reta y = x — 2 tangente da curva y = 23 — 2z em P = (1,—1)

EXEMPLO 9 Calcule a derivada da funcdo f(x) = y/z no dominio = > 0 e calcule a
equagdo da reta tangente no ponto P = (1, 1).

Calculando diretamente a derivada de f(z) = /= obtemos:

i L@ R) — (@)
h—0 h

~lim \/x—i—

h—0

f'w) =

N3o podemos resolver o limite diretamente substituindo h = 0 pois resultaria

na expressio g. No entanto, se multiplicarmos numerador e denominador por

Vx+ h+ /x, resulta em um limite de facil calculo:
VT + Vr+h—x

. T WETE B
s F

i V2~ (V)

T o s

. h

o Vet vE)

1
m—
h=0 \/x + h+ /2

f(2) = lim

h—0

16
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DERIVADAS UNIDADE 9

Para calcular este limite, basta fazer h = 0 na altima expressdo, pois, como
f(x) = /x & uma fungdo continua, lim,_,o vz + h = \/z. Resulta que

é a derivada da funcdo f(z) = /x.

Em particular, para x = 1, temos f'(1) = 2%5 = % Assim, a reta tangente
ao grafico da fungdo no ponto (1, 1) tem coeficiente angular a = % E, portanto,
uma reta de equacdo y = ax + b = %x + b.

Substituindo as coordenadas do ponto P = (1,1) na equa¢do da reta y =

ar+b= %x + b obtemos o valor do coeficiente linear b = %

. 3 1
A equacdo da reta tangente é y = §x + 5

Na figura 9.6 vemos o grafico da curva y = /z e da reta y = %x + %

Observe que a reta é realmente a tangente a curva no ponto P.

y=5x+—

y=\x

\
KN
o
[
N
wH
N
vl

Figura 9.6: Reta y = f2+1 tangente ao grafico de y = \/z no ponto P = (1,1)

A reta normal ao grafico de uma funco passando por um ponto P € a reta
ortogonal a tangente ao grafico da curva passando por P. O préximo exemplo

ilustra o calculo de uma reta normal ao grafico de uma funcdo dada.

17 vy D
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EXEMPLO 10

%
>

E

R

>

Calcule a equacdo da reta normal ao grafico da funcdo f(x) = L, passando

pelo ponto P = (2,1/2).

O calculo da derivada de f(z) = 1/x resulta em:

fle+h) —f@) T
, . o x x
e L A
z—(x+h)
— x(xz+h) . —h
= lim —~ =lim ———
h=0 D h—0 hx(x + h)
. 11
- hsox2+ah 0 a2

Portanto,

A reta tangente passando por P = (2,1/2) tem coeficiente angular a =
1 1

22 1
Lembrando que se duas retas ndo-verticais sdo ortogonais e tém coeficientes

angulares iguais a m e m’ entdo m - m’ = —1, obtemos o coeficiente angular

1
me(-3) =1 = m=1

Assim, a reta normal ao grafico da funcdo no ponto (2,1/2) é uma reta
de equacdo y = 4x + b. Substituido as coordenadas do ponto P = (2,1/2),
obtemos o valor do coeficiente linear b = —22.

da reta normal:

A equacgdo da reta normal é y = 4z — % Observe a figura 9.7.

reta tangente em P 5 |

Figura 9.7: Reta y = 4z — £ & normal ao grafico de y = X no ponto (2,1/2)

18
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9.4 Continuidade e derivabilidade

Todos os exemplos apresentados até o momento de funcdes derivaveis em
todo seu dominio sdo de funcdes continuas. Mostraremos que este é sempre 0
caso: toda func3o derivavel é continua. No entato, mesmo funcdes continuas
em todo seu dominio podem n&o ser derivaveis em alguns dos pontos de seu
dominio. Ha mesmo casos de func¢des continuas em toda a reta real e que ndo
sdo derivaveis em nenhum ponto do seu dominio.

Vamos iniciar apresentando um exemplo de funcdo continua n3o derivavel

em um ponto do seu dominio. A fun¢do f(z) = |z| ndo é derivavel em = = 0.

A

\J

Figura 9.8: funcdo y = |z| ndo é derivavel no ponto z =0

A derivada em x = 0 seria, caso existisse, o valor do limite

lim —|0 +h =10 = lim m
h—0 h h—0 h

No entanto, o valor de |h| depende do sinal de h:

h se h>=0

|h| =
—h ,se h <0
Portanto,
| =1 se h>0
h | =t =—-1 se h<0

h
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TEOREMA 11

S
DEMONSTRAGAO

R

%

>
»

Conclui-se que os limites laterais existem, mas tém valores direntes:

. _ _|n|
hggl+7_l © hlggli?—

—1

Visualmente, toda secante que passa por Q e O, sendo O a origem e () no
grafico de |x| a esquerda de O é a reta y = —x, enquanto que as secantes que
passam por O e () com o ponto () do grafico de |x| a direita de O & a reta
Yy =x.

Como os limites laterais existem, mas tém valores diferentes, o limite n3o
existe e a funcido ndo é derivavel em x = 0.

Se, por um lado, funcdes continuas podem n3o ser derivavel, por outro lado,

toda funcdo derivavel é continua.

Seja f um funcdo definida em um intervalo aberto 1. Se f é derivavel em

xo € I entdo f é continua em x.

Temos que

f(zo+h) — f(xo)
h

f(zo+h) — f(xo) = “h.

Passando ao limite quando h — 0:

fwo + 1) = flxo)

S o+ ) = o) = iy T
Mas F@o+ 1) — (o)
. Lo —JZo) _ 4 . -
-
Logo

lim f(zo + h) = f(xo) = f'(w0) -0 =0

0 que mostra que f & continua em .

Vimos o exemplo da funcdo f(x) = |z| que é continua em todo seu dominio,
mas n3o é derivavel no ponto x = 0. A maior parte dos exemplos de funcées
com as quais lidamos sdo derivaveis ou deixam de ser derivaveis apenas em um
conjunto finito de pontos. Em 1872, o matematico Weierstrass apresentou um
exemplo de func3o continua em todo seu dominio, mas que ndo é derivavel em
nenhum ponto. Esta é a chamada funcdo de Weierstrass, cujo estudo foge ao
escopo deste texto.

20
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9.5 Um pouco da histéria do Calculo

O surgimento do calculo diferencial e integral foi palco de uma grande con-
trovérsia sobre a paternidade da descoberta. A discussdo envolveu dois grandes
génios: Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1642-1716).

Atualmente considera-se que os dois matematicos descobriram o calculo de
forma independente e, assim, o crédito é dado a ambos. No entanto, a época
o debate de quem merecia o reconhecimento foi acalorado, com defensores
aguerridos de ambos os lados.

E importante observar também que uma descoberta matematica importante
ndo aparece do nada. E o resultado do trabalho de muitas pessoas ao longo
de séculos. Newton reconheceu este fato por meio de sua famosa frase "Se vi
mais longe foi por estar de pé sobre ombros de gigantes."!

Newton e Leibniz tiveram abordagens diferentes do Calculo e tomaram ca-
minhos distintos em suas descobertas. Newton tentava resolver problemas na
Fisica e seguiu um caminho mais pratico voltado a solucdo destes problemas.
Leibiniz era um fil6sofo e tomou um caminho mais abstrato.

Foi Leibniz que criou a notacdo j—g para a derivada de y em relacdo a .
Ele imaginava um "triangulo infinitesimal"formado pelo incremento Ax e o
incremento correspondente Ay. A razio % se aproxima do coeficiente angular
da tangente quando Az — 0. Leibiniz via este limite como a divisdo de duas
quantidades "infinitesimais".

Newton descobriu os fundamentos do Calculo diferencial e integral muitos
anos antes de Leibniz, mas publicou seus trabalhos mais tarde. Newton chamou
o calculo de "métodos de fluxdes". Usando diferenciacdo, Newton produziu
métodos que resolviam problemas do célculo da area, tangentes, comprimento
de curvas e maximos e minimos de funcdes.

Newton também percebeu o fato crucial de que a integracdo de uma fun-
cdo é a operacdo inversa da diferenciacdo, o que hoje é chamado Teorema

Fundamental do Calculo.

1Carta para Robert Hooke (15 de Fevereiro de 1676)
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Exercicios

1. Sabendo-se que a altura da bola de vélei na Secdo 9.1 é dada aproxima-

damente por s = 24 22t — 5t, onde s € a altura em metros e t o tempo

em segundos desde que é lancada, faca o que se pede:

(a) calcule a velocidade média para um intervalo de 0,1 seg. em t =1,
t=2eti=23.

(b) Esboce um grafico e verifique que a velocidade varia linearmente

com o tempo.

(c) Derivando a fun¢do s = s(t), encontre a expressdo da derivada

__ ds s : .
v = % e verifique que corresponde aproximadamente ao gréfico

obtido no item 2.

(d) Calcule o instante em que a bola atinge o ponto de altura méaxima.

. Usando um calculadora cientifica, estime o valor da derivada da funcdo

f(z) =€", para x = 1,2 e 3 e verifique que o resultado & préximo de e,

3

e? e €3, respectivamente.

. Determine a reta tangente ao grafico de f(z) = 2z + 3 passando pelo

ponto (2,7).

. Determine a reta tangente ao grafico de y = 2 — 2 passando pelo ponto

(1,1). Esboce um gréfico.

. Determine a reta tangente ao grafico da parabola y = 2 + 2z passando

pelo ponto (—3,3). Esboce um gréafico.

. Determine a reta tangente ao grafico da hipérbole y = 1 + % passando

pelos pontos (1,2) e (—1,0). Esboce um grafico.

. Encontre a equacdo da reta normal a hipérbole y = % passando pelos

pontos (1,1) e (—1,—1). Verifique que se trata da mesma reta. Faca

um grafico.

. Encontre a reta normal ao grafico de y = 2y/x passando por (1,2). Faca

um grafico.
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9. Sendo a uma constante, mostre que a derivada de f(x) = ax? é f'(z) =

2ax.

10. Sendo a,b e ¢ constantes, mostre que a derivada de f(z) = az® +bx + ¢
é f'x) =2ax + 0.

11. Sendo a e b constantes, mostre que a derivada de f(z) = avx +b é

f/(l') = 2\/:37_’_1,'

12. Mostre que a derivada de f(z) = \/ig é fl(x) = _2;/5'

13. Mostre que a fungdo f : R — R, definida por f(x) = x |x| & derivavel.

14. Seja f : R — R definida por

—2x—3 se =< =2,
fl) = ¢ az®+br+c se —2<z<0,
2¢+ 1 se x>0.

Determine os valores de a, b e ¢ para os quais a funcdo f é continua.

Determine os valores de a, b e ¢ para os quais a funcdo f é derivavel.

% vy D
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UNIDADE 10 DERIVADA DA SOMA

%
>

E

R

>

Na Unidade 9 vimos a definicdo de derivada

flx+h) - f(x)
h

f'(z) = lim

h—0

e calculamos diretamente a partir da definicdo a derivada de algumas funcdes:

f(x) =k, k constante = f'(z)=0
f(x) =ax+0b, a,bconstantes — f'(x)=a
flz)=2> = fl(z)=2x
1 , 1
fla)=— = flo)=-5
fa)=vE = [l)=—5~

A lista pode ser bastante ampliada, mas o calculo direto a partir do limite fica
progressivamente mais dificil quando tentamos encontrar a derivada de funcdes
menos simples do que as listadas acima.

Nesta unidade, estudaremos de forma sistematica as derivadas de funcées
como poténcia, polinomiais e trigonométricas. Estudaremos também regras
gerais para obter a derivada da soma, produto e quociente de duas ou mais
funcdes. Por fim, estudaremos a regra da cadeia, que permite encontrar a
derivada de uma funcdo que é a composicdo de duas funcdes. Utilizando a regra
da cadeia, veremos como calcular a derivada de uma funcdo dada implicitamente
por uma equacio e a derivada de uma funcdo dada como inversa de outra cuja

derivada conhecemos.

10.1 Derivada da soma

Vamos provar que a derivada da soma de duas funcdes é a soma das deri-
vadas das funcdes.

Sejam f(z) e g(z) duas funcgdes reais. Entdo

(f+9e+h) = (f+9)(=) = flz+h)+g(x+h)—(f(x)+9(z))
= (fz+h) = f2) + (9(z + h) = g())
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Portanto,

(f+9)@+h)—(f+g))

(f+9)(x) = lim

h—0 h
o J@ R = @) | gle+h) - ga)
N h—0 h h
_ ol = f@) gt h) — g()
N h—0 h h—0 h
= fl@)+4(2),

caso os limites envolvidos existam.

Provamos entdo a seguinte proposi¢do:

Sejam f e g duas funcdes definidas em um intervalo aberto |. Se as duas PROPOSICAO 1
- ., . - ~ . . DERIVADA DA SOMA
funcdes forem derivaveis em zy € I, entdo a funcdo soma f + g é derivavel em

To € vale que

(f +9)(z0) = f'(20) + 9'(20)

Encontre a derivada da funcdo 22 + 1 + % em um ponto qualquer de seu EXEMPLO 2
dominio.

Na unidade 9 vimos que a derivada de f(z) =ax + b é f'(x) = a, logo a
derivada de f(z) =22+ 1 é f'(z) = 2. Vimos também que a funcdo g(z) = 1
é derivavel para todo = € R* e que ¢'(z) = —=;. Portanto, (f +g) (z) =
2 + 1+ % é derivavel para todo z € R* e

(f+9) = <2x+1+£)/:(2x—|—1)'+<1>12 1

T

Usando inducdo, é facil generalizar o resultado para a soma de varias funcdes:

(it fot- -+ f) =fH+f++ ]

Encontre a derivada da funcdo 22 + /z + L. EXEMPLO 3

!/

A funcdo z? é derivavel para todo z € R e (%) = 2z.

3 vy D
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10.2 Derivada do produto

Vamos obter uma férmula para a derivada do produto de duas funcdes

(f9) () = f(x)g(x). Observe incialmente que:

f@+h)g(z+h) — flx)g(z) =
f(@+h)g(z+h) = f(x)g(z + h) + f(x)g(x + h) — f(z)g(x)

em que simplesmente somamos e subtraimos na expressdo a parcela f(z)g(x + h).

Reagrupando a expressdo:

f(x+h)g(x + h) = f(x)g(x)
= [z +h)g(z+h) = f(x)g(x+h)+ f(z)g(x+h) — f(x)g(z)

= (fx+h) = f(x) gz +h)+ f(z) (g(z + h) — g(x))
Dividindo a expressdo por h e passando ao limite h — 0, obtemos:

o G g+ ) = f()g(a)
h—0 h

~ lim (f(z+ hli - f(a:))g(x +h)+ lim £(a) (g(z + hlz —g(2))

_ (hm (Fla+h) - f@:))) o)+ o) <hm (g(x + h) — g(x)))

h—0 h h—0 h

Observe que no desenvolvimento acima usamos as propriedades do limite da
soma e do produto, estudados anteriormente. Usamos também a continuidade
da funcdo g, assegurada por resultado da secdo anterior para o caso em que ¢
é derivavel. Os limites na altima equacdo acima sdo, supondo f e g derivaveis,
respectivamente, os valores de f'(z) e ¢/(z). Provamos, portanto, a seguinte
proposicao.

S
/]
e
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Sejam f(x) e g(x) duas fungBes definidas em um intervalo aberto |. Se as  PROPOSIGAO 4
- ., . - - L DERIVADA DO PRODUTO
duas fungdes forem derivaveis em zy € I, entdo a fungdo produto (fg) (x) é

derivavel em x e vale que
(f9) (o) = f'(20)g(z0) + f(0)g' (20)

Em particular, se k € uma constante e f uma funcdo derivavel entdo

(kf) = (k) f+k(f) =0-f+k-f =kf

em que usamos o fato de que a derivada da constante é zero.
Calcule a derivada das fungdes 222 + 3z + 1, zy/z e (2 + x)(2? — 1) EXEMPLO 5

) f(z)=2224+3z+1 =
() = (222 +(3z) +(1) = 2. (22) +3 (z) +0 = 2-22+3-1 = 4243 .

i) f(z)=ayr =
fl@)=(@) va+z (Vo) =1-Va+a gz =va+sz =2

i) f(z)=(2*+2)(2* - 1) =
fz) = @ +2) (@ = 1)+ (@ +2) (@ - 1) = Qo+ 1)@ 1) +
(22 +2)(22) =42+ 32> — 22— 1.

Neste dltimo exemplo, obteriamos o mesmo resultado desenvolvendo o

produto primeiro e depois derivando termo a termo.

10.3 Derivada do quociente

Sejam f e g duas funcdes definidas em um intervalo n3o trivial 1. Definimos

a funcdo quociente
Lz) = f(z)
g 9(x)
para todo ponto x € [ tal que g(z) # 0.
Suponha agora que f e g sdo derivaveis em um ponto zy € I e que g(xg) #
0. Provaremos que 5 também é derivavel em x; e obteremos uma expressdo

para a derivada da funcdo g em .

> A 1S



UNIDADE 10 DERIVADA DO QUOCIENTE

Para comecar, se g é derivavel em x(, entdo é continua em x. Se g(zo) # 0
entdo ha um intervalo aberto J com z € J tal que g(z) # 0 para todo z € J,
ou seja, a funcdo £ esta definida em J. Para x, 2 + h € J, temos que:

g

h h
! fa+h) o gleth)
‘g<x>g<x+h>( po g = @)y )
U (feth) o f@) | @) gt h)
- g(x)g(x + h) ( h 9(x) h + h f(x) h )
0 (et f@) gl h) —g(o)
‘g<x>g<x+h>( po 9@~ fET )

em que somamos e subtraimos um termo w.

Passando agora ao limite quando A — 0, obtemos:

) 1 At S gl h) ()
im0 g(@)g(z + h) (h—>0 h 9(@) 111—>0f( ) h >
_ ! i JE R S@) gt h) — ()
~ g(x) limy_o gz + ) ( ( >}1Ho h ut )leo h >

Se f e g forem derivaveis, entdo todos os limites envolvidos existem e
limy,_,0g(x + h) = g(x), pois sendo g derivavel em = também é continua

em .
Resulta que, se f e g sdo derivaveis em um ponto x, € I vale que:

() ot = (5) &) plan)glen) — Fa0)g' (o)

2

I
o h 9(o)

Provamos assim a seguinte proposicdo:

S
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e
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CALCULO DE DERIVADAS UNIDADE 10

Sejam f(z) e g(x) duas funcBes definidas em um intervalo ndo trivial .  PROPOSIGAO 6

~ .. ~ - DERIVADA DO QUOCIENTE
Se as duas fungdes forem derivaveis em xy € I e g(xo) # 0, entdo a funcdo

produto (%) (x) & derivavel em xz( e vale que

(g)/ (20) = J'(x0)g(x0) — f(20)g'(x0)

9*(o)
Exemplos:
=5 s« 0
) = (x+a)(x —(c;)_—;;s; a)(z—a) _(z —(C;)__;;UZ—F a) - iaa)Q

15" Para Saber Mais - Obter a derivada de 5 usando a derivada do produto

- Clique para ler

10.4 Derivada da poténcia

Vamos calcular a derivada da funcdo poténcia f(x) = z", para n inteiro
qualquer.

Vamos separar nossa deducdo em duas partes: primeiro encontraremos a
derivada de z™ para n > 0 usando a derivada do produto e inducdo. Em
seguida, encontraremos a derivada de z™ para n < 0 usando a derivada do

quociente. O caso n = 0 é trivial.

A funcdo f(x) = x™ & derivavel para todo x € R se n > 0 e derivavel para PROPOSIGAO 7

DERIVADA DA POTENCIA

z € R* se n < 0. Nos dois casos

f/(w) = (@ =no"!

! A 1S



UNIDADE 10 DERIVADA DA POTENCIA
P

DEMONSTRACAO Se n = 0 o resultado se segue imediatamente, pois 2° = 1, cuja derivada
é0.
Provaremos o caso n > 0 por inducdo. Vale para n = 1, pois

f@)=a'=0 = fx)=1=1-2""".

Suponha que o resultado vale para n = k, ou seja, f(z) = 2* & derivavel e

f'(x) = ka*~!, entdo, aplicando a regra do produto, temos que g(x) = zF1 =

x - 2% & derivavel e
(ka)’ (z-2*) = 22" +x. (xk)’ = 2"+ kxat ! = 2 4 kb = (b + D)2

o que completa a prova do caso n > 1.

Suponha agora que n < 0. entdo n = —m, comm >0 e
1
n __ —m __

Se x # 0 ent3o, pela derivada do produto, -1 & derivavel e vale que:
x

( 1 )' _WEm) 1@ —mam —m—1 n—1

am (zm)?

EXEMPLO 8 Encontre a derivada da funcdo f(z) = z* + 2° + 2°.

Usando a derivada da soma e da poténcia:
(z* + 2 +2?) = (a*) + (2%) + (2?) = 42® + 322 + 22
EXEMPLO 9 Encontre a derivada da funcdo f(z) = 2.
Para = # 0, a funcdo f(z) = 1 & derivavel e
" Uz-1-2/ 1
x) x? g2

o que concorda com o que obtivemos anteriormente.

S
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e

foe)



CALCULO DE DERIVADAS UNIDADE 10

Encontre a derivada da funcdo f(z) = -2

P EXEMPLO 10

Temos que z* + 1 # 0 para todo z € R logo f(z) & derivavel para todo
reERe

( 22 >’:(x2)’(:e4+1)—x2(x4+1)

x4+ 1

20(z* + 1) — 2%(423) 22 — 22°

!/

(z* +1)° (24 +1)° (@t + 1)

5" Para Saber Mais - Demonstracao alternativa para a férmula da derivada
da poténcia - Clique para ler

Mostramos acima a férmula da derivada da poténcia para expoentes inteiros.

Na verdade, a mesma férmula vale para qualquer expoente real, o que sera

provado posteriormente.

0 vy D
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10.5 Exercicios

Calcule a derivada das seguintes fun¢des:

1.

2.

13.

14.

15.

16.

17.

33 5. (2 +3)(z+1) 9. T2
222 + 1 6. Vz(z —a) 10. =2

2x3 7. 232 = % 11. _\/?_FZ
= 8. =l 12. 1%

Determine a reta tangente no ponto (1,1), do grafico da curva y =

t— 2+ 1.

Determine a reta tangente no ponto de abscissa © = 3 da curva dada por
y =2v/x + 1, para x > 1. Faca um grafico.

Estude a derivabilidade da funcdo f(z) = —. Encontre a derivada no

ponto de abscissa = = 2.
Encontre a derivada de f(x) = (z + 1)° no ponto = = 1.

Seja f(z) = (z+1)", com n inteiro positivo. Mostre que f’(1) = n2"".

(Sugestdo: use a férmula do bindmio de Newton).

Seja f uma funcdo derivavel. Se f’ é derivavel, entdo sua derivada é cha-

mada derivada segunda de f e denotada f”. Se f” também é derivavel, sua

derivada é chamada derivada terceira de f e denotada f”. Se f & n-vezes

derivavel, a n-ésima derivada é denotada f™(z).

18.

19.

Mostre que se f(z) = 2", com n > 0, entdo f"(z) = n!.

Demonstre que
(f9)" = f"g+2f'g' + fg" .

20. Demonstre que

(fgh)' = f'gh+ fg'h + fgh' .

10



CALCULO DE DERIVADAS UNIDADE 10

10.6 Derivadas das funcdes trigonométricas

Nesta secdo, vamos encontrar as derivadas das funcdes senx e cosz. As
outras funcdes trigonométricas podem ser obtidas a partir destas duas utilizando
as regras de derivacdo ja estudadas.

Lembremos o limite trigonométrico fundamental estudado na Unidade 5:

sen
=1.

lim
x—0 x

Ainda na Unidade 5, no exemplo 4, mostramos que:

. 1—coszx
lIm —=0.
x—0 x

Usaremos estes dois limites para determinar a derivada da funcdo senz.

Calculando diretamente a derivada de f(z) = senx, obtemos:

sen (r + h) — senz

/
(senz) = lim h
h—0
. senxzcosh -+ senhcosx — senx
= lim
h—0 h

) (senh) <cosh—1)
= limcosz + senxy | ——
h—0 h h

em que usamos a férmula do seno da soma:
sen (a +b) = senacosb+ senbcosa

e agrupamos os termos com senx e cosz. Passando o limite quando h — 0 e

usando os limites citados acima, temos:

, . sen(x+h)—senx
flz) = |im h

. senh . cosh—1
= cosz | lim + senz [ im ——
h—0 h h—0 h

= cosz-1+senx-0

= COsT .

Concluimos assim:

1 vy D



UNIDADE 10 DERIVADAS DAS FUNGOES TRIGONOMETRICAS

PROPOSIGAO 11 Se f(z) = senx entdo f'(x) = cosz.

DERIVADA DO SENO

EXEMPLO 12 Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de y = senx no ponto
(,0).
A inclinacdo da reta tangente é f’(7) = cos(m) = —1. Logo, a reta tangente

tem equacdo y = —x + b. Como passa pelo ponto (7r,0), temos:

O=—7+b = b=r1.

Assim, a equagdo da reta é y = —z + w. Observe o grafico a seguir:
A
| y=senz
=—r+7
1 2 3 4
1 4

Figura 10.1: Reta y = —x + 7, tangente a y = senx no ponto (m,0)

Passamos agora a derivada da funcdo cosseno. O desenvolvimento é analogo
ao que foi feito para a funcdo seno.

Para a funcdo f(x) = cosz, temos:

cos(x + h) — cosx

/
(cosz)” = h—0 h
. cosxcosh — senzsenh — cosx
= lim
h—0 h

_ oy cosh—1 B sen h
= hli% CcOoS T — sen x .

em que usamos a férmula do cosseno da soma (cos(a + b) = cosacosb —

senasenb) e agrupamos os termos com senxz e cosz. Passando o limite

12
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quando A — 0, temos:

cos(x + h) — cosx

/ . .
flz) = lim h

. cosh—1 . senh

= cosz | lim ——— ] — senz | lim
h—0 h h—0 h

= 0-cosxz—1-senzx

= —senz

Portanto,
Se f(x) = cosz entdo f'(z) = —senz. PROPOSIGAO 13

DERIVADA DO COSSENO

Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de y = cosz no ponto EXEMPLO 14

(e 22,

A inclinacdo da reta tangente é f/(m/4) = —sen (n/4) = —/2/2. Logo,

V2

a reta tangente tem equacdo y = — 5T+ b. Como a reta passa pelo ponto

(5.%

7, %7) temos:

ol
ol

1

b — b:?(ug)

. ~ . 2 V2 T
Assim, a equacdo da reta é y = — 2z 4+ %2 (14 I).
Encontre a derivada de y = tan z. EXEMPLO 15

Temos tanx = 2222 Como sen (z) e cos(z) sdo fungBes derivaveis, entdo

tan(x) é derivavel nos pontos em que cos(r) # 0 = = # § +kn,k € Z,
Usando a regra do quociente, obtemos:

sen:l:)' _ (senx)'cosx — senw(cosz)

(tanz) = (

coszcosx — senz(—senz)  sen’z + cos’z 1 5
= B = B = 5 = Sec™ x
(cos z) cos? x cos? x

Cos T (cosz)?

13 vy D
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10.7 Exercicios

Encontre a derivada das seguintes funcdes:

1.

2.

10.

11.

12.

S
/]
<

secw 3. cotanz 5. r?cosz +
cosec x 4. rsenx 6. sen2x
Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de y = senz no ponto

(5,1). Esboce o grafico.

Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de y = senz em um
ponto (xg, sen xq) arbitrario.

. Seja f(z) = senz. Calcule fO9(x).

encontre uma fun¢do F'(z) cuja derivada é f(x) = sen 3zx.

Mostre que a func3o definida por

) asen (1) sex#0
f(x)—{ Osex #0

n3o é derivavel em z = 0.

Mostre que a func3o definida por

_ ) a?sen (2) sex #£0
f(x)—{ Osex#0

é derivavel em x =0 e f'(0) = 0.

14
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10.8 Regra da cadeia

Estudamos como derivar funcdes formadas pela soma, produto e quociente
de outras funcées. Estudaremos agora a derivada da composicdo de duas fun-
cOes.

Lembramos que dadas funcées f e g, em que a imagem de [ estd contida
no dominio de ¢, a composta h = f o g é definida por:

v L g(x) L £ (9(2) (@)

Por exemplo, h(z) = senz? é a composicdo da funcdo g(x) = 2? com a funcdo
f(z) = senx
g(z) F(g(=))
—~

g f
r - 2?2 L5 sena?

Ainda neste exemplo, sabemos perfeitamente derivar tanto f(z) = senx
quanto g(z) = 2, mas ainda n3o sabemos derivar sua composicdo h(z) =
sen 2.

1o

Observe outro exemplo h(x) = (22 + 1 % que & a composicdo de g(x) =

2+ 1e f(x)=2':
g(x) f(g(x))

—
xi>:c2+1i>(x2+1)100

100 . . . .
Embora (z2+ 1) seja uma funcdo polinomial, que sabemos derivar, calcu-
lar esta poténcia é muito trabalhoso, enquanto as duas funcdes envolvidas na
composicdo tém derivadas muito simples.

Vamos agora demonstrar a regra da cadeia.

Sejam f e g funcdes reais tais que a imagem de ¢ esta contida no dominio TEOREMA 16
. . . . . . . REGRA DA CADEIA
de f. Se g é derivavel em xy e f & derivavel em g(z¢) entdo f o g & derivavel
em x e

(fo g)/(on) =f (9(0)) 9,(530)

15 vy D
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REGRA DA CADEIA

Queremos calcular

) = lim (f o g)(xo +h) = (fog)(w)

h

(fog)(x

Aqui imporemos uma condicdo restritiva que simplifica bastante a demonstra-
cdo. A condicdo é a seguinte: existe um intervalo n3o trivial I, com 0 € I tal
que g(zo+h)—g(xg) # 0 para todo h € I, h # 0. Neste caso, podemos dividir
a expressdo acima por g(xg + h) — g(zo) e passar o limite quando h — 0:

(o) th) — (Fog)ae) glroth)— glro)
h—0 g(xo + h) — g(wo) ' h 7
Como g é derivavel em xq, entdo
. glwo+h) —g(xe)
A h = 9(@0)-

Como g é fun¢do continua, entdo limy,_,o g(zo+h) = g(xg). Se escrevermos
u=g(ro+h)—g(ro) = g(xo+h)=g(xo) +u,

entdo u — 0 quando h — 0 e

g(z0)
i 090+ h) —(fog)(zo) _ . flglao+h)) — flg(z0))
) g(xo + h) — g(xo) h—0 (xo + h) g(a:gl
i Flgm) )~ f(o(n)
= f'(9(z0)) .
Substitutindo os dois limites calculados concluimos que:
o V(e — lim 9@ +h) —(fog)(z) glzo+h)—g(zo)
(fog)(z) = ’IHO g(zo + ) — g(xo) . h
o o0t = (Fog)e) | glm+h) ~ glxo)
h—0 g(zo+ h) — g(xo) h—0 h
= f'(9(x0))g (20) -

Caso a condicdo ndo se aplique, a demonstracdo torna-se um pouco mais
delicada e n3o a faremos aqui. Esta condic3o se verifica em todas as aplicacdes

16
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que faremos, exceto quando ¢ for uma funcdo constante. Neste caso, porém,
o resultado vale trivialmente pois g e f o g s3o constantes, logo tém derivada
nula.

Vamos aplicar a regra da cadeia aos dois exemplos com os quais comecamos
esta discussdo:

Calcule a derivada de h(z) = senz?. EXEMPLO 17

Como h(z) = senz® = (f o g)(z), em que f(x) = senx e g(x) = z°.

entao:
W (x) = f'(9(x)).g'(x) = cos(g(x)).(2x) = 2z cos x

100

Calcule a derivada da fun¢do h(z) = (22 + 1) EXEMPLO 18

Como h(z) = (z2 + 1) = (fog)(z), em que f(z) = 210 e g(z) = 22+1.

entao:
W (x) = f'(g(x)).g'(x) = 100(g())*.(2z) = 200z (2* + 1)

Mais alguns exemplos:
Encontre a derivada de v/22 + 1. EXEMPLO 19

Como 2%+ 1 > 0 para todo x € R, entdo a imagem de g(z) = 22 + 1 esta
contida no dominio de de f(x) = /x.

Va2 + 1 & a composicdo de f(x) = y/z com g(z) = x* + 1. Portanto:

(VaF1) = F(9(2)-9'(a)

(fL‘Z + 1)/ 237 x

1
N RN RN N

Seja h(z) = (f(z))" onde n é inteiro qualquer. Entdo h(x) é a composicdo EXEMPLO 20
de f(z) e g(x) = a2™. A derivada de h(x) é:

h(z) = (f(2))" = W(z)=nf(z)"".f(2)

17 vy D



UNIDADE 10 REGRA DA CADEIA

Alguns casos particulares:

hiz) = (2® +2)° = W(z) =2+ 2)(a® + ) = 2(2® + 2)(32° + 1)

h(z) = sen®r = h'(z) = 3sen?z(senz) = 3sen’vcosx

_ 1 1o o N _3 , 2sec’w
h(z) = iz W(z)= (tan?z) = (—2).tan> z (tanz) = -
EXEMPLO 21 Seja h(x) = sen(g(z)), onde g é funcdo derivavel em z. Entdo h(z) é

composi¢do de f(z) = senz com g(z). Sua derivada é:
W(z) = f'(9(x).g'(x) = cos(g(x)).4'(z) .

Alguns casos particulares:
h(z) = sen (22 + 27v) = h/(x) = cos(2z® + 27).(22° + 2z)’
= (62° + 2) cos(2z® + 27)

h(z) = sen (cosz) = h'(z) = cos(cosz).(cosz) = —senz cos (cosx)

Algumas vezes é preciso usar a regra da cadeia varias vezes a fim de derivar

uma funcdo. Veja o préximo exemplo.

EXEMPLO 22 Encontre a derivada de h(x) = sen?(cos(z? + 1)).

O primeiro passo é derivar a fungdo poténcia. Podemos escrever h(z) =
(f(x))*, onde f(z) = sen (cos(z2 + 1)). Usando a regra da cadeia:

W(z) = (sen?(cos(z* + 1))), = 2sen (cos(z” + 1)) (sen (cos(z” + 1))), :

O préximo passo é derivar a funcdo g(x) = sen (cos(x? + 1)). Para isso
vamor derivar a func¢do seno. Observe que podemos escrever g(z) = seny(z),

onde y(x) = cos(z? + 1). Usando a regra da cadeia:
g'(z) = cos(y(z)).y' (x) = cos(cos(z”® + 1)). (cos(z” + 1))/ :
Substituindo na expressdo de h/(z):
W(z) = 2sen(cos(z*+ 1)) (sen (cos(z* +1)))’
= 2sen (cos(a? + 1)) cos(cos(z? + 1)). (cos(z? + 1))’

18
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CALCULO DE DERIVADAS UNIDADE 10

Ainda falta derivar z(z) = cos(z®+1). Usando a regra da cadeia mais uma

vez:
Z'(z) = (cos(z* + 1))/ = —sen(2? +1).(2* +1) = —2wsen (z° + 1) .
Substitutindo na dltima expressdo de h/(z) obtemos finalmente
W(z) = 2sen(cos(z”+ 1)) cos(cos(z® + 1)). (cos(z® + 1))/
= 2sen (cos(z? + 1)) cos(cos(z? + 1))(—2z) sen (2% + 1)
= —4zsen (2 + 1) sen (cos(z? + 1)) cos(cos(z? + 1)) .

Tivemos que usar a regra da cadeia trés vezes para resolver o problema.

Derivada da funcio EXEMPLO 23

) a?sen (2) sex #£0
f(x)—{ Osex #0

em z = 0.

Calculando diretamente o limite em z = 0 e usando o Teorema do Anula-

mento, obtemos:

f(0) = lim JOLR) = 1O) liinM = lim A sen (%) =0

h—0 h 0 h h—0

h
Logo f é derivavel em x = 0 e f'(0) = 0. No entanto, para x # 0, usando a
regra do produto e a regra da cadeia, obtemos:

f'(z) = 2z sen (i) + 2% cos (i) : (;_21) = 2rsen (i) - <i>

N&o existe o limite lim,_, f'(z). Portanto, f é derivavel em todo ponto, mas

sua derivada n3o & continua em z = 0.

Para concluir a secdo, uma palavra sobre notacdo. Seja y = f o g(z).
Utilizando a notagdo de Leibniz e chamando u = g(x), a regra da cadeia
y'(z) = f'(g9(x))g'(x) assume a seguinte forma:

dy dy du

dr  du dz
que é uma maneira muito elegante e intuitiva de escrever a regra da cadeia. No
entanto, as derivadas ndo podem ser tratadas como fracdes, apenas como uma

notacdo conveniente.

19 vy D
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10.9 Exercicios

Calcule a derivadas das seguintes fungdes:

1.

2.

4.

5.

flz) = (23 + 22)° 6. f(z) = sen(y/x), para x >0
flx)=+vVzt+1 7. f(x) = cos(senx)

@) = == 8. f(x) = sen (cos z?)
flz) = /= 9. f(z) = sen?(cos(z?))
f(x) = sen’z 10. f(z) = (z + sen (2 + x))4

Calcule a derivada dy/dx em cada um dos seguintes casos:

11.

12.

15.

16.

17.

18.

y=-1 u=22+1 13. y = sen’u, u = cosz

14w’
14. y=+1—u? u= senx

y:(u—ki)?’, u=1x*+1

Determine a equacdo da reta tangente a curva de equacdo y = (v —1)72

no ponto de abscissa x = 2.

Seja h(z) = f(x*+x). Sabendo que f é derivavel em 2 e que f'(2) = 3,
calcule A/(1).

Determine a reta tangente a curva de equacdo h(x) = f(g(x)) no ponto
de abscissa © = 1, sabendo que g é derivavel em =z =1, g(1) = —3 e

g’ (1) = —1 e que f & derivavel em —3 e f(—3) =4 e f'(-3) =1/2.
Seja f: R — R derivavel em R. Mostre que:

(a) Se f é par entdo f’ é impar;
(b) Se f é impar entdo f’ é par;
Observagdo: uma fungdo f é dita par se f(z) = f(—x) para todo = no
dominio de f e é dita impar se f(z) = —f(—x) para todo = no dominio

em seu dominio. Por exemplo f(x) = sen (z) é uma funcdo par enquanto

f(z) = cos(z) é uma funcdo impar.

20



CALCULO DE DERIVADAS UNIDADE 10

10.10 Textos Complementares

Obter a derivada de § usando a derivada do produto Para Saber Mais
Seria mais simples encontrar a férmula da derivada de % usando a férmula
da derivada do produto, obtida anteriormente.
Seja h = f/g, entdo f = gh. Usando a férmula do produto:
"— dh
f/:(gh)/:g/h+gh/ — gh = f — gh — h/:f g
g

Substituindo h = f/g, obtemos:

(j)' _ =4 (f/9) _f9—1d
g

g g?

O problema com esta abordagem é que sé podemos garantir que a derivada
do produto exista se as funcdes envolvidas forem derivaveis, isto é, estamos
supondo implicitamente que % é derivavel.

A demonstracdo que fizemos prova que g é derivavel nos pontos em que é
definida, caso f e g sejam derivaveis.

D

21 vy D



UNIDADE 10 TEXTOS COMPLEMENTARES

Para Saber Mais Demonstracao alternativa para a férmula da derivada da poténcia

Podemos demonstrar a férmula da derivada da poténcia para expoente in-
teiro positivo usando a férmula do bindmio de Newton, ao invés de induco.
Seja f(z) = x™ com n inteiro positivo. Para calcular o limite

Fo) — 1 JEER) = 1@)

h—0 h h—0 h

vamos usar a férmula do binémio de Newton para expandir (z + h)™:

(z+h)"=a2"+nz" "h+- -+ (?)x“‘ihi + -+ nzh™ ! + h"

logo,

(x+h)"—2" = nz" 'h+---+nzh" P+ A"
(x+h)"=2" = h (nx”_l 4= 099 T (?) "R 4 kT + h”_l)

(x +h)" —z"

- = na" 4.+ (n) "R gk 4 p
i

Observe que todos os termos da expressdo acima, tirando o primeiro, contém
o fator h. Quando fizermos h — 0 todos os termos desaparecerdo, exceto o
primeiro, obtendo

/ _1: (11) + h)n —z" _ n—1
fz) = Jim I -
" L 22
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UNIDADE 11 DERIVAGAO IMPLICITA

%
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>

11.1 Derivacao implicita

Nas Unidades 9 e 10 aprendemos a derivar fungdes da forma y = f(x).
Nesse caso, dizemos que a funcdo esta definida explicitamente. No entanto,
pode-se n3o derfinir explicitamente uma funcdo, mas fornecer uma propriedade
que permita encontrar sua derivada, admitindo que a derivada exista. Por
exemplo, considere a

2’ 4yt =4
Como sabemos, trata-se da equacdo de um circulo de centro na origem e raio 2.

Podemos resolver explicitamente por:
V' =4—-1 = y::t\/m
Ha&, portanto, duas possibilidades de funcdes, as duas com dominio = € (—2,2):
y=filz) =vVi—a? ou y=fo(z)=—Vi-a?
A derivada em cada caso é:

fil) = 54— %)

N e A 1)

N |—=

1 1 T —x T
()= —=(4— 227 2(=22) = = =
f2( ) 2( ) ( ) /—4_$2 . /—4_:1:2 fQ(CU)
Logo, nos dois casos,
day _ %
dr ~ y

Por outro lado, admitindo a existéncia de uma funcdo y = f(x) derivavel
que satisfaca a relacdo 22 4 y? = 4, podemos derivar diretamente a relacéo:
:EQ + y2 — 4
d
20+ 2.2 — 0
dx
dy
dr vy
Encontramos o mesmo resutado que antes, mas sem a necessidade de expli-

citar a definicdo da funcdo. Observe o uso da regra da cadeia, quando fazemos

dy* _ ., dy
dz de
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Em resumo, admitindo a existéncia de uma funcio derivavel y = f(z) e
dada uma equagdo em z e y, é possivel encontrar f'(x) derivando a equacdo,
mesmo sem explicitar a definicdo de y = f(x).

Observe que dada uma equacio entre x e y pode ser muito dificil ou mesmo
impossivel encontrar a definicdo explicita y = f(z). Pode também acontecer
de mais de uma funcio satisfazer a equacdo, como no caso acima. No entanto,
admitindo a existéncia de funcdo derivavel y = f(z), a relacdo pode permitir o

calculo da derivada f’(x). Esta técnica é conhecida como derivacdo implicita.

Seja y = f(x) funcdo derivavel satisfazendo a equacdo y> — zy = 1. EXEMPLO 1
Encontre Z—z.

Derivando 3® — 2y = 1 obtemos:

Y

Portanto, = = ————
der 3y*>—=x

é a derivada de f(z) para os pontos onde 3y? —z # 0.

Encontre a equacdo da reta tangente ao grafico de EXEMPLO 2
y? — 3%y + 23 =11

no ponto (2, 3).

Observe que o ponto (2,3) satisfaz a equacdo: 3% — 3(22)3 + 2% = 27 —
24 + 8 = 11.

Admitindo a existéncia de uma funcdo y = f(z) derivavel que satisfaca a

3 A 1S



EXEMPLO 3

R
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>
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UNIDADE 11 DERIVAGAO IMPLICITA

equacdo, podemos obter sua derivada por derivacdo implicita.

y® — 3%y + 23 =11
d d
3,22 _ 3 <2xy + xQd—y> 4322 =0

dx T
d d

3y2—y — by — 3x2—y +322=0
dx dx

d
ﬁ (3y* — 32%) = 6ay — 32°
dy  6xy —32® 2wy —a?

de  3y?2—322 g2 — x2

d 2y — 12

Portanto, Y _ 27T ¢ 3 derivada de f(x) para os pontos onde y? — x? #
de  y?—a?

0 = y # +tx.

Para o ponto (2, 3), obtemos:

dy|  2.2:3-22 8

dr|,_, 32 —22 5
Portanto, a reta tangente em x = 2 tem coeficiente angular . A equacdo da
reta é y = 32 + b e passa por (2,3), logo 3 =2-2+b = b= —1 Areta

tangente tem equacdo

Encontre a equacdo da reta tangente a hipérbole xy = 1 passando pelo
ponto (u,v), em que (u,v), u # 0 & um ponto qualquer da hipérbole.
d d v
a:y:1:>y+x—y:0:>—y: —.
dx dx u

O coeficiente angular da tangente é —v/u. Logo, a reta tem equagdo y =

v
——x + b e passa pelo ponto (u,v).
u

v .
Resulta que v = ——u+b = b = 2v. Assim, a reta tangente tem
U
equacao

y:—2x+2v.
u

5" Para Saber Mais - Teorema da funcdo implicita - Clique para ler

4
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11.2 Exercicios

Encontre a derivada j—g para a funcdo derivavel y = f(z) que satisfaz cada

uma das seguintes equacdes:
1. zy+¢y2 =1
2. P raoyty=3
3. 22—yt =1
4. 1+, =1
5. x2/3 4 /3 = ¢2/3

Seja y = f(x) uma fun¢do derivavel que satisfaz cada uma das equa¢des abaixo.

Ache a equacio da reta tangente ao grafico de f no ponto P indicado.
7. 22 +ay+y? =17 P=(1,2)
8. ¥ +2zy+y? =4, P=(1,1)
9. sen(xy) = ?m P=(1,%)

10. Encontre a equacdo da reta tangente a elipse % + % = 1 passando pelo
ponto (1,2).

g vy D



UNIDADE 11 PROBLEMAS DE TAXA DE VARIAGAO

11.3 Problemas de taxa de variacao

Vimos na Unidade 9 que a velocidade (instantanea) de um objeto & definida
por
v = lim E = @
At—0 At dt
em que s = s(t) é a funcdo posicdo do objeto. A velocidade mede a taxa de
variacdo (instantanea) da posicdo do objeto com o tempo.

De maneira geral,

DEFINICAO 4 Se x e y sdo duas grandezas sujeitas a uma relagdo funcional y = y(x),
TAXA DE VARIAGAO

- . - ; ) dy
entdo a taxa de variacdo de y em relacdo a x é a derivada ——.
o

Outro exemplo de taxa de variac3o é a aceleracio, definida por

_dv

a:a(t)—a.

Em algumas aplicacées do calculo, temos duas ou mais grandezas relaci-
onadas entre si e devemos calcular a taxa de variacdo das grandezas. Como
as grandezas estdo relacionadas, usando derivacdo implicita ou, algumas vezes,
regra da cadeia, podemos calcular a taxa de variacdo de uma delas em fun-
¢do da(s) outra(s). Tais problemas sdo conhecidos como problemas de taxas
relacionadas.

Vejamos alguns exemplos de problemas de taxas relacionadas.

EXEMPLO 5 Um quadrado se expande de tal maneira que seu lado aumenta a razdo
de 5 m/s. Calcule a taxa de variagdo da area no instante em que a lado do
quadrado mede 10 m.

Seja | = [(t) o lado do quadrado. Note que o lado varia com o tempo,
sendo 4 =5 m/s sua taxa de variacgo.
A area é dada por A(l) = [?. Vamos obter a taxa de variacdo de A usando

a regra da cadeia:

dA  dAdl
E—Ea—Qlﬁ—lOl

S
%
<

o
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[

Figura 11.1: Quadrado de lado [

Portanto, no instante em que [ = 10, temos

dA
—r = 10.10 =100 m?/s.

Logo, a taxa de variacdo da area &€ 100 m?/s.

Uma escada de 5 m estad recostada em uma parede. A base da escada EXEMPLO 6
escorrega, afastando-se da parede a uma velocidade de 6 cm/s. Com que
velocidade o topo da escada cai no momento em que a base da escada dista

3 m da parede?

Figura 11.2:

As grandezas z e y estdo relacionadas pelo teorma de Pitagéras 22+4y? = 25.

! vy D
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EXEMPLO 7

R

%

>
»

Considerando = = x(t) e y = y(t) e derivando em relacdo ao tempo, temos:

2% +y* =25

2$d_x + 2y% =0

y% = —xcjl—j (11.1)
%. Temos % = 6 cm/s e

x=3m=2300cm. Como 22 +y?>=25,entdo 9+ 1> =25 = y=4m=

400 cm. Resulta em

Basta, agora, substituir os valores para obter

dy dx dy
400—= = —-300— = — 6=—1 —~ =—-45cm
00 7 300 i 300 -6 800 — i ;5 cm/s

O resultado negativo indica que y diminui, ou seja, a escada cai. Observe que
tivemos que converter os comprimentos dados em metros para centimetros pois
a taxa de variacdo de = estava dada em cm/s.

Portanto, a velocidade de queda do topo da escada quando x = 3 m é
4,5 cm/s.

Voltemos agora a equacdo 11.1. Podemos escrever a equa¢do como

dy  wdx

dt — ydt
Se a escada cai de forma que ‘j—z =06 cm/s é constante, temos que x cresce até
no maximo x = 5 m, que é o comprimento da escada. No entanto, y diminui
até chegar a zero quando a escada esta na horizontal. A férmula 11.1 mostra
que % — 00 quando y — 0, o que revela apenas que é fisicamente impossivel

que uma escada caia de forma que fli—f seja constante até o final da queda.

Um tanque tem a forma de um cone invertido, tendo altura de 20 m e raio
de 4 m. A 4gua esta fluindo para dentro do tanque a uma taxa de 2 m3/min.
Quéo rapido se eleva o nivel de 4gua no tanque quando a agua estiver com 5

m de profundidade?

Conforme a agua enche o tanque, a parte cheia forma um cone de raio r e
altura h. Por semelhanca de tridngulos, temos

r_h N _h
1~ 20 "5
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Agua

20

O volume de agua na parte cheia é V = %wrQh, substituindo » = £, obtemos:

1 1 (h\*, «hd
V=cmth=-n(2) h="11
37" T3 (5> 75

h
5

Derivando esta altima expressdo em relacdo a variavel ¢, obtemos:

v _ s’ dh _ah’dh_dh 25 4V
dt 75 “dt 25 dt dt — wh? dt

Observe que Z¥ & a taxa de aumento do volume, ou seja, é o fluxo de agua que
dt

entra, que é 2 m3/min. Portanto, quanto h = 5, temos

dh 25 2 : .
i e e m/min ~ 0. 64 m/min.

Um cilindro é comprimido lateralmente e, a0 mesmo tempo, alongado, de EXEMPLO 8
forma que o raio da base decresce a uma taxa de 4 cm/s e a altura do cilindro
aumenta a uma taxa de 5 cm/s. Encontre a taxa de variacdo do volume do

cilindro quando o raio da base mede 6 cm e a altura 8 cm.

O volume do cilindro &€ dado por V = 7r?h, em que r = r(t) & o raio da

base e h = h(t) é a altura do cilindo. Derivando esta férmula, obtemos:

dV dr dh dr dh
— =rn|2r—h+r*—) =21rh— 2
dt 7T<Tdt T dt) T
Substituindo agora os valores r = 6, h = 8, % =—-4e % = 5, obtemos:
dVv 9
7 = 2768 (=4) £ 76>+ 5 = m(~384 + 180) = ~204x

Portanto, o volume do cilindro diminui a uma taxa de 2047 cm?®/min & 640.56 cm?/min.

0 A 1S
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5cm/s
T

N |

4 cm/s—> h <«~——4cm/s

T

5cm/s

Figura 11.3: Cilindro sendo alongado e comprimido lateralmente

EXEMPLO 9 Um objeto se move no eixo = das abscissas de modo que sua posicdo x
metros no instante ¢ segundos é dada por z(t) = 1+ ¢ + t*. Encontre sua

velocidade e aceleracdo em funcdo do tempo.

dx
dt

d
vza(1+t+t3):1+3t2 m/s .

A velocidade é dada v = —, logo

A aceleracdo é dada por
dv d

_av _a 2y _ 2
a=— dt(1—|-3t) 6t m/s” .

EXEMPLO 10 Um objeto se move no eixo x das abscissas de modo que sua posicdo = em

metros no instante ¢ segundos é dada por

tse0<t<2
x(t) = 2se2<t<4
6—tsed<t<6

Determine a velocidade do objeto. Faca um grafico.

10
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A fungdo x = x(t) é derivavel em todo o intervalo (0,6), exceto nos ponto
t =2 et =4, ja que nestes pontos as tangentes a curva a direita e a esquerda

ndo coincidem. Excluindo estes pontos, temos as derivadas:

1se0<t<?2
2 (t) = Ose2<t<4
—1lsed<t<b6

Portanto, o objeto saiu de x = 0 em t = 0, se deslocou com velocidade
constante igual a 1 até chegar em = = 2 em t = 2; ficou parado entre t = 2 e
t = 4 e, a partir de t = 4, voltou para a origem com velocidade constante igual

a —1. Compare os graficos de z(t) e 2'(t) a seguir:

A t
4 )
2
2<
1 t 6—1
2 3 4 5 6 t
—
RO
1—1(;
‘0 >
1 2 3 4 5 6 t
1 - —1 o

Dois carros se deslocam em estradas perpendiculares, um para o norte com EXEMPLO 11
velocidade média de 48 km/h e o outro para o leste, com velocidade média de
60 km/h. O segundo carro passou pelo cruzamento das estradas 2 horas depois
do primeiro. Determine a taxa de variacdo da distancia entre os carros 3 horas

ap6s o segundo carro passar pelo cruzamento.
Sejam y a distancia do carro A, que vai para o norte, ao ponto de cruzamento

O e x a distancia do carro B, que vai para leste, ao ponto de cruzamento O.

Seja [ a distancia entre os carros, como representado na Figura 11.4.

1 vy D
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48 km/h

A

AN

y \\l\
SRS L O S B} 60 km/

Figura 11.4: Qual a taxa de variacdo da distancia entre os carros?

Trés horas ap6s o segundo carro passar pelo cruzamento, o primeiro tera se
deslocado 5 horas ap6s passar por O. A distancia de A até O é, portanto:

y=uv4-At =48 -5 =240 km.

Neste mesmo instante, o carro b tera se deslocado por 3 horas apés passar
pelo cruzamento, logo a distancia de B até O é

x=1vg-At =60 -3 =180 km.

Pelo Teorema de Pitagoras, [> = 2 + 2, em que [ é a distancia entre
os carros. No momento em que z = 180 e y = 240, o valor de [ & I? =
1802 4 2402 = 90000 = [ = 300.

Derivando a expressdo 12 = 2% + y* e substituindo os valor de I,z,y, % e
dy
=, obtemos

P=a"+y
dl dx dy
YR L WL
i

ar_ 1 dv . dy
a - T\ T
dl

Y 74 km/h,
o 74 km/

S
%
>

E

12
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11.4 Exercicios

1. Um circulo possui raio inicial de 1 m e comeca a crescer de tal forma
que sua area aumenta a uma taxa de 10 cm2/min. Encontre a taxa de

variacdo do raio do circulo quando seu raio mede 5 cm.

2. Um bal3o esférico perde ar por um furo de tal forma que seu raio diminui
a uma taxa de 2 cm/min. Qual a taxa de diminui¢do do volume, quando
o raio do baldo & » = 50 cm?

3. Uma escada de 5 metros de comprimento estd apoiada em uma parede
vertical. Sabendo-se que o pé da escada se afasta da parede a uma
velocidade de 10 cm/s, qual a velocidade com que cai verticalmente o

topo da escada?

4. Um avido voa a 800 km/h em relacdo ao solo, mantendo uma altura
constante de 6 km. Uma camera montada no solo aponta para o avido.
Seja 0 o angulo de elevacdo da cdmera em relacdo ao solo. No instante
em que § = &, qual a velocidade com que a cdmera deve rodar para que
continue apontando para o avido, sabendo-se que este se aproxima da

camera.

6 km

ALY B

Camera

5. Um tanque com a forma de um cone invertido tem altura igual a 5 e raio
do topo igual 2 m. Se o tanque se enche a uma taxa de 1 m?/s, determine
a a taxa de aumento no nivel de agua quando estd com profundidade de

2 m.

13 v b
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6. Um homem de 2 m de altura se move em direcdo a um a poste de luz a

uma velocidade de 5 m/s. Do alto deste poste, uma ldampada ilumina o
homem e projeta uma sombra. Quando a distancia entre 0 homem e o
poste é de 4 m:

(a) Com que velocidade a ponta da sobra se move?

(b) Qual a taxa de variacdo do comprimento da sombra?

. Um peixe mordeu a isca e comeca a ser puxado pelo pescador. Este

diminui a linha a uma taxa de 30 cm/min, mas o peixe permance na
superficie da dgua. Se o pescador mantém a ponta da vara de pesca a
uma altura de 2 m e o peixe esta a uma distancia de 4 m do barco, com
que velocidade se aproxima do barco? Qual a taxa de variacdo do angulo

que a linha faz com a superficie da adgua?

. Um mecanismo é composto de uma roda de 1,5 m de raio, que gira no

sentido anti-horario a uma taxa constante de 1 radiano por segundo. Uma
barra metalica de 2,5 m tem uma extremidade A presa a roda. A outra
extremidade esta presa a uma haste horizontal de forma que pode deslizar
livremente ao longo desta haste. Qual a velocidade da extremidade que

desliza da barra, quando o ponto A estd em sua altura maxima?

1 rad/s
—
A
2,5m
1,5 m
B
14
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11.5 Aproximacao linear

Nesta secdo veremos uma aplicacdo da derivada que consiste em estimar o
valor de uma funcdo f(x) préximo a uma ponto x, usando a reta tangente ao
grafico de f passando por x,

Se a funcdo [ é derivavel em x( entdo a reta tangente ao grafico de f

passando por (g, f(xg)) € a reta

y = L(z) = f(wo) + f'(x0) (z — m0)

A aproximacdo linear consiste em estimar o valor de f(z), para = préximo

de x usando o valor y = L(x). Observe a Figura 11.5.

f($0 + h)

f (o)

.Z‘()l‘o—f—h ”

Figura 11.5: Aproximac3o linear de f

Como a fungdo f é derivavel em z( entdo

f@o+h) — flaw)

flLi—m h = fi(zo) -
Se
R= R = IO ZIE) i
entao

f(zo+h) = f(x0) = (f'(w0) + R(h)) h = f'(z0)h + R(h)h (11.2)
e como f é derivavel em z:

lim R(k) = lim J (o + h})L — f(xo)

— f'(wo) = f'(w0) — f'(x0) =0

15 vy D
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EXEMPLO 12

EXEMPLO 13

EXEMPLO 14

s
>
<

R

Desprezando o termo R(h)h na equacgdo 11.2, obtemos
fxo +h) = flxo) & f'(20)h
ou, escrevendo Af = f(xg+h) — f(zo) e Az = (xo+h) —x9=h
Af = f(zo)Ax

Em resumo, para calcular por aproximacdo linear o valor de f(z¢ + Az),
usamos a aproximacdo f(xg + Azx) = f(xo) + f'(z0)Az. Quanto menor Az,

melhor serd a aproximacao.

Calcule o valor aproximada de /102.
Se f(z) = /x entdo sabemos que f'(z) = 5=. Tomando z, = 100 e

X
Az = 2, temos

f(100 + Az) ~ f(100) + f/(100)Ax

1
V102 ~ V100 + .2 =10,1
2v/100

O valor correto até a 4* casa decimal é 10,0995, o que mostra que a apro-

ximacdo estd correta até a 3“ casa decimal.

Use aproximacido linear para estimar o valor de v/65.
Como v/64 = 4, faremos a aproximac3o linear em torno de zy = 4.

f@)= V& = fla)= a7

Assim,

1 1
f@@zf®®+fw®-h:%ﬁ+§M”B:4+Z§:4m1

Se y = 2® + 2 + 1, use a aproximacao linear para determinar a variacdo de

y quando x passa de 3 para 3,05.

Temos Af ~ f'(x¢)Ax. Usando a derivada f/(z) = 32 + 1 e fazendo
x9 = 3 e Az = 0,05,0btemos:

Af~(3-32+1)-0,05=14

16
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11.6 Exercicios

1. O raio de um circulo foi estimado em R = 20 cm, com precisdo de +0,1

cm. Determine a margem de erro no célculo da area do circulo.

2. Mostre que para h suficiente pequeno vale a aproximacdo

h
24+h~x+ —.
2z

3. Usando aproximacio linear, encontre uma férmula que aproxima v/z3 + h.
4. Estime o valor do seno de 31°

5. Mostre que aplicando uma fina camada de tinta de espessura h a su-
perficie de uma esfera de superficie S, o volume da esfera aumenta de

aproximadamente S - h.

L7 vy D
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Para Saber Mais

TEOREMA 15

TEOREMA DA FUNGAO

IMPLICITA

11.7 Textos Complementares

Teorema da funcao implicita

Nos exemplos anteriores, apresentamos uma relacdo entre z e y e dissemos
que a relacdo define implicitamente a fun¢do y = f(z). Na verdade, esta
afirmac&o n&o é trivial. podemos ver esta relacdo entre x e y como uma funcdo
F:R xR — R em que F(z,y) = ¢, ¢ constante. Para garantir que esta
relacdo define y como funcdo de x, precisamos garantir certas condicBes para
a funcdo F.

O Teorema da funcdo implicita estabelece condicdes suficientes para garantir
a existéncia de funcdo derivavel y = f(x) tal que F (x, f(x)) = ¢. Como o te-
orema envolve derivadas parciais, ndo é apresentado em uma primeira disciplina
de Calculo.

No contexto das funcdes reais de uma varidvel que estamos estudando o

teorema pode se enunciado da seguinte maneira:

Seja F': R x R — R uma funcio real derivavel com derivada continua.
Seja (g, 90) € R? um ponto de seu dominio. Suponha que F satisfaca as duas

condicbes a seguir:

F(xo,yo) = 20
oF
8—y(5507y0) #0

Ent3o existem intervalos abertos U e V', com xq € U e yy € V e existe uma
anica funcdo f: U — V tal que

F (z, f(z)) = 20, paratodo z € U .

Além disso, esta funcdo f é derivavel com derivada continua e

6_F(950>y0)
f’(iﬂo) _ _g;_{—
a_y($0>y0)

O simbolo %—5, chamado derivada parcial de F' em relacdo a y, é a derivada

da expressdo na variavel y, ou seja, ao derivarmos a funcdo de duas variaveis

18
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F(z,y), consideramos apenas a variavel y e tratamos x como constante.
No exemplo 1, temos F(z,y) = y* — xy, entdo

F F
oF _ e 8—=3y2—a¢.

ox 7 Ay
A condicdo 2£ =£ () fornece: Ay —oy) 3y> —x # 0. Esta mesma condicdo

oy oy
apareceu naturalmente na expressdo de Z—z. Além disso, pelo Teorema:

oOF

oz -y )
(@) = =35 = = =
%—I; 3y —x 3y —=x

que foi o valor encontrado no exemplo.
No exemplo 2, F(z,y) = y* — 32y + 2. A condi¢do ?9_5 # ( fornece:

I(y3 — 3x2y + x3)

=3 -322#£0 = ¢’ - 2*#£0 = y# Iz

Ay
condicdo esta que apareceu naturalmente na expressdo de % encontrada. Além
disso,
() o9r —6xy + 322 2xy — 22
T)=—5%=— =
%_5 3y2 — 312 y2 — 2

que foi o valor encontrado no exemplo.

D
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UNIDADE 12 DERIVADA DA FUNGAO INVERSA

12.1 Derivada da funcao inversa

Nesta unidade estudaremos a derivabilidade da funcdo inversa de uma funcio
derivavel f. Vamos considerar funcdes f: I — R definidas em um intervalo no
trivial /. Se nos restringirmos as fun¢des continuas, o Teorema 2 da Unidade 8
garante que a imagem de um intervalo é um intervalo, logo f(I) também sera
um intervalo, que pode ser trivial se f for constante.

Na verdade, toda a discussdo que se segue pode ser feita considerando
funcdes definidas em uma unido D de intervalos ndo triviais. A imagem f(D)
também serd uma unido de intervalos.

Comecemos recordando a definicdo de funcdo invertivel.

DEFINICAO 1 Dada uma funcdo f: I — R dizemos que f & invertivel se existe uma
funcdo g: f(I) — R tal que

(i) g(f(z)) =x parax €l

(i) f(g(y)) =y para todo y € f(I).

Uma funcdo invertivel f tem uma Gnica inversa g, pois, se g e h atendem
as condi¢Bes (i) e (i) da definicdo entdo, dado y € f(I), seja x = g(y),
entdo f(z) = f(g(y)) = v, pela condicdo (ii). Logo g(y) = g(f(z)) =z e
h(y) = h(f(z)) = x, condi¢do (i). Portanto, ¢g(y) = h(y) para todo y € f(I),
ou seja, h = g, provando assim a unicidade da inversa de uma func&o.

A funcido inversa de f & denotada f~!. Toda funcdo invertivel f: I — R é

injetora, pois, se x1,xs € I entdo

@) = f(ze) = [ (f(x) = (fla2) = a1 =12

Portanto, uma funcdo invertivel f: I — f(I) é bijetora, pois é injetora e,
restringindo a imagem a f([) é evidentemente sobrejetora.

Observe a figura a seguir.

S
%
<

N
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Nem todas as funcdes continuas sdo invertiveis. Além disso, algumas vezes
uma funcdo sera invertivel depois de restringirmos seu dominio. Vamos a alguns

exemplos.

f: R — R definida por f(z) = 2. EXEMPLO 2
Para buscar a inversa da fungdo, escrevemos y = f(z) e tentamos encontrar

2 como funcdo de y. Mas,
y=2> = z=+/y.

Ou seja, para cada valor y ha dois valores 1 = /y e z; = —,/y tais que
y = f(x1) = f(x2), A funcdo ndo é invertivel. Observe o grafico 12.1.
No entanto, restringindo o dominio para f: (0,00) — (0,00) temos uma

funcdo invertivel. A inversa é a funcdo g: (0,00) — (0, 00) dada por g(y) =
\/_, pois

g(f(@) =g(@®) = Va2 =|a| =z

Flaw) =y ='=y.

Seja a funcdo f: R — R definida por f(z) = 2°. EXEMPLO 3

Buscando uma inversa para a funcdo f, temos

y:mS = x:\i”/g

Portanto, a fungdo f é invertivel e sua inversa é a funcdo ¢g: R — R definida

por g(y) = /.

3 A 1S



UNIDADE 12 DERIVADA DA FUNGAO INVERSA

Figura 12.1: f(x) = 22 definidaem R Figura 12.2: f(z) = 2* definida em

ngo é invertivel (0,00) €& invertivel.
EXEMPLO 4 A fungdo f: R* — R* dada por f(z) = 1.
Fazendo y = 1 e resolvendo z em funcdo de y, temos
1 1
=== =1 = #=—=_
& )

Assim, f é invertivel e sua inversa é a funcdo ¢g: R* — R* dada por g(y) = %

Portanto, f é sua propria inversa.

\/

Figura 12.3: f(z) = 2° Figura 12.4: f(x) = 1 & sua propria

inversa

Como observamos antes, se f: I — R é funcdo continua definida em um

intervalo ndo trivial I entdo f(/) também sera um intervalo ndo trivial se f ndo

S
/]
s
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for constante.

Vamos agora atacar a seguinte questdo: como garantir que uma funcdo
f: I — R seja invertivel? Em outras palavras, que condi¢des sdo suficientes
para garantir a invertibilidade de f7

Observe novamente os graficos nas figuras 12.1 e 12.2. Na primeira, a
funcdo ndo é invertivel porque ndo é injetora: existem xq,z9 € I, 17 # @9
tal que f(x1) = f(x2). Por outro lado, no grafico da direita, como a fun¢do
é crescente, se x; < x5 (respectivamente, x5 < x1) entdo f(x1) < f(x2)
(respectivamente, f(z2) < f(x1)), 0 que garante injetividade.

O argumento acima mostra que, de maneira geral, toda funcdo crescente
f: I — R éinjetora. Um argumento analogo mostra que o mesmo vale para

funcbes f: I — R decrescentes.

O préximo teorema mostra que a condicdo de que a funcdo continua f: [ —
R seja crescente ou decrescente é suficiente para garantir que tenha inversa.

Mostra também que, neste caso, sua inversa é uma funcdo continua.

Sejam [ um intervalo n3o trivial e f: I — R uma funcdo continua crescente TEOREMA 5

(respectivamente, decrescente). Ent3o:
(i) f possuiinversa f~1: f(I) — I.
(i) f~! & crescente (respectivamente, decrescente) em f(I).

(iii) f~* é continua em f(I).
A demonstracdo do Teorema se encontra no link a seguir.

5" Para Saber Mais - Demonstracdo do Teorema 5 - Clique para ler

A funcdo continua f(z) = 22l definida em R\ {1} é decrescente em EXEMPLO 6
todo seu dominio, como vocé pode verificar no seu grafico na Figura 12.5.

Pelo Teorema 5, a funcdo f é invertivel, sua inversa é continua e decrescente.

> A 1S
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Para obter a inversa de f, isolamos = em funcdo de y na equacdo y = f(z):

_2z+1
oz —1
xy —y=22x+1

xy—2z=y+1
x——y+1
=,

Portanto, f'(y) = z—f; definida em R\ {2}. A Figura 12.5 mostra o grafico
de f~! (em verde).

Figura 12.5: Grafico de f(z) = % e de sua inversa g(y) — “-

y—2

Observe que no exemplo anterior a funcdo ndo estava definida em um in-
tervalo I, mas sim na unido de dois intervalos: (—oo,1) U (1,00) = R\ {1}.
N3o é dificil mostrar que o Teorema 5 vale para funcdes definidas sobre unides
de intervalos.

Iremos agora estudar a questdo da derivabilidade da funco inversa de uma
funcdo derivavel f. O préximo teorema estabelece condicdes suficientes para
garantir a derivabilidade da funcdo inversa de uma funcdo derivavel f.

S
/]
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Seja f: I — R uma funcdo derivavel e crescente ou decrescente em um TEOREMA 7
. ~ " - 1. . TEOREMA DA FUNGAO
intervalo ndo trivial 1. Se f/(x) # 0 para todo € I entdo f~' é derivavel em

fI)e

INVERSA

A demonstracdo do teorema encontra-se no link a seguir.

I Para Saber Mais - Demonstracdo do Teorema 7 - Clique para ler

Vamos retomar a fung¢do y = % do exemplo 6. A derivada de f é: EXEMPLO 8

f(x) = (2x+1>/_2'(x—1)—(2x+1)-1_ _3

r—1 (x—1)2 (x—1)%2"°
Vimos que a funcdo inversa é a funcdo ¢(y) = % definida em R\ {2}, cuja
derivada é:
g/(y):<y+1)':1-(y—2)—(y+1)-1: -3
y—2 (y —2)? (v —2)?

Substituindo y = 2{::11 obtemos:

-3 -3 1 1

/
g(y): 2: 9 = —3 = ,
E ) = 1@

o que verifica a relacdo entre (f~')' (y) e f'(x) do teorema.

No exemplo anterior haviamos obtido a expressdo de f~!. No entanto, a
grande vantagem do Teorema 7 é que, além de prova a derivabilidade de f~1,

permite calcular esta derivada sem necessariamente conhecer f~!.

Sabemos que (v/z) = ﬁi Vamos chegar a esta mesma férmula usando EXEMPLO 9
a derivada da func3o inversa.
A funcdo g(y) = \/y definida para y > 0 é a inversa de f(z) = 22, pois

g(f(z)) = g(z?) = V22 = z, para z > 0. Considerando que f(z) = 22 é

! A 1S
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EXEMPLO 10

ExEmMpPLO 11

%
>

E

R

>

crescente no intervalo (0, 00) e usando o teorema da fung&o inversa, temos

1 1 1

V) =4y = oRETREN

Vamos agora usar o teorema da fungdo inversa para provar algo novo: a

derivada da funcdo poténcia 2" para expoentes fracionarios.

Seja n inteiro positivo, n > 2. A funcdo g(z) = {/x estd definida em
(0,00) para n par e em R para n impar.

A fungdo g é a inversa de f(x) = x™, definida em (0,00) para n par e em
R para n impar, e crescente no seu dominio. Logo, para x no dominio de f e

x # 0,

Seja f: (0,00) — R definida por f(z) = 2™, em que n & um nimero
racional. Vamos provar que f é derivavel e f/(z) = nz" L.
Seja n = §, com p e q inteiros positivos. Usando o resultado do exemplo

anterior e a regra da cadeia:
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Exercicios

Para cada funcdo a seguir, determine um dominio para a funcdo f no qual

f seja invertivel e tal que este dominio ndo possa ser estendido.
1. f(z)=22+2

2. f(z) =23

(&)
~
—
N
|
awl,_. QI S 8] |
8 8

Para cada uma das funcdes abaixo, determine se satisfazem as condicdes do
teorema da funcdo inversa e, caso satisfacam, aplique o teorema para determinar

a derivada da inversa no ponto z, dado.
7. f(z) = vz —1, definida em I = (1,00), z¢ = 2.
8. f(z) = -1, definida em I = (1,00), 2 = 2.

Assumindo que as hipéteses do teorema da funcdo inversa se verificam, calcule

o valor de (f~1)’ (y) dado o seguinte:

0 vy D
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12.2 Funcoes trigonomeétricas inversas

Nesta secdo iremos estudar a derivabilidade das func®es trigonométricas
inversas: arcsen, arccos e arctan.

Como as funcdes seno, cosseno e tangente sdo funcdes periddicas, para
cada valor y na imagem, ha infinitos pontos no dominio que tém imagem y.
Portanto, para cada uma destas funcées teremos que restringir o dominio de

forma a obter uma func3o injetora.

Iniciando pela funcdo seno, sua imagem é o intervalo [—1,1]. Podemos
. . : - . CTrox _
restringir o dominio ao intervalo [—2, 2]. A funcdo sen : [ 5 2} — [-1,1]

é uma funcdo bijetora, continua, e crescente no seu dominio.

A
lp=-=-=-=-=-= f(z) = senzx

\/

ol - ==

Figura 12.6: Grafico de sen: [—2,2] — [—1,1]
A funcdo sen : [—%,%] — [—1,1] possui inversa, chamada funcdo arco

seno arcsen : [—1,1] — [—7—;, %} definida por
Yy = arcsenr < T = senvy .

Pelo Teorema 5, a fungdo arcsen é crescente e continua no intervalo [—1,1].
Seu grafico pode ser observado na figura 12.7.
Usaremos agora o teorema da funcdo inversa para estabelecer a derivabili-

dade da func3o arco seno.

PROPOSIGAO 12 A fungdo arco seno é derivavel em (—1,1) e sua derivada é

DERIVADA DO ARCO SENO

1
iz

(arcsen )’ (z) =

10
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f(x) = arcsenx

|
vl

Figura 12.7: Grafico de arcsen : [—1,1] — [~3, %]

Seja f(z) = sen: [—2,2] — [~1,1]. Podemos observar na Figura 12.6

que f(z) = senx é crescente no intervalo (—%, 7).
Pelo Teorema da funcdo inversa, f~! & derivavel em (—1,1) e

Ly L1
(f ) (v) = f'(z) cosz

Como y = senx e sen?x + cos’> x = 1, segue que

cos’z =1— sen?c = cosz = V1 — senZzx = /1 —y2.

Portanto,

Sendo f~'(x) = arcsen z, segue o resultado.

Encontre a derivada da funcdo f(z) = arcsen (z2—1) parax € (—v/2,v2).

Teremos que usar a derivada do arco seno e a regra da cadeia. Seja g(z) =
2? —1 e h(z) = arcsenz. Temos que g (—v/2,v/2) = (—1,1) esta contido no
dominio de h. Como g e h sdo derivaveis em seus dominios, entdo f = hog é
derivavel em (—+/2,1/2) e vale que:

f'(x) = h (g(x)) - ¢'(x) = - (27) =

I
DEMONSTRACAO

EXEMPLO 13

2N
in %
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Passemos agora para a funco arco cosseno.
A imagem da fung&o cosseno é o intervalo [—1, 1]. Se restringirmos o domi-
nio da fun¢do cosseno ao intervalo [0, 7], obtemos a funcdo bijetora cos: [0, 7] —

[—1, 1] que & continua e decrescente em todo seu dominio.

A
1 f(z) = cosx

Figura 12.8: Grafico de cos: [0, 7] — [—1,1]
A funcdo cos: [0, 7] — [—1, 1] possui inversa, chamada fungdo arco cosseno
arccos: [—1,1] — [0, 7], definida por
Y = arccosr <= I = Cosy .

Pelo Teorema 5, a fungdo arccos é decrescente e continua no intervalo [—1, 1].

Seu grafico pode ser observado na figura 12.9.

A

s

f(x) = arccosx

13

Y

Figura 12.9: Grafico de arccos: [—1, 1] — [0, 7]

Usaremos agora o teorema da funcdo inversa para estabelecer a derivabili-
dade da funcdo arco cosseno.

12
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A DERIVADA DA FUNGAO INVERSA UNIDADE 12

A fungdo arco cosseno é derivavel em (—1,1) e sua derivada é

1
V1—22

(arccos)’ (z) = —

Seja f(z) = cos: [0, 7] — [—1,1]. Como podemos observar no grafico da
figura 12.8, f & decrescente em (0, 7). Logo, pelo Teorema da funcio inversa,

f~1 & derivavel em (—1,1) e

1 1
~ fi(x)  senz

Como y = cosz e sen?z + cos?r = 1, segue que

sen?r =1 —cos’s = senz =1 —cos2z =+/1—y2.

Portanto,

Sendo f~!(x) = arccos z, segue o resultado.

Estude a derivabilidade da fungdo f(x) = arccos (1 — %)
Para comecar, devemos determinar o dominio de f. Como o dominio do

arccos é [—1, 1] entdo a imagem da funcio 1— % deve estar contido em [—1,1].

Mas o grafico de g(z) =1 — % é uma parabola com concavidade para baixo

e vértice no ponto (0,1). Como 1 — % = -1 = =z = £2v/2, entdo
T €[-2v2,2V2] = g(z)=1-— %2 € [-1,1]. Veja o grafico da figura a

seguir.

PROPOSIGAO 14

DERIVADA DO ARCO

COSSENO

I
DEMONSTRACAO

EXEMPLO 15

2N
in %
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. . 2 _
Considerando a fungdo f(x) = arccos (1—%) com dominio em

[—21/2,21/2], entdo f = hog para h(x) = arccos(z) e g(z) = g(z) = 1—2%/4.
Segue, pela regra da cadeia, que f é derivavel em (—2v/2,2v/2) e

F@) =N @) g = - (5) = f ;
= 9\@ 2\/1—-(1-%
T T 2x

T o 2= B2 plVE-a

Estudaremos a seguir a funcdo arco tangente.
A funcdo tangente é periédica de periodo m e definida no conjunto
R\ {%”,k: €7,k impar}. Sua imagem é todo o conjunto R. Se restringir-

mos o dominio da funcdo tangente ao intervalo (—g,%) obtemos a funcdo
bijetora tan: (—g, %) — R que é continua e crescente em todo seu dominio.

A

(NI

Figura 12.10: Grafico de tan: (—%, %) —R

_m
272
arctan: R — (—g, g) definida por

A funcdo tan: ( ) — R possui inversa, chamada fun¢o arco tangente

y=arctanzr < r =tany .

14
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A DERIVADA DA FUNGAO INVERSA UNIDADE 12

Pelo Teorema 5, a funcdo arctan é crescente e continua em R. Seu grafico
pode ser observado na figura 12.11.

f(x) = arctanx

\J

Figura 12.11: Grafico de arctan: R — (—g, g)

Usaremos agora o teorema da funcdo inversa para estabelecer a derivabili-
dade da funcdo arco tangente.

A funcdo arco tangente arctan: R — (—%,%) é derivavel em R e sua PROPOSIGAO 16
derivada é

DERIVADA DO ARCO

(arctan)’ (z) =

TANGENTE

14+22°

: I
Seja f(z) = tan: (—%,%) — R. Como podemos observar no grafico da DEMONSTRACAO
figura 12.10, f é crescente no intervalo (—g, g) Logo, pelo Teorema da funcéo
inversa, f~! & derivavel em R e

(' w= f’gﬂc) = i2 =cos’T .

— 20— ape2 — 1
Como y =tanx e 1 + tan”x = sec” x = 75 Segue que

1 1
cos’x =

1+tan’z 1492
Portanto, 1
—1\/ o
Sendo f~!(x) = arctan z, segue o resultado.

15 vy D
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EXEMPLO 17 Encontre a derivada de f(z) = arctan (£1) para z € R\ {1}.

Como o dominio de h(x) = arctanx é R, ndo temos que nos preocupar

z+1
—1

com a imagem de g(v) = Z&. Entdo, para x # 1, temos

/ - , N () — 1 r+1 /
f'(x) = H(g(x))d (z) 1+ (221)? (:c—l)

z—1

(x —1)2 -2 2 1

(z—12+(z+1? (z—12 222+2  22+1°

Como a funcdo inversa de uma funcdo f é representada por f~!, alguns au-

tores utilizam a notacdo sen 'z para a funcdo arcsenz, cos™!x para arccos x
e tan~'x arctanz. E importante ficar atento porque assim a notacdo fica

confusa. Repare: sen?r = (senz)?, mas sen 'z é a inversa de senz e ndo
1 1

senx’

(senz)”
As escolhas que fizemos para os dominios de arcsen z, arccosx e arctan x
s3o as escolhas usuais, mas ndo sdo Gnicas. Por exemplo, para a funcdo arcsen x
qualquer intervalo [ tal que sen: I — [—1, 1] & bijetora seria uma escolha tdo
legitima quanto a escolha I = [—%,2]. Assim, o intervalo I = [Z, %] seria
t30 bom quanto.
Encerramos aqui esta unidade. O estudo da derivabilidade das funcdes arco

secante, arco cossecante e arco cotangente sera deixado como exercicio.

16
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A DERIVADA DA FUNGAO INVERSA UNIDADE 12

12.3 Exercicios
Escolha dominios apropriados e defina as funcdes:
1. Arco secante y = arcsec .
2. Arco cossecante y = arccosec T.

3. Arco cotangente y = arccotan x.

Prove as seguintes relacdes:

4. arccosx = § — arcsenw 9. arctan(—z) = —arctanzx
_ T
6. arccosecx = I — arcsecx
2 11. arcsen (1/x) = arccosec
7. arcsen (—z) = —arcsenx -
12. arctan(l/xz) = § — arctanz =
8. arccos(—z) = m — arccos arccotan, se x > 0

Usando o Teorema da funcdo inversa, mostre que:

13. (arccotanw) (7) = — para todo = € R.

14 22

14. (arcsecw) (z) para todo z € (—o0, —1) U (1, 00).

1
C|zlvEE =1

15. (arccosecz) (z) = para todo = € (—oo, —1) U (1, 00).

1
- |z|vVx? -1
Para cada uma das funcdes abaixo, determine seu dominio, os pontos onde é
derivavel e sua derivada.

_arccos (%)

20. f(z) =

z—1

L7 vy D



Para Saber Mais

A
DEMONSTRACAO

UNIDADE 12 TEXTOS COMPLEMENTARES

12.4 Textos Complementares

Demonstracdo do Teorema 5

Demonstraremos os trés itens do Teorema para uma funcdo f crescente.
A prova para uma funcdo decrescente é inteiramente analoga.

Comecemos provando (i). Como a fun¢do f: I — f(I) é crescente, entdo
é injetora e, como o contradominio é a imagem f(/), é bijetora. Toda funcado
bijetora & invertivel, logo f tem inversa f~!.

Para provar (ii), sejam y1,y2 € f(I) com y; < yo. Sejam 1,29 € I tais
que y1 = f(z1) e yo = f(x2). Entdo ys <y = f(x1) < f(22). Se x1 > @9
entdo, como f é crescente, f(x1) > f(x9), contrariando f(z1) < f(x2). Logo

r1 < . Mas zy = f7'(y1) e 22 = f7'(2), logo

n <y = f ') < f (),

0 que mostra que f_1 é uma funcdo crescente.

Observe que até aqui ndo usamos a continuidade de f.

Agora a prova de (iii). Seja y € f(I) e seja uma sequéncia (y,) C f({)
tal que v, — y. Para provar a continuidade de f~!' basta mostrar que

) = ().

Dado € > 0, sejam r, s € [ tais que

fiy)—e<r<fy)<s<fHy) +e.

Se f~!(y) for um extremo de I, ndo haverd r ou s. Estes casos devem ser
analisados separadamente, mas a analise é analoga a que é feita aqui.
Como f & crescente,

o)< f(f W) =y < fs).

Como y,, — vy, existe ng € N tal que para todo n > ng vale f(r) < y, < f(s).
Usando o fato de que se f & crescente entdo f~! & crescente (provado no item

anterior), temos

FHH@) < ) < FH(f(s) = r< [ yn) <s
— [Ty) —e<r<flym) <s<f 'y +e.

18
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Portanto,
1 ) = M y)l <€

o que conclui a demonstracgo.

D

19 A %
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Para Saber Mais Demonstracao do Teorema 7

DEMONSTRACAO Sejax € [ esejay = f(x) € f(I). Sejaw # 0 tal que y +w € f(I).
Entdo f~Y(y+w) el Sejah=fy+w)—=xz logo f[{ly+w)=x+he

y+w = f(z+ h). Entdo
[Tytw) - ) _@+h) -z h h 1

w w w o fle+h)—y [eh-iG

Como f é crescente ou decrescente e continua por ser derivavel, pelo Teo-

rema 5, f~! é continua, logo

lim h=lim ((x +h) —x)) = &)i_%f_l(y—i—w) —f(y)=0.

w—0 w—0

Por outro lado,

lim w = lim ((y + w) —y) = lim (f(z + k) — f(z)) = 0.

h—0 h—0 h—0
Assim, h — 0 se, e somente se, w — 0.
Aplicando a propriedade do quociente para limites, obtemos:

WO =) 1 1 1

w0 w 0 [EH=T@ ~ iy TEAR=TE)  f(z)

o que mostra que f’ & derivavel em y = f(x) e

—1\/ o 1
s L. 20
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UNIDADE 13 MAXIMOS E MINIMOS

DEFINICAO 1

DEFINIGAO 2

Uma parte importante das aplicaces do Calculo Diferencial esta relacionada
ao problema de encontrar maximos e minimos de funcdes. S3o os chamados
problemas de otimizacdo e que consistem, de maneira geral, em construir um
modelo matematico do problema no qual alguma grandeza é dada por uma
funcio derivavel de uma ou mais variaveis e a informaco que buscamos consiste
em encontrar o maximo ou minimo da funcio.

Maximos e minimos de uma funcdo s3o, respectivamente, os maiores e
menores valores que a funcdo assume em seu dominio, sdo os chamados valores
extremos da func3o. Estes sdo extremos absolutos. No entanto, sdo também
importantes os valores extremos em uma vizinhanca de um ponto. S3o os
chamados extremos locais.

Na préxima secdo, estudaremos maximos e minimos (locais e absolutos) e
veremos como identifica-los usando derivadas. Basicamente, pontos de maximo
e minimo locais possuem derivada nula. Na secdo seguinte, usaremos este fato
para provar um dos teoremas mais importantes do Calculo: o Teorema do Valor
Médio. Este, por sua vez, sera a chave para estudar o comportamento global

de uma funcdo usando suas derivadas, o que sera feito na proxima unidade.

13.1 MAaximos e minimos

O valor maximo (minimo) de uma fun¢do em todo seu dominio é chamado
maximo (respectivamente, minimo) absoluto. Iremos formalizar esta definicdo

e, em seguida, veremos as no¢des de maximo e minimo relativos.

Um fungdo f: D — R tem maximo absoluto em ¢ se f(x) < f(c) para

todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor maximo
de fem D.

Um fungdo f: D — R tem minimo absoluto em ¢ se f(x) > f(c) para
todo x no dominio D de f. Neste caso, o valor f(c) é chamado valor minimo
de fem D.

Os valores de maximo e minimo absoluto de uma funcdo s3o chamados

valores extremos da funcio.
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EXEMPLO 3

e A fungdo f: [—1,2] — R dada por f(z) = (z — 1)? possui maximo

absoluto em x = —1 e minimo absoluto em x = 1. (figura 13.1a).

e A funcio f: R — R dada por f(z) = (z — 1)? possui minimo absoluto

em = = 1 e ndo possui maximo absoluto. (figura 13.1b).

e A funcdo f: R — R dada por f(x) = |x| possui minimo absoluto em

x = 0 e ndo possui maximo absoluto. (figura 13.1c).

\J

Figura 13.1

Observe agora a figura a seguir:

A

Figura 13.2

Claramente, o grafico na figura 13.2 ndo possui maximo ou minimo absoluto.

No entanto, f(a) & maior que todos os valores f(x) para x préximo de a, ou

3 A 1S
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DEFINIGAO 4

DEFINICAO 5

EXEMPLO 6

seja, f(a) é um valor maximo em um certo intervalo aberto contendo a. Nesta
situagdo, dizemos que f(a) é valor maximo local de f.
Da mesma forma, f(b) & menor que todos os valores f(x) para z préximo

de b. Dizemos que f(b) é valor minimo local de f.

Uma fungdo tem maximo local (ou maximo relativo) em um ponto ¢ de seu
dominio, se existe intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(z) < f(c) para todo
x € I. Neste caso, dizemos que f(c) é valor maximo local de f.

Uma fungdo tem minimo local (ou minimo relativo) em um ponto ¢ de seu
dominio, se existe intervalo aberto I, tal que ¢ € I e f(x) > f(c) para todo

x € I. Neste caso, dizemos que f(c) é valor minimo local de f.

Pontos de maximo local e pontos de minimo local sdo chamados extremos

locais (ou extremos relativos).

A funcdo f(z) = z* tem minimo local e absoluto em x = 0.

e A funcdo cujo grafico estd mostrado na figura 13.2 tem maximo local

2 = a e minimo local em x = b. N3o possui extremos absolutos.

A funcdo f(x) = z® ndo possui nem ponto de maximo nem ponto de

minimo absolutos. Também n&o possui extremos locais. Ver figura 13.3a.

Vo sex>0
vV—x sex <0

local e absoluto em = = 0. A funcdo ndo possui maximos locais ou
absolutos. Ver figura 13.3b.

A funcdo f: R — R dada por f(x) = possui minimo

Os exemplos até aqui mostram que uma funcdo pode ou n3o ter maximos
e minimos absolutos e relativos. A questdo chave passa entdo a ser a seguinte:
como determinar quando uma funcdo tem valores extremos e como identifica-
los.

Nés ja conhecemos uma parte da resposta: na Unidade 8, estudamos o
Teorema de Weierstrass para valores extremos que garante que uma funcdo

4
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|
—_
\]

Figura 13.3

f: [a,b] — R continua, definida em um intervalo fechado possui um méaximo e
um minimo absoluto em [a, b].
Os valores extremos podem corresponder a pontos do interior do intervalo

ou serem os extremos f(a) ou f(b). Veja os exemplos a seguir:

Exemplos de extremos de funcdes definidas em intervalos fechados. EXEMPLO 7

1
1
1 1
/T\ |
1 1
1 \ 1
i . 1 1
v d / ! ! N
a ¢ e’} a ¢ 1 2 b 3
(a) Maximo absoluto em x = c e (b) Minimo absoluto em x = c e
minimo absoluto em z = d maximo absoluto em x = b

Figura 13.4

Lembramos que, como visto na Unidade 8, as condicdes da funcdo ser con-
tinua e do intervalo ser fechado, no Teorema de Weierstrass, sdo necessarias.
Relaxando qualquer uma das duas condicdes, pode ndo haver valores maximo
ou minimo absoluto no grafico da funcjo.

O préximo passo é descobrir como encontrar os maximos e minimos relativos

e absolutos de uma funcio. Veremos que para funcdes derivaveis, os extremos
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E
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>

locais sdo pontos de derivada nula, embora nem todo ponto de derivada nula
seja extremo local. Portanto, encontrando os pontos onde a derivada se anula,
teremos os candidatos a extremos locais. Outros critérios serdo mostrados
para determinar, dentre estes candidatos, quais sdo de fato minimos e maximos
locais.

Observe a figura 13.5, onde mostramos um maximo local (figura 13.5a) e
um minimo local (figura 13.5b) em = = ¢ de uma funcdo f. Suponha que f
seja derivavel em um intervalo aberto [ e c € 1.

A f/(c) _ 0 A
N / |
g :
S :
c g c
(a) Maximo local (b) Minimo local

Figura 13.5

No caso de um maximo local, a funcdo passa de crescente (pela figura, f'(x)
positivo) antes de x = ¢ para funcdo decrescente (pela figura, f'(x) negativo)
depois de 2 = ¢, passando por f/(x) = 0 no ponto x = c.

No caso de um minimo local, a fungdo passa de decrescente ( f/(x) negativo)
antes de x = ¢ para funcdo crescente (f'(z) positivo) depois de = = ¢, passando
por f'(z) = 0 no ponto z = c.

O raciocinio anterior nos leva a crer que a funcdo f tem derivada nula nos
pontos de maximo e de minimo locais. O préximo teorema mostra que isso é

verdade sempre que f seja derivavel no extremo local.
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Seja f: I — R uma fungdo f continua definida em um intervalo aberto
I. Se f tem maximo ou minimo local em z = ¢, ¢ € I e f é derivavel em ¢
entdo f'(c) =0.

Suponha que f tenha um méaximo local em x = ¢. A prova do caso em
que f tem minimo local em c é totalmente anéloga.

Como f é derivavel em ¢, entdo

lim M: lim M:hmf(x)—f(c)

T—sc™ Tr—C z—ct Tr—cC T—>C r—cC

= f'(c)

Como f(c) € maximo local, ha um intervalo (a,b) no dominio de f tal que

c € (a,b) e f(x) < f(c). Portanto, f(x) — f(c) <0, para todo z € (a,b).
f@)=f(e)

Se x < centdo x — ¢ < 0 e, portanto > 0 para x € (a,b), logo

lim L&) = /() >0. (13.1)
T—c™ r —C
Por outro lado, x > ¢ entdo x—c > 0 e, portanto, %:f(c) < Oparaz € (a,b),
logo
lim £ = /() <0. (13.2)
z—ct Tr—cC

Comparando as desigualdades 13.1 e 13.1 e levando em conta que sdo o
mesmo namero, resulta

o 1) = S0

r—c €T —cC

=f'(e)=0.

A reciproca do teorema ndo é verdadeira. Seja, por exemplo, a funcdo
f(x) = 2% Como f'(x) = 3z? entdo f'(0) = 0. No entanto, f ndo possui
maximo ou minimo local em x = 0. Na verdade, a funcdo n3o possui extremo
local. Veja figura 13.3a.

Também é verdade que uma funcdo pode possuir maximo ou minimo local

sem que seja derivavel neste ponto. J4 vimos um exemplo: a funcdo f: R — R

TEOREMA 8

I
DEMONSTRACAO

2N
in %
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DEFINIGAO 9

R

%

>
»

Ve sex >0
vV—r sex <0

é derivavel neste ponto ( figura 13.3b).

dada por f(x) =

possui minimo local em x = 0, mas ndo

Este altimo fato motiva a seguinte definicdo:

Um ponto ¢ no dominio de uma funcdo f é chamado ponto critico se ocorre

um dos dois seguintes casos:
(a) f ndo é derivavel em z = c.

(b) f é derivavel em ce f'(c) = 0.

O teorema 8 nos diz que qualquer maximo ou minimo local ¢ deve ser ponto
critico, pois se f ndo for derivavel em ¢ entdo é ponto critico (item (a) da
definicdo acima) e se f for derivavel em ¢ entdo f'(c) = 0 pelo teorema e
¢ & ponto critico de f (item (b) da definicdo acima). Resulta que podemos
reescrever o Teorema 8 como Se x = ¢ é maximo ou minimo local de f entdo
¢ é ponto critico de f.

Portanto, a busca pelos maximos e minimos locais de f deve se dar pelos
pontos onde f n&o é derivavel e pelos pontos onde é derivavel e sua derivada é
nula.

Para encontrar o maximo e minimo absoluto da funcdo definida em um
intervalo, devemos ainda considerar seus valores no ponto inicial e final do
intervalo, caso estejam no dominio da funcdo. O seguinte método resume o

procedimento para uma funcdo definida em um intervalo fechado.

Para determinar o maximo e minimo absoluto de uma funcdo continua

f: [a,b] = R deve-se proceder da seguinte maneira:
1. Determine os pontos criticos de f no intervalo aberto (a,b).
2. Determine f(a) e f(b).

3. Compare os valores assumidos por f nos pontos criticos com f(a) e f(b).
O maior dentre eles sera o maximo absoluto de f em [a,b] e o menor

entre eles serd o minimo absoluto de f em [a, b].
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Encontre os valores de maximo e minimo da funcdo f: [—4,2] — R definida
por
flz)=2+22° — 42— 2.

A funcdo é derivavel no intervalo aberto (—4,2). A derivada da funcdo é

f'(x) = 32% + 4x — 4. Os anicos pontos criticos de [ sdo os valores em que

)
fliz)=0 = 32°+4r—-4=0 = x:—20ux:§.

Os valores de f nos pontos criticos sdo f(—2) =6e f(3) = —5.
Os valores de f nos pontos inicial e final do intervalo sdo f(—4) = —18 e

12 =6

Comparando estes nimeros, concluimos que o minimo absoluto da funcdo no
intervalo é f(—4) = —18 e 0 maximo absoluto da fun¢do é f(—2) = f(2) = 6.
Veja a figura 13.6.

f(=2)=6 A f(2)=6
i fz) =2
6 4| 2 \/ > 4 6
s fE)=-5%
~10
~15
-4) = —18
Figura 13.6

Encontre os valores de maximo e minimo da funcdo f: [—4,4] — R definida

-

por
1—Vx sex>0

1—+/—x sex <0

EXEMPLO 10

ExXEmPLO 11

2N
in %
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A funcdo é derivavel para todo = € (—4,4), exceto em x = (0. Para ver que
ndo é derivavel em = = 0, observe que:
fO+h)—f0O) . 1-vh

hli>r(r)l+ h—0 hlir(r)l*' h

= OO .

O limite acima basta para mostrar que f ndo é derivavel em x = 0, mas
fazendo o limite a esquerda de 0 também obtemos 0o, o que mostra que a
tangente em x tende a uma reta vertical quando x — 0, tanto pela esquerda
quanto pela direita.

Derivando f em (—4,0) U (0,4), obtemos:

1
2\/x

T € (—4,0) — f(z)=1— "7 — f’(m):Q\/l__x.

Nos dois casos f’(x) ndo se anula, portanto o anico ponto critico de f é x = 0.

r€ (0,4 = flz)=1—vr = f'(z)=

Calculando o valor da funcdo no ponto critico z = 0 e nos extremos do

intervalo [—4, 4], obtemos:

Comparando estes nimeros resulta que o valor maximo da funcdo & f(0) = 1
e o valor minimo é f(4) = f(—4) = —1. Observe a figura 13.7.

Y

Figura 13.7

Até o momento, sabemos que os pontos de maximo e minimo local sdo pons-
tos criticos. No entanto, dado um ponto critico, ndo sabemos ainda determinar
se é ponto de maximo local, minimo local ou nenhum dos dois. Voltaremos a

esta questdo futuramente.

10
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Exercicios

Esboce o grafico de uma fun¢&o continua f definida no intervalo [0, 6] que

tenha as seguintes propriedades:

1. Maximo absoluto em z = 1, minimo absoluto em z = 3, maximo local

em £ = 4 e minimo local em z = 5.

2. N3o tem maximo e minimo absolutos, mas tem maximo local em = = 2

e minimo local em z = 4.

3. Maximo absoluto em z = 6, minimo absoluto em z = 2, maximo local

em £ = 3 e minimo local em z = 4.

4. Maximo absoluto em x = 0, minimo absoluto em x = 6, ponto critico

em x = 3, mas nenhum ponto extremo local.
Encontre os pontos criticos da seguintes funcdes:
5. flz) =23+ 22+ 1

6. f(z) = |2z + 1]

1) = g

8. z%3(x —1)?
Determine os maximos e minimos absolutos das seguintes funcées:
9. f(x)=2>—4z+3em [0,5]
10. f(x)
11. f(z) = sen(z) + cos(z) em [0, 7]
)

12. f

13. f(x) —22+2sezx<0
. flz) =
2—xsex >0

r)=(z—1)>*x+ 1) em [-2,2]

14. f(z) = ;7% em [0, 3]

15. Se a e b sdo nameros inteiros positivos, encontre o valor de maximo da
funcdo f(z) = 2%(1 — z)®, no intervalo [0, 1].

11 v b



UNIDADE 13 O TEOREMA DO VALOR MEDIO

13.2 O Teorema do Valor Médio

Um dos resultados mais importantes do Calculo Diferencial € o chamado
Teorema do Valor Médio. Ele sera utilizado para provar resultados nesta e nas
proximas unidades que permitem analisar aspectos do comportamento global
de uma fun¢do (como intervalos de crescimento e decrescimento, concavidade
etc.) a partir de sua funcdo derivada.

Vamos iniciar com alguns exemplos, antes de formalizar o enunciado do

Teorema.

EXEMPLO 12 Se um objeto estd na posicio s = 10 m no tempo t = 1 s e estd na
posicdo s = 40 m no tempo t = 7 s, entdo podemos calcular sua velocidade
média por

40 — 10
Uy = ———— =5 m/s.
7—1 /

O Teorema do Valor Médio mostra que n&o sé a velocidade média é de 5 m/s,

como a velocidade instantanea em algum instante do percurso & de 5 m/s.

40

35 1
30
25
20

15 A

10 + —

|
|
T I T T T T T
-1 1 2 3 4 5 6
Figura 13.8
Observe como o Teorema do Valor Médio relaciona um aspecto global do

comportamento da funcdo (a velocidade média em todo o percurso) com um
aspecto local (a velocidade instantanea em um ponto).

12
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TEOREMA DO VALOR MEDIO E APLICAGOES UNIDADE 13

Este exemplo esta representado no grafico da figura 13.8. O movimento do
objeto esta representado pela curva em azul. Na verdade, ndo temos nenhuma
informacdo sobre a curva que representa o movimento. Mas, pelo Teorema do
Valor Médio, independente da curva exata, para algun instante ¢ haverd um
ponto com velocidade v = 5 m/s, isto é, ha um ponto da curva com abscissa

entre t = 1 e t = 7 cuja tangente tem coeficiente angular igual a 5.

Dois carros em uma corrida largam na mesma posicdo ao mesmo tempo EXEMPLO 13
e terminam empatados. O Teorema do Valor Médio permite concluir que em

algum instante eles tiveram exatamente a mesma velocidade.

Figura 13.9

Voltaremos a estes dois exemplos na préxima secdo, mas esparamos que
tenham servido ndo s6 para comecar a entender o Teorema do Valor Médio
como para despertar sua curiosidade!

Na préxima secdo, enunciaremos e provaremos o Teorema de Rolle, que pode
ser visto como uma forma mais restrita do Teorema do Valor Médio, como um
caso especial em que a funcdo tem o mesmo valor nos extremos do intervalo
fechado.

Na verdade, provaremos primeiro o Teorema de Rolle e, depois, usaremos

este altimo para provar o Teorema do Valor Médio.

13 vy D



UNIDADE 13 O TEOREMA DE ROLLE E O TEOREMA DO VALOR MEDIO

TEOREMA 14

TrOREMA DE ROLLE

|
DEMONSTRACAO

R

%

>
»

13.3 O Teorema de Rolle e o Teorema do Va-
lor Médio

Observe os dois graficos da figura 13.10 a seguir. Neles podemos observar
o grafico de funcdo definidas em um intervalo [a,b], em que f(a) = f(b). O
que se observa nos dois graficos é que existe algum ¢ € (a, b) tal que f'(¢) = 0.

O Teorema de Rolle afirma que este é sempre o caso.

A

\]

[y I

@____
oOF——-—

Figura 13.10

Se f: [a,b] — R & continua em [a, b] e derivavel no intervalo aberto (a, b)

e f(a) = f(b) entdo existe pelo menos um namero ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Pelo Teorema de Weierstrass, a fungdo f continua em |[a,b] possui valor
maximo e minimo no intervalo. Sejam m e M os valores de minimo e maximo
absolutos de f em [a, b], respectivamente.

Se estes valores sdo assumidos nos extremos do intervalo, por exemplo,
f(a) = me f(b) = M, entdo, como f(a) = f(b) por hipétese, o minimo e
o maximo da func3o sdo o mesmo valor e, portanto, a funcdo é constante em
todo o intervalo. Como a derivada da func¢do constante é nula, temos f’(¢) =0
para todo ¢ € (a,b), o que prova o Teorema de Rolle neste caso.

14
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TEOREMA DO VALOR MEDIO E APLICAGOES UNIDADE 13

Caso o minimo ou maximo absoluto da fun¢do n&o estejam nos extremos do
intervalo, entdo ha um ponto ¢ no intervalo aberto (a, b) tal que f(c) & maximo
ou minimo de f. Entdo ¢ é extremo local de f e, pelo Teorema 8, como f é

derivavel em (a,b) temos f’(c) = 0, o que conclui a demonstrac3o.

Seja a funcdo f(z) = 2 —z + 1. Temos que f(—1) = f(1) = 1. Pelo EXEMPLO 15
Teorema de Rolle, ha pelo menos um valor de « € (—1,1) tal que f'(x) = 0.
De fato, como f(z) =23 —x+1 = f'(z) = 32® — 1, entdo

, 1 1 V3

== — r=*+—=4+—.
3 T

/3 3

fllr)=— = 322 -1=0 = =z

3 3 . . -
Tanto — quanto ——— estdo contidos no intervalo (—1,1). Observe o grafico
da figura 13.11.

Y

wlé"""""- memcmaameacaaa
“[5

Figura 13.11: f(z) =2 —z +1

Mostre que a funcdo f(x) = 2% + ax + b, com a > 0, possui uma Gnica EXEMPLO 16
raiz real.

Como f(z) &€ uma funcdo polinomial de grau impar,

lim f(z)=—-00 e lim f(z)=c0.

T——00 T—00

15 vy D



UNIDADE 13 O TEOREMA DE ROLLE E O TEOREMA DO VALOR MEDIO

Pelo Teorema do Valor Intermediario, estudado na Unidade 8, existe um zg € R
tal que f(zg) = 0. (O mesmo raciocinio mostra que o mesmo vale para qualquer
funcdo polinomial de grau impar. Veja a Proposicdo 3 da Unidade 8).

Vamos usar o Teorema de Rolle para mostrar que a raiz é anica.

Vamos fazer a prova por contradicdo. Se houvesse outra raiz x;, entdo
teriamos f(zo) = f(x1). Portanto, existe um ¢ € (zg, 1) (caso zg < x1) ou
¢ € (x1,x0) (caso z1 < xp) tal que f'(c) =0.

Mas observe que a derivada de f & f/(z) = 322 + a. Assim,

flo)=0 = 32 +a=0 = z=1= %“
Como, por hipétese, a > 0, entdo f’ ndo tem raiz real, contradizendo f’(c) = 0.

Portanto, n3o ha outra raiz ;.

I Para Saber Mais - Michel Rolle - Clique para ler

Iremos agora enunciar e provar o Teorema do Valor Médio, usando o Teo-

rema de Rolle. Antes disso, observe os dois graficos na figura 13.12 a seguir.

f(b) f(b)

\]

Figura 13.12: f'(¢) =

16
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TEOREMA DO VALOR MEDIO E APLICAGOES UNIDADE 13

Intuitivamente, se deslocarmos a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e
(b, f(b)) mantendo a mesma inclinagdo, isto é, deslocarmos paralelamente a
reta, em algum momento ela se torna tangente a curva em um ponto c. Entéo,
a tangente obtida passando por ¢ tem a mesma inclinacdo que a reta que liga
os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Logo, f'(c) = W

O argumento acima ndo constitui uma prova formal do Teorema do valor
médio, mas somente um argumento geométrico que mostra sua plausibilidade.

Seguem o enunciado e a prova formal do Teorema.

Seja f uma fun¢do continua no intervalo [a,b] e derivavel no intervalo TEOREMA 17
~ . , TEOREMA DO VALOR
aberto (a,b). Entdo existe pelo menos um nimero ¢ € (a,b) tal que

f() — f(a)
b—a

MEgbio

fi(e) =

. - . I
Para aplicar o Teorema de Rolle, faremos uso de uma funcdo g, definida a DEMONSTRACAO

partir de f e tal que g(a) = g(b).
Seja a fungdo ¢g: [a,b] — R definida por

o) = f) - DI,
Entdo g é continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Além disso:
s = oy 1O, M@ al0) )y SO S0,
bf(a) — af(b)
b—a

Logo, g(a) = g(b). Podemos entdo aplicar o Teorema de Rolle para g e concluir
que existe um ¢ € (a, b) tal que ¢'(c) = 0. Mas
fb) — fa
J(@) = ) - TO D

f(b) = f(a)

2 , 0 que completa a demonstracio
—a

Logo, ¢'(¢c) =0 = f'(c) =

do Teorema do Valor Médio.

Vamos a alguns exemplos:

17 vy D
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EXEMPLO 18

%
>

E

R

>

Seja f: [0 : 2] — R dada por f(z) = 2. Seja A = (0,0) e B = (2,8)
dois pontos do grafico de f. Seja r a reta que passa por A e B. Encontre um
namero ¢ € (0,2) tal que f’(c) é igual ao coeficiente angular de r.

O coeficiente angular da reta que passa por Ae B é

FQ-f0) s _
2-0 2 .
Como f(z) = 2 entdo f'(x) = 3x2. Portanto,
fl(x) =32 =4 = 1‘2:%1 — x:¥.

Logo, para ¢ = 23 € (0,2), temos f'(c) igual ao coeficiente angular de r.

Voltando aos exemplos do inicio da secdo, no exemplo 12, supondo que a
funcdo posicdo s = s(t) seja continua no intervalo fechado [1,7] e derivavel no
intervalo aberto (1,7), entdo, pelo Teorema do Valor Médio, existe pelo menos
um ¢ € (1,7) tal que

s(7) —s(1) _40-10 .

F)=—-— 5

Quanto ao exemplo 13, sejam so(t) e si(t) as fungBes que descrevem as
posicdes dos dois carros. Suponha que a corrida iniciou em t = 0 e terminou
em ¢t =T. Assumindo as condicBes do Teorema do Valor Médio (continuidade
em [0, T'] e diferenciabilidade em (0, 7)) para ambas as fun¢des, a funcdo s(t) =
So(t) — s1(t) atende as mesmas condicdes e s(0) = s5¢(0) —s1(0) = 0 (os carros
largam juntos) e s(T") = so(T") — s1(T") = 0 (os carros terminam empatados).
Pelo Teorema do Valor Médio, ha um namero ¢t* € (0,7 tal que

rpey _ () =s(0) 0
t = = — = 0
W=7y T 7
Como §'(t) = sp(t) — si(t), entdo §'(t*) = 0 = s(t*) = $1(t*), o que diz

que os dois carros, no instante ¢ = t*, tém a mesma velocidade.

18
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Seja f: R — R uma funcdo derivavel tal que f(0) = —2 e f'(x) < 5. EXEMPLO 19
Qual o valor maximo possivel para f(2)?
Pelo Teorema do Valor Médio, hd um namero ¢ € (0,2) tal que
fQ—-f0) _f2)—-(=2) _ f2)+2

flo==F—¢ = 2 T 9

Como f’(¢) < 5, entdo

w&s = f(2)+2<10 = f(2) <8,

0 que mostra que o maior valor possivel para f(2) é 8.

O exemplo a seguir mostra que a condicdo de diferenciabilidade é necessaria
para o Teorema do Valor Médio. Em outras palavras, se a funcdo continua
f: [a,b] — R n3o for derivavel no intervalo aberto (a,b), ndo se pode garantir
que valha o resultado do teorema.

Considere a fun¢do médulo f: [—1,1] — R, definida por f(z) = |z|. A EXEMPLO 20
funcdo é continua em [—1, 1], mas n&o é derivavel em = = 0.

Para qualquer z € (—1,1),  # 0 temos

f(w)=|$|:{ r = fllg)=1 sez<0

-z = fl(x)=-1 sex>0
A B
O que mostra que para todo x € (—1,1), x # 0, f'(z) = £1.
A reta que passa pelos pontos A = (—1,1) e B = (1,1) tem coeficiente
angular 0, o que nio é igual f'(z) para z € (—1,1), =z # 0. e ol 1’
flz) =z

O préximo exemplo mostra que a condicdo de continuidade nos extremos
do intervalo [a,b] também é condi¢do necessaria para o Teorema. O exemplo
mostra uma funcdo derivavel (portanto, continua) em um intervalo aberto (a, b),
mas que ndo é continua nos extremos do intervalo fechado [a, ] e para a qual

n3o vale o resultado do teorema.

19 v L
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EXEMPLO 21 Seja a funcdo f: [0,1] — R, definida por f(z) = % sex#0e f(0)=0.
A funcido é derivavel em (0, 1), mas n&o é continua em z = 0.

Tomando A = (0,0) e B = (1,1) pontos do grafico da fun¢do, ndo ha
um ¢ € (0,1) tal que f'(c) seja igual a inclinacdo da reta AB. Basta ver
que todas as tangentes em pontos (c, f(c)), ¢ € (0, 1) sdo retas descendentes
(coeficiente angular negativo) enquanto a reta AB é ascendente (coeficiente
angular positivo). Ver figura 13.13.

SR

Figura 13.13

Para concluir esta secdo, veremos duas consequéncias importantes do Teo-
rema do Valor Médio. A primeira delas é que se uma funcdo tem derivada nula

em todo ponto entdo ela é uma funcdo constante.

PROPOSICAO 22 Seja f: [a,b] — R fun¢do continua em [a, b] e derivavel em (a,b) tal que
f'(x) =0 para todo = € (a,b). Entdo f & constante em (a,b).

—— _ - ] ]
DEMONSTRACAO Sejam zp,z1 € [a,b], com zy < x;. entdo f & continua em [zg, 1] €

derivavel em (x, 7). Pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € (x¢,z1) tal que
f(@1) — f(x0)
fle) = T =T
T — X
Mas f’(c) =0, logo f(x1) — f(zo) =0 = f(x1) = f(z0), ou seja, a funcdo
tem o mesmo valor para quaisquer pontos xg,z; € (a,b). Resulta que f é

constante em (a, b) e, por continuidade, constante em [a, b].

20
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Usando esta proposicdo, podemos provar que se duas funcdes tém a mesma

derivada em todo ponto ent3o diferem no maximo por uma constante.

Sejam f,g: [a,b] — R duas fun¢Bes continuas e derivaveis em (a,b). Se
f'(z) = ¢'(x) para todo z € (a,b) entdo existe k € R tal que f(z) = g(z) +k
para todo z € (a,b).

Seja h(z) = f(z) — g(x). Entdo h é continua em |[a,b] e derivavel em
(a,b) e
h'(z) = f'(z) — ¢'(x) =0, para todo z € (a,b) .

Pela Proposicdo 22, h(x) deve ser constante, isto é, existe & € R tal que
h(z) =k = f(z) = g(z) + k, para todo = € (a,b).

Mostre que a posicdo e velocidade de um objeto em movimento uniforme-
mente acelerado sdo dadas pelas equacdes:

v =1y + at

1 2
8250+U0t+§at ,

em que a é a aceleracdo, v a velocidade, s a posicdo, vy, sg respectivamente a
velocidade e posicdo em ¢t = 0.

Um movimento uniformemente acelerado é aquele em que a aceleracdo a é
constante. Assim, v'(t) = a. Mas a funcdo f(x) = at tem a mesma derivada
que v, logo difere de v por uma constante, v(t) = at + k. Como vy = v(0) =
a-04k =k, resulta

v(t) =at+ vy .

Com relagdo a posicdo s(t), temos §'(t) = v(t) = at+vy. Mas, comparando
com a fungdo g(t) = vot+ 3at?, vemos que ¢'(t) = vo+at = s'(t), ou seja, g(t)
e v(t) tém a mesma derivada. Portanto s(t) = ¢(t) + k, para alguma constante
k. Avaliando em ¢ = 0, obtemos sq = s(0) = vo~0+%-a~02—|—k — so==k
e, portanto,

1
s(t) = so + vot + §at2 :

21
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Exercicios

1. Verifique se cada uma das fun¢des abaixo, definidas no intervalo |[a, b],

satisfaz as hipéteses do Teorema do Valor Médio. Caso afirmativo, de-

termine um namero ¢ € (a,b) tal que f'(c) = W.
@) 1) = V3. 6.4 = 10,4

() S(a) =2~ 4. fa,t] = [-2,2]

© (@) :{ Al o

(@) S@) =1o =2l fa,t) = 0,4]

RN TR

(f) f(:v)={ rrse0Sas2eastl  y g

Osex=1

2. Seja f(x) = 23 —2x+1, definida no intervalo [a, b] = [0,2]. Encontre um

valor ¢ € (0,2) que satisfaca as condicdes do Teorema do Valor Médio.

3. Seja f(z) = 2* + 222 — 3z, entdo f'(x) = 423 + 42 — 3. Use o Teorema
de Rolle para mostrar que a equacdo 42° 4 42 — 3 = 0 possui pelo menos
uma solugdo no intervalo (0,1).

4. Seja f(x) = 2° + 223 + 4z — 5.
(a) Determine seus valores em z = 0 e 2 = 1 e conclua que a fun¢do f
possui algum zero no intervalo (0,1).

(b) Assuma que ha dois zeros zy e x; no intervalo (0,1) e, usando o
Teorema de Rolle, obtenha uma contradicdo.

(c) Conclua que a equacdo 2°+2z%+4x —5 = 0 possui uma, e somente
uma, solugdo no intervalo (0,1).

5. Seja f: R — R uma fun¢do derivavel. Se f(1) =5 e f'(x) > 3 para
todo 1 < z <5, qual o valor minimo para f(5)?

6. Mostre que a equacdo 2% + x — 1 = 0 tem exatamente uma raiz real.

A
- L 22



TEOREMA DO VALOR MEDIO E APLICAGOES UNIDADE 13

7. Mostre que a equacdo 2x — 1 — sen x = 0 tem exatamente uma raiz real.
8. Seja f uma funcdo derivavel em R.

(a) Mostre que se f tem duas raizes entdo f’ tem pelo menos uma raiz.

(b) Mostre que se f tem derivada segunda e tem trés raizes entdo f”

tem pelo menos duas raizes.

(c) E possivel generalizar o resultado?
9. Mostre que:

(a) um polindmio de grau 3 tem, no maximo, 3 raizes reais.

(b) um polindbmio de grau n tem, no maximo, n raizes reais.
10. Calcule a velocidade inicial, altura maxima e tempo até atingir o solo de
uma bola atirada verticalmente para cima a partir de uma altura h = 2 m,
sabendo-se que atinge uma altura de 8 m apéds 1 segundo de movimento.

Considere 0 movimento como sendo uniformemente acelerado com ace-

leracdo aproximada de g = 10 m/s2.

Este é exatamente o exemplo inicial da Unidade 9.
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13.4 Textos Complementares

Para Saber Mais  Michel Rolle

Michel Rolle (1652-1719) foi um matematico francés cujos trabalhos ver-
sam sobre Algebra, Analise Diofantina e Geometria. Ficou mais conhecido pelo
"Teorema de Rolle", provado por ele em 1691. Sua obra mais importante é
o Traité d’algébre, publicado em 1690. Esta obra contém a primeira descricdo
publicada do Método de Eliminacdo Gaussiana (algoritmo para solucdo de equa-
¢des lineares). No tratado, Rolle inventa a nota¢do {/x para a raiz n—ésima
de x, que é usada até hoje. E interessante notar que somente no século XIX o

Teorema que leva seu nome passou a ser chamado assim.

D
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UNIDADE 14 O CRESCIMENTO DA FUNQAO E A DERIVADA

Para esbocar o grafico de uma funcdo dois aspectos essenciais devem ser
analisados: os intervalos de crescimento e decrescimento e os intervalos de
concavidade para cima e de concavidade para baixo do grafico.

Veremos que para funcdes derivaveis o primeiro aspecto - crescimento - esta
relacionado aos sinais da funcdo derivada enquanto que o segundo aspecto -

concavidade - esta relacionado aos sinais da derivada segunda.

14.1 O crescimento da funcio e a derivada

Nesta secdo iremos relacionar a propriedade de crescimento de uma funcio
e sua derivada.

A figura abaixo mostra a fun¢do f(z) = senxz. Observe que a fungdo é
crescente no intervalo |0, g] e decrescente no intervalo [g,O]. No intervalo
em que é crescente, a reta tangente a um ponto qualquer é uma reta crescente
(portanto a derivada da fungdo é positiva) e no intervalo em que é decrescente, a

reta tangente a um ponto qualquer é uma reta decrescente (portanto a derivada

. . ) T
da funcdo é positiva). A derivada é nula em = = 5
A / —
=0
N |
| 2
“1 | =
& | n
\ | | | o
I I I
| | |
| | |
| | | >
s
a 5 b w

Figura 14.1: f(z) = sen(x)

Assim, intuitivamente, a relacdo entre crescimento e derivada é a de que a
funcdo é crescente nos intervalos de derivada positiva e decrescente nos inter-

valos de derivada negativa. De fato, mostraremos o seguinte:

S
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Seja f: [a,b] — R continua e derivavel em (a, b) entdo:

(i) f & ndo decrescente em [a,b] se, e somente se, f'(z) > 0 para todo
z € (a,b). Além disso, se f'(z) > 0 para todo = € (a,b) entdo f é

crescente em [a, b].

(ii) f é ndo crescente em [a,b] se, e somente se, f'(x) < 0 para todo x €
(a,b). Alem disso, se f'(x) < 0 para todo = € (a,b) entdo f é decrescente
em |[a, b].

Demonstraremos o item (i). O item (ii) é analogo e deixaremos como
exercicio.

Suponha que f seja ndo decrescente em [a,b] e vamos determinar o sinal
de f'(x).

Se h > 0, temos = + h > x e, usando o fato de que f é n3o decrescente:

flx+h) = fx)

Feth) > f@) = flh) - f) 20 = HEENZIE 5
Se h <0, temos = + h < x e, como f é n3o decrescente:
Fa+h) < f(@) = flat+h)—fla) <0 — L@ED =@

h

Em ambos os casos, > (0. Portanto

flz+h) - f(z)
h

o) — tim D) =)

>0.
h—0 h 0

Suponha agora que f’(z) > 0 para todo z € (a,b).
Sejam zg, 1 € [a,b] com zg < x1. Aplicando o Teorema do valor médio no

intervalo [zg, 1], temos que existe ¢ € (xg, 1) tal que

f(x1) — f(x0) ‘

Tr1 — X

fi(e) =

Como 21 —x9 > 0e f'(¢c) > 0 entdo f(x1) — f(zo) >0 = f(x1) > f(x0)
e, portanto, f é n3o decrescente.

PROPOSIGAO 1

I
DEMONSTRACAO

2N
in %
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EXEMPLO 2
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Por outro lado, se vale que f’(z) > 0 para todo = € (a,b), entdo fica
garantido que f'(¢) > 0 e vale que f(z1) — f(xo) >0 = f(x1) > f(20), 0
que mostra que f é crescente.

Nos préximos exemplos iremos estudar os intervalos de crescimento e de-
crescimento de algumas funcdes, comecando com o caso simples das funcdes
quadréticas.

Seja f(r) = x® — 2z — 3. Determine os intervalos de crescimento e
decrescimento da funcdo e esboce um grafico.

Como f'(z) =2z — 2, entdo f'(z) >0 = 20 —2>0 = x> 1
e f'(x) <0 = x < 1. A derivada tem valor zero em = = 1. O valor do
funcdo no pontox =16 f(1)=1*—-2.1 -3 = —4.

Portanto, o trindmio decresce (derivada negativa) no intervalo (—oo, 1),
atinge o ponto V' = (1,—4) e passa a crescer (derivada positiva). O vértice é
um ponto de minimo da func3o.

Os sinais de f’(x) podem ser representados pelo diagrama a seguir:

intervalo | sinal de f’ f
x <1 — decrescente
r>1 + crescente

O grafico da parabola esta representado na figura a seguir. Observe que se

trata de uma parabola com concavidade voltada para cima.

[
[ decrescente | f crescente

A
2
1

-4 -3 -2 -\ |

—_— = —_- = =

%

Figura 14.2: f(x) = 2> -2z —3
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. . 3 . . ,
Seja a funcdo f(x) = % —x. Determine os intervalos em que f é crescente EXEMPLO 3

e aqueles em que f é decrescente.

Vamos verificar os sinais da derivada f’(x). A
Como f(z) =& —z, entdo f'(x) = 22 — 1.
O grafico de f'(z) = z*> — 1 & uma parabola voltada para cima, com zeros

ema2—1=0 — z—+1, \/1

Os sinais f’(z) sdo os seguintes:

f(x)>0 para z<—-loux>1
f(z) <0 para —-l<z<l

Veja a representacdo dos sinais de f’(x) na reta a seguir.

intervalo | sinal de f’ f
r<—1 + crescente
—-l<zx<l1 — decrescente

r>1 + crescente

Vamos agora usar estes dados de crescimento para esbocar o grafico da
2

fungdo. Os valores da fung&o nos pontos x = +1sdo f(—1) = %—(—1) =3
3
e f)=5-()=-2
O que fizemos até agora permite concluir o seguinte:

(i) Afuncdo é crescente no intervalo (—oco, —1) atingindo o ponto A = (—1, 2).

(i) A funcdo é decrescente no intervalo (—1,1) atingindo o ponto B = (1, —3).
(iii) A funcdo é crescente no intervalo (1, 00).

Mas falta ainda um detalhe, quando dizemos que ela é crescente em (—o0, —1)

2
3
que cresce em (1,00), saindo do ponto B = (1, —2), cresce até onde?

e atinge o ponto A = (—1, %), ela cresce a partir de onde? Quando dizemos
Para responder esta pergunta, devemos considerar os limites infinitos da

funcdo. Felizmente, estes sio faceis de serem calculados:

a3 x3

llm ——2z=—-00 e lim ——2=00.
z——00 3 z—00 3

> A 1S
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EXEMPLO 4
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A conclusio é a seguinte: a funcdo vem de —oo, cresce até o ponto A =
(-1, %) passa a decrescer até o ponto B = (1, —%) e volta a crescer até +o0.

A figura 14.3 mostra o grafico da funcdo.

f(z) crescente |f(z) decrescente, f(z) crescente
|

A

Y

Figura 14.3: f(z) = ’”—; —z

Resumindo, para analisar o crescimento da funcdo e esbocar seu grafico,

devemos fazer o seguinte:

1. Calcular a fungdo derivada f/(z) e estudamos seus sinais.
2. Calcular os valores de f(xz) nos pontos em que f'(x) se anula.

3. Calcular os limites infinitos de f(z).

A bem da verdade, o procedimento acima n3o é suficiente para esbocar
o grafico da funcdo. Falta ainda um detalhe fundamental: a concavidade do
grafico funcdo, que esta relacionada com a derivada segunda e sera estudada
na préxima secdo.

Vamos a mais um exemplo.

Seja a funcdo f(x) = 3z* + 423 — 362 4 29. Determine os intervalos em
que f é crescente e aqueles em que f & decrescente.
Iniciamos determinando os sinais da derivada.

f(z) = 32" + 42° — 362 + 29
fl(z) = 122° + 122 — 722 = 122(2®* + v — 6) = 122(x + 3) (v — 2)
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A fatoracdo de f’(x) no produto de trés fatores lineares facilita o calculo
dos sinais de f’(x), basta analisar individualmente os sinais de cada fator e
multiplica-los. Os zeros de f’(x) estdo em

fl(x)=122(z+3)(z—2)=0 = z=0o0ux=-3oux=2.

Observe o esquema abaixo para o calculo de sinais de f'(z).

intervalo |12z | x + 3 | x — 2 |sinal de f’ f

r< -3 — — — — decrescente
—3J<x<0| — + — + crescente
O<z<2 | + + — — decrescente

x> 2 + + + + crescente

O valor da fungdo f(x) nos pontos em que f’(z) = 0 sdo:
f(=3) =3(=3)* +4(-3)>—36(—3)*+29 = —160, f(0) =29 e f(2) = —35.
Os limites para © — —o0 e x — 0o sdo facilmente determindveis:

lim 3x* + 42® — 3622 +29 = lim 32* + 42 — 362% +29 = o .
T——00 T—00
Reunindo toda essa informacdo, temos o seguinte: a funcdo vem de oo,
decresce até A = (—3,—160), cresce até B = (0,29), volta a decrescer até
C' = (2,—35) e cresce novamente tendendo para co. Observe a figura 14.4.

A |
f decrescente [ crescente  [f decrescente f crescente

. N

1 1\2/ 3 4
—50

C

-3 -2

|
|
|
| —100 H
|

—150 H

|
|
|
|
|
Figura 14.4: Grafico de f(z) = 32" + 42 — 3622 + 29

! A 1S
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14.2 Teste da derivada primeira e da derivada

segunda

Na Unidade 13 vimos que se f’(c) = 0 entdo = = c & ponto critico de f
e f(c) pode ser minimo local, maximo local ou nenhum dos dois. Agora que
relacionamos crescimento e decrescimento do grafico de funcdo com o sinal da
derivada, podemos usar esta para, dado um ponto com x = ¢ tal que f'(¢) =0,
dizer em quais dos trés casos ele se enquadra.

Inicialmente, verifique na figura 14.5 a seguir os casos possiveis:

f'(@) >
f'(x) <0 f'(z)>0
f'(x)=0
(a) minimo local (b) maximo local (c) nem minimo nem méaximo local

Figura 14.5

Vemos que os maximos e minimos locais acontecem exatamente quando ha
mudanc¢a de sinal de f/(xz). Mais precisamente, temos o chamado Teste da

derivada primeira:

PROPOSIGAO 5 Seja a fungdo f: [a,b] — R continua e derivavel em (a,b) e seja ¢ um
TESTE DA DERIVADA Lo
ponto critico de f.
PRIMEIRA

(i) Se f’ passa de positiva para negativa em c entdo f tem maximo local em c.
(ii) Se f’ passa de negativa para positiva em ¢ entdo f tem minimo local em c.

(iii) Se f’ ndo muda de sinal em ¢ entdo ndo tem maximo nem minimo lo-

cal em c.

S
%
<
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Vamos demonstrar o item (i). Se f’ passa de positiva para negativa em ¢ DEMONSTRACAO
entdo existem xg, z1 € (a,b), vg < ¢ < x1, tais que f'(x) > 0se x € (xg,c) e
f'(z) <0sexe(cmx).

Pela Proposicdo 1, f é crescente em [z, c|] e decrescente em |[c, x1], segue
que f(c) é valor maximo de f no intervalo [z, z1] que contém c.

Analogamente, se f’ passa de negativa para positiva em ¢, entdo existe
intervalo [z¢, 1] contendo c tal que f & decrescente em [z, c| e crescente em
[c, z1]. Portanto, f(c) é valor minimo no intervalo [zo, 2], 0 que demonstra
(ii).

Para provar o item (iii), seja I C [a,b] um intervalo contendo ¢. Como
f' ndo muda de sinal em ¢ entdo ha um intervalo [z¢,x;] contendo ¢ tal que
f & crescente (respectivamente, decrescente) em [z, c| e continua crescente
(respectivamente, decrescente) em [c, z1]. Aproximando z e x; de ¢ o que for
necessario, podemos supor que [xg, z1] C I. Portanto, f(c) ndo pode ser valor
maximo nem minimo em I.

Encontre os minimos e maximos locais da fun¢do f(z) = %5. EXEMPLO 6

A derivada da funcio é

() (22 +1) — z(22) 1 — 22
T) = = :
(fL‘2 + 1)2 ($2 + 1)2
Logo,
flr)=0 = 1—2>=0 = o ==+1.

Vamos verificar os sinais de f’:

intervalo | 1 — 22 | (2% 4+ 1)? | sinal de f’ f

r<—1 — + - decrescente

-l<z<l1 + + + crescente
x>1 — + — decrescente
Vemos que:
x = —1 éminimo local pois f’ passa de negativa para positivaem x = —1.

0 A 1S
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x = 1 € maximo local, pois em = = 1 a derivada f’ passa de positiva

para negativa.

Se f é diferenciavel em um intervalo aberto I, e ¢ € I é tal que f/'(¢) =0
e f”(c) existe, um outro instrumento para determinar se o ponto critico x = ¢

é maximo local ou minimo local é a derivada segunda de f.

PROPOSIGAO 7 Seja f uma funcdo derivavel em um intervalo aberto I e seja ¢ € I tal que

T :
FOTE DA PERIARA #1(¢) = 0. Se f”(c) existe ent3o:
SEGUNDA

(i) Se f"(c) < 0 entdo f possui um maximo local em c.
(i) Se f”(c) > 0 entdo f possui um minimo local em c.

O teste € inconclusivo caso f”(c) = 0.

C——
DEMONSTRACAO Demonstraremos o caso (i). O caso (ii) é analogo.
Suponha f'(¢) =0e f’(c) < 0. entdo
") — f'(c /
f”(c):hmM—h S@) <0.
z—c T —c e — C
Logo, ha um intervalo (a,b) contendo ¢ tal que (x) < 0 para todo x € (a,b).
Portanto,
/
x
a<zr<c = x—c<0 e S() <0 = f'(z)>0.
x—c
f'(@) :
c<r<b = x—c>0 e <0 = f'(z)<0.
—c
Portando, f passa de crescente para decrescente em ¢. Pelo teste da derivada
primeira, f tem maximo local em x = c.
EXEMPLO 8 Encontre os valores de maximo e minimo local da fun¢do f(x) = 23 — 2%,

Derivando a funcdo obtemos f’(z) = 322 — 2x. Os pontos criticos de f
sao: 5
fliz)=0 = 32° -2z =0 = szoung.

10
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Derivando novamente e aplicando nos pontos criticos, obtemos f”(z) = 6z —2.
Usando o Teste da derivada segunda:

1"(0)=—-2<0 = 2z =0 & maximo local .

2 2 2
f"(g):(i(g) -2=2>0 = z=3 é minimo local .
O grafico da funcdo esta representado na Figura 14.6.

A

I
Uﬁ< o
y

Figura 14.6: f(z) = 2° — 2?
O préximo exemplo ilustra como o teste & inconclusivo para f”(c) = 0.

Determine os maximos e minimos locais para f(z) = z°, g(x) = 2* e EXEMPLO 9
h(z) = —zt.

A trés funcdes sdo derivaveis em todo o dominio e

flz)=0 = 32°=0 = z2=0.

Rz)=0 = —42°=0 = 2=0.
Como vemos, nos trés casos, © = 0 é o Gnico ponto critico. E facil ver que
f"(0) = ¢"(0) = h"(0) = 0. No entanto, x = 0 ndo & minimo nem maximo

local de f, é ponto de minimo local de g e ponto de maximo local de h. Ver
Figura 14.7.

1 vy D
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A A A
f(@) =13
f(@) = —a*
T )= " "
(a) (b) minimo local (c) méximo local
Figura 14.7

O teste da derivada segunda ndo pode ser aplicado quando f”(c) n&o existe
e, como vimos, é inconclusivo quando f”(¢) = 0. Nestes dois casos devemos

usar o teste da derivada primeira, que pode ser aplicado em qualquer caso.

12
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14.3 Concavidade do grafico de uma funcao

Nesta secdo iremos aprender a distinguir graficos de funcdes concavos para
cima de graficos concavos para baixo e aprender como a concavidade esta rela-
cionada a segunda derivada da funcio.

Observe os graficos das funcdes f e g na figura 14.8.

\]

\]

|
:
a b

(a) concavidade para cima (b) concavidade para baixo
Figura 14.8

Tanto o grafico da funcdo f quanto o grafico da funcdo ¢ sdo crescentes
entre os pontos A e B, a diferenca esta na forma da curvatura do grafico. O
grafico de f entre A e B se situa abaixo da reta que liga A e B, enquanto o
grafico de ¢ estd acima da reta que liga A e B.

Outra forma de distinguir os dois tipos de curva é por meio das tangentes

nos pontos da curva. Observe a figura 14.9.

N A

I
:
a b

(a) concavidade para cima (b) concavidade para baixo
Figura 14.9
13 vy D
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DEFINICAO 10

R

%

>
»

O que se observa é que no grafico de f, a curva estda sempre acima das
tangentes nos pontos do intervalo (a,b), enquanto que no grafico de g a curva
esta sempre abaixo das tangentes. Usaremos esta caracteristica como definicdo

de concavidade.

Seja f uma funcdo derivavel em um intervalo aberto I. Se o grafico de f
se situa sempre acima das retas tangentes no intervalo I, dizemos que o grafico
tem concavidade para cima em . Se o grafico de [ se situa sempre abaixo
das retas tangentes no intervalo I, dizemos que tem concavidade para baixo

em [.

Embora nossos exemplos tenham sido de funcdes crescentes, a mesma de-
finicdo vale para funcdes decrescentes.

A préxima figura mostra o grafico da func¢do f: R\ {0} — R\ {0} dada por
flz) = % A funcdo é decrescente e concava para baixo no intervalo (—oo,0)

e decrescente e concava para cima no intervalo (0, c0).

9 | concavidade para cima

1
Figura 14.10: f(z) = —
T

Agora relacionaremos a concavidade do grafico de uma funcdo f a derivada
segunda de f. Sabemos que a inclinacdo da tangente é dada pela funcdo
derivada f’. Olhando o grafico 14.9a, percebemos que aumentando o valor de

14
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x, as tangentes aumentam de inclinacdo, o que indica que f’(x) é uma funcdo
crescente quando o grafico tem concavidade para cima. Como a derivada de
uma funcdo crescente é positiva, devemos ter (f'(x)) = f”(x) positivo no caso
de concavidade para acima.

Por outro lado, o grafico 14.9b mostra que aumentando o valor de z, as
tangentes diminuem de inclina¢do, o que indica que f'(x) é uma funcdo de-
crescente quando o grafico tem concavidade para baixo. Como a derivada de
uma funcdo decrescente é negativa, devemos ter f”(z) negativo no caso de
concavidade para baixo.

A préxima proposicdo, chamada Teste da concavidade, mostra que vale a

reciproca do resultado acima.

Seja f uma funcdo duas vezes derivavel no intervalo aberto I. PROPOSIGAO 11
TESTE DA CONCAVIDADE

(i) Se f”(z) > 0 para todo = € I entdo o grafico de f tem concavidade para
cima em /.

(i) Se f”(x) < 0 para todo x € I entdo o grafico de f tem concavidade para
baixo em I.

A demonstracdo da Proposicio esta no link a seguir.

I" Para Saber Mais - Prova do teste da concavidade - Clique para ler

Seja a funcdo f: R\ {0} — R\ {0} dada por f(z) = I. Verifique seus EXEMPLO 12
intervalos de crescimento e concavidade.

Derivando uma vez, obtemos f/(z) = —=%. Como —-5 < 0 para todo

x # 0, a funcdo é decrescente em todo seu dominio. Derivando novamente,
" o 1\ _ 2
obtemos f”(z) = (=) = %. Logo

2

2
r<0 = fll<x):ﬁ<0 e >0 = f”(x):g>0.

Portanto, o grafico de f tem concavidade para baixo no intervalo (—o0,0) e
concavidade para cima no intervalo (0,00). Verifique as conclusdes obtidas
sobre o grafico de f na figura 14.10.

15 vy D
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ExXEMPLO 13 Determine os intervalos de crescimento e decrescimento e a concavidade

do grafico da funcdo f(z) = 23

A derivada primeira é f'(x) = 3x* > 0 para todo = # 0. Portanto, a funcdo
é crescente para todo intervalo aberto que n3o contenha x = 0 e, na verdade,
é facil ver que é crescente em toda a reta.

A derivada segunda é f”(z) = (322) = 6z. Temos que f’(x) > 0 para
x> 0e f’(x) <0 para x < 0. Portanto, o grafico tem concavidade voltada

para cima no intervalo (0,00) e concavidade voltada para baixo no intervalo
(—00,0).

No exemplo anterior, a concavidade muda de direcdo no ponto (0,0). Tais

pontos recebem o nome de pontos de inflexdo.

DEFINICAO 14 Um ponto P no grafico de uma fungdo f(z) é chamado ponto de inflexdo
se f & continua em P e hd uma mudanca de concavidade do grafico de f no
ponto P.
EXEMPLO 15 Esboce um grafico possivel para uma funcdo f: R — R tal que:

(a) f é continua em R e duas vezes derivavel em R\ {—1,4}.
(b) f'(x) >0 parax € (—00,2)U (6,00) e f'(x) <0 para x € (2,6).
(c) f"'(xz)>0paraxe (—oo,—1)U(4,00)e f'(z) <0 parazx e (—1,4).

(d) lim,, o f(z) = =2 e lim, ,o f(z) = 00

A condicdo (b) nos diz que a funcdo é crescente para x < 2 ou z > 6
e decrescente em 2 < z < 6. A condicdo (¢) nos diz que a funcdo tem
concavidade para cima para x < —1 ou = > 4 e concavidade para baixo em
—1 < x < 4. Reunindo esta informacdo temos:

16
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intervalo | crescimento | concavidade
r<—1 crescente para cima
—1 < x <2| crescente | para baixo
2 < x <4 | decrescente | para baixo
4 <x <6 |decrescente | para cima
x>0 crescente para cima

Para esbocar um possivel grafico, temos que levar em conta os limites in-
finitos da condicdo (d). Como lim,,  f(z) = —2 entdo o grafico tem uma
assintota horizontal em y = —2. O grafico da figura 14.11 mostra um possivel
grafico para a funcjo.

Figura 14.11

Considere a funcdo EXEMPLO 16

W=

f@)= (@ +1)5(z - 3)

Determine os intervalos de crescimento e decrescimento da funcdo. Estude a

concavidade do grafico da funcdo e faca um esboco.

A derivada da funcdo é

Fa) = St - 3+ i -3

3

I
—
&
+
—_
SN—

|
Wl
—~
&
|
w
N~—
Wl
+
W =
—~
&
+
—_
N—
win
—~
&
|
w
~—
|
wlno
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Temos que f’ (g) =0 e que f ndo é derivavelem z = —1 eem z = 3.
Para conhecer os sinais da derivada f’ devemos multiplicar os sinais dos
fatores (x — 2), (z + 1)3 e (x — 3)5. Observe a tabela a seguir:

(=3 | (@+1)7 | (@ =3)5 | f(x)

r< -1 — - + +

-l<z<i| - + + -
2<cr<3 + + + +
>3 + + + +

Concluimos que f(x) é crescente em (—oco, —1) U (3, 00) e decrescente no
- 5
intervalo (—1, 3).

Para estudar a concavidade, vamos derivar novamente a func3o:

i = ((x+1é(x—3)§>
(

~32/9
(z+1)3(z —3)3

O estudo dos sinais de f”(x) resulta em:

2]t )i [ 3% [ (@)
r < —1 — + — +
—-l<z <3| — + - +
>3 — + + -
" L 18
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O resultado é que a concavidade é para cima para © < 3 e para baixo
para x > 3.
Os limites infinitos sdo

lim (:c—i—l)%(gc—?))%:—oo e lim (:c—i—l)g(x—?))%:oo.

T—r—00 T—00

A figura 14.12 mostra o grafico da funcdo. Observe o ponto de inflexdo
B = (3,0) e o ponto de minimo C' = (3, f (2)).

A

Y

Figura 14.12: Grafico da funcdo f(z) = (z + 1)3(z — 3)3
Mostre que tanx > x para = € (0, g) EXEMPLO 17

™

Seja f(z) = tanz — x. Queremos mostrar que f(z) > 0em (0,%2). Temos
que f(0) = tan0—0 = 0. Basta entdo mostrar que f(z) é crescente em (0, Z).
Mas

s
2r—l=tan’z>0paral0 <z < — .

f'(x) = (tanx — x)" = sec 5

19 vy D
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Exercicios

R

%

>
»

Para cada uma das funcdes dos itens 1 a 4, encontre os intervalos em que

ela é crescente e decrescente.

1.

2.

3.

f(x) =23 -5z +4.
f(x) = 3z* — 2023 + 242 — 7.

flz) =1 —-2)%(1+=x)3.

f(x):{xQ—élsexz—l

2r—1lsex>—1
f(z) =z + cosx.

Mostre que a composta de duas funcdes crescentes & uma funcio cres-
cente e que a composta de duas funcdes decrescentes também é uma
funcdo crescente. D& um exemplo de cada caso.

Use o teste da derivada primeira ou o teste da derivada segunda para en-

contrar os minimos e maximos relativos das seguintes funcdes.

7.

8.

9.

f(x) = z° — bz.
f(x)=z++V1—xem (—o0,1).
flx)=z+1/x.

10. f(z) =zvx + 1.

Encontre os intervalos onde a funcdo é crescente e onde é decrescente e

estude a concavidade da funcdo. Faca um esboco do grafico.

11.

flz) =23 —u.

12. f(z) = 2® + 222

13. f(x) = 32* + 82% — 1822 + 12.

14. f(z) =z — L

T

20
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15. f(z) = o3 + x5,

16. f(z) = ;5.
17. f(x) = 2cos(z) — cos(2x).

18. Esboce grafico de uma fun¢do continua f: R — R tal que: f(0) =
f(3) =0; f'(z) > 0 para z € (0,2) e f'(x) <0 para z € (—00,0) U
(2,00); f"(x) < 0parazx € (—o00,0)U(0,3) e f’(x) > 0 paraz € (3, 00);
lim, , o f(z) = 00 e lim, .o f(x) = —o0; f ndo é derivavel em = =0

eemx = 3.

19. Esboce grafico de uma fungdo continua f: R—{3} — R tal que f'(z) <0
para todo z € R — {3}; f"(x) < 0 para x < 3 e f’(xz) > 0 para
x > 3; lim, o f(2) = lim, oo f(2) = 1; lim, ,3- f(x) = —c0 e

20. Seja f uma funcdo derivavel no intervalo aberto /. Suponha que f tenha
concavidade para cima em I. Mostre que para quaisquer a,b € I, vale

que
f(ta+ (1 =1t)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b) ,paratodo t € (0,1) .

Interprete geometricamente o resultado acima.

2l vy D
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14.4 Textos Complementares

Para Saber Mais
Prova do Teste da concavidade.
I[remos provar o item (a) da Proposicdo 11. O caso (b) é analogo.
Seja f uma fungdo duas vezes derivavel em um intervalo / tal que f”(z) > 0
para todo x € I. Queremos provar que o grafico de f tem concavidade para
cima, o que € o mesmo que dizer que f(x) esta acima da reta tangente passando

pelo ponto (a, f(a)), para qualquer a € I.

Y
8

Portanto, dado a € I, devemos provar que

f(@) > fla) + f'(a)(z —a)

para todo x € I,x # a. Vamos fazer isso usando o Teorema do valor médio.
Vamos primeiro lidar com o caso x > a. Aplicando o Teorema do valor

médio no intervalo [a, |, temos que existe um ¢ € (a, ) tal que

f(@) = fa) = f'(c)(z —a) . (14.1)

Como f”(z) > 0 em [ entdo f'(x) é uma fungdo crescente e, portanto f'(a) <

f'(¢). Multiplicando essa equag¢&o pelo fator positivo (z — a), resulta:

fe)> f'la) = [fld(x—a)>f(a)(z—a)
— fla)+ f()(z —a) > f(a) + f(a)(z —a) .

Mas, pela equacdo 14.1, f(z) = f(a) + f'(¢)(x — a), logo

f(@) > f(a) + f'(a)(z — a)

A
" L 22
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0 que mostra que a curva estd acima da tangente em (a, f(a) para z > a.

O caso = < a é analogo. Existe ¢ € (z,a) tal que f(z)—f(a) = f'(c)(z—a)
e f'(c) < f'(a) ja que f" & crescente. Multiplicando pelo fator negativo (z —a)
inverte-se o sinal da desigualdade e

f'(e) < f'la) = fi(c)(@=a) > fi(c)(z—a) = f(x)—f(a) > f'(c)(z—a)

o que mostra que f(z) > f(a) + f'(a)(z — a).

D,

23 vy D
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15.1 Tracado do grafico de uma funcao

Estudamos até agora varios conceitos e métodos que dizem respeito a as-
pectos do comportamento de uma funcdo e que podem ser utilizados para o
esboco de seu grafico. Nesta secdo iremos sistematizar o uso destas ferramentas
e utiliza-las em varios exemplos.

O seguinte roteiro reline o que se deve conhecer de cada funcdo para a qual

queremos tracar o grafico:

(i) dominio e continuidade da funcéo;
(i) assintotas verticais e horizontais;
(iii) derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento;
(iv) valores de maximo e minimo locais;
(v) concavidade e pontos de inflexdo;
(vi) esboco do grafico.

P

E importante notar que nem todo item é relevante para toda funcdo. Por
exemplo, uma funcdo pode n3o ter assintotas. Por outro lado, para o esboco fi-
nal do grafico pode ser interessante também determinar os pontos de intersecdo
do grafico da funcdo com os eixos coordenados.

No caso de haver assintotas verticais ou horizontais, para melhor compreen-
sao do grafico da funcéo, é interessante desenhar as retas assintotas no grafico.
Lembramos que uma funcdo continua f tem assintota vertical na reta x = a se

lim f(z) =400 ou lim f(z)=+o0

T—a~ z—at

e que uma funcdo continua f tem assintota horizontal na reta y = b se

lim f(x)=b ou lim f(z)=5b.

T—r00 T—r—00

Faremos agora exemplos do esboco de grafico de funcido, seguindo o roteiro

acima.
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Esboce o grafico da funcdo EXEMPLO 1

(i) Dominio e continuidade de f.

A funcdo f esta definida e é continua para todo z € R.

(i) Assintotas verticais e horizontais.

lim = lim =0 e lim = lim i
z——o0 T2 4+ 1 a:—)—oo;L'-i—E z—oo 22 + 1 x—>oox+;

Logo, y = 0 é uma assintota horizontal.

(iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.

A derivada da funcdo é:

pon z \ (@41 —z22) 1-—2?
1= () -

Como (22 + 1)? > 0 para todo = € R, podemos considerar apenas os

sinais de 1 — 2.

intervalo | 1 — 22 | sinal de f’ f
< —1 — — decrescente
—-l<r<l1 + + crescente
x>1 — — decrescente

Portanto,

f € decrescente em (—o0,—1) U (1,00) e f écrescente em (—1,1) .

(iv) Valores de maximo e minimo locais.
Os pontos criticos de f s3o:

1—a®

(22 +1)2 -

Observando os sinais de f’, pelos teste da derivada primeira resulta que

f(z)=0= 0=1-2"=0=r=—-louxz=1.

f tem minimo localem x = —1 e f tem maximo localem z =1 .

3 A 1S
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(v) Concavidade e pontos de inflexdo.

Derivando novamente a funcdo:

< 1 — a2 >’ _ —2e(@®+ 1)~ (1-2)2.(2* + 1).2¢
(% + 1) (x + 1)
22(x% + 1) (—(22 + 1) — 2(1 — 2?))
($2 + 1)4

2z(z* + 1)(2* — 3)

(a2 + 1)1
2z (2% — 3)
(224 1)3

f'(z)

Como (2% + 1) & sempre positivo, podemos considerar apenas o sinal de
2x(2® — 3). As raizes de 72 — 3 sdo x = ++/3. O estudo de sinais esta
no quadro a seguir:

intervalo 2z | 22 — 3 | sinal de f” | concavidade

r < —V3 — + — para baixo
_\/§ <x<0|— — + para cima
0<z<+3 |+ — — para baixo

x >3 + + + para cima

Com relacdo aos pontos de inflexdo, ha trés mudancas de concavidade no
dominio da funcdo. os pontos z = —/3, £ = 0 e z = /3 sdo todos

pontos de inflexdo do grafico de f.

(vi) Esboco do grafico.

Usando as informacdes reunidas nos itens anteriores, esbocamos o grafico
na Figura 15.1. A intersecdo com o eixo y é o ponto (0, f(0)) = (0,0).
marcamos no grafico os pontos de maximo e minimo locais (em azul) e

os pontos de inflexdo (em vermelho).

S
/]
e
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(ii)

TRAGADO DO GRAFICO DE UMA FUNGAO; OTIMIZAGAO

Esboce o grafico da funcdo

Dominio e continuidade de f.

A funcdo f ndo esta definida para 22 — 1 = 0 = o = =1, portanto o

dominio é
D(f) =R\ {£1} = (—o0,—1) U (=1,1)U(1,00) .

Esta separacdo do dominio em trés intervalos é interessante porque tere-
mos que investigar o comportamento da funcdo quando x se aproxima dos

extremos destes intervalos.

Assintotas verticais e horizontais.

lim ——— = lim —— =0 e lim = lim —— =0.

z——o00 2 — T——00 I — = N T—00 I — =
T x

Logo, y = 0 é uma assintota horizontal.

Como lim, , ;22 —1=0,mas 2> —1>0sex < —leax?—1<0se

—1 < x <1 entdo

5 =-—00 e lim 5
zo—1—- 12 —1 -1+ 1% —1

= OO .

Como lim, ,;22 —1 =0, mas 22 —1 >0sex >1leax>?—1<0se

—1 <z <1 entdo

T Z

lim — =—00 e lim — =00 .
z—1- 1% — 1 a1+t % — 1
Portanto, o grafico de f tem assintotas verticaisem z = —leem z =1

e assintota horizontal em y = 0. A informac3o sobre os limites infinitos e
limites no infinito permite fazer o esboco prévio da Figura 15.2.

EXEMPLO 2

2N
in %
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|

|

|

|

|

|

|

|

|
r T T T T T T T
-5 —4 -3 -2 =1 1 2 3 4

|

I

|

I

|

I

|

i

Figura 15.2

(iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.
A derivada da funcdo é:

b x ': (22 = 1) — 2(22) _ —(1+ 2?)
o= () =S s e

Como (2?—1)? > (0 para todo = # +1 e —(1+2?) < 0 para todo z, temos

que f'(z) < 0 em todo seu dominio. A funcdo é sempre decrescente.

(iv) Valores de maximo e minimo local.

1+ 22

A funcdo f é derivavel em todo seu dominio e a derivada f'(x) = P
l‘ p—

nunca se anula, logo ndo hd maximos ou minimos locais.

(v) Concavidade e pontos de inflexdo.

Derivando f':

f”(l‘) (_(1 -+ 372)) _ —21‘(:1;' — 1)2 + ( 2 1) (332 . 1).21_

(22 —1)? (2 = 1)1
_ —2x(x? — 1) (2> — 1 —2(2* + 1))
w1
2z(2% — 1)(2% + 3)
S

Como 2% + 3 e (2 — 1)* sdo sempre positivos (para = # +1), entdo
podemos considerar apenas os sinais de 2z(z? — 1). O estudo de sinais
estd no quadro a seguir:

S
/]
e

o
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intervalo |2z | 22 — 1 |sinal de f” | concavidade
r<—1 — + — para baixo
—-1l<z<0| - - + para cima
O<x<l |+ — — para baixo
x>1 + + + para cima

Com relacdo aos pontos de inflexdo, ha varias mudancas de concavidade,
mas © = —1 e x = 1 ndo estdo no dominio da funcdo. O ponto x = 0
estd no dominio de f e a concavidade muda em x = 0, logo f tem ponto

de inflexdo em 2 = 0.

(vi) Esboco do grafico.

Usando as informac&es reunidas nos itens anteriores, esbocamos o grafico
na Figura 15.3. A intersecdo com o eixo y € o ponto (0, f(0)) = (0,0)
que é também ponto de inflexdo da funcio.

A

\]

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
} . . . ;
} 2 3 4 5 6
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

x
2 -1

Figura 15.3: f(z) =

! vy D
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EXEMPLO 3

S
/]
<

(i)

(ii

(iii)

Esboce o grafico da funcéo

ol

wl=
_|_
8

flz) =

Dominio e continuidade de f.

A funcdo f esta definida e & continua em R.

Assintotas verticais e horizontais.

f & continua entdo ndo possui assintotas verticais. Para encontrar os

limites no infinito, observamos que f(z) = x3 + 23 = 23 (1 + z). Logo,

lim #5 = oo e lim (1+ ) = oo = lim 23(1+ ) = oo .
T—00

T—00 T—r00

: 1 : : 1

lim 23 = —occe lim (1+2)=—-0c0= lim z3(14+2)=00.
Tr—r—00 T—>—00 T——00

Portanto, o grafico de f n3o possui assintotas horizontais.

Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.

x%, logo r3 é derivavel para todo x € R. Mas

O~

/
Temos que <m§> =

1\ 4 2 1, .
T3 ) = 3T 3, 0 que mostra que x3 nao e derivavel em x = 0. Portanto
é

derivavel em z =0 e para = # 0O:
4 1 1 1

. . 1 1
Para o estudo de sinais de f’ observe que 3 > 0se x > 0e z3 <0 se

— 4zl
T

z < 0. Quanto aos sinais de 4-1—%, temos que 4+§ . O numerador

muda de sinal em 2 = —1 e o denominador em z = 0.

O estudo de sinais de f’(z) esta representado no quadro a seguir:

intervalo |23 |42 + 1| 2 | sinal de 1 f
T < —3 — - = — decrescente
—i <z<0| — + — + crescente
z>0 + + + + crescente
38




(iv)
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_1

1) e crescente em (—1,0)U(0, 00).

Vemos que [ é decrescente em (—oo, 1

Valores de maximo e minimo locais.

)= 0= Sob (4 1) = _ _ !
f(x)—Oégsz 4+x =0=>zr=00uz= 1

Mas f ndo é derivavel em = = 0, logo f’ se anula apenas em x = —}1.
O teste da derivada primeira (ver quadro anterior quanto aos sinais de f’)
mostra que f tem minimo local em z = —}1 e ndo tem nem maximo nem

minimo local no ponto critico x = 0.

Concavidade e pontos de inflex3o.

o = (et (1)) =t (1 2) Lt (1)

Como z73 > 0 para todo = # 0 entdo o sinal de f” & o sinal de 2 — 1.
Quanto aos sinais de 2 — 1 = 2==1
intervalo | 2x — 1| x | sinal de f” | concavidade
<0 — — + para cima
O<z<i| — |+ — para baixo
T > % + + + para cima

Portanto, a fungdo tem concavidade para cima em (—o0,0) U (5,00) e
. . 1

concavidade para baixo em (0, 3).

Ha uma mudanca de concavidade em = = % e em x = 0 que sdo, portanto,

os pontos de inflex3o.

Esboco do grafico.

Usando as informac&es reunidas nos itens anteriores, esbocamos o grafico
na Figura 15.4. O grafico de f corta o eixo y no ponto (0,0) e corta o
eixo z em f(x) = x3(14x) =0 =z = 0 ou & = —1. Representamos no

grafico o ponto de minimo em azul e os pontos de inflexdo em vermelho.

2N
in %
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\/

ol

Figura 15.4: f(z) = xi 4

EXEMPLO 4 Esboce o grafico da funcdo

f(z) = sen2zx +2cosz .

(i) Dominio e continuidade de f.

A funcdo f esta definida e é continua em R. E interessante notar também

que a funcdo é periédica com periodo igual a 27.

(i) Assintotas verticais e horizontais.

A func3o n3o possui assintotas horizontais ou verticais. Ndo existem os

limites

lim sen2x +2cosz e lim sen2x -+ 2cosz .

T—r—00 T—00

A funcdo repete indefinidamente o padrdo que possui entre 0 e 27.

(iii) Derivabilidade e intervalos de crescimento e decrescimento.

A func3o é derivavel em todo ponto e

f'(x) = (sen2x+2cosw) =2cos2r — 2senx

= 2(1—2sen?r) —2senx = —2(2senx — 1)(senx + 1) ,

em que usamos a relacdo trigonométrica cos 2z = 1 — 2sen %x.

10
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Para o estudo de sinais, dada a periodicidade da funcdo, vamos nos res-

tringir ao intervalo (0, 27).

Temos que

1
f(z)=0= senz+1=0o0u 2senz—1 =0= senz = —1 ou senx = 3

Mas senx=—1:>x:37”+2k7r,keZe senxz%ﬁx:%—i—%w,
keZoux=22+2%n kel
Portanto, os pontos criticos sdo os pontos x = %, T = %” ex = 37”

senz + 1> 0 paratodo z € R e 2senx — 1 sera positiva para

>1:>7r< <57r
senxy > — —<r< —.
2 6 6

Figura 15.5
Reunindo as informacdes sobre os sinais de f'(z) = —2(senz + 1)(2senx — 1):
intervalo —2(senz + 1) [2senx — 1 |sinal de f f
O<z< % — — + crescente
% <z< %” — + - decrescente
%” <x < 32—” — — -+ crescente
37“ <x<2m — — + crescente

1 vy D
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(iv) Valores de maximo e minimo locais.

Pelo teste da derivada primeira, olhando o quadro acima, concluimos que

r = % & maximo local, z = %’T & minimo local e z = 37”

nem minimo local.

ndo é maximo

(v) Concavidade e pontos de inflexdo. Derivando novamente a func¢do, obte-
mos:

f"(x) = (2cos2x — 2senz) = —4sen2x—2cosx = —2cos r(4senz+1) .

Para o estudo dos sinais, observe que cosz > 0 em (O, %) U (%”,2%) e

cosx < (0 em (g,%’r)

Com relagdo ao fator 4 sen x + 1, ha dois valores 6, 65 no intervalo (0, 27)
cujo seno é —; (Observe a figura 15.5). Segue que 4senz +1 > 0 =
senx > —; ocorre para = € (0,6,)U(0s,27) e dsenz+1 < 0 = senx <
—1 para z € (6y,06,).

Portanto,
intervalo | —2cosx |4senz + 1 |sinal de f” | concavidade
O<z<3 — + — para baixo
5 <x<b + + + para cima
0 <x< 37” + — — para baixo
37” <x < b — — + para cima
Oy < x <2m — + — para baixo

_ 3n

5 ex =05,

Ha mudanca de concavidade nos pontos = = sr=>0, o

que sdo os pontos de inflexdo.

(vi) Esbog¢o do grafico.

Basta fazer os esboc¢o no intervalo [0, 27] e usar o fato de que a funcdo
f(z) = sen2x + 2cosx é periédica de periodo 2, ou seja, basta fazer
a translacdo do grafico de um valor 27, a direita e a esquerda, indefinida-
mente.

Temos que f10) = 7(2x) = 2, f (7) = 4 ~ 26, 1 (%) = -
“26ef(5) = (5) =0

6
.

12
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Segue o esbo¢o do grafico. Os pontos de maximo e minimo locais no

intervalo (0, 27) estdo marcados em azul e os pontos de inflexdo no mesmo

intervalo estio marcados em vermelho.

(1 M)
AlGr 2 |
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Figura 15.6: f(z) = sen2x + 2cosx
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Exercicios

Para cada uma das func¢des a seguir:
(a) Encontre as assintotas horizontais e verticais;
(b) Encontre os intervalos de crescimento e decrescimento;
(c) Encontre os pontos de maximo e minimo locais;

(d) Encontre os intervalos de concavidade para cima e para baixo e os pontos
de inflexdo;

(e) Esboce o grafico da funcio.
1. f(z) = 2% — 22

2. f(x) =a* — 223,

3. fla) = —
4 J(@) = x;i 1
5. f(z) = xfi :
6. /(@) = x;i 1

10. f(z) = 73 — 3,
11. f(x) = cos(2z) — 2 cos(x).

12. f(x) =z — 2sen ().

14

S
/]
<



15.

TRAGADO DO GRAFICO DE UMA FUNGAO; OTIMIZAGAO

2 Problemas de otimizacao

Uma das aplicacées mais comuns do Célculo sdo os problemas de otimizacio.

Tratam-se de problemas que sdo modelados por uma funcdo e buscamos obter

os valores de maximo ou minimo da funcdo.

Nesta secdo, daremos varios exemplos de problemas de otimizacdo, em varias

areas do conhecimento, mostrando como o Célculo pode ser aplicado nos mais

diversos campos do conhecimento humano.

Para resolver um problema de otimiza¢do, usamos em geral o seguinte roteiro

aproximado:

(i)

(iv)

|dentificamos as variaveis do problema, isto €, quais grandezas representam
a situacdo descrita no problema. O desenho de graficos e diagramas pode

ser atil para isso.

Identificamos os intervalos de valores possiveis para as variaveis. S3o os

valores para os quais o problema tem sentido fisico.

Descrevemos as relacdes entres estas variaveis por meio de uma ou mais
equacdes. Em geral, uma destas equacdes dard a grandeza que queremos
otimizar, isto & encontrar seu maximo ou minimo. Se ha mais de uma
variavel no problema, substituindo uma ou mais equacées naquela principal
permitira descrever a grandeza que queremos otimizar em funcdo de uma

s6 variavel.

Usando a primeira e segunda derivada da funcdo que queremos otimizar,
encontramos seus pontos criticos e determinamos aquele(s) que resolve(m)
o problema. Neste ponto é importante estar atento para o fato de que
alguns dos pontos criticos da funcdo podem estar fora do intervalo de

valores possiveis para a variavel (item ii) e devem ser desprezados.

Vimos um primeiro problema de otimizacdo: o Exemplo 6 da Unidade 8,

que reproduzimos aqui.

15
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UNIDADE 15 PROBLEMAS DE OTIMIZAGAO

EXEMPLO 5 Uma caixa retangular aberta deve ser fabricada com uma folha de papeléo
de 15 x 30 cm, recortando quadrados nos quatro cantos e depois dobrando a
folha nas linhas determinadas pelos cortes. Existe alguma medida do corte que

produza uma caixa com volume maximo?

Seja = o lado do quadrado que é cortado nos cantos da caixa. Veja a
figura 15.7.

15

30
Figura 15.7

A caixa tera como base um retangulo de lados 30 — 2z e 15 — 2z e altura
x. Seu volume é dado por

V(z) = 2(30 — 22)(15 — 22) = 42® — 902* + 450z ,

observando que devemos ter 0 < = < % para que seja possivel fazer o corte do
retangulo.

Derivando, temos:
V'(z) =120 — 1800 +450 e V'(x) =24z — 180 .

Os pontos criticos de V(z) sdo V'(z) = 0 = 122* — 180x + 450 = 0 = = =
%. S50 dois pontos criticos: =1 = % ~ 118 ey = w ~ 32 0
primeiro valor deve ser desprezado por estar fora do intervalo (0, %)

Usando o teste da derivada segunda no ponto critico 5, temos

V" (29) = 2429 — 180 &~ —103,9 < 0,

16

S
/]
<



TRAGADO DO GRAFICO DE UMA FUNGAO; OTIMIZAGAO

0 que mostra que o ponto é de maximo.
Portanto, obteremos uma caixa de volume maximo para um corte quadrado
de lado z, = w ~ 3.2.

Encontre dois nimeros n3o negativos cuja soma é 30 e tal que o produto

de um dos niimeros e o quadrado do outro é maximo.

Sejam x e y os nameros. Entdo x+y = 30 e queremos maximizar P = xy°.

Devemos ter 0 < x,y < 30 para que os nimeros sejam ndo negativos.
Escrevendo y = 30 — z, obtemos P(z) = z(30 — x)? = 2* — 6022 + 900z,
As derivadas de P(z) sdo

P'(z) =32 — 1200 +900 e P"(z)=6x—120.
Os pontos criticos sdo
P(z)=0=32"-1200+900 =0=2=10 ou x=230.

Como a solucdo x = 30 deve ser desprezada, resta x = 10. Usando o teste da
derivada segunda, P”(10) = 6 -10 — 120 = —60 < 0, mostra que P = zy? é

maximo para z = 10.

Um reservatério de agua tem o formato de um cilindro sem a tampa superior

2

e tem uma superficie total de 36 m*. Encontre os valores da altura h e raio

da base r que maximizam a capacidade do reservatoério.

O volume de um cilindro é dado pelo produto da area da base pela altura.
Logo, V = mr2h. A superficie lateral do cilindro é S = 27rh e a area da base

é mr?, logo
36 — r?

2mrh 4+ mr? = 36m = h = ,
2r

o que resulta em

36 —r2  7r(36 —r?)
V=V(r)=mnr‘h=nr o 5 :

Derivando V' (r), obtemos:

_37T

V'(r) 7(12 —r%) e V'(r)=—3mr.

17
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EXEMPLO 8

%
>

E

R

>

Os pontos criticos de V' sdo
3
V’(r)zO#%(lQ—ﬁ)zoﬁr:O ou r=2v3 ou r=-2V3.

Como somente valores positivos de r fazem sentido para o problema, nosso
Gnico candidato a solucdo é r = 2v/3. Como V’"(r) < 0 parar >0, o teste da
derivada segunda mostra que o volume é méaximo para r = 2v/3.

Encontre o ponto (z,y) do grafico da funcdo f(z) = \/x mais préoximo do
ponto (2,0).

(z,9)

Y

Figura 15.8

A distancia d entre o ponto (x,y) do grafico de y = \/x e o ponto (2,0) é

d=(z =22 +y2=/(r—2)24+2 =22 -3z +4,

em que substituimos y = /x na equac¢do. Devemos ter x > 0 para que o ponto
(x,y) esteja no grafico de y = \/x.
Derivando a funcdo d = d(z), obtemos:

2 _
t-3 e d'(x)= ! - .
2vVx? —3x +4 4(x? — 3x +4)2

Ha apenas um ponto critico:

d'(z) =
d’(x)zO:Qx—?):O:x:g,

e, como r? — 3x +4 > 0 para todo = € R, entdo d’(x) > 0 para todo z € R
e o teste da derivada segunda mostra que = = % é ponto de minimo.

18
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Uma fazenda produz laranjas e ocupa uma certa area com 50 laranjei- EXEMPLO 9

ras. Cada laranjeira produz 600 laranjas por ano. Verificou-se que para cada
nova laranjeira plantada nesta area a producdo por arvore diminui de 10 laran-
jas. Quantas laranjas devem ser plantadas no pomar de forma a maximizar a
producio?

Para x novas arvores plantadas, o nimero total de arvores passa a ser
50 + z, mas a producdo individual passa a ser de 600 — 10z laranjas por arvore,
totalizando uma produgdo de P(x) = (50 + z)(600 — 10x) = 30000 + 100z —
1022 laranjas por ano na fazenda.

Devemos ter > 0 (ndo se pode plantar um namero negativo de arvores) e,
como a producdo ndo pode ser negativa, devemos ter 600 — 10z > 0 = = < 60.

Derivando P(x), obtemos:

P'(x) =100 — 20z e P"(z)=-20.

Portanto, hd um ponto critico em 100 — 20z = 0 = x = 5. Este ponto sera
de maximo, pois P”(z) < 0 para todo = € R.

Portanto, deve-se plantar 5 novas arvores para maximizar a producéo.

19 vy D
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Exercicios

1.

Divida o namero 200 em duas partes de forma que o produto das partes

seja maximo.

Se xy = 48, encontre o valor minimo de = + y® para x e y positivos.

Encontre o ponto do grafico de f(x) = 2 mais préximo de (0, 2).

Encontre o ponto no eixo OX que minimiza a soma dos quadrados das
distancias aos pontos (0,1) e (3,4).

Prove que o retangulo de maior drea que pode ser inscrito em um circulo

de raio fixado & um quadrado.

Um carro B se encontra 30 km a leste de um carro A. Ao mesmo tempo, o
carro A comeca a se mover para o norte com uma velocidade de 60 km/h
e o carro B para oeste com uma velocidade de 40 km/h. Encontre a

distancia minima entre os carros.

A

60 km/h 40 km/h

A «— B

\]

30 km

Figura 15.9

Uma lata cilindrica deve ter a capacidade de 507 cm3. O material do

2 enquanto que o material

com o qual os lados sdo feitos custa R$ 20,00 por m2. Encontre o raio

topo e base da caixa custa R$ 25,00 por m

da base e a altura da lata que minimiza o custo da lata.

Encontre as dimensdes do cone de maximo volume que pode ser inscrito

em uma esfera de raio 1.

20
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9. Seja um tridngulo isésceles cujos lados iguais tém uma medida fixada.

Qual angulo entre estes lados resulta em um tridngulo de drea maxima.

Figura 15.10

10. O material para a base de uma caixa retangular com tampa aberta e base
quadrada custa R$ 0,30 por cm?, enquanto que o material para as faces
custa R$ 0,20 por cm?. Encontre as dimensdes para a caixa de maior

volume que pode ser feita com R$ 100,00.

11. Uma pessoa sai de um ponto A na margem de um rio de 1 km de largura.
Ela deve atravessar o rio de canoa e entdo chegar o mais rapido possivel
até um ponto B situado a 2 km de distancia pela margem do rio. Se ela
consegue remar a canoa a 6km/h e correr a 9km/h, a que distancia de B

ele deve terminar a travessia de canoa?

A
.‘\
£ \\\
-~ \\\ Rio
R - B
' 2 km '
Figura 15.11
21
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A

%

>

»
>

12. Em um cinema a tela tem 4 metros de altura e esta posicionada 2 metros
acima da linha horizontal que passa pelos seus olhos. A que distancia
da parede deve se situar uma pessoa para que seu angulo de visdo seja

maximo? Observe a figura a seguir.

Tela

Figura 15.12

22
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16.1 Introducao

Alguns limites do tipo lim,_., % sdo bem determinados a partir dos valores
de lim,_,, f(z) e de lim,_,, g(z).
Por exemplo, com as propriedades de limites que estudamos até o momento,

sabemos que se L, M € R\ {0} e

L
glﬁligf(:r) =L e il_r)r(llg(x) = M, entdo glﬁl_rg% =
Alguns limites de quocientes de funcdes cujos limites sdo iguais a 0 ou £oo
também s3o determinados. Por exemplo, para M € R\ {0}
lim f(z) =0 e limg(x) =M entdo lim J@) =0.

T—a r—a r—a g(x)
E se f(x) é limitada,

lim g(z) = £o0 = limM =0.
T—a T—a g(,’jj)

No entanto, alguns limites de quocientes de fun¢des ndo podem ser determi-
nados apenas com o conhecimento do limites de cada funcdo. Veja o exemplo

a seguir:

EXEMPLO 1 Sejam f(x) = 2?2, g(x) = z* e h(z) = 22? entdo:

lim f(z) = lim g(x) = lim h(z) =0 .

z—0 z—0 z—0

Mas observe os seguintes limites de quocientes destas funcdes:

lim 78 _ 1y &

x—0 g(:(j) z—0 E -
_g(x) zt
il_I)I(l) f(x) 350 12 L
f(x) |
lim = lim — = =
x—0 h(,’]j) z—0 2.’B2 2

S
/]
e
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Dizemos que o limite limx_m% para fungdes f(x) e g(z) tais que

lim, . f(z) = lim,_,, g(x) = 0 &€ uma forma indeterminada do tipo g

f(=)

S € uma forma indeterminada do tipo g nio ha

Portanto, se lim,_,,

como dizer o valor de limxﬁa% somente sabendo-se que lim, ,, f(z) =
lim,_,, g(z) = 0. O limite lim,_,, % pode ser um valor real qualquer ou pode

n3o existir, como mostrou o exemplo anterior.

Ha outras formas indeterminadas além de %:
00
0, 1°, oco—o00, —, 0-00 e o .
00

A Regra de L'Hépital € um método para solucdo de formas indeterminadas
do tipo g e 2. As outras formas indeterminadas podem ser transformadas em
indeterminacdes do % e 2 por meio de transformacdes algébricas simples, como

VEremos nos exem plOS.

I Para Saber Mais - O Marqués de L'Hopital - Clique para ler

16.2 Regra de L'Hoépital

Enunciaremos a seguir a Regra de L'Hopital e faremos alguns exemplos.

Sejam f e g funcdes derivaveis em um intervalo aberto I, exceto possivel-
mente em um ponto a € I. Se lim,,, f(z) =0, lim,_,, g(x) =0, ¢'(x) # 0

paraz € I\ {a} e lim, ,, % existe ou é 00, entdo
!/
lim _f(x) = lim fz)

T—a g(;c) z—a g’(x) ’

*t, a”, 0o e —00, ou seja, 0 mesmo

O mesmo vale se a for substituido por a
vale para limites laterais e limites no infinito. No caso de limites no infinito
o intervalo I deve ser do tipo (b, 00) para x — oo e do tipo (—o0,b) para

T — —00).

DEFINIGAO 2

TEOREMA 3

REGRA DE L’HOPITAL

2N
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EXEMPLO 4

EXEMPLO 5

EXEMPLO 6

>

%

E

R

Antes de demonstrar o teorema, vejamos alguns exemplos iniciais.

A . senw
Usando a Regra de L'Hopital, calcule lim
r—0 a5

Na Unidade 5 calculamos este limite diretamente. Como lim,_,o senxz = 0
e lim,_,ox = 0, ent3o o limite &€ uma forma indeterminada %.

Usando a Regra de L'Hopital:

/
. senx . (senx) . COST
lim —— = lim ————~ = lim

=cos0=1.
x—0 €x x—0 (1‘)/ z—0

Apesar de parecer muito mais simples, este desenvolvimento ndo serve para
demonstrar o limite fundamental, uma vez que para calcular a derivada de
sen x é necessario utilizar este limite.
. 24z —2
Calcule lim ~———.
z—12x° +x — 3
Como lim, 1 2% + 2 — 2 =0 e lim,_,; 2% + 2 — 3 = 0, o limite pedido é

do tipo (9). Aplicando a regra de L'Hépital:

I >+ —2 (Pt -2) . 2x+1 3
im———— =lim———— = lim =—.
21202+ —3  a-l (202 +2-3) -ldr+1 5

Este altimo limite poderia também ter sido calculado diretamente fatorando

numerador e denominador e cancelando o termo comum.

. T — senw
Calcule lim ————.
z—0 :)33
Como lim, ,o(x — senx) = 0 e lim, ,ox> = 0, o limite &€ uma forma

indeterminada do tipo %. Aplicando a Regra de L'Hépital:

!
. x—senz . (zr— senx) . l—cosx
lim —— =lim ——— = lim ——— .
z—0 ;L’?’ z—0 <x3) x—0 3x2

Mas lim, ,o(1 — cosx) = 0 e lim, ,,3z* = 0, logo caimos em outra forma

indeterminada %. Aplicando a Regra de L'Hépital uma segunda vez, resulta

i l—cosz . (1—cosz) . senz 1
e50 322 wod  (3z2) a0 62 6
4
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sen
=1

em que usamos o limite lim
x—0 X

Para provar A Regra de L'Hopital, precisaremos do seguinte resultado, que
estende o Teorema do valor médio.

Sejam f e g fun¢Bes continuas em um intervalo [a, b] e derivaveis em (a, b).
Se ¢'(z) # 0 para todo = € (a,b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que

O Teorema estende o Teorema do valor médio porque se f segue as condicdes
do teorema acima e fizermos g(z) = x, entdo ¢'(x) = 1 e a conclusédo do teo-

rema é exatamente a conclusdo do Teorema do valor médio.

Para demonstrar o teorema, inicialmente observe que se g(b) = g(a), entdo,
pelo teorema de Rolle, deve haver ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0, o que contraria
as hipéteses do teorema. Portanto, g(b) # g(a).

Seja agora h a fungdo definida em [a, b] por

Claramente h é continua em [a,b] e derivavel em (a,b) (pois f e g 0 sdo) e

W(x) = (f(b) ~ f(a) ¢'(x) — (9(b) — 9(a)) f'(). Mas

(a)) g(a) = (9(b) — g(a)) f(a) = f(b)g(a) — f(a)g(b) e
h(b) = (f(b) = f(a)) g(b) — (9(b) — g(a)) f(b) = f(b)g(a) — f(a)g(b)

Logo, h(a) = h(b). Aplicando o teorema de Rolle & fun¢do h concluimos que
existe ¢ € (a,b) tal que h'/(c) = 0. Portanto,

h'(c) = (f(b) = f(a)) g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c) = O

=
&
I
—~~
=
=
~
|
~

Levando em conta que ¢'(c) # 0 por hipdtese e que g(b) — g(a) # 0, resulta

que
f0) = f@) £
g(b) —gla)  g'(c) ’
o que conclui a demonstrag3o.
5

TEOREMA 7

TEOREMA DO VALOR

MEDIO DE CAUCHY

]
DEMONSTRACAO

2N
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EXEMPLO 8

EXEMPLO 9

ExXEMPLO 10

%
>

E

>

Usando o teorema que acabamos de provar, podemos fazer a demonstracéo

da Regra de L'Hépital, que vocé pode encontrar no link a seguir.

I Para Saber Mais - Demonstracdo da Regra de L'Hépital - Clique para ler

Mais alguns exemplos:

sen px
Calcule lim ° , em que p,q € R\ {0}.
x—0 sen qr
Como lim,_,o senpr = 0 e lim,_,o sengx = 0, o limite &€ uma forma

indeterminada do tipo %. Aplicando a Regra de L'Hépital:

. senpr .. (senpr) . pcospr p
lim = lim ——=% = lim =

z=0 sengr  z—0 (senqr) z=0 gcosqr  q

sen (2)

Calcule lim ——%5, em que p,q € R\ {0}.

88 I

Sex — oo entdo 2 — 0 e 2 — 0. Por continuidade da fungdo seno,

z

lim, o sen (2) = 0 e lim, o sen (£) = 0. Portanto, temos uma forma
0
3

indeterminada do tipo ¢. Aplicando a Regra de L'Hopital:

sen ( _ fim cos( ; (—:ﬁ%) i pcos( )

lim

= 11m
T—00 Sen (

) @ geos ()

SRS
[SIERS]

EESIERS]
N—

xz

Observe que poderiamos transformar o limite do exemplo 9 no limite do
exemplo 8 , por meio da substituicdo ¢ = .
O célculo de alguns limites requerem a aplicagdo da Regra de L'Hopital

varias vezes, como no exemplo seguinte.

. 3sinx — sin 2z
Calcule o lim - .
=0 x —sinz
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O limite é uma forma indeterminada do tipo %. Para resolvé-lo aplicamos a

Regra de L'Hopital trés vezes:

. 3sinx —sin2x . 3cosx — 2cos2x
lim - = lim
z—0 r —sinx z—0 1 —cosz
. —3sinz + 4sin2x
= lim .
z—0 sin x
. —3cosz + 8cos2x
= lim
z—0 Ccos T
—3+38 5
1

Algumas vezes uma simples substituicdo pode tornar o calculo de um limite

muito mais simples, como no exemplo a seguir:

_ ) 1
Calcule o limite |l|1m T sen —. EXEMPLO 11
x| —00 X
1 sen% . 1 i 1
Como zsen— = —= e vale que lim sen— =0 e lim — = 0,
xr = |z]—o0 x |z|—o0 T

€T
estamos diante de uma indeterminac3o do tipo %.

Aplicando a Regra de L'Hopital:

. osen < . T Cos7 ) 1 1
lim — = lim —~—=—% = lim cos— =cos lim — =cos(0 =1
|z| =00 P |z|—o00 -2 |z|—o0 X |z|—o0 T

Outra possibilidade seria fazer a substituicdo ¢t = % antes de aplicar a Regra de
L'Hépital, lembrando que se || — oo entdo t — 0.

. .1 . sent
lim zsen— =lim-sent = lim =1.
|z| =00 x t—0 t t—0 t
Indeterminacdes da forma -
. B . B . o f(w)
Se lim,_,, f(z) = oo elim,_,, g(z) = £o0, dizemos que o limite lim ﬂ
z—a g(T

é uma forma indeterminada do tipo 2.
Ha uma versdo da Regra de L'Hopital que vale para indeterminacdes do

tipo 2:

! A 1S
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TEOREMA 12 Sejam f e g funcdes derivaveis em um intervalo aberto I, exceto pos-

sivelmente em um ponto a € I. Se lim, ,, |f(x)| = oo, lim,_,, |g(x)| = oo,
g'(z) #0 paraz € I\ {a} e lim,_,, % existe entdo

lim f(z) = lim f'(z)

2 g(a)  eoegla)

mesmo Vv r imi rais, para limites no infini n m qu
O mesmo vale para os limites laterais, para limites no infinito e no caso e e
: @)

hm:v_mm—j:oo.

A demonstracdo deste teorema sera omitida.

2¢2 4+ 3xr—1
EXEMPLO 13 Calcule lim ————.
acuewl—>r2<>3m2—2a:—|—2

Trata-se de uma forma indeterminada 2. Aplicando a Regra de L'Hépital:

i 202 +3xr —1 I 4r + 3 42
im ———— = lim = lim - = -,
00372 —2r4+2 290 6r—2 12x6

Outras formas indeterminadas

Podemos utilizar a Regra de L'Hépital para resolver outras indeterminacdes
se transformando-as em indeterminagées da forma 8 e
Se lim,_,, f(z) = 0 e lim,,, g(z) = co entdo lim,_,, f(x) - g(x) &€ uma

indeterminacdo da forma 0 - co. Fazendo

lim f(z) - g(z) = lim @ = lim @
T—a T—a — T—a ——
9(z) f(@)

reduzimos aos casos % e 22, o que for mais conveniente para a solucdo do

exercicio.
. : 1
EXEMPLO 14 Calcule o limite lim xtan —.
T—00 €T
= L 8
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Pela continuidade da funcdo tangente, lim,_, . tan% = tanlimx_,oo% =

tan0 = 0. Portanto, lim,_, xtan% é uma forma indeterminada do tipo 0- oc.

Uma solugdo é a seguinte:

. . tan P
lim ztan— = lim T
T—00 € T—00 =
X
1 21
. hm 2 secC P
T—00 —iz
X
1
= lim sec® = =sec’0=1.
T—00 x

Em que transformamos o limite dado em uma forma indeterminada % e apli-
camos a Regra de L'Hépital.

Se lim,_,, f(z) = oo e lim,_,, g(z) = oo entdo lim,_,, f(z) — g(z) é uma
indeterminacdo da forma oo — co. Fazendo

1 1

. B 1 9@ (z)
lim £(2) - g(x) = lim 20 I

f(@)g(x)

reduzimos ao caso .

Calcule o limite lim ( 1 —l>

z—0+ sen x T

Como lim,_,o+ —— = o0 e lim, o+ - = oo, temos uma forma indetermi-

nada do tipo co — oc. Mas

. 1 1 . T —senzx
l1m( ——>:hm—

z—0t+ senx T z—=0t T Senx

que é uma forma indeterminada g. Aplicando a Regra de L'Hopital:

. xr — senx . 1 ——cosx
lim ———— = lim
=0t Tsenax z—0T Senx + x cosx
. senx
= lim
z—0t COSX + COST — T senx
. sen 0
= lim =—-=0.

z—0t 2CO0ST — xsenx 2

Observe que aplicamos a Regra de L'Hépital duas vezes no desenvolvimento

acima.

EXEMPLO 15

2N
in %
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A Regra de L'Hopital também pode ser usada par resolver indeterminacées
do tipo 0%, 0o e 1°°, mas para resolvé-las necessitamos das funcdes exponencial

e logaritmo, que serdo estudadas posteriormente.

" L. 10
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16.3 Exercicios

Calcule o valor dos seguintes limites:

- 22 _3p 49 9. [y Aresenz
el B4z —2 R
. 3x°42x 42 arcsenx — 2
z—oo 13+ —2 z>1 /T — 2
g7 e o

3. lim ——. 1

om0 Azt + 7 — 1 11. lim =37

| a—1 12 —2x + 1

4. lim——"" ,

z=0 672 12. lim (secz —tanz).
5, Ty SRE = o

z—0 3

13, Jiy SO5PE — cosgx

3 o s z? '

=0 sen 2z

tan x . sen (2/x)
; 14. lim —————.
2.

8. lir% w. 15. 1iI{1+(IL‘2 — 1) tanwz/2.

=0 sen2x z—

16. No estudo de Processamento de sinais digitais utiliza-se uma funcgéo

stz Mostre

chamada fung¢do sinc normalizada, definida por sinc(z) =
T
que

lim sinc(x) = 1.
z—0

17. Seja f derivavel em um intervalo aberto I. Mostre que se a derivada de
f é continua em [ entdo
fx+h) = flz—h)

. Y,
" 2h =@

18. Seja f duas vezes derivavel em um intervalo aberto /. Mostre que se f”
é continua em I entdo

. f(x+h)+f(x—h)—2f(x) "
i h? = /@)

i vy D
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DEFINIGAO 16

16.4 Aproximacoes por polinébmios

A Série de Taylor de uma fungdo fornece uma aproximagdo da fungdo por
meio de polindmios.

A expressdo de uma funcdo como soma infinita de mondmios é utilizada por
matematicos desde muito antes da invencdo do Calculo. H& evidéncias de que
o matematico indiano Madhava de Sangramagrama (1350-1425) descobriu a
série que representa senx para resolver problemas de astronomia.

No Séc. XVII, o matematico escocés James Gregory (1638-1675), formulou
a expans3o em série das funcbes senx, cosx, arcsenx e arccosx, publicando
esta descoberta em 1667.

Embora Gregory tivesse obtido algumas séries particulares, foi o matematico
inglés Brook Taylor (1685-1731) o primeiro a apresentar uma férmula geral para
a construcdo de séries de poténcias de funcdes, publicando o método em seu
trabalho Methodus Incrementorum Directa et Inversa de 1715.

Na férmula de Taylor iremos lidar com a n—ésima derivada de f, denotada
f™ . Seja f funcdo definida em um intervalo aberto I. Dizemos que f é n
vezes derivavel no ponto a € I se f € n — 1 vezes derivavel em uma vizinhanca
de a e f1) & derivavel em a.

Denota-se por f(° a prépria funcdo f, ou seja, f é sua derivada de ordem

ZEro.

Polinémios de Taylor

Seja f: I — R definida no intervalo aberto I e n vezes derivavel em a € 1.

O polinémio de Taylor de ordem n de f em a & o polinémio
p(x)=co+ci(z—a)+elr—a)+e(z—a)P+-- +c(z—a)"

tal que as derivadas de ordem k < n de p(z) em z = a coincidem com as

derivadas de mesma ordem de f(z) em z =a

Podemos determinar facilmente os coeficientes do polindmio de Taylor em
funcdo das derivadas de f:

12
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Como
flx)=co+ei(r—a)+cz—a)l+es(v—a)+- +eu(z—a),

substituindo x por a, temos
fla)=cy .

Derivando f, obtemos:
fl(x) =c1 +2c(x — a) + 3cs(z — a)® + deg(z —a)* + -+ + ne, (v —a)"

0 que mostra que

1= f'(a) = f’l(!a) :

Se n > 1, podemos derivar novamente a série para obter
f'(x)=2c,+3-2(x—a)+4-3(x—a)++---+nn—1ec, (v —a)" %,

O que mostra que
(@) =2cg = ¢y = % .
Derivando mais uma vez e substituindo =z = a:
f"(a)
3

Derivando sucessivamente, obtemos o valor dos coeficientes:

ARG

f"(a) =3-2c3 = c3 =

para k <n .

O Teorema de Taylor, que veremos nesta se¢do, mostra que uma fungéo f
n vezes derivavel em = = a, o polinémio de Taylor p(x) & uma boa aproximagdo
de f(x) préximo a a. Mas o isso quer dizer exatamente?

Seja r(z) = f(z) — p(x), a diferenga entre a fun¢do e seu polinédmio de
Taylor em a. Entdo r: I — R é n vezes diferenciavel em a e, como f(z) e

p(z) tém as mesmas derivadas de ordem k para k < n resulta
r(a) =1'"(a) =1"(a) = ---=r™(a) =0 .

A préxima proposicdo mostra que isto equivale a lim,_,, % = 0.

13
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PROPOSICAO 17

TEOREMA 18

TEOREMA DE TAYLOR

S
DEMONSTRACAO

ExXEMPLO 19

a

/)

A
AA
A A
AAAA

Seja r: I — R uma fungdo n vezes derivavel em a € I. Entdo r®)(a) = 0
para 0 < k£ < n se, e somente se

1im —r(a:)
alc—m (x —a)”

=0.

A demonstracdo sera omitida.

A proposicdo mostra que a diferenca de uma funcio n vezes derivavel em a
e seu polinémio de Taylor de ordem n em a ndo sé vai a zero como, por assim
dizer, vai a zero "mais rapido" que (z — a)™.

Finalmente, podemos formular o Teorema de Taylor:

Seja f: I — R uma funcdo n vezes derivavel em a € I. A funcio
r: I — R definida por

" (n)
1) = F@) + @ -+ L@ o+ + T ey o)
satisfaz lim,_,, % =0.

Reciprocamente, se p(z) &€ um polinémio de grau < n tal que r(z) =

r(x

f(z) — p(x) satisfaz lim, ., =

= 0 entdo p(z) € o polinémio de Taylor de

_a)n —

ordem n de f em a.

Como vimos, a fungdo r(x) definida pela diferenga de f(x) e o polinédmio

de Taylor p(x) satisfaz r*)(a) = 0 para 0 < k < n. Logo, pela proposicdo 17,

rz) _
) = 0.

Reciprocamente, se r(z) = f(x) —p(z) é tal que lim,_,,

lim, 4
=

pela proposi¢do 17, as derivadas de ordem k, 0 < k < n de r(x) se anulam em

= 0, entdo,

x = a. Portanto, p¥(z) = f®)(z) em 2 = a para 0 < k < n, ou seja, p(z) &

o polinémio de Taylor de ordem n de f em a.

Encontre os polinémios de Taylor da fungdo f(x) = ]
— X

14
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As derivadas de f(x) sdo:

/

fllo)=(1-2)7") =-11-2)*(-1) = (1-2)"".
fllo)=(1-2)%) = =21 —2)*(-1) =2(1 —2)*.
(@)= (20 -2)%) = -2-31—2)"*(-1)=2-31—2)"*.

3 1
E facil ver que a k—ésima derivada de f(z) = [, Paraz #1é
—x

k!
(1 _ $)k+1 :

fP () =

Resulta que o k—ésimo coeficiente do polinémio de Taylor em z =0 é

O =
N

O k—eésimo polindmio de Taylor em x = 0 & o polinémio
pr)=14+z+2?+2° 4+ + 2.

Oserve que p(z) é a soma dos k + 1 primeiros termos da progressdo geo-
métrica (PG) de termo inicial 1 e razdo z. Se 0 < z < 1, entdo a soma dos
termos da PG infinita é

1
1—a

l+oz+22+2°+-- =

Estimativa da funcao resto

A fungdo r(x) = f(z) — p(z), que é a diferenca entre a funcdo f(x) e seu
polinémio de Taylor de ordem n em um ponto x = a, é comumente chamada
de resto da série de Taylor. O Teorema 18 fornece uma informacdo sobre o
limite de r(x) quando * — a, mas n3o permite estimar o valor de r(z) para
uma dada funcdo f, ordem n e ponto z = a.

Sob hipéteses um pouco mais fortes do que as do Teorema de Taylor, pode-

mos usar o Teorema do valor médio para obter uma informacio sobre o valor

de r(z).

15 vy D
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TEOREMA 20 Seja f: I — R fung¢do n + 1 vezes derivavel em a € I. Dado b € I,
ForMmuLA DE TAYLOR . . . .
supondo que f seja n + 1 vezes derivavel no intervalo aberto e continua no

COM RESTO DE LLAGRANGE . - .
intervalo fechado entre a e b, ent3o existe ¢ entre a e b tal que

1) = @ + @b -0+ LD —ap o LW g
f(n+1)(c) n+1
+—(n+1)! (b—a)"™ .

O termo

(nt1) (.

é chamada forma de Lagrange para o resto de Taylor. Ha outras formas para
o resto, como a forma de Cauchy e a forma integral do resto, que n3o serdo
discutidas aqui.

A prova do Teorema 20 se encontra no link a seguir.

15" Para Saber Mais - Prova da Férmula de Taylor com resto de Lagrange

- Clique para ler

Série de Taylor

DEFINIGAO 21 Seja f: I — R uma funcdo infinitas vezes derivavel em [ e sejaa € I. A
série infinita

W)+ @) —a)+ @y

2
f"™(a)

n!

flx) = f

—~

I
NE

(x —a)" (16.1)

i
o

é chamada série de Taylor da funcdo f no ponto a.

Se a funcdo f é derivavel infinitas vezes, podemos sempre obter a série de
Taylor 16.1, mas a série nem sempre converge em alguma vizinhanca de a. Pode
mesmo acontecer que convirja em uma vizinhanca de x = a, mas no convirja
para f(x). O estudo da convergéncia da Série de Taylor esta além dos objetivos
deste livro e ndo sera feito aqui.

16
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A série de Taylor para x = 0 também é chamada série de Maclaurin.
1

No exemplo 19, vimos que a série de Maclaurin de f(z) = —

para f(z) para 0 < z < 1.

converge

Obtenha a série de Maclaurin da fungdo f(z) = senz.

Obtendo as derivadas de senz e avaliando em z = 0, obtemos:

f(z) = senzx f(0)=0

f'(z) = cosx f(0)=1
f"(x) = —senx f(0)=0
f"(x) = —cosx f"(0)=-1
fW(z) = senz f@0)=0

Derivando sucessivamente, vemos que os valores da derivada se repetem em
ciclos de periodo 4, de tal forma que f(™(0) = 0 para n & par e f(0) alterna
os valores 1 e —1 para n impar. Portanto, a série de Maclaurin da funcdo

f(z) = senz é

an ) (4)0

2! 3! 4l

1,3 .’175 l‘7 > x2n+1
SR T R Yoy &

A figura a seguir mostra como os polindmios de Taylor se aproximam cada vez

mais da curva y = senx préximo a origem. No grafico temos f(z) = senz

(em preto), p3(x) = = — %3 (em azul), ps(z) = = — % + % (em 7amarel;a),

3 5 7 3 5
pr(x) = x— % + {55 — =655 (em vermelho) e py(2) = = — % + 55 — 5615 + 369880
(em laranja).

A o
Po(x)

EXEMPLO 22

f(z) = senzx

17
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16.5 Exercicios

1. Mostre que se uma funcdo f: I — R é derivavel em um ponto . = a e
p1(z) é seu polindmio de Taylor de ordem 1 em a entdo y = py(z) € a
reta tangente ao grafico de f(z) em z = a.

2. Encontre a série de Taylor da fungdo f(z) = cosz em z = 0.
3. Encontre a série de Taylor da fungdo f(z) =2 em z = 1.

4. Mostre que a série de Taylor da funcdo f(z) = (1 + x)?, p € R, & dada
por

plp—1)...(p—n+1) ,

p(p_l) 2 €T +...

L =ejos 4f —— 1 JF o= =F
2! n!

Mostre que se p € N, esta férmula resulta na expansio do binémio de
Newton para (1 + z)?.

5. Mostre que a série de Taylor da fungdo f(x) = arctanx em z = 0 é dada

por

ZL'S 1’5 iU7 1,271—1

T Ty (—)
tog g ottt

6. Use o polinémio de Taylor de ordem 5 da fungdo f(z) = senz em x =0
para estimar o valor de sen0.3. Usando a forma de Lagrange do resto de

Taylor, estime o erro maximo da aproximacio obtida.

18
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16.6 Textos complementares

O Marqués de L'Hépital

A Regra de L'Hépital recebeu este nome em homenagem ao Matematico
francés Guillaume Frangois Antoine |'Hopital (1661-1704), o Marqués de
I'Hopital.

O Marqués é de familia nobre e, apés abandonar uma carreira militar por
problemas de visdo, dedicou-se & Matematica, tendo sido autor de trabalhos
interessantes em Calculo e a publicacdo de algumas obras importantes.

A Regra de L'Hoépital n3o foi descoberta por ele, mas apareceu pela primeira
vez em sua obra Analyse des Infiniment Petits pour I'Intelligence des Lignes
Courbes (Calculo infinitesimal para o entendimento das linhas curvas), publi-
cada em 1696, que teve grande importancia histérica por ter sido a primeira
apresentacdo sistematica do Calculo Diferencial.

L'Hépital deu crédito ao matematico Johann Bernoulli pelos resultados
matematicos no livro e, ndo desejando ele mesmo receber crédito pelas des-
cobertas, publicou a primeira edicdo anonimamente.

A figura abaixo mostra a capa da segunda edicdo do livro, de 1716.
Uma versdo integral do livro em arquivo PDF e texto estd disponivel em

http://archive.org/details/infinimentpetits17161lhosO0uoft

ANALYSE

DES
INFINIMENT PETITS,
FOoTR
TANTTLLIGENCE DB LIGNES COURRLS
Sgr 34 de Aoz Dz V'AagaaTan

SECGHDE COITION,

A PARIS,

Caez FRafgens MosraranT alenoée de
Cray des Acgattns di cind Ju Mo § Michel.

‘MPpCoxVL
AFES AOFEORAION 13 PRIFTLIGE DU EOF.
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Para Saber Mais

Demonstracdo da Regra de L'Hopital
Inicialmente, faremos a demonstracdo para limites laterais a direita z — a™.
A demonstracdo para limites laterais a esquerda é anéloga e, tendo demonstrado

os dois limites laterais, fica demonstrado o caso z — a.

Suponha entdo que lim, ,,+ f(z) = 0elim, ,,+ g(z) = 0 e que lim
T—a™T g/(il})

exista. Provaremos que

lim fa) lim (@)

T—a™T g(fl}) B T—a™t g,(l') i

Considere as funcdes F' e G definida em I por

F(z) = { g(sa;);:xf ¢ e G(z) = { g(:e) ;e:x:é ¢

Seja x € I, com z > a. Como f e g sdo derivaveis em I \ {a}, entdo F e
G sdo derivaveis no intervalo (a, z| e, portanto, continuas em (a,x]. Mas F e
GG também s3o continuas em a, pois

lim F(z) = lim f(z)=0=F(a) e lim G(z)= lim g(z) =0= G(a).

z—at z—a™t T—at z—at

Assim, F' e G sdo continuas em [a, x], derivaveis em (a, z) e vale que G'(z) # 0
em (a,b) (pois o mesmo vale para g, por hipétese). Portanto, atendem as
condi¢des do valor médio de Cauchy e existe um ¢, € (a, z) tal que

o
—
&

|

Fla) _ F/c.)
Gla) ~ Cle)

Q
—
&

|

Mas F(a) = G(a) = 0, F'(cz) = f'(cz) e G'(¢cz) = ¢'(cz) para ¢, € (a,x).
Portanto,

f@) _ fles) -

Fazendo agora o limite quando = — a™ na equagdo 16.2, como ¢, € (a, ),

temos que ¢; — a®, o que resulta em

1@ _ iy L) iy Lle) oy, (@)

lim =

T—at g(.’E) _m—>a+ g/(Cx) ce—ra™T g/(Cx) z—at g/(.’E) ’

20
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o que conclui a prova para o limite lateral a direita x — a™. A prova para o
limite lateral & esquerda é analoga e podemos assim considerar provado o caso
dos limites z — a™, z — a~ e x — a.

Provaremos agora a Regra de L'Hépital para limites no infinito x — 4o0.
Faremos para o caso © — oo. A prova do caso © — —oo é analoga.

Sejam f e g fungdes derivaveis em intervalo (b, 00) tais que lim, o, f(z) =
0, lim%(_,o)o g(x) =0 e ¢'(x) # 0 para todo = € (b,00) e suponha que exista
lim G

ZT—00 g’(x)

. Provaremos que

lim @ = lim f(z) :
a=00 g(z)  a=e0 ¢'(2)

Fazendo t = 1 paraz > b, temos 0 < ¢ < z parab <z <oocet — 0F
se x — 00. A ideia da demonstrac3o é usar a mudanca de variavel ¢t = % para
reduzir ao caso ja provado da Regra de L'Hépital.

Sejam as fungdes F,G: (0, 1) — R definidas por

F(t):f(%) e Gt) = g(%)

lim F(t) = lim f(z) =0 e lim G(t) = lim g(z) = 0.

t—0t T—00 t—0t T—00

Entdo

Pela regra da cadeia, f e G sdo derivaveis em (0, 1) e

F’(t):—% G) : G’(t):—t%g’ (%) |

Aplicando a parte que ja provamos da Regra de L'Hépital, temos que
F@) . F()

S0 G0 T AR Ea)
Portanto,
- fe) L f(3) F@) . F'(Y)
wh—glom - tl—1>%l+ g(d) tl—>0+ G(t) im0+ G'(t)
1 pr (1 7 (1 /
2 1 I A € I 1)

=0t =g (3) 0t g (3) = g(e)

o que completa a demonstracdo do teorema.

21
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Para Saber Mais Prova da Férmula de Taylor com resto de Lagrange

S
DEMONSTRACAO Suponha que b > a (o0 caso b < a é analogo). Seja a fun¢do ¢: [a,b] — R
definida por
p (n) T
o(@) = ) ~ f(z) ~ F@)o—2) — -~ Dy
M

—m(b — )"t (16.3)
em que M € R é escolhida de forma que g(a) = 0.

Temos que g(z) é continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Além disso,
g(a) = 0 (pela escolha de M) e, substituindo z = b na férmula 16.3, vemos
que g(b) = 0. Portanto, podemos aplicar o Teorema de Rolle e concluir que
existe um ¢ € (a, b) tal que ¢'(c¢) = 0.

Mas a derivada de g(z) é

/@) =10 - ('@ -2) - 1) - (20— 22 - F@e- )

(n+1) (o ) (g
e <f—()(b — )" — (J; _(1))! (b— x)”_1> =+ %(b =)

_ M — f(n—l—l)(x)

o (b—ax)"

Como ¢'(c) = 0 entdo M = f"*V(c). Substituindo = por a na férmula 16.3
e lembrando que g(a) = 0, resulta em:

f) = fla)+ f'(a)b—a)+ -+ —=

que é a férmula que queriamos demonstrar.

A
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Enquanto a Algebra e a Geometria estiveram separadas, seus progressos foram
lentos e suas aplicacdes limitadas. No entanto, quando estas duas ciéncias
foram unidas, deram uma a outra renovada vitalidade e seguiram rapidamente
rumo a perfeicdo.

Lagrange

17.1 Introducao

Ao longo das unidades que restam lidaremos com duas questdes que, apa-
rentemente, ndo estdo nem um pouco relacionadas.

Questdao A: Sob que condicdes podemos afirmar que uma dada funcdo
f: 1 — R, definida em um intervalo aberto I da reta, é a funcdo derivada de
alguma funcdo F: I — R?

Ou seja, existe F': I — R tal que

F'(x) = f(x), Ve e I?

Questdo B: Como estender a nocdo classica de area de figuras planas
triangularizaveis para figuras mais gerais? Quais figuras n3o triangularizaveis

poderdo ser incluidas no processo?

Na primeira questdo buscamos uma funcdo enquanto que na segunda espe-
ramos obter ndmeros nas respostas.

A continuidade, como veremos, & condicdo suficiente para respondermos
positivamente a ambas as questdes. Veremos também que ha uma forte conexao
entre elas, um resultado deveras importante, como seu nome indica: o Teorema
Fundamental do Calculo, que sera objeto de estudo da préxima unidade.

Exemplos classicos de figuras n3o triangularizaveis as quais atribuimos area
sdo circulos e, mais geralmente, setores de curvas conicas, como a parabola.
Arquimedes deu a primeira prova rigorosa de que a area do circulo é igual a
area do triangulo cuja base é igual a sua circunferéncia e cuja altura é igual a

seu raio. Além disso, mostrou que

310< <31
71 -7 7
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Ele também calculou areas de setores parabélicos. Seus argumentos envol-
vem aproximacdes da regido em questdo por regides triangularizaveis, o método
de exaustdo e suas demonstracdes usam a reducdo ao absurdo.

E importante notar que Arquimedes n3o dispunha de notacio adequada nem
de um sistema de numeracdo posicional como o que usamos.

Uma abordagem mais geral, como a que faremos, tornou-se viavel devido
a introduc3o da nocdo de coordenadas, resultado dos trabalhos de Descartes e
Fermat.

Para ilustrar a teoria de integral definida que apresentaremos, vamos come-

car com um exemplo.

Vamos calcular a area da regido compreendida pelo eixo Oz, pela reta EXEMPLO 1
definida pela equacdo x = 1 e pelo trecho da parabola determinada pela equacio

y =12

Aqui estd a estratégia: vamos subdividir o intervalo [0, 1] em subinterva-
los, para nossa conveniéncia, todos de comprimentos iguais, e considerar os
retdngulos com bases nesses intervalos. Cada um desses retangulos tera altura
igual a0 maximo valor da funcdo restrita ao subintervalo base. Veja a figura
para o caso desta subdivisdo ser de cinco subintervalos, com os correspondentes
retangulos.

3 A 1S
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A unido desses retangulos é uma regido a qual podemos atribuir area: a
soma das areas dos retdngulos. Agora, tomando divisdes com mais e mais
subintervalos, obteremos uma sequéncia de nimeros reais. Se essa sequéncia
convergir, teremos um excelente candidato a area da regido original. Note que
isso & muito razoavel, uma vez que a cada nova subdivisdo do intervalo [0, 1],

a diferenca entre a regido original e a unido de retdngulos é menor.
A

v

Vamos aos nimeros. A divisdo do intervalo [0, 1] serd em n subintervalos,

delimitados pelos pontos

1 2 7 n—1
0<—<—< =< KL
n

< L
n

1—1

1 - A )
Assim, o subintervalo [ , —} sera a base do i-ésimo retangulo. A area

1 . .
deste retangulo é A(i) = — X ( ) , 0 produto do comprimento do intervalo
n

Sl
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pela sua altura, o valor da funcdo f(z) = x? calculada no extremo superior do

) 1
intervalo, o ponto —.
n

Portanto, a area da unido dos n retangulos é

n

Sty = A6 = 3 % _ %Z 2 = ”(”“621(3”“).

i=1

Tomando o limite, temos lim S(n) = 3 um excelente candidato a area
da regido original.

Vamos agora ao caso geral.

17.2 Integral definida de f :[a, b — R

Particées do intervalo [a, b

Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado da reta. Chamamos uma particdo
P de [a, b] um conjunto finito de pontos {xg,z1,...,2,_1,2,}, ordenado da
seguinte forma:

Aa=29g< T <+ < Tpey < Ty, = b.

Note que uma tal particdo divide o intervalo [a, b] em n subintervalos
[z;_1, x;]. Cada um destes subintervalos tem comprimento Az; = x; —x;_; e a

soma destes comprimentos é igual a b — a, o comprimento do intervalo original:
n
Z Ax;=(r1—mo)+ (g —21) + -+ (T —xp1) =T — 2o = b —a.
i=1

Veja um exemplo grafico para n = 5.

[ ; ] -
l T T T T J -

a=x9g T1 To I3 Ty b= x5

[a, b] = [zo, z1] U [x1, 22] U [xe, 23] U [z3, 4] U |24, T5].

Note que as particdes usadas no exemplo introdutério eram homogéneas.
Isto é, todos os subintervalos de mesmo tamanho, um-enésimo do comprimento
do intervalo original.

Chamamos norma da particdo P o comprimento do seu subintervalo mais
longo:

| Pl = max{Ax;; i=1,2,....,n}.

> A 1S
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17.3 Somas de Riemann

Seja f : [a, b] — R uma funcdo definida no intervalo fechado e limitado
[a, b] e seja P uma partigdo de [a, b]. Paracadai =1,2,...,n, escolhemos um
ponto ¢; € [z;_1, x;]. Definimos a Soma de Riemann de f, relativa a particdo
P e a escolha dos pontos ¢; por

S(f,P) = Z fe) Az .

Observe que na notacdo S(f,P) indicamos a dependéncia deste nimero em
relacdo a particdo P, mas ele também depende da escolha dos pontos c;.

No exemplo introdutério, S(n) corresponde & Soma de Riemann da fun-
¢do f(x) = a*, definida no intervalo [0, 1], com a particdgo homogénea de n

. i
subintervalos e as escolhas ¢; = — :
n

S(n) = z":(%)"% _ n(n—i—é)n(fn—i-l).

=1

Note que, se f é uma funcdo positiva, S(f,P) é a area da regido formada
pela unido dos retangulos de base [z;_1, ;| e de altura f(¢;), como mostra a

figura a seguir.

Y

X X X X X X
0 o T, T2, 3., T4 oy U5
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No entanto, em geral, as Somas de Riemann de uma funcdo qualquer, que
assume valores positivos e negativos, corresponde a uma soma de nameros
positivos ou negativos, dependendo dos valores f(c;). Assim, os retangulos que
se encontrarem abaixo do eixo Oz, contribuirdo com parcelas negativas. Veja

a figura a seguir.

ca  C3
c1 A e cs

Y

Neste exemplo grafico, a Soma de Riemann é
5
S(f,P) = Z fle) Ay = Ay — Ay — Az + Ay + As,
=1

onde A; representa a area do retangulo de base [x;_1, x;] e altura |f(c;)|.

b
17.4 A integral definida /f(x)dx

Gostariamos de dizer que a integral definida da funcdo f : [a, b)) — R é o
limite das suas Somas de Riemann quando as normas das particdes tendem a

ZEero:

/f(x)d:c = lim S(f,P).

IP]—0
Para fazer isso, nos deparamos com uma dificuldade técnica. Tal limite é de
natureza diferente dos limites com os quais temos lidado até agora: o limite de

! A 1S
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sequéncia e o limite de func3o, o qual foi definido em termos do anterior. No

caso do limite de uma sequéncia, queremos analisar o comportamento de um
conjunto enumeravel (e ordenado) de pontos. Quando lidamos com as particdes,
mais as escolhas dos pontos ¢;'s, temos um conjunto enorme de nimeros, sobre
o qual queremos tomar o limite. Mesmo se nos restringissemos as particdes
homogéneas, ainda teriamos que lidar com as escolhas dos ¢;'s. No exemplo

introdutdrio escolhemos os extremos superiores dos subintervalos: ¢; = z;. A
Ti+Ti1
" | T
os pontos médios dos subintervalos. Em cada um dos casos teriamos outra

escolha poderia ser outra, como x;_;, os extremos inferiores, ou

sequéncia, porém o mesmo limite!
Para superar essas dificuldades e continuar no escopo de um livro de Cal-
culo, lidaremos apenas com funcdes continuas. Para isso, estabeleceremos,

inicialmente, as afirmac&es a seguir.

(a) Lidaremos, por conveniéncia, apenas com func¢des continuas positivas. Isto
é, assumiremos por agora que f : [a, b] — R & continua e f(z) > 0, para
todo x € [a, b].

(b) Se f : [a, b — R for continua e positiva, dada uma particdo P de [a, 0],
o conjunto das Somas de Riemann de f, relativas a P, variando sobre
as escolhas dos pontos ¢;'s, sera limitado por duas Somas de Riemann

especiais, uma minima e outra maxima.

(c) Se f : [a, b] — R for continua e positiva e Q for a particdo de [a, b]
obtida da particido P pela adicido de um ponto extra, entdo a Soma de
Riemann minima de Q serd maior ou igual 8 Soma de Riemann minima de
P e a Soma de Riemann maxima de Q serd menor ou igual 3 Soma de

Riemann maxima de P.

(d) Se f : [a, ] — R for continua e positiva e || P ||— 0, entdo a Soma de
Riemann minima de P convergira para a Soma de Riemann méxima de P.

Este namero sera chamado a integral definida de f em [a, b] e denotado

/a )y de

Vamos iniciar com a afirmacdo (b). Dada uma particdo P de [a, b], como
f :[a, b] — R é uma func¢do continua, sua restricdo f; : [x;—1, ;] — R
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a cada um dos subintervalos da particdo também é continua. O Teorema dos

Valores Extremos garante a existéncia de pontos ¢; e d; em [z;_1, z;] tais que

Portanto, se denotarmos por S_(f,P) a Soma de Riemann correspondente
a escolha dos ¢;'s minimos e por S, (f,P) a Soma de Riemann correspondente

a escolha dos d;'s maximos, temos
S_(f,P) < S<f77)> < S—l—(f,P),

onde S(f,P) é uma Soma de Riemann associada a uma escolha genérica de ¢;'s.
Observe a figura a seguir, na qual os retdngulos maximos, com lado superior
em preto, somam area maior do que a area correspondente aos retangulos de
lados superiores vermelhos, que por sua vez somam area maior do que a area
correspondente aos retangulos minimos, cujos lados superiores sdo azuis.

A

Y

C1 Cy C3 C4 Cy

Vamos agora lidar com a afirmacdo (c). Mostraremos que, se Q é obtida
de P pela adicdo de um ponto, entdo

S+(f’ Q) S S+(f7 P)
Suponhamos que Q foi obtida de P pela adicdo do ponto ¢:

A=Tg< T <Xy < <y <t<zx;<---<uz,=0>b

0 A 1S
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Entdo, S;(f, Q) é obtida de S, (f, P) substituindo a parcela f(d;) Ax; por
duas parcelas, digamos f(n;) (t — z;—1) e f(n2) (z; — t), nas quais f(n) é o
valor maximo de f em [z;_q, t] e f(12) & o valor maximo de f em [t, z;]. Mas
f(d;) é o valor maximo de f em [x; 1, x;] = [x;_1, t| U [t, z;]. Portanto,

fm) < f(di), f(n2) < f(dy),
fn)(t —zia) + f(ne) (i — ) < f(di)(t — 2ia) + fdi) (2 — t) = f(di) Az

e podemos concluir que Sy (f, Q) < S, (f,P).
A situacdo S_(f,P) < S_(f, Q) é analoga.

Queremos agora considerar a afirmacdo (c), onde lidaremos com um pro-
cesso de convergéncia. Dada uma particdo P de [a, b], construimos uma nova
particdo P; acrescentando a P todos os pontos médios de seus subintervalos.
Esta nova particdo & tal que || Py ||= 5 || P ||. Além disso, usando o item (c)

iteradas vezes, temos
S,(f,,])) S S*(fa Pl) S SJr(faPl) S S+(f>P)

Repetindo o processo, obtemos uma nova particio P, de P; e assim su-
cessivamente. Dessa forma, obtemos uma sequéncia de particdes P, tais que
| P ll= 35 || P || além de duas sequéncias de nimeros, uma crescente:
(S_(f,Py,)), uma decrescente: (S4(f,Py)).

Como essas duas sequéncias de nimeros sdo limitadas, inferiormente por
m (b— a) e superiormente por M (b—a), onde m e M sdo, respectivamente, o
minimo e o maximo valores de f em [a, b], ambas convergem. Chamamos seus
limites de I_ e I, respectivamente.

Vamos apresentar um argumento que garante que [ = [,. Observe a
diferenca entre as somas S, (f,P,) € S_(f,Py):

n

Se(fiPa) = S_(f,Pa) = Y (f(di) = flex) A,

i=1
onde f(d;) e f(e;) sdo, respectivamente, os valores maximo e minimo de f no
intervalo [z;_1, z;]. Sejam M, = max{f(d;) — f(e;),i = 1,...,n} e m, =
min{ f(d;) — f(e;),i = 1,...,n}. Entdo,

mﬂ(b - CL) < S+(f> Pn) - S*(fa Pn) < Mn(b_ a)'

10

S
/]
.
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Tomando o limite com n — 400, o comprimento dos intervalos [x; 1, x;]
converge para zero e a continuidade de f implica que as diferencas f(d;)— f(e;)

tendem a zero. Portanto, lim m, = lim M, = 0. Assim, a diferenca
n—4o0o n—-4o00

S+ (f,Pn) — S_(f,Pn) converge parazeroe I, =1_= 1.

Resta um ponto a ser esclarecido. Como garantir que, partindo de possiveis
diferentes particdes, digamos P e Q, chegaremos, por esse processo, a0 mesmo
limite /7 Uma maneira de garantir isso seria usar a particdo obtida da unido
delas, P U Q e mostrar que esse limite é igual ao limite obtido a partir de P e

ao limite obtido a partir de Q.

Para a funcdo f : [a, b)) — R continua e positiva, definimos DEFINICAO 2
b
/ flz)dx =1.

Observe que podemos usar qualquer familia de particdes para chegar a este
limite.

Seja f : [a, b] — R a fung¢do constante f(z) = k, para todo z € [a, b]. EXEMPLO 3
. . . . A INTEGRAL DA FUNGAO
Ent3o, se P é uma particdo de [a, b] e ¢; é uma escolha qualquer de pontos

CONSTANTE

¢; € [xi_1, x;], a Soma de Riemann de f associada é

S(f,P) = zn:f(ci)Axi = zn:k:Axi — krzn:Aasi = k(b—a).
i=1 i=1 i=1

Portanto,

n

b
/ kdx = lim fle)Az; = lim k(b—a) = k(b—a).

IPll—0 = IPli=0

Precisamos agora lidar com o item (a), para podermos estender a defini-
cdo para funcdes continuas quaisquer. Para isso, estabelecemos a proposicio a

seguir:

Dada uma fungdo f : [a, b] — R continua, existem duas fun¢des f, : PROPOSIGAO 4
[a, b)) — R e f_ : [a, ) — R, ambas continuas, tais que f(z) = fi(z) +
f-(x), fy(z) > 0e f_(x) <0, para todo z € [a, b].

11 v L
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DEMONSTRACAO Basta escrever f.(z) = f(x), se f(z) > 0e fi(x) =0, se f(x) <0,
assim como f_(x) = f(z), se f(x) <0e f_(z) =0, se f(x) > 0. Fica como
exercicio para o leitor a demonstracio de que essas duas funcdes sdo continuas.

Veja na figura um exemplo de f com suas respectivas f, e f_.

\/

w

No caso de f : [a,b] — R ser uma fungdo tal que f(z) < 0, para todos

os elementos x € [a, b], tomamos g = —f e definimos

/abf(a:) de == — /abg(:v) dx.

No caso geral, definimos
b b b
/ f@) do = / Folz)dr + / f () da.
Completamos essa secdo com algumas extensdes da definicdo de integral.

DEFINIGAO 5 Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua. E conveniente convencionar as

seguintes afirmacdes:

%

A 12

AAAA

a
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1. Seja ¢ um ponto de [a, b]. Entéo/ f(z)dz = 0.

2. /baf(x)dx = — /abf(a:)dx.

No caso do item (1) podemos interpretar que {c} é a anica parti¢do do
intervalo [c, c| e, portanto, Az; = 0. No caso do item (2), tomamos —Az; no
lugar de Ax; no calculo das Somas de Riemann, uma vez que a integracdo esta
sendo feita no sentido inverso, de b para a.

13 vy D
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17.5 Exercicios

1

. Calcule / x dz, a area do tridngulo retangulo de base [0, 1] determinado

0
pelo eixo Ox e pelas retas y = x e x = 1 usando particdes homogéneas.

. Calcule a area da regido compreendida pelo eixo Oz, pela reta definida

pela equacdo x = 1 e pelo trecho da parabola determinada pela equa-

2

cdo y = x=, como no exemplo introdutério, usando os pontos extremos

inferiores dos subintervalos.

. Mostre que, dada f : [a, b] — R, as correspondentes fun¢des f, e f_,

definidas por f,(z) = f(x), se f(z) > 0e fi(x) =0, se f(z) <O,
assim como f_(z) = f(x), se f(z) <0e f_(z) =0, se f(x) > 0, sdo

obtidas diretamente das férmulas

1

f+(w)=%(f($>+|f($)l) e f-(z)=5(f(2) = [f(@)]).

Conclua que, se f for continua, entdo f, e f_ sdo continuas.

. Use particdes homogéneas para mostra que o processo ilustrado no exem-

plo introdutério, aplicado a fungdo f : [a, b] — R, definida por f(z) =
b — a?

5 + b — a, do respectivo

2+ 1, naqual a > 0, resulta na drea A =

trapézio.

. Sejam f,g : [—a, a] — R, fungBes tais que f(z) = f(—x) e g(z) =

—g(—x), para todo = € [—a, a], f uma fun¢&o par e g uma func¢do impar.
Mostre que

/Zf(a:)dx = g/oaf(x)dx e /Zg(m)dm — 0

. Mostre que, se f : [a, b — R é uma fun¢do continua, positiva e m e

M sdo, respectivamente, seus valores minimo e maximo em |[a, b|, entdo

m(b—a)ﬁ/ flz)dx < M (b— a).

14
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7. Mostre que, se f, g : [a, b)) — R sdo func¢des continuas tais que f(z) >
g(z) >0, para todo z € [a, b], entdo

/abf(x) dz > /abg(:l:) dz.

8. Mostre que, se f : [a, b] — R & uma funcdo continua, positiva e existe
¢ € [a, b] tal que f(c) > 0, entdo

/abf(a;)dx>0.

L5 vy D
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PROPOSICAO 6

PRrROPRIEDADE 1

O
DEMONSTRACAO

%
>

E

R

>

17.6 Propriedades das integrais definidas

Iniciamos com algumas propriedades que completam a definicdo e enfatizam

a interpretacdo geométrica da integral definida.

Seja f : I — R uma funcgdo continua definida em intervalo |. Se a, b e

/abf(a:)d:v = /acf(a:)dx—i-/cbf(x)da:.

c € I, entdo

Consideremos inicialmente a possibilidade a < ¢ < b. Neste caso, [a, ] U
[c, b] = [a, b] C I e as restricdes de f a cada intervalo mencionado é uma
funcdo continua. A propriedade segue do fato de que, se P é uma particdo de
[a, c] e Q & uma particdo de [c, b], entdo P U Q sera uma particdo de [a, b]. O
resultado entdo seguird da propriedade do limite sobre as particdes. Veja uma

representacdo grafica desta situacio.

\J

Nos casos de ¢ coincidir com a ou com b ou se uma das situacdes, ¢ < a < b
(& C

ou a < b < c ocorrer, basta lembrar que / f(x)dr =0 e que / fz)dx =
C a

- /Caf(:c) dx.

16
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Sejam f,g : [a, ] — R funcdes continuas, k& € R e uma constante. PROPOSIGAO 7

~ PROPRIEDADE 2
Entdo

()/ab(f+g = [ rwyaes [ gwya
@ [ @ =k [ e

Estas duas propriedades decorrem imediatamente das respectivas proprieda-
des do limite das Somas de Riemann.

L7 vy D
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s L

17.7 Interpretaciao geomeétrica da integral

Resumimos os fatos que relacionam a integral definida e areas de regides.
(a) Se f : [a, b] — R é uma funcdo continua tal que f(xz) > 0, para

todo x € [a, b], entdo o limite / f(z)dx é a area da regido determinada pelo

grafico de f, pelo eixo Ox e pelas retas verticais t = a e x = b.
b

(b) Em geral, se f : [a, b — R & uma funcdo continua, entdo f(z)dx
é a soma das areas orientadas das regides determinadas pelo eixo Oz e pelo
grafico de f, entre as retas verticais x = a e x = b. Isto é, as regides que ficam
abaixo do eixo Ox contribuem com os valores negativos de suas areas enquanto
que as regides que ficam acima do eixo contribuem com os valores positivos de

suas areas. Veja um

R3
p, /i
a W Re

Ry

S

\J

/bf(x) dr = A(Ry) — A(R2) + A(R3) — A(Ry) + A(Rs5) — A(Rg).

18
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17.8 Exercicios

b
1. Calcule / x dx usando particdes homogéneas.
a

2. Calcule / (z° + x + sen 1) dz.

—a

3. Seja A C R um conjunto tal que, se x € A, entdo —xr € A. Dada
uma fun¢do f : A — R, definimos duas fun¢Ges f,, fi : A — R por

(@) = 3(f(@) + f(-=) e fi(z) = (f(z) — f(—=)), para todo

x € A. Mostre que se A é um intervalo e f & continua, entdo f, e f; sdo

/:;f(x)dm = 2/_2]‘};(:13)dx.

continuas e

= vy D
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DEFINICAO 1

EXEMPLO 2

R

%

>
»

A grande rio, grande ponte!

18.1 Introducao

A unidade anterior apresentou a teoria das Somas de Riemann, que permite

estabelecer, para uma fun¢do continua f : [a, b] — R, o limite

n

b
/a flz)dx = }}EO;JC(Q)A%,
a integral definida de f no intervalo [a, b].

Se f é uma funcdo positiva, este namero é usado para definir a area da
regido limitada pelo eixo Ox, pelo grafico da funcdo f e pelas retas verticais
r=aex=0>0.

Observou-se também varias propriedades deste limite. Em particular, se M

é o valor maximo e m o valor minimo de f em [a, b], entdo

m(b— a) S/ flz)dx < M(b—a).

Este limite tem um importante papel tedrico, mas mesmo nos casos mais
simples, € no minimo trabalhoso calcula-lo. O objetivo desta unidade é apre-
sentar o Teorema Fundamental do Calculo que, no seu aspecto mais pratico,
nos fornecera uma maneira simples de fazer isso. Além disso, ele respondera
a uma das questdes colocadas na introducdo da unidade anterior, a saber, sob

quais condicdes uma dada funcdo é uma funcio derivada.

Seja f : I € R — R uma funcdo definida em um intervalo aberto 1.
Dizemos que F : I C R — R & uma primitiva de f se, para todo z € I,

As funcdes F(z) = sen?(x) e G(x) = — cos® x s30 ambas primitivas da

funcdo f(x) =2 cosx sen x, como pode ser diretamente verificado.
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18.2 O Teorema do Valor Intermediario para

Integrais

Iniciaremos com um teorema que é uma aplicacdo do Teorema do Valor
Intermediario, para funcdes continuas, e serd Gtil nas argumentacdes ao longo

da unidade.

Se f:[a, b — R é uma fun¢&o continua, entdo existe ¢ € [a, b] tal que

b
0= 5= [ @

Veja, na figura, a interpretacdo do resultado, em um caso no qual a funcdo

f € positiva.
A
() ] ST
£e) |-
fla)
a ¢ b -
b
O teorema afirma que f(z)dx (a area sob o grafico de f) é igual a

f(c) (b—a) (a area do reténgcillo de base [a, b] e altura f(c)). Isto &, a area que
falta ao retangulo de base base [a, ] é igual a area que excede ao retangulo de
base [c, b].

O Teorema de Weierstrass para Valores Extremos afirma a existéncia de

ndmeros x1, s € [a, b, tais que para todo z € [a, 0],

f(x1) < f(x) < f(x2).

TEOREMA 3

I
DEMONSTRACAO

2N
in %
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Integrando de a até b, temos

b b b
/ flxy)de < / f(x)dx < / f(x2) dz.
b
Como f(z1) e f(xq) sdo constantes e / K dx = K (b— a), obtemos

f(w1) (b—a) < / f(@)da < f(z2) (b— a).

Dividindo por b — a > 0, obtemos a desigualdade

b
fla) < [ S < fla).

O Teorema do Valor Intermediario garante a existéncia de ¢ € [a, 0] tal que

fle) = yoa [ fads

18.3 Primeira Parte do Teorema Fundamen-

tal do Calculo

Aqui formularemos a parte pratica do Teorema Fundamental do Calculo que

terd muitas aplicacdes nos calculos das integrais definidas.

TEOREMA 4 Seja f : I — R é uma fun¢do continua definida no intervalo aberto I e
seja F': I — R uma primitiva de f. Entdo, se [a, b] C I,

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Estabelecemos a notacdo

S
/]
e

~
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3
E imediato verificar que F(z) = % é uma primitiva de f(z) = z?. Entdo,

o teorema permite calcular

3
3 3
/xzdx: L
0 3

Note que o calculo independe da escolha da primitiva. Se tomarmos, por

exemplo, G(z) = — 4+ 15, uma outra primitiva da funcdo f, o resultado sera
o mesmo, pois ao fazermos G(3) — G(0), a constante 15, somada a ambas as

parcelas, serd cancelada.

Sabemos que o calculo do limite

[P(l—0

b n
/ flx)dz = lim > f(c;) Az

independe da escolha dos ¢; € [z;_1, z;]. Vamos ent3o fazer uma escolha muito
especial.

Seja P aparticioa =29 <11 < X9 < -+ < Tp_1 <x, =0>b. Afuncio F é
diferenciavel e, portanto, continua. Podemos entdo aplicar o Teorema do Valor
Médio para F' restrita a cada subintervalo [z;_1, ;] e escolher ¢; € [z;_1, 4]
tal que

Fle) = F(z;) = Fleia) _ Fai) = Fzia)
Ti— Tiq Az,
Ou seja, F(z;) — F(z-1) = F'(¢;) Axy.

Para essa escolha de ¢;'s, temos

Z fle) Az = Z F'(c;) Ay = [F(x;) — F(aio1)] = F(b) - F(a).

i—1

Fazendo essa escolha especial para cada particio P, temos

[Pl—0

b n
/ f(x)de = leilgoz f(e) Az; = lim [F(b) — F(a)] = F(b) — F(a).

EXEMPLO 5

I
DEMONSTRACAO

2N
in %
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EXEMPLO 6

%
>

R

>

Vamos calcular a area da regido delimitada pelo grafico da funcdo f(x) =

sen x e pelo eixo Oz, ao longo de um periodo completo, digamos z € [0, 27].

A funcdo F(z) = —cosx & uma primitiva de f(z) = senx. Observe que,

2
se fizermos / sen x dx, pelo Teorema Fundamental do Célculo, obtemos
0

2

2m
/ senzdr = —cosx| = —cos(2m)+ cos(0) = 0.
0
0

Esse niimero certamente n3do é a area esperada, pois essa integral representa
a soma orientada das areas das duas regides que, devido a simetria, sdo iguais.

Para calcular a area esperada devemos fazer

s 2m
A= / senx dx —/ senx dx = [— cos(m)+cos 0] —[— cos(27)+cos(m)| = 4.
0 s
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18.4 Exercicios

1. Verifique, nos casos a seguir, se a funcdo F' é uma primitiva de f:

(a) F(x)=senz —x cosx e f(xr)=x sen z;

(b) F(z)=—(z+2)vV1I—-z e f(x):ﬁ—x_l,;
(c) F(x) =x —arctanz e f(z)= 1f_$2;

(d) F(z) = (2> —2) sen x + 2z cosz e f(x)=2* cosx.

2. Use primitivas das funcdes para calcular as seguintes integrais:

(a) /_ 21 22 dz:

3. Calcule a area da regido compreendida pelo eixo Oz, pela reta definida

por z = 1 e pelo grafico da fun¢do f(z) =

1422

7 vy D
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18.5 Segunda Parte do Teorema Fundamen-

tal do Calculo

Vamos agora considerar a questdo da existéncia de primitivas. Ou seja, sob
quais condicdes uma funcdo f : I — R, definida em um intervalo aberto I da

reta, admite funcdes primitivas?

TEOREMA 7 Se f : I — R & uma funcdo continua, definida no intervalo aberto I,
entdo existe F': [ — R, uma primitiva de f.

Isto é, existe uma funcdo derivavel F': I — R tal que, se x € I,

A demonstracdo deste teorema consiste na construcdo de uma funcdo F
que satisfaz a condicdo F'(z) = f(z), para todo x € I.

O N :
DEMONSTRACAO Comecamos com a definicdo de F: escolha a € I e defina, paracadat € I,

Flt) = / ") d.

Como f é continua, F'(t) esta bem definido como o limite das Somas de
Riemann, a integral definida de f no intervalo de extremos a e t. Em particular,
F(a)=0.

Veja na figura a seguir um exemplo no qual ¢ > a e f é uma fungdo positiva.

S
/]
e
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Vamos calcular a derivada de ' em um ponto t € I. Para isso, estudaremos

o quociente de Newton

F(t+h})L—F(t> _ %[/ o) dn — /af(x)dxl'

Para facilitar, suponhamos h > 0, uma vez que argumentac3o analoga pode

ser feita para o caso h < 0. Observe que, devido a propriedade de integral
definida, podemos escrever

/at+hf(x)dx = /atf(x)dx+/tt+hf(:v)dx.

Assim, o quociente de Newton pode ser escrito como

Fit+h)—F() 1 [
= E/t f(z)dz.

h

Sejam s; e sy respectivamente os pontos de minimo e de maximo de f no
intervalo [t, t + h]. Ent3o,

t+h
f(s1)h < / f(z)dx < f(sq) h.
Como h > 0, temos
1 t+h
o<y [ f@)de< o)

Ora, se h — 0, entdo s; — t e s — t. A continuidade de f e o Teorema

do Confronto garantem que

1 t+h
tim = [ 1) do = )
Isso &, F'(t) = f(t).
Seja f : R — R a funcdo definida por EXEMPLO 8

@) = /0 T sen () dt.

0 vy D
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R
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E
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Vamos calcular f’(z). Como g(x) = sen (%) &€ uma funcdo continua, o
Teorema Fundamental do Calculo garante a existéncia de primitivas. Poderi-
amos tomar uma dessas primitivas, calcular uma expressdo para f e usar as
regras de derivagdo para determinar f’(z). No entanto, essa é precisamente
a dificuldade. Em muitos casos, como nesse particular exemplo, sabemos da
existéncia da primitiva, mas ndo conhecemos uma formulacdo explicita. De
qualquer forma, para calcular essa derivada bastara a garantia da existéncia.
Seja G : R — R uma primitiva de g(x) = sen (z?). Entdo

2z+1
@) = /O sen (£2) dt = G(2z + 1) — G(0).

Derivando a expressdo f(z) = G(2x+1)—G(0) obtemos f'(z) = 2G'(2z+
1), devido a Regra da Cadeia. Assim, usando G'(x) = g(z), temos

f'(x) = 2 sen ((2z + 1)?).

10
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18.6 Exercicios

1. Calcule a derivada das funcées a seguir:

2

(a) F(x) :/0m cos® t dt;
(b) G(x):/_l o

L2 0+ sent

2x
2. Seja f(z) =1 +/ cost?dt. Calcule a equacdo da reta tangente ao

0
grafico de f~! no ponto de abscissa 0.

= vy D
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DEFINIGAO 9

R

%

>
»

18.7 O Teorema Fundamental do Calculo e a

Funcao Logaritmo

Como vimos no exemplo anterior, em muitos casos sabemos da existéncia
de primitivas, mas ndo conhecemos uma férmula explicita para as mesmas. Em
alguns casos notérios, abreviamos a férmula dada pelo Teorema Fundamental
do Calculo usando alguma nomenclatura adequada e lidamos com a funcdo
primitiva através das informacdes que obtemos de suas caracteristicas. A funcio

logaritmo natural € um desses casos muito especiais, como veremos a seguir.

Seja In : (0, +00) — R a primitiva da fung¢do f : (0, +o0) — R,

: 1
definida por f(z) = —, tal que In1 = 0.
i

Em outras palavras,

Inx = / 1alt
1t
¢ 1
/
(h’lfL‘) —;

Interpretacao Geomeétrica de Inzx

Como a fungdo f(z) = 1 & estritamente positiva no intervalo (0, +o0), Inz

é positiva, se x > 1 e Inx é negativa, se 0 < x < 1. Veja as figuras.

1 :
Sex>1 Inz = / ;dt é igual a area da regido hachurada na figura da
1

x
1 . . .
esquerda. Se 0 <x <1, Inxz = / n dt & igual ao negativo da area da regido
1

hachurada na figura da direita.

12
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Propriedades da Funcao Logaritmo

O que essencialmente caracteriza a func3o logaritmo é a propriedade a se-
guir:

Propriedade 1: Se a e b sdo nameros reais positivos, entdo

Inab=1Ina+ Inb.

O fato crucial para a sua demonstracio é o lema a seguir:
Se a e b sdo nameros positivos, entdo LEMA 10
ab 1 b 1
—dzr = —dz.
a x 1 x

Veja a representacdo geométrica dessa afirmacdo, nas figuras a seguir, no
casoem que a > 1eb> 1.

O lema afirma que as areas dessas duas regides sdo iguais. Essencialmente,
a expans3o provocada na base, pela multiplicacdo de [1, b] por a, é compensada
por uma compressdo na altura da figura, devido a forma da curva y = 1. Veja

a demonstracgo:

ngh o ng

- . T I
Usaremos particdes adequadas para calcular os limites / - dr e /1 - dx DEMONSTRACAO

- ~ . . a
e verificaremos que sao Iguails.

Realmente, dada uma particdo P de [1,5], digamos 1 = 2y < 21 < --- <

x, = b, e feitas as escolhas de ¢; € [r;_1, 2], © = 1,2,...n, tomamos a

13 vy D
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particio aP de [a,ab], dada por a = yg = arg < y1 = axry < -+ < Y, =

ax, = ab, com as escolhas de d; = ac; € [y;—1, yi], i = 1,2,...n. Assim,

n

b
1
—dx = lim E c;) Ax;
/1 z [IPl|—0 /)

i=1
e
ab 1 n
[ o= > e 2
1 1 1
Mas f(d;) = — = — = — f(&) e Ay; = yi — yi1 = ax; —az;y = alAw;.
dl’ ac; a
Portanto,

n n

"1
lim d;) Ay; = lim — f(¢;) aAz; = lim c) Ax;.
) By = i S5 sie) )

[laP||—0 4 |aP||—0 [[aP||—0 4
=1 =1

Como || aP ||— 0 se, e somente se, | P ||— 0, temos

ab a
1 1
/ —dr = / —dx.
a T 1 X

O
DEMONSTRACAO [Demonstracdo da Propriedade:] Vamos mostrar que Inab = Ina + Inb.

Realmente,

abl al abl al bl
lnab:/ —dt = / —dt+/ —dt:/ —dt+/ —dt = Ina-+1Inb.
1 13 1 14 a t 1 t 1 14

COROLARIO 11 Se a e b sdo nimeros positivos, entdo
a
lnz = Ina — Inb.

14
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Aplicando a Propriedade 1 na equacdo In { b, obtemos:

a a
lna = lngb = lng + Inb.

Veremos como a derivada é uma ferramenta poderosa.

Propriedade 2: Sejam a > 0 e r € Q. Ent3o,

Ina” = r lna.

Consideremos as fun¢des f, g : (0, +00) — R, definidas por f(z) = Ina"
e g(x) = rInz. Usando as regras de derivacdo, especialmente a Regra da

Cadeia, temos

1 1

fla) = —ra™ = r-

x’ T
¢ 1
/ _ -
glx) = r-

Logo, para todo = € (0, +00), f'(x) = ¢'(z). Isto &, existe C' € R tal que
f(z) = g(x) + C. Como f(1) = g(1) = 0, concluimos que as duas fun¢des

coincidem.

O Grafico de f(z) =Inz

Veremos agora que temos elementos suficientes para esbocar o grafico da
funcdo f(z) =1Inz.

E evidente da definicdo que, se @ > b > 0, entdo Ina > Inb. No entanto,
esta informacdo pode ser deduzida da derivada, assim como a concavidade

voltada para baixo do grafico, resultado da analise da segunda derivada:

Fla)=1>0 ¢ fa)= -5 <0,

para todo z € (0, +00).
Veremos agora o comportamento da funcdo nos extremos de seu dominio.

15
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LEMA 12
Iim Inz = +o0 e lim Inz = —o0.
T—>+00 r—0+
r .
DEMONSTRACAO O fato que nos dara essas informacdes,
1
- <In2<1,
2
é geometricamente evidente:
A
1F---2
[ P
: Il _
1 2
.. 1 1
Analiticamente, observe que,se 1 < x < 2, entdo - < — < 1. Portanto.
x
1 21 21 2
—:/ —d:zc</ —dx</ dr = 1.
2 12 1z 1
r .
DEMONSTRACAO Demonstracdo do lema: Vamos mostrar que lim, ., Inx = +o00. Dado

N > 0, escolha ng > 22V. Entdo, se x > ny,

1
Inz>1n2?Y =2N In2 > 2N5 = N.

Fica como exercicio para o leitor mostrar a outra afirmacdo do lema.

Podemos entdo esbocar o grafico de f : (0, +00) — R, definida por

X
flz)=lnzx= / n dt, funcdo invertivel, pois é crescente.
1

S
%
>

E
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Observe que o crescimento da funcio logaritmo é diferente do crescimento
mesmo das funcdes polinomiais, quando = — +oo. Isto é, apesar da figura,
para qualquer nimero a >> 0, a reta y = a interseta o grafico da func3o.

L7 vy D
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18.8 Exercicios

1. Calcule a derivada das funcdes a seguir:

(a) f(z) =z Inz;

(b) g(z) = 2% Inz;

(c) h(z) =z Inz?

(d) k(x) = In(cosx)

(e) I(z) = In(In(x?)x

() m(z) =2 - =~

. Verifique que a curva normal & curva definida por zy = In(1 + 2% + y),

na origem, é uma reta vertical.

: . 1 :
. Calcule a area da regido delimitada pela curva y = —, pelo eixo Oz, reta
x

y=zxex=4.

- : . 1 .
. Verifique que as areas das regides delimitadas pela curva y = —, eixo Oz,
7

sobre os intervalos [1, 1] e [1, 2], sdo iguais.

18
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18.9 A Funcao Exponencial

Vamos agora considerar a funcdo inversa de f(z) = Inz, definida por Exp :
R — R, tal que Exp(z) = y se, e somente se, Iny = z. Em particular,
Exp(0) =1, pois In1 = 0.

Propriedades da Exponencial

A principal propriedade da funcdo logaritmo se traduz na seguinte proprie-
dade da exponencial:

Propriedade: Sejam a e b nameros reais. Ent3o,

Exp(a + b) = Exp(a) - Exp(b).

Sejam A e B naimeros positivos tais que In A = a e In B = b. Ento, DEMONSTRACAO

Exp(a +b) = Exp(In A+ In B) = Exp(In AB) = AB = Exp(a) - Exp(b)

pois, A = Exp(a) e B = Exp(b).

Analogamente, o leitor pode provar as afirmacées a seguir:

Exp(a)
Exp(b)

(a) Se a e b sdo nimeros reais positivos, entdo Exp(a — b) =

(b) Ser € Qe a € R, entdo Exp(ra) = (Exp(a))".

A Derivada da Exponencial

Como a funcdo exponencial é a funcdo inversa do logaritmo, podemos usar

o Teorema da Funcdo Inversa para calcular a sua derivada.

1 1
= = = Exp(x).
In’(Exp()) Ex;(x)

Exp'(z)

Ou seja, a derivada da exponencial é a propria exponencial. Além disso,
para todo = € R, Exp(x) > 0. Portanto, a funcdo exponencial é estritamente

19 vy D
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crescente e seu grafico é sempre concavo para cima. Devido aos dois limites

fundamentais do logaritmo,

Iim Inz = 400 e lim Inz = —o0,
T—+00 xz—0t

vale o seguinte lema, cuja demonstracdo fica a cargo do leitor.

LEMA 13
lim Exp(z) = 400 e lim Exp(z) = 0.

T—+00 T—r—00

Temos ent3o todos os elementos para esbocar o grafico da funcdo exponen-

cial:

O Niamero ¢ e Expoentes Irracionais

Vocé deve ter notado que temos usado a notacdo Exp(x) para o que nor-
malmente é denotado e*. Na verdade, o niimero e é o Gnico namero real tal

que
Ine = 1.

. . : 1
Isto &, e &€ o Gnico namero tal que a area da regido sob o grafico de y = — e

.. , . ., i x
entre as retas verticais x = 1 e z = e é 1. Na figura, a area da regido hachurada
é igual a 1.

20
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Até o momento, s6 dispomos de definicdo para poténcias racionais de ni-
meros positivos. As propriedades de logaritmo e exponencial, a saber, se a > 0
er € Q, entdo

Ina" =rlna e  Exp(ra)= (Exp(a))’,
permitem escrever
a" = Exp(r Ina).

Ou seja, dispomos de uma férmula que nos permite estender a nocdo de

poténcias racionais para poténcias de irracionais.

Sejam a > 0 um namero real e © € R\ Q um namero irracional. Entdo, DEFINIGAO 14
definimos
a® := Exp(z Ina).

EXEMPLO 15
™3 = Exp(V/3 In7).

Fica como exercicio para o leitor mostrar que as propriedades de expoen-
tes, validas para os nameros racionais, também sdo verdadeiras no caso dos

irracionais. Por exemplo,

"t = Exp((z +y) Ina) =
Exp(z Ina +ylna) =
Exp(xz Ina) - Exp(y Ina) = a® - a”.

21 vy D
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Com essa definicdo podemos escrever
Exp(z) = Exp(z Ine) = €”,
uma vez que Ine = 1. Assim, podemos resumir: para todo = € R,

T

y=e — xr=lIny.

s L 22
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18.10 Exercicios

1. Calcule a derivada das funcées a seguir:

(@) f(z) =wze”;
(b) g(z) =e* cosx
(C) h(.’l]) — 6cos2ac + esenQ:c’
(d) k(z) =cose”™ + 1+ e®.
2. Defina cosh(z) = % e senh(z) = %. Mostre que

cosh?(x) — senh () = 1. Calcule (cosh(x))’, (cosh(x))”, (senh (x)) e
(senh (z))”. Esboce os graficos de ambas as func¢des.

3. Use a definicdo a” := Exp(x Ina) para derivar as fun¢des f(z) = 3*

g(z) = (V2)>.

e

4. Sejam a > 0 e b > 0 tal que b # 1, nameros reais. Defina o logaritmo

de a na base b usando a equacio

Ina
log, a = —.

Inbd

Verifique a equacdo de mudanca de base, para ¢ > 0 tal que ¢ # 1, dada

por
log, a

log. b

log, a =

Calcule as derivadas até ordem 2 das func¢des f(z) = logs x e g(z) =
logy x e esboce os seus graficos.

% vy D
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Para resolver essa integral, olhe fixamente para ela até que uma solucdo lhe
ocorra.

d’aprés George Pélya

19.1 Introducao

O Teorema Fundamental do Calculo garante a existéncia de primitivas de

funcdes continuas e permite calcular integrais definidas pela férmula

/ f@)de = F(b) — Fla).

Para isso precisamos dispor de uma lei de definicdio de F' em termos de
funcdes elementares, tais como polinomiais e trigonométricas. Isso nem sempre
é possivel. Vide o caso de f(x) = —, para x > 0, que tem a funcdo logaritmo
como primitiva. v

As técnicas de integracdo, algumas das quais conheceremos nessa unidade,
servem para isso: expressar primitivas de funcdes dadas em termos de funcées
elementares, entre as quais agora colocamos logaritmo e exponencial.

Essa parte do contetido de Calculo é usualmente conhecida como integra-
¢do e relne algumas grandes ideias. Dominar essas técnicas e usa-las com
criatividade é parte importante da formacdo matematica.

Vamos iniciar com um exemplo.

EXEMPLO 1 A Regra da Cadeia é usada para derivar a funcdo F' : R — R, definida
In(1 + 2?)
por F'(x) =z arctanx — —
Veja:
1 1 1
F'(z) = arctanz + z- T2 3 1ia -2z
= arctanx —+ 15 22 7 —fo = arctan .

Portanto, F'(x) é uma primitiva da funcdo f(x) = arctanx e, podemos
calcular, por exemplo,

In2
5

1
/ arctanzdr = F(1)— F(0) =
0

N

S
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e
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Queremos agora seguir o percurso inverso: antiderivar f(z) = arctanz. Isto
In(1 + 2?)

5 . A terminologia

é, a partir de f, chegar a F(z) = x arctanx —
integrar f(x) = arctan(x) também é usada.
Antes de apresentar a primeira técnica, é preciso estabelecer alguma nota-

cao.

19.2 O simbolo/f(x)d:c

Dada uma funcdo f : I — R, definida no intervalo aberto I, usaremos a

notacao
/f(x)dm = F(x)+C

para representar a familia de primitivas de f, uma vez que duas primitivas nesta
mesma familia diferem por uma constante.

Realmente, se F} e F, sdo primitivas de f, entdo (F} — F3)'(x) = 0, para
todo x € I, e toda funcdo definida num intervalo, com derivada identicamente

nula, é constante.

Chamamos /f(:v) dx a integral indefinida de f.

Observe bem, /f(:z:) dx representa uma familia de funcdes, enquanto que

b
/ f(z)dx & um namero.
a

Veja algumas integrais definidas conhecidas: EXEMPLO 2

xn+1
/x dr = n—|—1+C’ se n# —1
/cos:cdx = senz+C
/sen zdr = — cosx+C
1
/—d:c = Inz+C
T
/e””dx = &£+ C

Usando essas férmulas, podemos calcular integrais de combinacdes linea-
res dessas funcdes. Veja um exemplo. Para calcular as primitivas de f(x) =
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% + 3 — cos x, fazemos

/(x2—|—3—cosx)dx = /xde + 3/dx — /cosxd:c
e
3

4+ 32z —senx + C.

Precisamos estabelecer ainda mais uma notacdo. Isso sera feito na secio a

seguir.

19.3 Diferencial de uma funcio

Na Unidade 11 foi introduzida a nocdo de aproximacio linear de uma funcio

derivavel f, dada pela equacdo
Af = flxo+ Az) — f(xg) = f'(x)Aw.

O simbolo Af (ou Ay) representa a variacdo real de f correspondente ao
acréscimo Ax em zy. O simbolo =~ quer dizer que esse acréscimo real é tdo
proximo do acréscimo linear f'(z¢)Az quanto menor for f'(z)Az.

Para distinguir o acréscimo real Af do acréscimo linear, passaremos a
denotar este altimo por df. Além disso, como no caso da funcdo identidade,
denotada por I(x) = x, os acréscimos real e linear sdo iguais, colocaremos
Ax = dx. Assim, temos o acréscimo real Af e o acréscimo linear df, dados

pelas equacdes a seguir:

Af = Ay= f(zo+dx)— f(z0);
df = dy= f'(zo)dz.

Este acréscimo linear também é chamado de diferencial de f em .

DEFINICAO 1 Se f : I — R, definida no intervalo aberto I, & derivavel, definimos a

diferencial de f como

df =dy = f'(x)dw.

S
/]
e

~
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I

Dada f(x) = Inx, definida em I = (0, +00), sua diferencial é dada por EXEMPLO 3

1
df = —dx.
T

Calculando esta diferencial em zy = 1, obtemos df = dx. Assim, a aproxi-

macdo linear de In 1.1, por exemplo, é
f(zo)+df =0+0,1=0,1.

Usando uma calculadora cientifica temos In 1.1 = 0,09531017980.

Diferencial e Integracao

A nocdo de diferencial é adequada para a o processo de integracdo. Isso &,
dada uma diferencial dy = f(x)dx, queremos encontra as func¢des primitivas
y = F(z) que realizam essa equagdo como a diferencial:

dy = F'(z) dx.

Ela sera particularmente Gtil para expressar o resultado que resume a primeira

técnica de integracdo, que veremos a seguir.

19.4 Integracao e Regra da Cadeia - Método

de Substituicao

O processo de integracdo é o reverso da derivacdo. E claro que o co-
nhecimento dos processos de derivacdo sera muito Gtil. Comecaremos com
o método que corresponde, na derivacdo, & Regra da Cadeia. Esta técnica é

conhecida como método por substituicdo. Antes de qualquer coisa, um exemplo.

I
Vamos calcular EXEMPLO 4

/cc cosz?dr .

> A 1S
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Isto &, queremos encontrar a familia de primitivas da funcdo f(z) = x cos z2.

Lembramos que

/cosxdx = senz + C.

Isso sugere considerarmos a funcdo G(z) = sen x?, cuja derivada resulta
G'(z) = 2x cos z?, devido & Regra da Cadeia. O resultado n3o é exatamente o
integrando f(x) = z cosz?. De qualquer forma, a diferenca pode ser corrigida

usando a multiplicacio pelo escalar adequado:

Flz) = G(Zx) _ ser;x.

Isso resulta na solucio:
sen x?
/m coszidr = 5 +C.

Veja o mesmo exemplo sob a perspectiva da diferencial. Para integrar

/.7: cos 22 dx, fazemos u = x2, que resulta na diferencial a seguir:

du = 2z dx.

Usando a propriedade da linearidade das integrais, correspondente a3 mesma
propriedade inerente & derivacdo, temos:

1 1 1
/ac cosz?dr = 5 /Zx cosz?dr = 3 /(cost) 2vdr = 3 /cosudu.

Usando a férmula /cosudu = sen u + C, obtemos:

1 2
/a:costda: = §/cosudu: Se;u—i—c _ e + C.

Isto &, fizemos a substituicdo v = x2, que acarreta a correspondente subs-

tituicdo du = 2x dzx.
Podemos apresentar essa ideia na forma do teorema a seguir.

TEOREMA 2 Sejam u = g(z) uma fungdo diferenciavel definida num intervalo aberto
JCRe f:ICR— R uma fungdo continua tais que Im(g) C Dom(f).
Ent3o,

/ F(o(@)) (@) de = / fw)du = Fu)+C = Fg(x))+C,

onde F': I C R — R & uma primitiva de f.

S
/]
.
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Basta calcular a derivada de H(x) = F(g(z)). Realmente,

H'(z) = F'(g9(z)) ¢ (z) = f(g(2)) ¢'(z).
Isto mostra que H(x) = F(g(z)) é uma primitiva de f(g(z)) ¢'(z).
Vamos calcular
/:L'3 Vat+4ddx .
. 1 2 3
Neste caso, vamos usar a férmula | z2 dx = §x2 + C.
Realmente, se fizermos u = z* + 4, o termo que esta sob o radical, temos
a diferencial du = 423 dz. Ora, uma rapida inspecdo indica que, a menos da
constante, esta é a diferencial que estd multiplicando o radical. Assim, com um
pequenos ajuste podemos integrar, usando a substituicdo de z* 4+ 4 por w:
1 1
/x3\/x4—|-4 de = 2 /\/x4—|-4 Aa3dr = 1 /\/ﬂdu
12 3 1 3
= ~-uz + C = —(z*+4)2 + C.
43 6 ( )
Ha situacBes nas quais a substituicdo ndo é t3o evidente. E preciso exercitar
para perceber as possibilidades. Veja mais dois exemplos.
r35
Para calcular tan x dr, vamos inicialmente calcular uma primitiva de
0 . . - - .
f(z) = tanz e, depois, calcular a integral definida usando os limites de inte-
gracao.
L sen x .
Vamos usar a definicdo de tangente, tanz = e a férmula
cos T
1
—du = Inlu| + C,
u
que é valida para intervalos onde todos os valores de x sdo positivos, ou para
intervalos onde todos os valores de = sdo negativos.
. sen x
Assim, para calcular /tanxdm = / dx, fazemos u = cos x e obte-
cos T
mos du = — sen x dx. Assim,
1
/tanxdx:— /—du = —Inju/[+C = — In|cosz|+ C = In|secz|+ C.
u

I

DEMONSTRACAO

[N
EXEMPLO 5

[N
EXEMPLO 6

2N
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De posse da primitiva, fazemos

T 3
3
/ tanzdr = In|secz|| =In2.
0 0
—— f ) :
EXEMPLO 7 Para o caso de | xvx + 1dx, & preciso observar que, se fizermos u =

x + 1, obtemos du = dxr e x = u — 1. Assim, a integral pode ser resolvida:

/x\/ﬂc——i-ldx = /(u—1)uédu = /(ui’—u%)du

2 2
2 2
= @+ )i-S@+1)it C
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19.5 Exercicios

1. Calcule as integrais indefinidas a seguir:

a) /x(m2 +1)*dz;  d) /$2\/mdx g) /mdaa

z+1 2+1Inz sen t
b dr; dx; —
)/(x2+2x—|—4)2 xe)/ x v h)/l—i—costdt
sen ¢
———dt; f s tdt; i 2 — )2 dt.
C)/1+cost ; )/sen t costdt; i) /t( )= dt

2. Usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos a férmula

= —2.

1 .. .
Sendo a fungdo f(r) = —; positiva, ha uma aparente contradicdo. Como

vocé explica este fendmeno?

3. Seja g uma funcdo diferenciavel tal que ¢'(x) é uma func¢do continua e seja
f uma fun¢&o continua. Suponha que [a, b] esteja contido no dominio de

g e que ¢([a, b]) esteja contido no dominio de f. Mostre que

b 9(b)
[ 1o d @i = [ )

jus

3
Use esta formula para calcular / tanx dz.
0

4. Calcule as integrais definidas a seguir:
2 In3
a) / V4 — 22 dx; c) / e (1 + e*)? dz;
0

0
/3 e
b) / cot 0 df; d) Mdac.
™ 1

/6 x
5. Use as férmulas a seguir para calcular as integrais dadas.

1 1
° /—dx = —arctanE + C,
a? + x2 a a

¢ A 1S
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/ L 4 L yo jal<

o [ ———dx = arcsen — .zl <@

'/CLQ—.T2 a

1

= —arcsec ‘fl + C, |z| > a.
a

1
° - dzx
/ v 12 — a? a

22 ; 2,
a)/4+x6 X, C)/O ﬁdﬁc,
b _ dx; d) /0 ! dx
)/\/627”—1 v X242 4+2
" L. =
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19.6 Integracao por partes

A principal dificuldade que enfrentamos ao aplicar as técnicas de integracdo
é encontrar, para cada situacdo, a técnica mais indicada. A experiéncia levara
ao reconhecimento de certos indicios que facilitam a escolha. A pratica fara o
resto. Veja os dois casos no exemplo a seguir.

Compare as duas integrais:
Ilz/xcosx2dx e bz/xcosxdx.

Em I;, a substituicdo u = 2 traz du = 2x dx e resolve o problema. Ja em
15, ndo ha uma substituicdo tdo evidente. Isto é, precisamos de outra estratégia
para atacar a questdo. Uma segunda observacdo nos leva a perceber que a

funcdo f(x) = x cosx & uma parcela da derivada da fun¢do G(z) = x sen x:
(rsenz)) = senx + x cosz.

Como a primeira parcela é facil de ser integrada, podemos fazer:

/(1‘ sen x) dr = /sen rdr + /x cos z dz.

Note que essa é uma igualdade de familias de primitivas. Isto é, faremos

ajustes das constantes C’s sempre que for conveniente. Assim, integrando

/(x senz) dr e / sen x dx, obtemos

rsenx +C = —cosx + /m cosx dr.
Finalmente, podemos escrever

/x cosxdr = xsenzx + cosx + C.

11

[N
EXEMPLO 8

2N
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INTEGRAGCAO POR PARTES

A férmula da integracao por partes

A ideia é usar a férmula da derivada do produto de duas funcées. Usando

a nocdo de diferenciais, ela se expressa compactamente como:

d(uwv) = vdu+ udv.

Integrando essa equacdo, obtemos uv = /vdu + /udv, que na forma a

seguir é conhecida como a férmula da integrac3o por partes:

/udv = u — /vdu.

Essa férmula permite escrever as primitivas de u dv em termos de uv e das
primitivas de v du. Para aplicar a técnica, devemos identificar no integrando
um fator que serd u e um fator que serd dv. E claro que o uso da férmula

pressupde uma escolha de dv que seja integravel! Vamos a um exemplo.

n

Vamos integrar | xe®dx. Para isso, usaremos a escolha u =z e dv =

e® dx. Essa escolha é duplamente conveniente, pois dv = e¢® dx é claramente

xT

integravel, bastando fazer v = e*. Além disso, a escolha v = z levard a

du = dx, tornando o novo integrando mais simples:

/xe”dx = ze® — /exdx =

ze® +e* + C.

Ha situacdes nas quais a técnica precisa ser usada vezes seguidas, como o

préximo exemplo ilustra.

yy

Para integrar [ 2 cosx dx, iniciaremos com a escolha u = 22 e dv =

cosx dx. Isso gera du = 2z dx e v = senx. Aplicando a férmula

/udv:uv—/vdu

/1‘2 cosxdr = x°senx — /295 sen x dzx.

temos

12
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O problema ainda nio acabou, mas tornou-se mais facil. Basta aplicar a
féormula novamente, fazendo as novas escolhas a seguir: u = 2z e dv =

sen xdx. Isso gera du = 2dxr e v = — cosz, que resulta em

/x2 cosrdr = z’senz — /295 sen z dx

= 2%senz — <—21‘ cosx —+ 2/cosxd:v>

= 2’senzx — (—Qx cosr + ZSenx)

= 22senz + 2xcosx — 2senx + C.

A integracdo por partes é especialmente Gtil para integrar aquelas funcdes

que sabemos apenas derivar. Veja o préoximo exemplo.

: : : . 1
Vamos integrar [ arctanx dz, cuja derivada é (arctanx) =

Para

2
aplicar a férmula /udv = uv — /vd:v fazemos wu = arctanz e temos o

simples dv = dx, que leva a v = x. Assim, temos

x
arctanz dr = x arctanz — dx.
14+ 22

A nova integral pode ser resolvida pela substituicio v = 1 + 22, com
du = 2xdx. Assim, temos

T
/arctanxdx = g arctanz — / dx
1+ 22

1 1
= g arctanz — —/ 2x dx
2] 1422

1
= rarctanx — §1n(1+x2) + C
= gz arctanx — InVv1+4+2?2 + C.

A escolha de u e de dv nem sempre é 6bvia. Ha situacBes nas quais uma
escolha, em lugar de tornar o problema mais simples, torna-o mais complicado.

Nestes casos, € melhor repensar a estratégia. Veja mais um exemplo.

13

[N
ExXEMmPLO 11
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O

EXEMPLO 12 Para integrar [ = / e’ cosxdz, faremos © = cosz e dv = e*dzx.

Isso gera du = — sen zdx e v = e”dx. Aplicando a férmula, temos
I = /ez cosxdr = e¥ cosr — /e””(— sen x) dx

= e cosx + /ex sen x dx.

Diferente dos exemplos anteriores, o novo integrando parece tdo complicado
quanto o original. De qualquer forma, seguimos aplicando a técnica, fazendo
agora u = sen x e, novamente, dv = e"dx. Portanto, du = cosxzdxr e

v = €%, que da o desdobramento a seguir:
I = /e’” cosxrdr = e* cosx + /e”’ sen x dx
= €e*cosz + e*senzx — /e”” cos x dzx.

Veja, a aplicacdo da integracdo por partes duas vezes resultou numa equacdo

onde o integrando original aparece nos dois lados da igualdade. Ou seja,
I = e’ cosx + e"senx — I.

Lembremos que essa igualdade é de familias de primitivas. Portanto, faze-

maos

I = ¢e"cosx + e*senx — 1

2 = e cosx + e*senz + C
x

I = %(cos:v-i— sen ) + D.

14
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19.7 Exercicios

1. Calcule as integrais a seguir:

a) /(m—l— 1) cosx dz; e) / z lnxdx;
1

b) /x2 sen 3z dx; f) /62’” sen z dx;

c) /x2 e % du; g) /cost sen x dzx;
1/2

d) /lnxdx; h)/ arcsen x dz.
0

2

2. Calcule/ cos v/ dz.
0

Sugestdo: faca a substituicdo u = /x e observe que isso leva a dz =
2u du.

= vy D
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g
EXEMPLO 13

EXEMPLO 14

a
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19.8 Poténcias e produtos de funcdes trigo-
nomeétricas

Integrais do tipo /sen"x cos™ x dx dividem-se em, basicamente, dois

tipos de integracdo: substituicdo simples ou férmulas de recorréncia. E preciso

reconhecer qual é qual e usar as férmulas corretas. Veremos alguns exemplos.

Este exemplo ilustra a situacdo mais simples, na qual uma das poténcias n
ou m é impar. Neste caso, as identidades trigonométricas mais uma substituicdo

simples resolverdo o problema. Vamos calcular

/ sen’z cos® z dz.

2 2

A identidade trigonométrica fundamental da cos®xz = 1 — sen“x e escreve-

2 3

mos o integrando na forma sen?z cos®z = sen?z (1 — sen?x) cosx. Fazendo

a substituicdo u = sen x, que acarreta du = cosz dr, temos

/sean cosvdr = /(sean — senx) cosxdx

= /(uz—u‘l)du
= [utdu- [utdu

ud u®
S
3 5 +
sen 3z sen’x
= — C.
3 5 +

O problema demanda intervencdo trigonométrica quando ambas as potén-

cias sdo pares. Veja o exemplo mais simples possivel.

n

Vamos calcular [ sen?z dz. Uma maneira fazer de isso é usar a integracio

por partes. A escolha u = senx e dv = sen xdx leva a du = cosxdr e

16
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v = —cosx. A férmula de integracdo por partes da
I = /senzxdx = —senx cosT + /costdx
I = —senx cosx + /(1—Sen2x)d:c
I = —senxcosx +x — [
2 = x — senx cosx + C.

Essa igualdade leva a solucdo do problema:

T — Sen T COST
/sen%dm = 5 + D.

As identidades trigonométricas

9 1 —cos2x

sen‘r = ———
2

9 1 4 cos 2z

cosr = ————

também levam & solucdo, como vocé pode observar:

1 2
/costdx = /(#) dx

T sen 2x
= — C.
2 + 4 +

17 vy D
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R

19.9 Exercicios

1. Calcule as integrais a seguir:

a) /008590 sen x dx; e) / sen %z cos® x dx:
/6 /2

b)/ sen 2z dx; f)/ sen 2z cos 3x du;
0 0

c) / sen*r cos® x dz; g) /tangx sect z du;

d) /COS2$SGH2$d$; h) /sec6xdx.

2. Use a integracdo por partes para deduzir a seguinte férmula de reduc3o:

1 n—1
/cosn rdr = —cos" 'z senz + cos" 2z dz.
n n

3. Deduza fémula semelhante para / sen"x dx.

4. Como exemplo de um auténtico coelho retirado da cartola, veja a solucdo

para /secxdm:
secx + tanx
secxrdr = secy | — | dx
secx + tanx

secx tan x + sec?
= dx

secx + tanx
= In|secz +tanz| + C.

Para n > 1, deduza a seguinte férmula de reducso:

=3
sec" “zx tanx n—2 _
/ sec"xdx = + sec" 2 dz.

n—1 n—1

18
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UNIDADE 20 SUBSTITUIGOES TRIGONOMETRICAS

N3o da para contratar alguém para praticar por vocé.

H. Jackson Brown Jr.

A unidade anterior apresentou algumas técnicas de integracdo. Esta unidade
da continuidade a esta parte essencialmente pratica da disciplina. A promessa
é de que as ultimas secBes trardo algumas aplicagdes nas quais essas técnicas

serdo bem aproveitadas.

20.1 Substituicoes Trigonométricas

As identidades trigonométricas sen?t+cos’t =1 e sec’t = 1+tan?t sdo
particularmente adequadas para lidar com integrandos com fatores tais como
Vaz =22, Va2 + 22 e V2?2 — al.

llustraremos esses procedimentos com alguns exemplos.

—— i
EXEMPLO 1 Para calcular | v/1 — 22 dx, observamos que a escolha = sen t trans-

formal—2% em 1—sen?t = cos?t. Essa escolha é particularmente feliz, pois

z € [—1, 1] se, e somente se, t € [—7/2, 7/2]. Nestas condi¢des, cost > 0 e
V1—2?2 = V1—sen?t = Vcos?t = cost.

Além disso, a escolha x = sen ¢t acarreta dx = costdt. Assim, podemos

calcular

/\/1—x2dx = /cost costdt = /COSQtdt

t+ sent cost

= ——— + C.
2
Precisamos agora expressar a familia de primitivas em termos de x. Para
isso, lembramos que © = sen ¢, v/1 — 22 = cost e, portanto, ¢ = arcsen z.
Logo,

1 — 22
/\/1—7x2dx _ arcsenx—;x\/ T L

S
/]
e
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Note que a funcdo f(z) = /1 — 22 esta definida no intervalo fechado
[—1, 1], mas pode ser estendida continuamente para toda a reta real, se colo-
carmos f(z) = 0, para z € R\ [—1, 1]. A fungdo y = arcsenz, definida
em [—1, 1], é continua, mas diferenciavel apenas em (—1, 1). No entanto, a

arcsenz + xv/1 — 22

funcdo F(x) = 5 pode ser estendida diferenciavelmente
para toda a reta, se colocarmos F'(x) = Z sex € [l, +00) e F(z) = —%,

se x € (—oo, —1].
Veja o seu grafico:

Y

Isso permite calcular a area do semicirculo de raio 1:

e
e

s
2 4

-1

1
/1\/ﬁd arcsenx + x 1 — 22
—22dx = =
-1

Veja o grafico da funcdo f(z) = V1 — 22

Vamos agora lidar com um exemplo envolvendo o radical va? + z2.

3 A %
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SUBSTITUIGOES TRIGONOMETRICAS

Para calcular / V22 + 16 dx, vamos usar a identidade sec?t = 1+tan?t.

Levando em conta a constante 16, é conveniente fazer x = 4 tant. Assim,
16 + 22 = 16+ 16 tan?t = 16 sec?t.

Essa escolha é bastante adequada. Note que a funcdo f(x) = /16 + 22
esta definida em toda a reta real. Consideraremos a fun¢do y = 4 tant restrita

m s

ao intervalo aberto (— z, 5). A imagem deste intervalo por y = 4 tant é toda
a reta real. Além disso, set € (— %, 7), sect > 0 e V164 16 tan’t =
V16 sec?t = 4 sect.

Para completar, precisamos calcular dx em termos de dt. Mas, como = =

4 tant, dx = 4 sec’tdt e podemos calcular

/\/16+x2dx = /(4 sect) (4sec’t)dt = 16 /sec?’tdt.

Para integrar [ sec®tdt, podemos usar a integracdo por partes, fazendo

u = sect e dv = sec’>tdt. lIsso resulta em du = sect tantdt, v = tant e

temos

secdtdt = sect tant — / tan®t sect dt
sec’tdt = sect tant — /(sec2 t—1) sectdt
secdtdt = sect tant — /sec3tdt + /Sectdt

2 [ secdtdt = sect tant -I-/sectdt

sect tant In|sect + tant|
+ +

5 5 C.

secdtdt =

— S —

Retomando a integracdo original, temos

/v16+x2d:v = 16/sec3tdt

= 8sect tant + 8 In|sect +tant| +C

x\/16+x2+81 V16 + 22+
—_— n—
4

C.
5 +
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Os casos envolvendo o radical v/2? — a? demandam uma atenc3o especial,
pois o seu dominio ndo é um intervalo, mas a unido disjunta de dois intervalos:
(—oc0, —a] U [a, +o0). A identidade sec’t = 1 + tan?t continua sendo

apropriada, mas é preciso levar em conta em qual intervalo estamos integrando.

Vamos calcular EXEMPLO 3

2
x
/ L
V16 — 22
supondo que = > 4.
Assim, a substituicdo x = 4 sect acarreta dx = 4 sect tantdt e Va2 — 16 =
4 tant. Portanto,

16 sec®t
= /&4 sect tantdt = 16/sec3tdt
4 tant

= 8sect tant + 8 In|sect + tant| +C

rvVr?—16 T+ V2 —16
4

22
/—dm
V16 — 22

= ———+8In

5 ‘+C.

2 vy D
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20.2 Exercicios

1. Calcule as integrais a seguir:

(a) /de; (f) /Wi—z)mdx;
(b) /jde; (g)/\/%ﬁﬁdaz;

() /jmm;

; 22 _ (h) /\/%dm;
@ [ gt e

1 | I
(e) / rveeeretll (i) / o

S
/]
<

o
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20.3 Meétodo das Fracoes Parciais

Esta técnica permitira lidar com integrandos que sdo quocientes de polinémios.
E claro que, se o grau do numerador é maior que o grau do denominador, pode-
mos usar o algoritmo da divisdo de Euclides para escrevé-lo como uma soma
de um polindmio e um quociente cujo grau do numerador é menor do que o
grau do denominador. Assim, vamos nos concentrar nestes tipos de quocientes
de polinémios: o grau do denominador &€ maior do que o grau do numerador.
Nestes casos vamos usar um resultado da Algebra que nos permitira reescrever
o quociente como uma soma de quocientes mais simples, as chamadas fracdes
parciais, cada uma delas possivel de ser integrada. Aqui estd a informac3o

algébrica.

Decomposicao em Fracoes Parciais

p(x)

Dado um quociente de polinémios ﬂ tal que o grau de p é menor do
q(x

que o grau de ¢, que por nossa conveniéncia podemos considerar monico, ele se

decompde em uma soma de fragdes, correspondentes a decomposi¢do de ¢(z)

em fatores primos. Isto &, se

qgz) = (z—a) ... (2 — apn)’™ (> + bz + )" ... (2% + bz + ¢,

COM Ay, ..., G, b1,y .. bpsCry. o 0 € R, tais que b2 —4c; <0, € 1, Jm,
k1, ..., ky, inteiros positivos, entdo existem constantes unicamente determinadas
tais que

p(l’) o - Air - Birx + Oir
q(z) Z « (v — ;)" * Z; Z (22 4+ bz + ¢;)"

=1 r= i=1 r=1
I
Veja algumas decomposices em fracdes parciais: EXEMPLO 4
422 — 9z — 1 1 N 1 N 2
(z+D(z—-2)(x—-3) o+1 r —2 r—3
6z +22° — 22> —br — 22 1 N 2 N 1 +3x+1'
(z+1)2(x—2)(224+4)  (z+1)2  2+1 -2  22+4’
2 — 2t + 323 — 4 42— 2 =1 n 1 n 1 2
(22 + 1)222 (22 4+ 1)2 2 +1 r  a?

! A 1S
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Para usar o método das fracbes parciais para integrar /p(—dx pre-
q

cisamos:

(a) Decompor o polindmio g(x) em seus fatores primos;
(b) Determinar as constantes da decomposi¢cdo em fragdes parciais;

(c) Saber integrar cada uma das fragBes parciais.

Vamos ilustrar esses procedimentos com varios exemplos. Comecemos por ob-

servar que, quanto ao item c, ja sabemos integrar alguns casos. Veja o exemplo

a seguir.
O
EXEMPLO 5 As férmulas

1 1

—dr = Inlz| + C e dr = arctanz + C

x 14 a2
resolvem os seguintes casos tipicos:

1
/ dr = Injz+1] + C
r+1
3 3 x+1
——dr = —arctan( ) +
/ 5+ 2x + 22 2 2
r+1 In(2? 4 22 + 2
/ ——dxr = (a” +22+2) + C.
x2+2x+2 2
Comecemos com a situacdo em que o denominador tem todas as raizes reais
e distintas. Veja como neste caso é simples determinar as constantes e calcular
a integral.
N
EXEMPLO 6 Vamos calcular a integral

r—>5
/—x2—x—2dx'

S
/]
e

foo)
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A solucdo do problema comeca na observacio de que z?

—x—2 se decompde
como (z + 1)(x — 2). Assim, sabemos que o integrando se escreve como uma

soma de fracdes parciais. Isto &, existem constantes A e B, tais que

r—5 B A n B
x+1 x—2

2 —x—2

Portanto, a menos do calculo das constantes, podemos fazer

xr—>5 A B
——dx = d
/mz—x—Z * /a:—i—l vt /x—2

= Alnjz+1| + Blnjz-2| + C.

dx

Ha uma maneira bastante simples de calcular essas constantes. O integrando

A
J@) =7+ =
dos limites a seguir:

5 esta definido em R\ {—1, 2}. Podemos fazer os calculos

lim (z+1)f(x) =

. ((x+1)A . (:c+1)B>

rz——1 r——1 T + 1 Tz — 2
— lim (A i M) — A
T——1 xr—2

e
, (@—2)A  (z—2)B
lim (z — 2 -
— lim (<x_2)A 4 B) —- B.
x—2 X 1
Ou seja,
D(r — _ _
A:hm(‘zjm ) _ o T0 26
e=-1 T —x —2 e=-17 — 2 -3
© N (x —5 5 3
B:hm(”’: LG e) B ek . SN
=2 i —x—2 z—=2 1+ 1 3

Agora podemos escrever a solugdo completa da integral:
T —95

2 1
/xQ—x—2dx a /m—i—ldx B /a:—de

= 2hnlz+1] — Injlz—2| + C.

2N
in %
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Vamos a mais um exemplo no qual o denominador possui apenas raizes

reais, mas com eventuais multiplicidades maiores que um.

O :
EXEMPLO 7 Para calcular a integral

/ x? —5x — 10
dx,
x3 — 22 —5r —3

iniciamos com a decomposi¢cdo do denominador, cujas possiveis raizes inteiras

sdo 1 e =+3. Na verdade, a decomposicdo é
? — 2 -5 -3 = (v +1)*(x—3).
Isto é, precisamos levar em conta a multiplicidade da raiz —1. Assim, as
fracdes parciais ficam

.TQ —bx —10 Al A2 B

P2 52-3 (er1)? z+l T z-3

Podemos usar a estratégia dos limites para calcular as constantes A; e B.

Veja como, a seguir.
2? — 52 — 10

Seja f(z) = P R — integrando. Ent3o,

Ar = lim (z+1) f(2) = lim <A1+A2<x+1>+3<w_+1>2>

r——1 r——1 :L‘—3
2 _5x—10 —4
A = lim ——2P = 5o
r——1 x—3 —4

B = lim(zx —3) f(zr) = lim (Al(x —3) + Aolz —3) -|-B>

T3 2=3 \ (z+1)2 z+1
2 _ _ _
B limx S5x 102 16 _ L
e=3 (x4 1)2 16

Para calcular A,, a constante restante, basta avaliar a funcio

% —5x — 10 1 Ay 1

23— 22 —br—3  (v+1)?2 N r+1 r—3

10

S
/]
<
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em algum valor conveniente de x. Podemos fazer, por exemplo, x = 0:

—-10 1
=1 Ay — —
3 + As 3

que acarreta A, = 2.
Podemos agora calcular a integral:

2 _ -1 1 2 1
/ i 0 de = /—dm+/ dm—/ dx
3 — 2?2 —br—3 (x+1)2 r+1 x—3

1
= — + 2lnjz+1] — Injz—3] + C.
r+1

Vamos agora considerar um caso no qual o denominador apresenta raizes

complexas.

- I
Neste caso vamos integrar EXEMPLO 8

223 + 22 —5r — 8
I = dz.
xt 4+ 223 + 22 — 21 — 2

As possiveis raizes inteiras do polindmio x* + 223 + 22 — 22 — 2 sdo +1 e

+2. Na verdade, sua decomposicio é
gt 4203+t -2 -2 = (v + 1) (z—1)(z® + 22+ 2).
Portanto, a decomposicdo em fracdes parciais do integrando leva em conta

agora o termo indecomponivel de grau dois:

203 + 22 — b5 — 8 Ax + B D E

fl) = A2 a2 22 -2 2212042 * x+1 * r—1

O expediente dos limites nos ajudara a calcular as constantes D e E:

22% + 2° — 5r — 8 —4
D = 1 1 = i = — =2
xl>n—11(x+ (@) o (x —1)(2% + 22+ 2) -2
e
E = lim(x—1)f(x) = lim 4o -br—-8 _ 10 -1
oo el (e )@ +20+2) 10

1 vy D
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Portanto,

203 + 22 — 5 — 8 Az + B 2 1

2+ 23 42— 20 —2 x2+2x+2+aj+1 z—1

e fazendo x = 0, obtemos B = 2. Para calcular A, podemos escolher outro
valor para z, diferente de 1, —1 e 0. Fazendo x = 2, por exemplo, obtemos
A=1.

Com essas informagdes e escrevendo 2% + 22 + 2 = (z + 1)? + 1, podemos
efetuar a integracgdo:

T+ 2 2 1
[ = [ —= dx — d
/(x+1)2+1d$+/a:+1 ‘ /x—l v
r+1 1 2 1
- r+1)2+1 r+1)2+1 z+1 ) -1
I /—2 dx—l—/—2 dx+/ dx / dx
20z +1) 1 2 1
- — — dx — d
(x+1)2+1x+/(x+1)2+1x+/x+1x /x—lx

In(z* + 2z + 1) +arctan(z + 1) + 2 In|z + 1] —In|z — 1| + C.

1
2
1
2

Como vocé pode observar, o termo indecomponivel de grau dois dividiu-se
em duas integrais, uma envolvendo logaritmo e outra arcotangente.
Nos casos em que a multiplicidade do termo indecomponivel de grau dois

for maior do que um, podemos fazer o seguinte:

Ax+ B A 2x 1
s M P (SR S )
/(m2+a2)’“ S /(932-1-&2)7’ v /(:c2+a2)r v

A primeira parcela pode ser resolvida pelo método da substituigdo:

2z 1 1
™" dr = C.
/ (x2 + a?)" v 1—r (224 a?)! +

A segunda parcela pode ser calculada pela férmula de reducio a seguir:

/ 1 d T n 2r —1 / 1 d
_— ‘/L‘ = ./I/‘.
(22 + a?)r+! 2ra?(z? + a?)" 2ra? (2 + a?)"

A demonstracdo desta férmula segue da aplicacdo conveniente da integracdo
por partes. Vamos fazer um exemplo para ilustrar o procedimento.

12

S
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I

Vamos calcular a integral EXEMPLO 9
1

——dx.

/ (@ + 42"
Para isso, comecamos com a integracdo por partes aplicada na integral

1 1 —2x

dx, fazendo u = dv =dz. | dadu = ————d
/x2+4 x, fazendo u m2+4e v x. Isso nos da du 71 472 x

e v = x. Aplicando a férmula de integracdo por partes, obtemos
1 x —222
de = — | ——=d

/x2+4 . 2+ 4 /(m2+4)2 *
2
x x

= 2 | ———d

x2_|_4+ /(x2+4)2x

244—4
:$+2/Ld$
T

T 2+ 4 —4
= 2 | ———=d 2 | ——=d
Zrd /<x2+4>2 o /<x2+4>2 !
x 1 1
= — 2 dv — 8 [ ——=d
214 T /x2+4 ! /(:v2—|—4)2 v

Manipulando essa igualdade, obtemos

1 x 1
8 | ———=dr = d
/(x2—|—4)2 SO /x2+4 !

/;dx - T + izan,rcta,nz + C
(22 + 4)2 ~ 8(x2+4) 16 2 ‘

13 vy D
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20.4 Exercicios

1. Calcule as integrais a seguir:

(a)/ 2_—8:1:_ 3) 4 )/2x§15§—1)d9§;
O e N e
(c) /(a:+2)(x— Hw (h)/ ?§—+1)2(3;_+22)d
d)/x2_x )/3:6 = 2x+1dw,
O [ 0 [ ‘115”5Zf%“dx-
2. Calcule as integrais a seguir:
o [ [,
(b) / a:Qxe_ 4Zx++55) i (©) / md”’
© /zx +;42j_12$_1dx; ) /ﬁdw

1
3. Calcule a integral /m dx fazendo a substituicdo x = tan t.

14

S
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20.5 Funcoes Trigonométricas Hiperbdlicas

As funcdes trigonométricas hiperbdlicas sdo as parcelas da decomposicdo da
fungdo exponencial como uma soma de uma fungdo par e uma fung¢do impar.
Isto &,

et +e’ " et —e™”

he = — — hz =
cosnx B (§ senn r 5

Um célculo imediato mostra que
(coshz)” = senhx e  (senhz) = coshuz.
Essas duas funcdes satisfazem a seguinte identidade:
cosh®z — senh?z = 1.

Essa é a razdo do termo hiperbélico aparecer nos nomes dessas funcdes.
Assim, podemos usar essas funcdes para resolver certas integrais, da mesma

maneira que usamos as fungdes trigonométricas usuais. Veja um exemplo.

Usaremos a substituicdo trigonométrica hiperbélica para calcular EXEMPLO 10

/\/1+x2dx.

Fazemos © = senh ¢t. Ent3o dr = coshtdt e a identidade trigonométrica
hiperbdlica permite escrever

V1+a2?2 = \/1+ senh?t = \/cosh2t = cosht,

uma vez que cosht > 0, para todo t € R. Isso faz

t —t\2
/\/1+x2da: = /costhdt = /%dt

1 ot o 1 [e* e 2t
= = 2 = [ — 42t ——
4 /(6 e ) dt 4\ 2 ! 2 ¢

1 t
= —senh 2¢ - C
4sen + 5 +

1 t
= 1(2 senh t cosht) + 5 T C

zvV1+ 22 arcsenh z
= 5 + 5 + C.

15 vy D
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ExEMPLO 11

S
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A SUBSTITUIGAO DE WEIERSTRASS

E claro que varias propriedades similares as das funcdes trigonométricas
valem aqui. Por exemplo, usamos o fato de que senh 2t = 2 senh ¢ cosht e
que a funcdo y = senh x € inversivel e sua inversa é derivavel. Vocé pode

usar
1

Vite

xvV14+ 22
2 + 2

(arcsenh )" =

arcsenh =

para certificar-se de que a fun¢do F(x) = é uma

primitiva de f(z) = /1 + 22.

20.6 A substituicao de Weierstrass

A técnica que ilustraremos agora, em um dnico exemplo, é devida a Karl
Weierstrass e é adequada para lidar com quocientes de somas de funcdes

trigonométricas.

Usaremos a técnica também conhecida como arco metade para calcular

1
/—dt
cost + sent

Todo o processo inicia com a equacdo u = tani. lIsso leva a du =

2
1 2

5 sec® Ldt. Usamos a identidade trigonométrica sec’z =

obter

1 4 tan®z para

2

dt =
1+ u?

du.

Além disso,

t U t 1

sen - = —— e cos= = ———.
2 V14 u? 2 V1+u?

Usando as férmulas trigonométricas sent = 2senf cosi e cost =
cos’t — sen?L, concluimos
. 2u ; 1 —u?
sent = e cost = .
1+ u? 1+ u?

16
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Assim,

/ 1 G - / 1 2 d
cost + sent a 1—u? 2u 1+ u? Y

1+u2+1+u2

2

= ﬂarctanh(%) + C

= ﬁarctanh(\g(tan% + 1)) + C.

Usamos a férmula

1
/ dxr = arctanh + C,
1— a2

da func3o arcotangente hiperbdlica.

17 vy D



1. Calcule as integrais a seguir:

V2

(a)/ tV/1+ 482 dt;
0

(b) /x sec? x dx;

() / arctanx

(d) / e m da:

1
() / z + x1/3 dx

(f) / In(2 + z) dz

1
® [ v

>

>

%

R
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20.7 Exercicios

(h) /me_%dw;
(i / sen 2x
1+ 3sen2m
1) /a:(2+3x)1/3da:;
(k) /x3 cos 2% dx;

o [
(n) / VI¥edr
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UNIDADE 21 INTEGRAIS SOBRE DOMINIOS NAO LIMITADOS

e
EXEMPLO 1

R

%

E

>

A integral definida é particularmente adequada para atribuir area a certas
regides ndo triangularizaveis, como vimos anteriormente. Para isso, as regides
devem ser limitadas por graficos de fun¢des continuas, definidas em intervalos
fechados e limitados.

Ha, no entanto, certas regides que fogem a esse padrdo, mas mesmo assim
gostariamos de lhes atribuir drea. Veja por exemplo, o caso das regides entre o

eixo Ox e os graficos das funcdes definidas por

F@) = — (20

)
o2

cujos graficos tém o aspecto daquele representado na figura a seguir:

I D

\j

Gostariamos de dizer que a area sob esse grafico representa a probabilidade
de um evento certo e, portanto, deveria ser igual a 1. As integrais impréprias

servem para lidar com esse tipo de situacdo, como veremos ao longo da unidade.

21.1 Integrais sobre dominios nao limitados

Vamos iniciar lidando com um caso especial

A funcdo f : R — R, definida por f(z) = 1+1x2 admite a funcdo F(x) =

arctan x como uma primitiva. Ent3o, pelo Teorema Fundamental do Calculo,

bt
/ dr = arctant
0

temos

1+ a2

que corresponde a area da figura a seguir.



INTEGRAIS IMPROPRIAS UNIDADE 21

gl ||

. >

Se tomarmos o limite de F'(t) = arctant, para t — 400, obteremos um
nimero: tl}grnoo arctant = g Portanto, podemos intepretar que a area da
regido entre o grafico da fungdo f e o eixo Oz, sobre todo o intervalo [0, +00)
é E, apesar de esta regido ndo ser limitada. Veja como essa ideia pode ser

generalizada na forma da definicdo a seguir.

Seja f uma fun¢do continua tal que [a, +00) C Dom(f). Considere DEFINIGAO 1
F : [a, +00) — R a primitiva de f definida por F(t / f(z)dx.
Definimos

+oof(:c)dx = lim /tf(ac)da: = lim F(t)

@ t—+00 t—+o00

e chamamos este limite de integral imprépria de f sobre o intervalo [a, +00).

Se o limite for um namero, diremos que a integral imprépria converge.

teo s
No exemplo anterior temos / ;dr = -, uma integral imprépia
o 1+=x 2

convergente. Analogamente, definimos outros dois tipos de integrais impréprias.

Sejam g e h func¢Bes continua tais que (—oo, a] C Dom(g) e Dom(h) = DEFINIGAO 2

R. Analogamente, definimos

/_OO g(x)der = tkr_noo t g(x)dx
+00 0 s
/_OO h(z)dz = tkr_noo t h(z)dz + 822100 A h(x) dx

as respectivas integrais impréprias de g sobre o intervalo (—oo, a] e de h sobre

3 A 1S
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a reta real. Novamente, diremos que as integrais impréprias convergem caso

cada um dos limites envolvidos existir.

Observacdo. Note que, no caso da integral definida sobre toda a reta real,

devemos analisar cada limite independentemente. Realmente, apesar de

t

lim sen xdr = lim (—cost+ cos(—t)) = 0,
t—-+o00 ¢ t—+o00
+oo
a integral impropria / sen (x)dxr n3do converge. Por exemplo,
—00
S
lim sen zdx = lim (—coss + 1),
s—+oo [ 5—+00

que ndo existe.

P
EXEMPLO 2 As integrais impréprias
+oo 1 -2 1
dr e ——dx
/_OO 1+ a2 /_oo(l—l—x)?
convergem.
. } . | T
No primeiro caso, ja calculamos lim dr = —. Analogamente,
t——4o00 0 1 -+ _f[j2 2
. | T
lim dxr = —. Portanto,
s——oo J, 1+ 22 2
/+°° 1 d T . T
T = —+ = = T.
o 1422 2 2
1 1
No outro caso, como | ————dx = — + C, temos
(14 x)? 1+z

-2 21 1
/ ———dr = lim ———dr = lim (1+—> = 1.
e (1-}—3;)2 t——oo [, (1+x)2 t—— 00 1+¢

S
/]
e

~



INTEGRAIS IMPROPRIAS UNIDADE 21

21.2 Exercicios

1. Analise as integrais improprias a seguir, indicando a ndo convergéncia ou

calculando-as, caso contrario:

(a) /1 - % o (d) A - % dz:
(©) /_:o ! jﬁ i () ;OO m da.

g vy D
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TEOREMA 3

e
EXEMPLO 3

R

%

>
»

21.3 Critérios de Convergéncia

1 1
A funcdo f(z) = —, para x € [0, +o0) é tal que lim — = 0. No
X r—+400 I
entanto,
t1
lim —dr = lim Int = +4oo.
t——4o0 1 €T t——4o00

“+o00
Portanto, a integral imprépria / — dx diverge. Seria muito conveniente
1 s

poder distinguir, pelo menos em alguns casos, se a integral imprépria converge
sem necessariamente calcula-la. Para esse propdsito dispomos de critérios, como

veremos a seguir.

Critério da Comparacao

O nome desse critério & devido ao fato de ser baseado na comparacio de
duas funcdes. Veja o enunciado.

Sejam f e ¢ duas fung¢des continuas tais que [a, +00) C Dom(f) N
Dom(g). Entéo,

(a) Se 0 < f(z) < g(x), para todo = € [a, +0), e a integral imprépria
+o0 +

/ g(x) dzx convergir, entdo f(z) dzx convergira;

a

(b) Se 0 < g(z) < f(x), para todo = € [a, +0), e a integral imprépria
+00

+oo
/ g(x) dzx divergir, entdo (x) dzx divergira.

a

A interpretacdo geométrica do teorema é bastante clara. Por exemplo, no
caso da convergéncia, a regido delimitada pelo grafico de f estd incluida na
regido sob o grafico de g. Assim, se essa regido admite area, a subregido

também admite area. Antes da demonstracdo, veja um exemplo.

Usaremos o teste para verificar que

+oo )
/ e v dx
0

é convergente.
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A funcdo f(x) = e~ & continua e, portanto, admite primitivas. No
X

entanto, ndo ha uma expressdo de F'(z) = e " dt em termos de funcBes
elementares. Portanto, a analise da convergér(:cia da integral imprépria ndo é
viavel pelo seu célculo direto.

A primeira etapa para aplicar o teste consiste em eleger uma funcdo que

T

servira de referéncia. Vamos considerar g(x) = e~*, cuja primitiva pode ser

encontrada pelas técnicas de integracdo.

Sex>1, 22> x e portanto, —22> < —x e e ® < e®. Entdo,
0< f(x) <g(x), Vo > 1.

Agora, o calculo da integral imprépria:

“+o00 t 1
e “dr = lim e Pdr = lim (—e'4+et) = -
1 t——4o00 1 t——+o0 e

+oo 1
~ —_ 2 z —_ 2 7z e
Ent3o, / e ¥ dx é convergente. Como / e " dxr & um namero real,
1 0

+oo 2 ! 2 oo 2
podemos afirmar que/ e dr = / e ” dz+/ e~ dx é conver-
0 0 1

gente.

A condicdo 0 < f(z) < g(x), para todo x € [a, +00), garante que

o<k = [ i < 6 = [ g

Portanto, F'(t) é uma funcdo positiva e ndo decrescente. Além disso, como

+oo
tlgnooG(t) = /a g(x)dx = k, para algum k € R, entdo tginoo F(t) =
+o0

(x) dx converge.

Exemplos Referenciais

Aqui estdo alguns exemplos de integrais impréprias que sdo Gteis para a
aplicacdo do teste de convergéncia. Vamos considerar a > 0.

]
DEMONSTRACAO

2N
in %
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COROLARIO 4

]
DEMONSTRACAO

g
EXEMPLO 4

%
>

E

R

>

“+o00
e Ser > 1, entdo / — dx & convergente;
T
a

400
e Ser <1, entdo / — dxr é divergente;
x
a
+o00o
e Se r > 0, entdo / e " dx & convergente.
b

Seja f uma fungdo continua tal que [a, +00) C Dom(f). Se a integral
+

+o0o o0
imprépria / | f(z)| dz convergir, entdo f(z) dx também convergira.
a a

Observe que, para qualquer namero real,

0 < |r| +r < 2|

+o0o +oo
A hipétese de que |f(z)| dx converge, garante que / 2|f(x)|dx

também converge. Como 0 < lf(z)] + f(z) < 2|f(x)], poademos concluir

+oo
que/ (|f(z)] + f(z))dx converge.

Como
t t t
Jim [ f@yde = gm [Qs@] + f@)de = dim [ if@)dr
+oo
podemos concluir que (x)dx converge.

Este resultado é particularmente atil para o caso em que o integrando

+00 +oo
5z . . sen 2z )
ndo é sempre positivo. Veja o caso de dx. Como —dx é
7 7

x3 x3
convergente e

sen 2x 1
3 S 3 Vx 2 7,
x x
) 0 sen 2z )
podemos concluir que ;— dx & convergente.
7 Xz
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Critério do Limite do Quociente

Sejam f e g duas fungBes continuas tais que [a, +00) C Dom(f) N TEOREMA 5
Dom(g), e para todo z >a, f(z)>0 e g(z)>0. Se

lim M =L>0,
T—+00 g(x)
+o00 +o0
entdo (x)dx converge se, e somente se, / g(x) dx converge.
a a

Antes de apresentarmos a demonstracdo, veja uma aplicacdo do resultado,

que é particularmente atil para os casos nos quais os integrandos sdo quocientes.

Usaremos o teste para verificar a convergéncia das integrais impréprias EXEMPLO 5
—+oco —+o00
T r+1
[F ot [T,
5 bad+4x?—1 9 20¢—15
- . . 1
No primeiro caso, usaremos como referéncia a fungdo gi(r) = —; e, no
x
1
outro, ¢2(z) = —=.
NS
Para usar o critério precisamos calcular os limites:
x
N R e—— 3
) 3 2 _ . T 1
hmw = hrn—:—>07
T—$00 1 z—o0 Hd + 422 — 1 5)
22
vr+1
PYET 72
. — ) T4+ 1
hmM = lim —— = - >0.
NZ7
+oo +oo
Como/ — dx & convergente, concluimos que/ A
5 a? ’ 5 bwd+4x2—1
+00
é convergente. Por outro lado, —— dz, n3do converge. Assim, a integral
9 x

[TVt L
impropria ——— dx também n3o converge.
s 2x—15

0 A 1S
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P

DEMONSTRACAO Note que, se h é uma fungdo continua com [a, +o0) C Dom(h) e a <

R < t, entdo
t R t
/h(:L’)da: = / h(x)dz + / h(x)dx
a a R

+o0 +o0
e, portanto, / h(z) dx converge se, e somente se, / h(z) dz converge.
a R

“+o00
Além disso, se K & um namero real, ent3o / h(x) dx converge se, e
a

“+o0o
somente se, K h(z) dx converge.
. N - G
Vamos & demonstracdo. A hipétese lim —= = L > (0 garante que
T—r—+00 g(l‘)
para algum R > a, se x > R, entdo
L
@, .r
g(x) 2
Portanto,
LW L
2 7 g() T2
L f& 3L
2 “gx) T 2
Lg(x 3L g(x
08) i < BLole)
2 2
A dltima desigualdade permite que usemos o critério da comparacdo para
+o0o +o00o
concluir que (x) dx converge se, e somente se, / g(x) dx converge
R+oo I—%i-oo
e, portanto, (x) dx converge se, e somente se, / g(x) dzx converge.
O
EXEMPLO 6 O teste também pode ser usado no caso de integrais do tipo

/_;f(@dx,

0 1
como este exemplo mostra. Vamos analisar a convergéncia de / e
xr e
— 00

dzx.

10

S
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Observe que

1
: rT+e™® : 1
lim = lim =1
T——00 e’ z——00 rer 4+ 1

Além disso,

0 0
/ e’dr = lim edr = lim (1—¢') = 1.
oo t——o00 t t——o00

0 0
1
Como e’ dx converge, dxr também converge.
Tr+e*

—0o0 —00

1 vy D
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21.4 Exercicios

1. Determine quais das integrais improéprias a seguir sdo convergentes.

+oo +00 e
(a) / e " sen zdx; (f) / —dx;
0 _

6256 s 6—21: !

+o0 T —1690
b —dx;
) [ (&) /_wxg

“+00 T “+o00 1

(c) s  VrZlnz 4 (h) s  Vxlnz
(d) /1 h sz_zdx; (i /2 Ooxllnxdx;

+o0 .ZL'+2 ) +o00o 1
dx; dx.
" L 12
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21.5 O Caso dos Integrandos Infinitos

Vamos agora observar o caso da integral

81
—dx .
/o%x

Veja que, apesar do dominio de integragdo ser finito, a fun¢do f(x) =

esta definida em z = 0. Mais ainda,
li 1
im =
z—0+ \3/5

A exemplo do que fizemos no caso das integrais sobre dominios ndo limita-

+00.

dos, podemos considerar, para todo x > 0, a primitiva
8
1 3
F(t) = | —=dz = 6 — Zt*/3
0 [
e estabelecer

8
1
—dx = lim F(t) = 6.
/03/5‘” Jim F(t) = 6

Mais geralmente, podemos lidar com integrais improprias que acumulam pro-
+oo

[N
EXEMPLO 7

blemas em varios pontos da mesma maneira que lidamos com o caso f(z)de.
o0

Isto &, separando cada irregularidade e tomando, separadamente, cada limite
apropriado. Diremos que a integral converge se cada limite envolvido na situa-

¢do convergir.

Vamos analisar a convergéncia da integral

T Inx
—dx .
[

1 :
Como a fungdo f(x) = % esta definida em (0, +00), devemos levar em
T

conta separadamente cada extremo do intervalo. Assim, estudaremos dois ca-

SOs:

T ng Unz T I g
—dx =

—dx + — dx.
0o VT 0 VT VT

13

[N
EXEMPLO 8
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TEOREMA 6

%
>

E

R

>

Usando integracdo por partes concluimos que

|
A - 2z lnz — 4z + C.
NG

Usando uma primitiva, obtemos:

" nax
—dz = 1 —d
/0 Vi v t-30r N ‘

= lim (-4 — 2VtInt + 4Vt) = —4.
t—0+
Portanto, esta integral imprépria converge.

No outro extremo temos:

T ng tlnz
—dx = 1 —d
/1 Ve T A e

= lim 2vVt(Int — 2) + 4) = +oo.

t—400

: . "Inx .
Como essa integral ndo converge, apesar de —— dx convergir, dizemos
0

VT

T lng .
que ——= dx ndo converge.
0

NG

Os critérios de convergéncia também podem ser adaptados a situacdo em

que o integrando n3o é limitado.

Sejam f e g duas fung¢des continuas tais que (a, b] C Dom(f)NDom(g).
Entdo,
(a) Se 0 < f(z) < g(x), para todo = € (a, b], e a integral impropria

b 400
/ g(x) dx convergir, entdo / f(z) dx converge;
a a

(b) Se 0 < g(x) < f(x), para todo = € (a, b], e a integral imprépria
+o0 +oo
g(x) dx divergir, entdo / f(z) dx diverge.

——

14
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I
Vamos analisar a convergéncia de EXEMPLO 9
=
—dx .
2 2 —4
Note que (2, 4] esta contido no dominio do integrando e
) 1
lim ——— = +o0.
z—2+ /12 — 4
Pod ! ! ! > 2
odemos escrever = e, se T >2,
Var—4 Ve —2+x+2
1 1 1

< = —.
v +2 V2+2 2

Isso permite escrever

1 1
< e, como
2 —4 " 2vx—2
| S|
——dxr = 1 —d
/2 Vo —2 v t—l)r2n+/t Vo —2 v
= lim (2v2 — 2v1-2) = 2V2,
t—2

4
1 o .
concluimos que / ————dx converge. Vocé pode usar substituicdo trigo-
2 VvV 1‘2 — 4

nométrica para calcular essa integral.

15 vy D
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21.6 Exercicios

1. Determine quais das integrais impréprias a seguir sdo convergentes. Nos

casos em que puder, calcule-as.

(a) /flixdx; (e) /Ozﬁdx;

4 1 2 1
1 8
(c) /0 Inzdx; (g) /4 \/%dx;
2] x ™2 sen x
= L 16
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e
ExXEMPLO 1

Sdlidos de revolucao

Os sélidos de revolucdo sdo aqueles obtidos girando uma regido plana R em

torno de um eixo, chamado eixo de rotacio.

Seja R a regido limitada pelo grafico de ¥y = v/1 — 22 e pelo eixo Ou.
Se usarmos o eixo Ox como eixo de rotacdo, obteremos a esfera sélida como
um objeto de revolucdo. Em contrapartida, se usarmos a reta © = —1 como
o eixo de rotacdo, obteremos um sélido de revolucdo diferente. Veja as figuras

seguintes.

Nesta unidade, usaremos as integrais definidas para estabelecer e calcular

volumes de sélidos de revolucio.

Volumes de sélidos de revolucao

Seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua tal que f(z) > 0, para todo
x € |a,b]. Consideraremos o sélido de revoluco obtido pela rotacdo da regido

limitada pelo eixo Ox e pelo grafico de f, em torno do eixo Ox.

TA5 105 005 1 1
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Considere a = 29 < 1 < Tp < -+ < Xp_1 < T, = b, uma particdo
do intervalo [a,b] e, para cada subintervalo da particdo, escolha um ponto

& € [zi—1,2;]. O volume do cilindro de raio f(&;) e altura Az; = x; — 2,1 é

A soma desses volumes,

n

n
2
E AV; = E ™ [f(fz)] Az,
i1 i=1
€ uma soma de Riemann e, na medida em que tomamos particdes mais e mais
finas, os cilindros empilhados formam um sélido que se parece cada vez mais

com o sélido de revolucéo original.

05 105 008y 17 1E

Como a fungdo f & continua, a funcgdo g(x) = 7r[f(90)}2 também é continua.

Podemos entdo estabelecer a definicdo a seguir.

O volume V' do s6lido obtido pela revolucdo da regido sob o grafico da DEFINICAO 1

funcdo continua, positiva, f : [a,b] — R em torno do eixo Oz é

n

lim W[f({z)}Qsz = /W[f(x)}de

1
IPl|—0 “=
i=1

V:

Para obter o volume da esfera, basta considerar f(z) = vr? — 22 > 0, ExpvmpLO 2
definida no intervalo [—r, r]|.

3 vy D
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Nesse caso,

T

2 2
V = / 7T( r2—x2) dx = 7r/(7’2—x2) dx
_T )
( ) x3> ( ; 1 L r3> Ay
= 7w(rez — — = 7ag(r—-—+r——) =
3 3 3
T
I . . - .
EXEMPLO 3 Vamos calcular o volume do sélido obtido pela rotacdo em torno do eixo

Oz do conjunto
R = {(ry)eRla*+(y—2°<1.}.

Antes, um esboco do sélido.

Ao girarmos esse disco de raio 1 e centro em (0,2) em torno do eixo Oz
obteremos um sélido cuja superficie € chamada de toro e que lembra uma
camara de ar de um pneu.

Para calcularmos o volume desse sélido usaremos a seguinte abordagem.
Dividiremos a curva z* + (y — 1)*> = 1 em duas funcdes, ambas sobre o mesmo
intervalo, [—1,1]. A funco fi(x) =2++/1 — 22 tem por grafico o semicirculo
superior, enquanto a fun¢do f5(z) = 2—+/1 — 22 tem por grafico o semicirculo

inferior.

| NI

S
/]
e
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A integral X
Vi = /17T [fl(x)Fdx
determina o volume do toro cheio, incluido o buraco.
Ja a integral X
Vo = /17'( [fg(l‘)}Zdl‘
determina, precisamente, o volume do buraco. Portanto, o volume que quere-

mos calcular é dado pela diferenca V; — V5:

1

Vo= W/_ll(2+\/1—7272)2d$ — w/ 2-V1—2?)ds =

-1

1
= 87r/ V1—22dx = 87rg = 472,
—1

22.1 Meétodo das secOes transversais

b
Ao observar a férmula V = / 7r[f(31:)}2 dx, vocé ndo pode deixar de notar

que o integrando 7 [f(:zc)}2 é, precisamente, a area do disco de raio f(x), a secdo
transversal obtida do corte do sélido de revolucdo dado pelo plano perpendicular
ao eixo na altura x.

Isso nos leva a estender a definicdo de volume a outros sélidos, ndo neces-
sariamente sélidos de revoluc3o.

Suponha que B seja um sélido limitado por dois planos perpendiculares ao
eixo Ox, em x = a e x = b, e que para cada = € [a,b], a area da secdo
transversal do sélido com o plano perpendicular ao eixo seja dada por A(z).

Se A(z) for uma funcgdo continua, usamos as somas de Riemann, de maneira
analoga a que foi usada no caso de sélidos de revolucdo, para chegarmos a
defini¢do a seguir.

Nas condicdes que acabamos de descrever, o volume do sélido B é

> A 1S
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e

EXEMPLO 4 Vamos calcular o volume da intersecdo de dois cilindros de mesmo raio a,
cujos eixos de simetria sdo perpendiculares.

Suponhamos que um dos cilindros tem Ox como seu eixo de simetria, € 0
outro cilindro, o eixo Oz. Devido a simetria, este volume é 8 vezes o volume
da parte que se encontra no primeiro octante, representada na figura a seguir,
a esquerda. A figura da direita mostra o sélido com um corte perpendicular ao
eixo Ox.

Essa secdo, na altura x, € um quadrado de lado v/a? — 2. Assim, a area
desse quadrado é A(x) = (a*—2?). O volume do oitavo do sélido, representado

na figura, é

3

Portanto, a intersecdo dos dois cilindros tem volume unidades de

volume.

22.2 Meétodo das cascas cilindricas

Este método é apropriado para calcular volumes de sélidos de revolucdo cujo
eixo de simetria é o eixo Oy.

Vamos considerar um retangulo de altura h, sobre o intervalo [z;_1, x;], com
0 < w;_1 < x;, como mostra a figura a seguir. Vamos calcular o volume da
casca cilindrica obtida pela rotacdo desse retangulo em torno do eixo Oy.

S
/]
e

o
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Ora, isso é o volume do cilindro maior menos o volume do cilindro menor:

Vi = wx?h — fo_lh = 7Th(x2 - xf_l) =

= Wh(l’l + .’171;1)(371' — .’171‘,1).

Agora, seja f : [a,b] — R uma fun¢do continua, positiva, com a > 0 e
seja R a regido sob o grafico de f. Queremos calcular o volume do sélido de
revolucdo da regido R em torno do eixo Oy.

154
1]
2.5
0712141618 % 22242628 3 i

O método que permite fazer isso é chamado de método das cascas cilin-

N

dricas, pois usamos aproximacdes do sélido por cascas cilindricas obtidas da
revolucdo em torno do eixo Oy de retangulos que aproximam a area R, num
processo similar ao que usamos para obter a férmula de volume de sélidos de
revolucdo em torno do eixo Ox.

Veja como funciona: seja a = xg < x1 < 9 < -+ < x, = b uma particdo
do intervalo [a,b] e, como antes, para cada intervalo da particdo, escolhemos
um ponto &; € [x;_1, z;].

O volume da casca cilindrica obtida da revolucdo em torno do eixo Oy do
retngulo de base [z;_1,x;] e altura f(&;) é

! vy D
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A soma dos volumes das cascas cilindricas € uma soma de Riemann:
DVio= Y wf&) (wi+ wia) Az =
i=1 i=1
~ 2m Z f(&) v Aw;.
i=1

O limite dessas somas de Riemann resulta na férmula com a qual definimos

o volume do sélido:

b
V = 27r/ z f(x)dx.

EXEMPLO 5 Vamos calcular o volume do cone de altura 2, com o raio da base r. Para
isso, vamos considera-lo como o sélido de revolucdo do tridngulo de vértices
(0,0), (r,0) e (0,h), em torno do eixo Oy.

Primeiro, devemos achar a equacdo da reta que contém os pontos (r,0) e
(0, h). lIsso é facil: y = h(l — %) Agora, usaremos a férmula do método das

cascas cilindricas, com f(z) = h(l - %) definida no intervalo [0, r]:

V = 27r/0r:vh(1—§>da: = 27r/0r<hx—h7x2)dx =

(hr2 hr2> - whr?
= —

2 s |”
(5 - %)

Ou seja, o volume do cone de altura & e raio da base r € um terco da area

da base vezes a altura.

S
/]
e
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22.3 Exercicios

1. Faca um esboco do sélido de revolucdo obtido pela revolucdo do semicir-
culo do exemplo anterior em torno dos seguintes eixos: (a) z =2; (b)

y=—1.

2. Seja R aregido limitada pela curva y = /z, pelo eixo Oz, com x € [0, 4].
Faca um esboco do sélido obtido pela revolucdo de R em torno do eixo

Oz e calcule o seu volume.

3. Calcule o volume do sélido de revolugdo da regido R em torno do eixo

indicado:

(@) R = {(z,y) eR|0<2<2, 0<y<z/2}; Ozx.
(b) R = {(z,y) eR|0<z <7 0<y<cosx/2}; Oy.
()R ={(r,y) eR|1<y<2?—4x+4}; Ozx.

(d R = {(r,y) eR|0<2<2,0<y<e"}; Oz.

(e) R = {(z,y) eR|0<2 <2, 1/x<y<e"}; Oz.

4. Esboce o grafico da regido R sob o grafico da funcdo y = 2 + 2 cosx
sobre o intervalo [0, 7]. Calcule o volume do sélido de revolugdo de R em

torno do eixo Oy e faca um esboco desse sélido.

5. Calcule o volume do sélido de revolucdo em torno do eixo Ox da regido
sob o grafico da fungdo f(z) =z +/cos x, no intervalo [0, 7/2].

6. Calcule o volume do sélido de revolugdo em torno do eixo Ox da regido

sob o grafico da fungdo f(z) = sec z, no intervalo [r/4,7/3].

7. Em uma esfera de raio 1 foi cavado um buraco cilindrico, cujo eixo de
simetria € um didmetro maximo da esfera. Calcule o volume obtido da

esfera menos o cilindro, sabendo que o raio do cilindro & 1/2.

8. Calcule o volume do sélido cuja base & o disco z% + y* < 4 tal que
cada uma de suas secBes transversais perpendiculares ao eixo Ox é um

quadrado.
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9. Um soélido é construido sobre o triangulo de vértices (0, —2), (0,2) e (4,0),
de tal forma que cada secdo perpendicular ao eixo Ox & um semicirculo.

10. Uma cunha é cortada do cilindro 2% + 42 < 1 pelos planos 2 = 0 e z = y.

Calcule o seu volume.

10
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22.4 Mais aplicacdes da integral — Areas e

comprimentos

Area de uma superficie de revolucao

Vamos agora obter areas das superficies que recobrem os sélidos de revolu-
cdo. O ponto de partida sera o tronco de cone. A area de um tronco de cone
reto, de geratriz g, com raio da base maior R e raio da base menor r é igual a
area de um trapézio de altura g, com base maior 27 R e base menor 27r. Isto

&

Seja S a superficie obtida da rotacdo do grafico da funcdo continua f :

€,

A=mn(R+r)g.

[a,b] — R cuja restricdo ao intervalo aberto (a,b) € de classe C! (dizemos
que uma funcdo é de classe C' quando, além de ser diferenciavel, a funcdo
derivada f’ é continua). Queremos atribuir uma area a S. Usaremos o seguinte
processo de aproximacdo: paracada particdio a =29 < 1 <xp < - < T, =b
do intervalo [a, b], consideraremos os troncos de cone obtidos pela revolucdo dos
segmentos de reta que unem os pontos sucessivos (z;_1, f(x;—1)) e (x4, f(z;)).
Veja na figura a seguir.

A unido desses troncos de cone aproximam a superficie de revolucdo, na

/

medida em que tomamos particdes mais finas.

1 vy D
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A area da superficie obtida pela unido dos cones é a soma das areas dos

cones:

EZA Ej (F(wiia) + fla) b

onde [; = \/(x, —z1)? + (f(z) — f(xi_l))z é o comprimento do segmento
de reta unindo os pontos (z;_1, f(x;—1)) e (x;, f(z;)), a geratriz do tronco que

tem como raios das bases f(x;_1) e f(x;).
Usaremos agora o fato de f ser uma funcdo diferenciavel. Pelo Teorema do

Valor Médio, existe um namero &; € [z;_1,x;] tal que

f/(&) _ f(fz) - f(xi—l)’

Ty — Tj—1

para cada ¢ = 1,2,3,...,n. Assim, podemos trocar f(x;) — f(x;—1) por
f(&) (z; — x;—1) na féormula que determina [;, obtendo:

b= m) (6 () =
= VAuz 4+ (F6) A = 1+ (f(&)° A

Além disso, como f é continua, sabemos que o intervalo limitado pelos

nameros f(z;—1) e f(z;) estd contido na imagem de f. Isto & a equagdo
f(z) = M tem solugdo no intervalo [z;_1,x;], para todos os valores de M
entre os nimeros f(z;_1) e f(z;).

Em particular, existe ¢; € [z;_1,x;], tal que

£(G) = f(ffz‘—1)2+ f(ﬁﬁz‘)7

para cada i = 1,2,...,n. Isso significa que (; é a solucdo da equagdo f(x) =
M, onde M é o ponto médio entre f(z;_1) e f(z;). Ou seja, 2f(¢;) =
f(i) + f ().

Com mais essa alteracdo, nossa férmula para E A; ficou assim:
i=1

iAi:%TZfQ \/1 AZL‘l
i=1

Tomando o limite dessas somas de Riemann, obtemos a definic3o.
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APLICAGOES DA INTEGRAL — VOLUMES UNIDADE 22

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua e positiva, cuja restricdo ao DEFINIGAO 2
intervalo (a,b) é de classe C'. A area da superficie gerada pela rotacdo do
grafico de f em torno do eixo Ox é definida pela integral

=%/f Vi+ (7)) d

Note que usamos o fato de f’ ser uma func&o continua, pois entdo a funcéo

y = f(z)y/1+ (f’(x))2 é continua, garantindo que as somas de Riemann
convergem.

: N . T
A esfera de raio r pode ser gerada pela revolucdo do grafico da funcdo ExpyvpPLO 6

f(x) = V/r?2 — 2% em torno do eixo Ox. Para aplicarmos a férmula da éarea,
precisamos da derivada de f:

1 —x
/ = S22 (Lop) = P
fla) = S0P =ad) 2 (<20) =
Ent3o,
/ 2 z?
1+(f(x)) = 1+r2—$2 -
r2 — 22 + 22
- 72 _ o2 -
B r
- 2 _ g2
Assim,

[roVi+ @)y e = [vEme L = [

Portanto, a area da superficie da esfera de raio r &
'

A=27T7"/dx=27r7’x = 4mre.

-

O exemplo que vocé vera a seguir € bem conhecido devido ao seu resultado
surpreendente.
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| =

Considere a superficie obtida pela rotacdo do grafico da funcdo f(z) =

EXEMPLO 7
com x € [1,00), em torno do eixo Ox. O objeto lembra uma trombeta, porém

de comprimento infinito.

Vamos calcular o volume da regido limitada pela trombeta. Para isso, usa-

remos a férmula do volume, mas com a integral imprépria, para incluir toda a

vV = ﬂ/loo(f(x))2dx = W/looidx =

trombeta:

,
"1 1
= 7 lim —dr = 7w llm ——| =
r—00 1 €T r—>00 €T
= wlml—-—- = 7.
T—00 /r'

Como a integral imprépria converge, dizemos que a trombeta, apesar de
comprimento infinito, tem 7 unidades clbicas de volume.

Agora, usando a mesma abordagem, vamos calcular a area da superficie que

a recobre.
> 1 —1\2 e 441
_ 27r/ —,/1+(—) de — 271'/ VT g
. T x? " x3
Mas,
zd+1
3 Vb + 22
lim —*~— = lim ———— = 1.
T—00 l T—00 x3
T

o0
Como / dz diverge, pelo teste do limite do quociente, sabemos que a
1

Vvt +

integral imprépria / ——— dx diverge.

Ou seja, a area que recobre a trombeta é infinita. Aqui reside toda a
incongruéncia do exemplo: a trombeta pode ser preenchida com um pouco
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APLICAGOES DA INTEGRAL — VOLUMES UNIDADE 22

mais do que 3 unidades cibicas de tinta, mas, mesmo que use toda a tinta do
universo, ndo pode ser pintada.
Bem, ao lidarmos com trombetas de comprimento infinito devemos esperar

coisas surpreendentes.

22.5 Comprimento de curva

Vamos aproveitar os argumentos desenvolvidos na deducdo da férmula da
area para definir o comprimento de uma curva que é o grafico de uma funcéo
f. de classe C*.

Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua e positiva, diferenciavel em (a,b),
cuja derivada é uma funcdo continua. Como antes, seja a = 19 < 11 < Ty <
-+ <z, = b uma parti¢do do intervalo [a, b].

Associada a essa particdo, temos uma linha poligonal formada pela unido
dos segmentos de reta que unem os pontos (x;_1, f(z;_1)) e (x;, f(x;)), suces-

sivamente. Essa linha é uma aproximacio para o grafico da funcdo f.

O comprimento dessa linha poligonal é

Zli = Z \/(ﬂci — 22+ (f(@) = fzim))”.

Como antes, temos &; € [x;_1, x|, tal que

flx:) = flwima) = f1(&) Ay

Zli = Z Vv 1+ (f/(gz))z Ax;.

15 vy D
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Assim podemos definir o comprimento do grafico da funcdo f, sobre o

intervalo [a, b], pelo limite dessas somas de Riemann:

L = /ab\/1+ (f'(x))* da.
O

EXEMPLO 8 Calculo do comprimento de um arco de setor de circunferéncia.

Vamos calcular o comprimento de um arco de circunferéncia de raio 7,
correspondente a um angulo o < 7. Vamos posicionar tal setor de tal forma
que ele esteja na parte superior de 2% + y? = 72, e sejam x; e x5 0s pontos
correspondentes a projecdo do setor no eixo Ox.

I Z2

Entdo, o comprimento desse arco é

/ V1t (@) de = / ﬁd:ﬂ.

Para resolver essa integral, fazemos a substituicdo trigonométrica = =
r sen 6, onde 6, e 03 sdo os angulos que correspondem aos valores x; e o,
respectivamente: 17 = 7 sen 0 € 19 = r sen 6. Temos dx = r cos 6df e

Vr2 — 2% =17 cos 0.

Assim,

/g”2 r Qs — /927“2 cos&da _
e V12— a? g, T cosf
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22.6 Uma nota sobre os métodos numéricos

As integrais da formula da area de uma superficie de rotacdo e do compri-
mento do grafico de uma funcdo envolvem o radical /1 + (f(x))2 Esse tipo
de féormula costuma gerar integrais dificeis de serem abordadas pelas técnicas
de integracdo. Isto é, as primitivas destas func&es geralmente n3o se expressam
como combinacdes de funcdes familiares, tais como polinomiais, trigonomé-
tricas, exponenciais e logaritmos. Sé para citar um exemplo, para calcular o

comprimento da curva y = —, digamos de x = 1 até © = 2, precisamos
T

: PVt +1 o .
integrar — dz, que n3o é muito amigavel.
1 z

Na pratica podemos lancar mdo dos chamados métodos numéricos de inte-
gracdo ou, se dispusermos de um computador com algum programa matematico,
que fara a tarefa de avaliar o resultado. Por exemplo,

2 /A 1
/ VI 4r & 1,132090394.
1 T

Resumo das férmulas

Seja R a regido sob o grafico da funcdo continua e positiva f definida em
[a,b].
O volume do sélido obtido da revolucdo de R em torno do eixo Ox é dado

por:

= w/ab [f(2)]* da.

Se a > 0, volume do sélido obtido da revolucdo de R em torno do eixo Oy

é dado por:

V = 2r¢ /bxf(x)dx.

Se A : [a,b] — R é uma func3o continua e positiva que descreve as areas
das secdes transversais perpendiculares ao eixo Ox de um dado sélido, entdo

seu volume é dado por:

17 vy D



UNIDADE 22 UMA NOTA SOBRE 0S METODOS NUMERICOS

V- /abA(m) da.

Férmula da area da superficie de revolucdo do grafico da funcdo de classe C!
sobre o intervalo [a, b]:

A = 2r /abf(a:)\/l—l—(f’(a:))2 de.

Férmula do comprimento do grafico de f:

L = /ab\/l-i— (f’(:v))2 dr.

" L. 18
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22.7 Exercicios

1. Calcule a area do cone de raio da base r e de altura h.

2. Calcule o comprimento do segmento de parabola y = f(z) = 2% sobre o

intervalo [0, a.

3. Em cada um dos casos a seguir, calcule a area da superficie obtida pela

revolucdo do grafico da funcio dada, sobre o intervalo indicado.

.’172

@) fx) = % 0.2]
(b) f(zx) = e, [0,1];

(c) flz) = 2V, [1,4];
(d) f(z) = sen z, [0, 7/2].

4. Ao girarmos a circunferéncia z? + (y — 2)?> = 1 em torno do eixo Oz,

obtemos um toro. Calcule a area dessa superficie. Veja o exemplo 13.3.

5. Determine o comprimento da curva f(z) = 2232 sobre o intervalo [0, 7].

3
, , . x 1 )
6. Determine o comprimento do grafico de f(z) = — + — sobre o intervalo

6 2
2,4]. !

7. Calcule o volume limitado pela superficie gerada pelo grafico da funcéo

f(z) = z2/3, para x > 1, e a area que a recobre, se possivel.

= vy D
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