VI — O Método dos Minimos Quadrados

Frequentemente, as leis fisicas permitem prever o valor de uma grandeza y a
partir de uma variavel independente x. Um caso particular, mas bastante comum,
¢ aquele em que y depende de x através de funcoes f(x) e g(x) na forma linear

y = aof (x) + bog (x) (VLY

onde a, e by sdo constantes (isto é, independentes de x), cujos valores sdo
relacionados ao sistema especifico em estudo.

A equagdo horaria do movimento de um corpo langado para cima em um

plano inclinado por um angulo 6 em relagdo a horizontal, a partir da
origem, é
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y= t2 + vyt
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quando as forcas de atrito puderem ser ignoradas. Neste caso, a, = —
by =y, f(t) =t*eg(t) =t

Uma maneira de estimar a, e by € variar o valor de x e medir os correspondentes
valores de y. Se medimos apenas 2 pares, ou seja, (xy, vy, 1) € (x5, Y2, 05), onde
o1 € o, a0 0s desvios-padrdes de y; e Y, respectivamente, é possivel resolver o
sistema de duas equacOes a duas incognitas que se obtém; a solucéo serd um par
de valores d@e b que ndo sdo os parAmetros da equacgdo (VI.1), mas sim suas
estimativas, cujas incertezas decorrentes das incertezas nos valores y; € y,
devem ser calculadas pelas férmulas de propagacdo adequadas. Essa maneira,
entretanto, é insuficiente quando as incertezas de medida sdo significativas e nao
podem ser diminuidas. Além disso, esse procedimento ndo permite de maneira
nenhuma testar se a relagéo V1.1 é adequada para a descricdo do fendmeno.

A pratica em Fisica consiste em determinar N valores da grandeza y para
diferentes valores de x, ou seja, determinar um conjunto de dados

{(xi;}’i:o'i):i = 1N}

em que o indice i simplesmente identifica cada dado do conjunto de N pontos
experimentais e incluimos os desvios-padrdes dos dados, o;. O interesse em
repetir a medigdo de y um ndmero maior de vezes decorre da diminuicdo dos
desvios-padrdes de d e b, por conta da redugdo da flutuacio estatistica quando
sdo calculados a partir de mais medicGes, do mesmo jeito que o desvio-padréo da
média diminui com o nimero de dados, o, =\/iﬁ, como j& aprendemos na
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primeira experiéncia — na verdade, a média e o desvio-padrdo da média
constituem a estimativa de minimos quadrados da medicdo direta de uma
grandeza aleatdria, caso em que a formula V1.1 fica y = a,. A fim de testar se a
relacdo (V1.1) é valida, procura-se escolher valores de x distribuidos por toda a
regido de interesse da variavel independente.

No exemplo do corpo que é lancado da base da rampa para cima com
velocidade v, deve-se observar a posicéo do corpo desde o inicio até o final
do movimento e ndo apenas concentrar as medi¢des nos primeiros ou nos
Gltimos instantes do movimento.

Para explicar o método que vamos usar, relacionamos o dado experimental com
a funcéo (VI1.1):

Vi = aof (x;) + bog(x) + € (V1.2)

onde ¢; € o erro da medida experimental. O método que vamos apresentar baseia-
se na impossibilidade de determinar esse erro experimental — se fosse possivel
conhecé-lo, subtrairiamos o erro de medida e nunca precisariamos repetir uma
medicdo, porque o resultado final, depois da subtracdo, seria exato. Embora nédo
se possa conhecer o erro, supBe-se que se possa conhecer seu valor médio, bem
como sua média quadratica, que sdo as duas hipdteses necessarias para aplicar o
método dos minimos quadrados:

i (€;) = 0, que corresponde a hip6tese que os instrumentos ndo dao
leituras erradas sempre para 0 mesmo lado, ou seja, as medigdes séo
néo-tendenciosas.

ii. (e;2) = 0;2, que é a medida de dispersdo dos dados experimentais e
pode ser estimado como vimos fazendo desde o primeiro experimento.

O método consiste em minimizar a soma dos quadrados dos residuos ponderados
pelos desvios-padrdes dos dados, mais exatamente, minimizar a funcéo Q(a, b)

N 2
lyi — (af (x) + bg(x)]
0(a,b) = Z _ (V1.3)
¢ 0;
i=1
Note que, nessa expressao, a e b sdo variaveis, o que é estranho, mas inevitavel,
uma vez que a natureza ndo nos permite conhecer os seus valores verdadeiros, ag
e by — temos que admitir a possibilidade de que assumam quaisquer valores. Note
também que a idéia intuitiva de minimizar a soma dos erros ndo funciona, por
causa da propriedade (i) acima — o erro médio é zero. Assim, as estimativas dos

parametros s&o os valores @ e b que minimizam essa funcéo Q.
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Como Q(a,b) é um polindmio do 2° grau em a e b, pode-se desenvolver o
polinbmio que corresponde a essa parabola bidimensional e encontrar seu
minimo usando técnicas de algebra linear (veja, por exemplo, o livro de Barone
[1]D). A maneira que vamos indicar aqui é calcular as derivadas parciais de
Q(a,b) em relacdo a a e b, que devem se anular para um par de valores d e b,

que sao as estimativas das grandezas fisicas a, e by, ou seja,
Q0
da
Q0
ab

ab

=0
ab

As duas equacgdes do sistema linear acima (a derivada de um polinémio do 2°
grau ¢ um polinémio do 1° grau) em fungdo das duas incognitas de b sdo
escritas de preferéncia em forma de matriz,

2
ylf('xl Z (f(xi)) Zf(xi)g(xi) a
2 2
() = % w (V1.4)
YigXi f(x)g(x;) (g(xi)) ~
Uiz Z O'iz Z O'iz b
onde todas as somatdrias se estendem desde i = 1 até i = N. Essa férmula
matricial pode ser escrita em forma compacta como
D=MA (V1.5)

A solucdo do sistema linear pode ser obtida por qualquer método. Aqui,
definimos a matriz V que é igual & inversa da matriz M

v=M~! (V1.6)
de modo que simbolizamos a solugdo de (V1.4) por
A=VD (VL.7)

Os desvios-padrdes das estimativas d e b sdo calculados a partir dos elementos
da matriz V [3-5], que, por isso, é chamada matriz das variancias:

03 =11 € 05 =V (V1.8)

O método dos minimos quadrados é devido a Gauss e Legendre, no final do
século XVIII ou inicio do XIX, que o aplicaram na reducdo de dados de
observagdes astrondmicas; a prioridade de descoberta do método é uma questdo
interessante, veja, por exemplo, Stiegler [2], que sugere que Gauss descobriu o
método antes de Legendre, que, porém, o apresentou em uma publicagdo que
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despertou o interesse dos astronomos da época, o que Gauss teria tentado varios
anos antes, mas ndo conseguido.

A qualidade do ajuste pode ser avaliada pelo valor da funcdo Q da equacdo
(V1.3) calculada com as estimativas @e b dos pardmetros, Q(&,b), cuja
distribuicdo de probabilidade pode ser calculada quando os dados tém
distribuicdo normal. Se conhecéssemos os valores exatos a, e by, poderiamos
escrever

N 2 N
_ [Yi - (aof(xi) + bog(xi))] _ €°
Q(aOI bO) - 2 - _2
n O; - g;
i=1 =1
onde usamos a relacdo VI.2 para identificar os erros ¢;. Calculando o valor
médio dos dois membros da equacéo, obtemos

N N
O'iz

(Q(ag, b)) = Z - —=N (V19
i=1 ' i=1

&%) _
2 T

Essa relacdo ndo é muito Util, uma vez que ndo conhecemos a, nem by. No
entanto, se usamos as estimativas conhecidas @ e b no lugar de a, e by, obtemos

VIL.10

o(2.5) = i [y = (ar e + bgt)| i ¢l

2 2
O; .
l i=1 i

onde definimos o residuo do ajuste no ponto x;, €';, como

€=y — (af(xi) + Bg(xi)) (VI11)

E possivel calcular o valor médio da expressdo (V1.10) [5], obtendo-se uma
expressdo bastante parecida com a equacéo VI1.9:

(Q(a,b)y=N-2 (V1.12)
Como @Q é uma funcéo definida positiva ou nula, o fato de seu valor médio ser
nulo para N = 2 significa que ele vale zero sempre. Isso porque, nesse caso de
N = 2, as estimativas @ e b sdo a solucdo do sistema linear, de modo que os
residuos €'; e €', para os Unicos dois dados sdo nulos e, portanto, sua soma
quadrética é nula.

Quando fazemos um ajuste, porém, temos um Unico valor Q(d, 13), de modo que,
se N > 2, ele pode assumir qualquer valor no intervalo [0, oo[. Quando os dados
tém uma distribuicdo gaussiana, a funcéo de probabilidade dos diferentes valores

pode ser calculada e demonstra-se que Q(&, B) tem a funcdo de probabilidade da
variavel y2_, (diz-se qui-quadrado com N-2 graus de liberdade), de forma que
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se pode realizar um teste de hipétese rigoroso, dentro do quadro teorico da teoria
estatistica. Aqui, vamos nos limitar a uma interpretacdo qualitativa dessa
grandeza.

Valores de Q(a b) muito menores que N-2 sdo devidos a desvios-padrées
superestimados. Ja valores muito maiores que N-2 sugerem que o modelo seja
inadequado, quando devemos buscar outra funcdo para relacionar y com x no
lugar da (VI.1), ou, entdo, os desvios-padrdes estdo muito subestimados. Se
desenvolvermos as expressdes algébricas da equagdo (V1.8), que determinam os
desvios padrées de de b, veremos que, quando se subestimam (superestimam)
os desvios padrbes dos dados, os desvios dos resultados também estardo
subestimados (superestimados).

Na equacéo (V1.12), o numero 2 do membro direito, N-2, est4 associado aos 2
pardmetros ay e by da relagdo entre y e x. Caso a relagdo que substitua (V1.1)
tenha m parametros, esse nimero 2 sera substituido por m. Por exemplo, se
forem trés os parametros: ao, by € o, entdo a relagdo (V1.10) fica

(Q(a,b,é)y=N-m=N-3  (VL13)

Uma introducdo ao método dos minimos quadrados do ponto de vista do
tratamento estatistico dos dados em fisica experimental pode ser encontrada no
livro de Helene e Vanin [3] ou em Vuolo [4] e uma apresentagdo mais profunda
em Helene [5].
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