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Recordando, da aa/a passada, as
TABELAS DE ROTAL OES DE APO/OS:
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VIGAS HIPERESTATICAS

Com estas expressoes de rotagdo nos aporos, estamos em condigdes de resolver reagdes de
apolo e esforgos solicitantes em vigas hiperestdticas simples!

Exemplo 1: viga engastada-apoiada , sufeita a carvegamento uniformemente distribuido:

Equagdes
de_equilibrio:

P\
H. YA A
“1

9

\

M, b
PN

B

V, k 14 TVB

# reagdes de aporo

} =  Wga 1x hijperestdtica
3 equagdes de equilibrio

(Z2) > F,=H,=0

(2) T ZFY :VA +VB - pé =0 VA +VB - pf

0? :
(3) ZM(A):MA+VB€—p2 =0 S M+ Vel =
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Equagdo de Compatibilidade

Escolthe-se uma
“Estrutura [Sostdtica Fundamental’’:

A combinagdo dos carreqamentos
internos com o esforgo hijperestdtico
deve recuperar as condgdes de
contorno da estrutura original:

NRnaR R ananan AR AN AN AR An AR AR RRARARARARARAN
Onp i v mmmmmﬁwmm
{ N
E a corvespondente S V
“Incognita Hiperestatica”:
M, . Op=04,+0,n, =0 (@
( sl ) (“Equagdo de compatibilidade’)
(3
Das tabelas: 0, 5 =— ZZEl ,
3 14
[ = pf +MA£=O -MAZp— (4’)
24El  3EI 8
e, =+ M,
AMa 3E|
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Combinando (4) — (3)): p?ﬁ +V, (= pTKZ s Vg = - | - V, = re
pL p
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@ 8 o _%+1(5pﬁx5€j:9p€
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Exemplo 2: viga engastada-aporada, sufeita a carvegamento uniformemente distribuido
Resolugdo alternativa, tomando l/,z como _incognita Alperestdtica:

M, i 5. =0
{ R 5
' (Equagdo de

A ? B compatibilidade)
V, k g 2 VB

Estrutura [sostdtica Fundamental:

p /
RN ORT RN RRR R RRRRR AR Ogy,
O $ -

P Incognita B
Hiperestdtica

Equagio de compatibilidade: O = Og , +0gy =0

7Y
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pt*
Das tabelas: Oy , = Y=
4 3
s oo Pl Vel
S _+VBf 8ElI 3EI
BVg
° 3EI
’ /
Ly, 3
8
Equagdes de equilibrio:
(Z) TZFY =V, +V,—pl=0 SV, = pE—VB=58ﬂ OK!
€2 2 2
(&) TMy =M, 4Vl -0 v m, pf v, l = pé OK!
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Exepmplo 3: Vjga biengastada, sujeita a carga concentrada.

P = 60kN

A B
H Z N
£ )
f( 2m >I< 3m )E/JB
/ =1 Vs

v Considerando todas as reagdes de aporo possivers e equagdes de equilibrio no plano, temos:

* & reagdes de aporo , ) o,
Viga 3x hjperestdtica

3 equagdes de equilibrio

V' Como ndo temos esforgo externo na horizontal (H), Ha=Hs=0. Logo temos apenas quatrvo reagdes
de apolo e duas equagdes de equilibrio linearmente independentes:

s 4 reagdes de aporo . . £y
¢ por Viga 2x hiperestdtica

2 equagdes de equilibrio

() T2 F =V,+V,-P=0
M,—-M,+5V, =120 (3)

Equagdes
de equilibrio: 2) ZM(A) =M,-M_+V,/—Pa=0
7

V, +V, =60 (2
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Estrutura [sostdtica Fundamental : Viga biaporada (eMA e MB sdo as incdgnitas hiperestdticas:

Z. carvegamento externo P
P = 60kN Das tabelas:

1

}
A Ph (1% —b? Pa(/? —a
N O Opp =~ (6€EI ) %r = (GEEI )

A
\

+

2. Incognita hiperestdtica Ma:




A combinagdo dos carvegamentos internos com o esforgo hiperestitico deve
recuperar as condigdes de contorno da estrutura original:

(“Equagdes de compatibilidade”)

+0,, =0

0, :‘9A,P +‘9A,MA AM,g

_Pb(ﬁz—b2)+MAg+MB5_o

A 6/E| 3ElI  6EI
5 5
EMA+EMB :96
10M , +5M, =576/ (%

Resolvendo (*) e (**), obtemos: -

“

B Pa(ﬁz—az)_MAg_MBg_o

® 6/E| 6ElI  3El
5 5
“M,+-M. =84
6 ~ 3 °
5M, +10M , =504
M, = 43,2 kNm
M, = 28,8 kNm
V, = 38,88 kN
V, = 21,12 kN
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Uma vez conhecidas as reagdes de aporo, o tragado dos diagramas de esforgos
solicitantes € direto:

P = 60kN
43,2 A l B 288

(3 )
> Z
A, 2m B 3m
38,88 < : - 21,12
< € S
@ (kN) 38,88 @)
O 21,12
@ (kNm) 3.2 | o O | 288
@ ©
34,6
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Vigas continuas

Viga de dois tramos: 4 reagdes de aporo

1 x hiperestdtica

N <
o

BSS
_V

Viga de trés tramos — 5 reagdes de aporo

2 X hiperestatica
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A rotagdo sobre cada um dos apoios intermedidrios oferece uma
equagdo de compatibilidade:

No aporo B:

HBA — HBC
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Exemplo 4. Determinar as reagdes de apolo € os diagramas de estorgos
cortantes e momentos fletores na viga continua da flgura abaixo.

leSkNl q=6kN/m

HA—>- o
vi | v, V,
4m >|< 2m >i< 4m

\ 4

(@) D F=H,=0 (2)

Eg&(ﬂfﬁ&f (2) T Z FY :VA +VB +VC - quC - P == O
de equilibrio: 3

Vo+Vg +V, -6x4-18=0 . V,+Vy+V.=42 [2)

- (3) ZI\/I(A):1O-VC+6-VB—P-4—q-4-8=O
- 10V, +6V, =264 (37

7Y
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PZlgkNl g =6kN /m

I\ S /|\ 4m >
Equagdo de compatibilidade: HB A= QBC
P =18KN q=6kN/m
' QBA,P
WASS A s> 2
BC,
}( 4m Sle—2Mm > <« 4m >
'T( QBA,MB A>

QBA,P + QBA,MB = QBC,q + QBC,MB

: T
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QBA,P + HBA,MB — HBC,q + eBC,MB

Pab(/g,+a) Mgly,  qlg Ml

6/ ,El 3EI 24EI " 3El
18x4x2(6+4) Myx6  6x4° . M, x4
6x6 3 24 3
40-2M :—16+gI\/IB
5 =16,8kN.m

*J\ q=6kN /m

16,8kN.m 16,8kN.m

V VAL S am S[Ve

BA BC
{ )

g\‘; — ﬁfb (£

Y
VB . P
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P —18kN 16,8kN.m  16,8kN.m q=6kN /m
A am Sle - 2m >i 'L Am >|ch
VBA VBC

VB
> M, =6V, ~18-4-16,8=0 D M =4xVy —6x4%x2-16,8=0

<¢

V,, =14,8kN V,. =16, 2kN

V, =14,8+16,2 = 31kN

Substituindo \, em (3) temos: 10V, +6x31 =264 V. =7,8kN

Substitumdo \I; e . em (2) temos: V,+V; +V, =42 V A= 3, 2kN

-y

P,
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leSkNl g=6kN /m
p A A
V, =3,2kN m g olie 3N Ve =780
16,2
@ 3,2 [©) Nel, 3m->
@ \Q 1,8
14,8 ’
16,8
& /&
5,07
12,8
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Exemplo S5: Determinar os esforgos na viga de concreto de segdo transversal
20 em X SO cem. Sobre as vigas tem-se alvenaria de tijolos cevdmicos com
pé-diverto de 2, 75m.

"

A

P q P
H A = | ]
V.Y v Vc% v
A't}lm 9|< 2m B>|< 4m % 5m ilm —)|
Peso proprio das vigas:  y. = 25kN | m® .. Oy =0,2x0,5x25=2,5kN /m
Peso préprio da parede: )y, =16KN / mé .. 0O, =0,25x2,75x16 =11kN /m

0 = Guiga + Gy = 2,5+11=13,5kN /m

Rt
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q=13,5kN /m

Vigas transversais: /! 13.5x4
(OO, axt_335x4 o
A A 2 2
P I< 4m >| P
Viga Longitudinal:
P =27kN P =27kN
0 =13,5kN /m

|
o i T T T T T T T T T T llllllll

A =

I s A
Vv, vV, c Vo
<1m5¢—2m ¢ 4m X 5m >|elm

© 5 reagdes de aporo , , iy
= Viga 2x hiperestdtica

© 3 equagdes de equilibrio

e
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| P =21 Orc q=13,5kN /m P:27kNl

0
VAA QBA AVB CB VC A QCD VDA
cIlmsye—2m Sl¢ 4m S 5m >|elm

((1) ZFXZHAZO

Equacoes | (2 = Cal—2P =0 - V.tV 4V, +V, =229,5 (2)
de eqa/V/ér/b:i() TZFY VA +VB +VC +VD q£ 2P =0 A B C D

2
q-13° _,

(3) ZM(A) =3V, + 7V . +12V, -P-1-P- 13-

3V, + 7V, +12V, =1518,75 (3)

Egquagoes 0. =0 0. -0
de compatibilidade: A TBC cB — ¥CD

-y

P,
@ PEF2603 : Estruturas na Arquitetura Il - Sistemas Reticulados e Laminares 1“»‘



p 7Trecho AB Trecho BC Trecho CP

CD,q

I\/ID
ﬂ
0,

CD,M,
HBA,P +‘93A,q +QBA,MB = QBC,q +‘95(:,|\/|B +HBC,MC

E 0 momento gue o

°  balango aplica ao ponto D

gcs,q + HCB,MB + QCB,MC = ‘90D,q + QCD,MC + QCD,MD

P,
@ PEF2603 : Estruturas na Arquitetura lll - Sistemas Reticulados e Laminares 1.4



Momento Hetor ¢ carga vertical no aporo D:

f 2
M, = szDE+qX2DE — 33, 75kN.m

P =P+qx/, =40,5kN

-y

P,
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Equagdo de compatibilidade para o apolo B:

QBA,P + QBA,q +‘98A,|\/|B = eBc,q + QBC,MB + QBC,MC

Pab(gBA_I_a) + qgsl’?)A . I\/IBBBA _ qgel,BC + I\/IBKBC + I\/ICgBC

6/,,El 24E1  3El 24E1  3El 6EI

27><1><2(3+1)+13,5><33 ~ Myx3  13,5x4°  Mgx4 Mo x4

63 24 3 24 3 6
7M, +2M_ =189,5625 (2)

7Y
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Equagdo de compatibilidade para o aporo C:

QCB,q T QCB,MB + HCB,MC = QCD,q + QCD,MC + HCD,MD

qg?c):B _MBECB Mclcq __qgeéD +MC€CD _|_MD€CD

24E1  6EIl 3EI 24E1  3El 6El
13,5x4° Myx4 M x4  135x5’  Mcx5 M, x5
24 6 3 24 3 6

2M; +9M . =234,5625 (2)

7Y
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7M_ +2M_ =189,5625
2M, +9M_ =234,5625

Resolvendo o sistema de equagdes, obtém -se:

M, = 20,96kN.m
M = 21,4kN.m
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P = 27kN M, = 20,96kN.m

| q=13,5kN /m
Trecho AB: * W

i
V
A-elme‘<—2m Ve
1 2
S M, =3V, —20,96 - 27 x1- 3’5;3 ~ 0

V., =36, 24kN

TS F =V, +Vg —13,5x3-27=0

V, =31, 26kN

Rt
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M, = 20,96kN.m

q:13,5kN/m MC:21,4kN.m
Trecho BC: ’\

4

A
VBC< dm JVCB
13,5x 4°
D M) =—4xVy +20,96 + ,———2L4=0
V.. = 26,89kN
13,5x 4°
D Mg =4xVg +20,96 - , ~-21,4=0
V., =27,11kN

Rt
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M, = 21,4kN.m "o = 40.5kN

0=13,5kN/m 4 "1 33 75k\Nm
Trecho CD: (\ | L \
: !
VCD< 5m >VD
2
S M, =5xV, ~33,75-40,5x5- X2 | 21 40
() D 2
V. =76,72kN
1 2
>M g =-5xVe, 33,75+ 3’5;5 +21,4=0
V., = 31,28kN

P,
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V, =31,26kN
V,, =36, 24kN
V,. = 26,89kN
V., = 27,11kN
V., =31,28kN
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V_ =76, 72kN

V, =V, +V_. =36,24+ 26,89

V, = 63,13kN

V=V, 4V, =27,11+431,28

V. =58,39kN

Lt



P = 27KN q=13,5kN /m P=2TkN |

a z, N y
V, =31,26kN p V, =6313kN 4 V, =58 39kN 4 V, =76,72kN A
1m Sfe—2m >¢ 4m N 5m >|elm%[

31,26 26,89 31,28 v \
V (kN) 2 O~ O~ o]
9,24 \@ vﬁ N

36,24 36,22

33,75

AL NN

M (kKN.m) / ~—01_— SN——

5,82 14,72

2451

R SWS N AL E BN N A AL

. P
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