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Deformagdes na Flexdo

o O conhecimento das deformagdes de uma estrutura tém um interesse mtrinseco,
uma vez que essas deformagdes devem ser limitadas;

» O estudo das deformagdes permite a resolugdo de problemas hiperestdaticos, para
0S quais ndo bastam as equagdes de equilibrio;

©  Inicialmente, definimos alguma notagcdo, tomando como exemplo o caso da
deformagdo da viga biapoiada de eixo originalmente reto, gue se deforma guando
SUErta a um Ccarvegamento externo:

AY
P
mdeformado

X l E1XQ
ey /S X

Eixo deformado
“Imha eldistica’

L

Vv ( X) Descreve os deslocamentos transversais da viga;

N

No sistema de coordenadas adotado, um deslocamento para baixo corvesponde a V(X) <0
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Deformagdes na Flexdo

Introduzimos mars alguma notagdo, ¢ hijpoteses cinemdticas, considerando o caso de
uma viga em balango:

Y,V
) ]

~

v(0)=0
6(0) = O}

O(X) Sao as rotagdes experimentadas u(L) =0
pelo eixo da viga; P

«  Vamos desprezar os deslocamentos longrtudinais U(X), pors sua consrderagdo
leva a um problema ndo-linear, de resolugdo complicada;

©  ESsa € uma simplificagdo razodvel para as vigas de uma edificagdo, mas
N4o o seria para o caso de uma vara de pesca de fibra de vidro ou carbono,

por exemplo.
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Deformagdes na Flexdo

O (X Centro de curvatura do eixo deformado,
corvespondente a abcissa X

,0( X) Raro de curvatura do eixo deformado,
LY,V corvespondente 4 abeissa X

v(0)=0
6(0) = O}

T I T T T T T T T T T T T T T T T T T T

P

tané?(x):g—v
X

Rt
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Deformagdes na Flexdo

dv

tan @ = — € a derivada da fungdo v(x) (ou seja da linha eldstica da viga),
_ dx em relagdo 4 abscissa x

(Assunto do cdlculo diferencial, pré-requisito para as disciplinas do PEF)

Recordando, por exemplo:

. df
f(x)=smax = d—:acosax
X

f(x):ax”+b p— d_f:n.ax(n_l)

dx

Nota: Recomenda-se aos alunos uma breve revisdo das definigdes de derivadas e
mtegrais, mas o trabalho de cdlculo de nossa disciplina serd reduzido ao minimo
necessario parva bem definir o problema da linha eldstica’
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Deformagdes na Flexdo

Em PEF2601, durante o estudo da flexdo simples, chega-se a formula das tensdes normais:

M
O-( y) - I_ y’ COMPRESSAO " f— O mix

onde O ( Y) SAo as tensdes normais devidas ao

momento M o ‘ M
4

£ a distincia da fibra considerada ao
baricentvo da segdo transversal \

y

| =1 0 € 0 momento de inércra da segdo TRAGAO
transversal em relagdo ao eixo V
baricéntrico z,

Durante a dedugdo dessa formula, encontra-se um resultado intermedidrio,
velacionando a curvatura da linha eldstica da viga com as grandezas acima:

1 M N
o EI

M
Onde K €& a curvatura da inha eldstica /

P &0 raio de curvatura da linha elistica

E € 0 moaulo de elasticidade do material

'S
E—
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Recordando (de PEF2601):

Comprimento antes da deformagdo: 0

Apos a deformagdo, os comprimentos das fibras
longitudinars variam conforme distincra a linha neutra
(cufo comprimento permanece inalterado):

fo=p0 3 1(y)=(p+y)0

Logo, resultam as deformagdes longrtudinais:

£(y) - f(y;)o—fo _ (p+ y/')):—pﬁ Y

¢ as corvespondentes tensdes normars:

. : y'
v O'(y)zEg(y):E;
e 0 momento resultante:
M = ja Yy dA = ng Vy'dA= jE—ydA M_—j :EIZO
1 M
Logo, K=—=—— C.RD.
,0 EIZO
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Do estudo das curvas planas, dadas por \| =\ ( X)

O(x)

p(X)

N
<
—~
X
~

\ 4

Sabe-se que a curvatura pode dx?
ser calculada pela expressio: K ( X) =

Lt
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Admitindo a hipdtese de pequenas rotagdes @ << 1

dv
Tem-se amda gue tan = — =0 <<1
dx
d v
E logo K(x):—2 (¢ &)
dx
» ; d’v M
Substitumdo (& &) em (©) chega-se a uma relagdo entre a sequnda \ _
derivada da linha eldstica vix) e o momento fletor M(x) dX2 — El

Sob a hpdtese de pequenas rotagdes, € licito admitir a (qualdade, resultando a
2
dv. M
- =
dx® El
Trata-se de uma equagdo diferencial ordindria de sequnda ordem, com coeficrentes

constantes, de integragdo muito simples para as fungdes M(x) usuais, requerendo o
conhecrmento de duas condigdes de contorno, para determinar as constantes de

imtegragdo:

EQUALAO DA LINHA ELASTICA
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Para entendermos melhor essa nomenclatura, vamos considerar, por exemplo, as
derivadas da fungdo polinomial

f(x)=x"+2x"+3x+3

A sua primerra derivada € dada por: ﬂ —3x° +4Xx+3

dx

, d*f
E a sua sequnda derivada: ] — = 66X+ 4
X
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2
Suponha-se que ao Invés de f ( X) conhegamos apenas a sequnda derivada f

dx*
Como podemos fazer para conhecer a fungdo original?
df
f=[| = [dx+C
dx
onde C & uma constante de integragdo.
" aXn+1
Por exemplo para o mondmro  AX tem-se J- ( ax" )dx —— +C
n+1
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Aplicando esta regra para nossa fungdo —— =0X+ 4

2

2
%:I(d f)dx:J.(ijL4)dx:6%+4X+<C

dx?

f :Nj—ijdx:j(3x2+4x+((3)dx:3;(3 +4;(2 +Cx+D

f=x*+2x*+Cx+D

Para fx) ser integralmente conhecida, precisa-se conhecer duas “condlgdes de
contorno’, por exemplo
f(0)=3

{f (0):3 Ou entdo < df

fF(1)=9 axl o
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Exemplo 1: Determinar o mdximo deslocamento da viga brapoiada
suferta a uma carga uniformemente distribuida.

v(0)=0
Y p v(£)=0
LU L LU L LD o IV = V(gj
(0) =0 v(f)=0 | —| =0
| y ‘ dx|,_¢
. ﬁ >l¢ £ > | |
pl pl
0 2) 2"
p? %—px M(X)z(zj (22 jxx
) J
———— o |
2
pl  px°
@ G)\M(x) "

R
)
.""11
N
N
O
M
$
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N
2
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Exemplo 1 (continuagdo):

Equagdo da linha eldstica:

dv. M 1 (pl = px’
dx* ElI EIl 2 2

2
M dv_ 1Pz _PX
0=—= X —— |+ C
T — 0 | dx EI| 4 6

l
ve [Py PX Cx+D
El{12 24

S
e
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Exemplo 1 (continuagdo):

V(O)zO v(O):]D):O
Condigdes de contorno: 1 (ot pot
p P _
V(K):O v(ﬁ)_El(lz — 24J+C€+]D)_O
___p~
~ 24E|

ElIl 12 24 24
~1(plt, p< pl
Ell 4 6 24
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Exemplo 1 (continuagdo):

Por simetria, v(x) € mdximo para X=l/2:

RO SRR

Vinax = — > p€4
384 EI
E usual expressar a flecha mdxima em modulo: 5. = | | _ p!*
"™ 384 El
" 3
AR AR AR R AR RR AR RRRAAARY p’
0, =—
/6, <0 0, >0 = 24El ?é @
Oc e
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Exemplo 2: Determimnar o deslocamento ¢ a rotagdo da extremidade livre
da viga em balango sujeita a uma carga uniformemente distribuida:

g
VLUV L LUV L LU L L L

2 2

ql gx
M (X) = — —— + /X — ——
(x) 5 +g¢x )

S
e
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Exemplo 2 (continuagdo):

2 2

Momentos fletores: M () = _% +qfx— %
: ., v M(x 2 2
Equagdo da Linha Eldstica: d \2/ M) _1f a” ox -
dx El El 2 2
2 2 3
Integrando uma vez: v O(x)= 1leaf, ax ) ¢
dx El 2 2 6
Condigdo de contorno 0(0)=6,=0 = C=0
~ . . 0? Ix? ®
As rotagdes ficam determimadas: av_ O(x)= S O L
dx El 2 2 6
2 2 3 4
Integrando uma sequnda vez: v(x)= L[_aEx 9t _ax ), p
El 2 2 23 64
2
Condigdo de contorno v(0)=v,=0 = D=0 (x)=- 2C4]1XEI (x* —40x+60%)

Y.V N




Exemplo 3: Determiinar os deslocamentos e a rotagdo das
extremidades da viga biapoiada esquematizada abaixo, suferta a um
momento concentrado na extremidade A:

M

/:/= —> X




Exemplo 3 (continuagdo):

dv. M(x) M,
dx>  El El/

Equagdo da Linha Eldstica:

(x=1)

dv. M, (%
Integrando uma vez: 0 (X) = A ( — EXJ +C

M, (x® x°
Integrando uma sequnda vez: N (X)= Erel 6 2 +Cx+D

VA:V(O):]D):O
Condrcdo de cont: b 3 3
ondlgdo ontorno <VB=V(€)=MA(€——€—j+CK=O N (CZI\/IAK
\ EICl 6 2 3El
v(x)= Ma (x3—3€x2+2€2x) 0(x)= M, (3x2—6€x+2€2)
6EIl/ 6EI/
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Exemplo 3 (continuagdo):

M 7

M 9(0)=+3g,
0(x)=—2 (3x2—6€x+2€2) J

6EI/ M ¢

S s

Q(X*) M, (3(X*)2 — 60X +2€2): 0

" BEI/
2 . . (0,42¢
3(x) _BIX +20°=0 = X =
1,58/
62
Voo = V(0,420) = 0,064 MEAI
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Superposigdo de Efertos

q
| 5.
g p
' : O
2o, b, =
5, :
\j
_ )eA,P 5 QBP -
Oc =5C,q +§C,P c.p
0, = <9A,q + QA,P
0, = QB’q + HB,P

-y

P,
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7?4Z?ZHL/1$4£%E'l?éiSZ«Skf?4ﬁ4Z§A/72§E?AEFI?C7734552§ZES'£54¢ VIGAS

« Vigas engastadas

«Deslocamentos transversaissN(X) =V
Rotagdes:N'(X) =V

«Deslocamento transversal Og = |VB|
em B:

*Rotagdo em B: Oy = |V'B|

El = constante

2 f4

- X (67 —arx+x?) 5, =2
24E| 8EI
pe’

6EI
2.
i px> (0<x<a)
W V=- (6a2—4ax+x2)
24El
a—je——b—]
< :—ﬂ(Saz—Sax+x2) (0O<x<a)
6EI
3
E : V:_zia(4x_a) (x=t
mx=a:
_pa’ Ve — pa’ . pa’ (a<x</)
8EI 6El 6EI
pa’ pa’
= 4/ —a o, =
® 24EI( ) ®  BEI
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3.
P 2 0<x<a
v=—PPX 3013 2x) )
w 12ElI
I< @ Sle—b—> __p_bx(“a_x) (0<x<a)
2EI
- P (x4—4£x3+6€2x2—4a3x+a4) (a<x<()
24El
V'=—6%(X3—3£x2+3€2x—a3) (a<x<?)
Oy =L(3£4 —4a3€+a“)
Emx=a: 24El
_pazb '__&bé ) :L 3 _ a8
= oE 08 2El B 6E,( )
£ b 2 3
Px P/
= - /— o, =
g ! 6E|(3 X) ®  3EI
2El 5 2El
s
P 2
g i v:—PX (3a—x) (0<x<a)
6ElI
je—a—jc—1br—>] v'=—1(2a—x) (0<x<a)
2ElI
2
(
__Pa (3x-a) (a<x<()
Emx=a: 6EI
_ P&’ _ Pa’ _pa’ (a<x<0)
~ 3El 2 ~2El
2 2
Sy =i (3-a) =2
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MO V=— OXZ VZ—I\/IOX
Lz A |
I { rgl _ Moﬁz HB _ Mof
5 2EI El
Z M . x2 M x 0<x<
M, __MyX vV=——2" ( X a)
2El El
M a
[ema—te——b——3] v=-Tf(2x-a) (asx<?)
Emx=a: =_M0a (a<x<€)
El
_ M,a’ Ve I\/é(;a
2El M a M a
S, =—2-(2¢-a 9, =—2
® 2EI( ) . El

2
v=——PX (10721002 +50x* — x°)

120/El
Ve _ﬂ@ﬁ —60°x+40x* - x°)
24/E|
_pt P
®  30EI 8 24EI
2
V= _po_x(20€3 ~100°x + x3)
120/El
V= _ﬂ(sﬁ ~60°x+x°)
24/(E|

4 3
5 - 11p,! o, - P!
120El 8EI

PEF2603 : Estruturas na Arquitetura Il - Sistemas Reticulados e Laminares




Vigas simplesmente aporadas

«Deslocamentos transversaisN(X) =V

Rotagses: V' (X) =V

*Distdncra entre A e o ponto de O,

*Deslocamento transversal
maximo:Opg, = |V ( X )|

e Deslocamento transversal em C

(ponto médio):0c = |VC|
“Rotagio em A:0, =|V |
*Rotagdo em B:0p = |V'B|

L El = constante

T ¥~ ey (2 )
24EI

[P NI
'€ ! 7w P (e v ax)
24E|
5_5_5p£4 . pl
¢ M 384El A B 24El
2.
p
[T
- ¢ ¢ =
k—>—te——
4
v:--ﬁi—@ﬁ—zuy@uﬁﬁ) 0<x<i _opL
384EI 2 ¢ 768El
V|=_384I13EI (9%3—72£x2+64x3) [Os xséj 3p€3
? Or= 1281
pl 3 2 2 3 l
V:_384EI (8x —240x% +177 x—() (—gxgﬁJ
2 _ 7p€3
=
384E|
vi—__Pt (24x* —480x +1717) Lexs<r
384E| 2



3.

jg p p.N
fe— a—>te—b ——>|
v (a*—4a’0+4a%0% + 2a°%* — 4alx® + 1X°) (0<x<a)
24/E|
vi=__P (a* —4a® +4a%(* +6a°x* —12a/x” + 4(x°) (0<x<a)
24/EI
2 <x</
v=__P2 (—a?€+4fzx+a2x—6£x2+2x3) (a<x<f)
24/E|
2 <x</
yi=__Pa (4€2+a2—12€x+6x2) (a<x<?)
24/EI

pa’ 2 pa’ 2 _ 2
= 20— 0. == (207
A 240El (2-a) B 24/E] ( a )

4. P
| Pbx
__ 02 _p?_x2 <x<
Y 6€E|( X) (O<X<a)

[e—2a—¢—— b—>|_ v':—P—b(fz—bz—sxz) (0<x=<a)

6/EI
Pab Pab
=——-(/+b 0, =———(l+a
A 6fE|( ) B 6fE|( )
2_ 2 2_ )
seazh: o, = PG Z40) o alp, 5 _ Pa@-da)
48EI 48El
22 2 124302
R N - G
' 3 9V/3(EI
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ea > leasl ol P ariaroe)  (05x29)
2E|
Pa (a<x<l-a)
0,=60,=——(/—-a
ATE 2EI( ) v:—ﬁ(?,éx—3x2—a2)
(a<x<l-a)
5. =08 =2 (32 _4a%) P
T 24E V= (1-2x)
2E|
z M
M, V= — X (2/62—3(x+x2)
,» 6/EI
’& —1 M
le / S v‘:—M—EOI(ZIEZ—GKXJerZ)
2 / 2
C:MOE QA:M_OZ HB:MO XZZ 1_@ eé‘: Mog
16EI 3El 6EI 1 3 " 94/3El
:—L(7€4—10€2x2+3x4)
360/EI

L(7[“ —300%x? +15x4)

5p,t* 7p,° WA
768El 360El 45EI . o .
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TABELA DE ROTALOES DE APOIO

De especral interesse para o estudo de vigas continuas (assunto da proxima aula) sao as
votagdes de apoio em vigas biapoiadas. OS casos mais usuals sao mostrados a sequiv:

\V/ N4
0, =+—=
3EI
M/
0, =+—2=
6El
p 3
pt? SO, |, p
= — 9 - B —_
* T 24E < % 24E|
< / >
v')AM
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Pb(¢* —b* Pa(/?—a?
QA = — ( ) v HB — ( )
6/El 0 6/El
A
QB
<—a->l< b >
< 4 >
P
< 14 >
pa’ pa’

0, =— a? —4al + 40? 0, = 207 —a’
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Exemplo 4: Determunar a flecha devida ao peso proprio e verificar o limite de utilizagdo 5 < ——

300

P A

12cm

Madeira (valores tjpicos): E =10GPa; p =10kN /m?®

kN kN
p=pA=10—x(0,12mx0,12m) = 0,144 —
m m
E =10GPa =10x10° - =10x10° XN 107N
m m m
h® a* 0,12*
I =b :a :O’ :1,728X10_5m4
12 12 12
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B 5 p€4
T T 3g4 E
5 0,144 % 6*

= X
384 107 x1,728x10°°
0=141x10"°m=1,41cm

S _ 5 ox10%m>s , OK!
300



Exemplo 5 — Dimensionar a segdo transversal da viga de maderra (E=10GFa), para
atender ao limite 5 < ([ 300

P =10kN
A
a
< 3m >|< 3m
P/ 10 6° 6
T ™ = 300
48x107 x| &
12
3
at212x 20, 19X6 5 7 10°m?
6 48x10
a>42,7x10° = 0,228m a > 23cm

, F
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