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Transformacoes com variaveis aleatorias

 Seja dada uma variavel aleatoria x, e seja y=g(x) uma fungao qualquer
da variavel aleatodria x. A cada possivel resultado do experimento
temos associado um valor para x e, portanto, um valor para y. Dessa
forma, y é também uma variavel aleatéria. Um problema, que ocorre
frequentemente, € o de determinar as funcdes densidade e distribuicao
da variavel aleatodria y dadas as de x, e sua solugao € dada a seguir.

« Chamando-se de /, o conjunto de todos os nUmeros reais x tais que
g(x) <y, temos que

¢ F0)=P(y< y)=Px L)

« Para se determinar F(y) deve-se, entao, determinar a probabilidade de
X pertencer a L.
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« Sejay=ax+b. F(y)=Ply< y). Sea>0entao

ySy=>aX+bSy=>xsya_b:>Fy(y):p Xsya_b —F. ya—b
¢ e

Fylyl=rr |0
« Sea<0,entdo

YﬁyﬁaX+bSy=>xzya_b=Fy(y)=P xzya_ —1-F, ya_b
¢ e

fr==t =2




Exemplo: transformacao nao linear

e Sejay=1/x2
« Paray>0:

1
y<y=_ y:'IXIW——:’F( y|=

=P XZ\/L— +1—F
Yy

+P x<—— =F

\y

5
Ny

_1
Vy
- eparay<0, F()=0.

« Supondo-se que x seja uniformemente distribuido entre -c e ¢, temos

Fx(x)ziJr% para |x|<c =
—1 1 1 1 1 1
=>F +—+1- ———=]——= para y=>—
y(y) 2¢\y 2 2¢y 2 ey pata y="2
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F,(x) 4 F,(y) A
1 1
c 0 c x> 0 1/¢2 :,




Meétodo da funcao densidade de probabilidade

Vamos admitir que x seja do tipo continuo e que g(x) seja uma fungao
continua, mas nunca seja constante em qualquer intervalo.

Isto significa que a equacao y=g(x) tem no maximo um numero
contavel de raizes, x, x,, ..., x_ para um dado y.

Dessa forma, para um dado y resolve-se a equagao y=g(x),

tendo x, x,, ..., x, COMO suas raizes reais, ou seja

y=g(x)= g(x,)=...= g(x,)

Entao,

fy(y)dJ/:P(y<y<y+dy)= Z P(x,.<x<x,.—|—dxl.)—|— Z P(xj—i—dxj<x<xj:

dg| x|

0

Z ];x xi)dxi_ Z fx

dx
dglx|| _ o dg x|

_O ] <0
dx |, dx |,
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Meétodo da funcao densidade de probabilidade

« Como g’(x)=dy/dx, dividindo-se ambos os membros por dy, obtém-se

fx
filyl=27
g (xi)|
* que é a expressao da funcao densidade de probabilidade da variavel
aleatodria y em fung¢ao da fungao densidade de probabilidade da
variavel aleatoria x.

xl.)
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e Sejay=ax+b

fX—

|al

y=a x—l—b=>x=ya_b =>fy(y):

« Se, por exemplo, x for uniformemente distribuido entre — ¢ e ¢ entéo

_1/2c¢ 1
lal - 2lalc

£yl

e parayentreb—|alceb+|ac.




Exemplo: transformacao quadratica

 Sejay a poténcia dissipada num resistor de valor » =100 Q, quando a
tensao v, que é uma variavel aleatoria, € aplicada sobre ele.

 Determinar a funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria
Y.
 Neste casoy =v?/r, e portanto:
_2v

g’(v) — € vlzx/;,vzz—\/lf—y para y>0
v

AR

zfy(y):%/;/r 2\/r—y/r
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Exemplo: transformacao quadratica

* Se, por exemplo, v for uniformemente distribuida entre — 4 e 4:

1/2A4 —A<v<A4

fV(v):{ 0 caso contrario
124 + 124 0<y<A’lr W_ 0<y<dA’lr
fy(y)= 20r ylr 2{r ylr =124y
0 y<0 ou y>A’lr 0 y<0 ou y>A°lr

f,(y)

_

0 Ay y
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Transformacoes com vetores aleatorios

Vamos estender, agora, o resultado anterior para vetores aleatorios n-
dimensionais.

O problema, agora, € determinar a densidade conjunta das k variaveis
aleatorias y,=g,(X,,....X,), ..., ¥,=g(X,,...,x,) em funcéo de f,(x) e das
funcoes g (x).

Se k> n, a funcao densidade de probabilidade desconhecida é
singular. Neste caso determina-se a estatistica de » dessas variaveis
aleatdrias, y,, ..., y,, € as outras serdo fungoes destas.

Se k <n, entdo usando variaveis auxiliares, por exemplo y, .= x
y,= X,, aumenta-se a dimensao do vetor y para n.

k+12 * 00

Pode-se, portanto, admitir que 4=n. Neste caso, entao, procede-se da
forma descrita a seguir.
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Transformacoes com vetores aleatorios

e Resolve-se o sistema

=V

gl('xl"”’xn

gl Xy, x

:yn

n
« Se esse sistema tiver solugdo unica: x,, ..., x , entao

/s
=

xl’...,x

n

fylyl |

« onde J(.) é o0 jacobiano da transformacao acima, dado pelo
determinante

xl,...,x

n

0g, o 0g,
o0x, o0x,
*”xl Xu] =) . :
og, og,
0x, ox,
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Transformacoes com vetores aleatorios

« Osnumeros x,, ..., x, sdo, naturalmente, fungbesde y , ...,y .
« Se o sistema nao tiver solugao, entao f (v) = 0.

e Se tiver mais de uma solucdo, somam-se as correspondentes
expressoes resultantes de todas as solucoes.

A prova do teorema acima € uma extensao do caso unidimensional.
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Transformacoes com vetores aleatorios

X2 4 Y, &
Ax,
= (89,/0x,)AX,
/ g, /dx . YAX
) G ) } ‘&X‘? {CQ‘Q C ‘I) 1
= :
-~ ymY -
X1D % y1
_ 1 H
P~ 8 ( o xzo) (Dg,10x,)AX,
J’2o:gz(x10’xzo) \ﬁ/_}
(9g,/9x,)AX,

og,/oxAx, 0g/0x,Ax,
0g,/0x Ax, 0g,/0x,Ax,

og,/ox, 0g,l0x,
0g,l0x, 0g,l0x,

Y

Axlezz‘J(xlo,xzo)‘ Ax Ax,

Sy xlO"x20) Axle2=fy(ym,y20) Sy:fy(yIO’yZO) ‘J(xlo’xzo)‘ Ax,Ax,
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e Seja _%02

e e
fX(x)_o'\/E © fy(y) 0‘\/%
« com x ey independentes.
* Define-se
tan”'|y/x| x>0

r=\/x2+y2 e 0=

tan”'y/x|+m x<0
« Determinar f (7, 6).

« Temos que:

1 e—(xz—FyZ)IZO'2

fxy(x,y)=2mTZ



Exemplo: gaussianas e Rayleigh

resolvendo o sistema

r=¢x2+y2
0— tan” ' y/x| x>0
tan | y/x|+m  x<0
e Obtemos |,—; coso
y=r sin0

Calculando-se o jacobiano da transformacéao, temos

X Y
Jx y):\/x2+y2 \/x2+y2: I 1
—y X \/x2+y2 2
2 2 2 2
X + X+
 Portanto: 4 4
frol7,0]=r fxy rcos, rsend|= : Ze_(rzm(’z
2O
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Exemplo: soma de variaveis aleatorias

« Dada a variavel aleatéria z = x + y, sendo x e y duas variaveis
aleatorias, determinar a funcdo densidade de probabilidade de z em
funcao da funcao densidade de probabilidade conjunta de x e y.

 Vamos criar a variavel aleatoria w =y, obtendo-se entao o sistema

Z=XtYy
wW=Yy
e cuja solucao, para valoresze w, € y=w
X=Z—W
* O jacobiano, neste caso, € J:l 1‘_1
0 1

 Portanto,

folzowl=1lz=w, wl
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Exemplo: soma de variaveis aleatorias

Se as variaveis aleatorias x e y forem independentes, entao

folzowl=fz=w] f W]

« Assim, a funcao densidade de probabilidade da variavel aleatéria z
sera dada por

o0

2= fo

—0o0

/. zowldw= [ [ lz=w.wldw=[ flz=w|f[w) daw=7f |z)% 1|z
« onde a ultima igualdade so vale se x e y forem independentes.

« O simbolo * indica o operador convolugao.
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Convolucao

A convolugao de duas fungodes f'e g, representada por f * g, € definida
como a integral do produto dessa fungbes depois que uma delas é
invertida e deslocada:

[e¢]

fxgllxl=r(xlxglx= ] fINglx=A] dn

—0o0

fUg=gUf
SO(g D) = (fUg) Ln
fO(g+h)=f0g+f0h

 Se as fungbes f'e g tem duracao finita Af e Ag, entao /g tem duracao
Af+ Ag

* A convolucao apresenta a propriedade de gerar uma fungdo mais
“suave” do que as duas fungdes que a compoe.
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o
o1
ok

-1 0.5 1 1.5 2 2.5 35
2 T T T T T T T
g(0.50-x) 1}
| | | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 35
4 T T T T T T T T
f.g il !
0 | | | |
-1 -0.5 0 05 1 1.5 2 2.5 35
2 T T T T T T T
Y
f * g 1L /
| | | | |
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3.5




Médias e esperancas

 Meédias sao extremamente importantes no estudo de variaveis
aleatorias.

* Por exemplo, suponhamos que se deseja determinar a média de altura
de uma populacao.

 Vamos admitir que possamos obter os dados sobre a altura de todos
os N individuos, com precisao de centimetros.

 Dessa forma teremos um numero finito, n, de valores possiveis para a
altura, x, com i variando de 1 a n.

« Se o numero de pessoas com altura x, € N, entao a altura média pode
ser calculada por

N, x,+N,x,+--+N x, N, N, N
=— X, T—X,++
N N N

N=) N,

n
X

n

X=
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Médias e esperancas

« No limite, quando N tende a infinito, a relagcao N./N tende para a
probabilidade P (x,).

e Assim,

X=Z x P, xl.)=E{x]
i=1

« A média € também chamada de esperanca ou valor esperado de uma
variavel aleatoria, e ambas as notacdes acima, dependendo da
circunstancia, serao utilizadas.
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Médias e esperancas

« Para variaveis aleatorias continuas, o valor esperado sera calculado,
de forma analoga, por

 Por exemplo, para uma variavel aleatoria gaussiana:

= [

b UJ 2
- e para uma variavel aleatéria com densidade uniforme entre x, e x,:

—( —m|20>
X m) (03 dx:m

2 2
X —

x2_x1 2(x2_x1) -2

X

Luiz C. Trintinalia PTC-5822 13/03/12 - 24/46



« se f.(x) for uma funcao par, entdo E{x}=0;

1)
X

« se f.(x) for simétrica em relagédo a x=a, entao E{x}=a;

1)

a

e avariavel aleatéria x pode nunca assumir o valor de sua média para
nenhum resultado do experimento.

foh

A A




Médias e esperancas

 Analogamente, para o caso n-dimensional temos, sendo x um vetor
aleatério de dimensao n:

E\x,| E|x, - E

Xi,0, X, dxy - dx,=

Elx)=] [ x 7,

e Onde

T

—0o0 — o0

x,.) dx,

0
Xy, Xy, dxl.” dxn:f xl_in
—00

 Note que a média também & um vetor.
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Valor esperado de g(x)

Sendo a variavel aleatoria y dada por y=g(x), temos que, no caso de
variaveis discretas:

E{y}:; yiPy(yi):Z‘;g(xj)PX xj)
1= J=

E no caso de variaveis continuas, de forma analoga:

o0

E{y}=_f glx| £,

x| dx

Esse resultado é muito interessante, pois nos permite calcular a média
da variavel aleatoria y sem ter que determinar sua densidade de
probabilidade, o que €, em geral, muito trabalhoso.
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[l x| dx,

y filyl dv=y Ply<y<y+dy|=y 2, Plx<x<x-+dx|=2 g|x,



Exemplo: média de sendides

 Um gerador senoidal gera em sua saida um sinal da forma 4 cos wt.

« Essa saida é amostrada em instantes aleatérios.

A saida amostrada €, entao, uma variavel aleatéria, que chamaremos
de x, e que pode tomar qualquer valor no intervalo (-4, A4).

 Determine a média e o valor quadratico médio, dessa saida amostrada.

 Solugcao: Se a saida € amostrada num instante aleatério, a variavel x é
uma funcao da variavel aleatéria t:

* Xx(t)=A4 cos wt.

« Sendo B=wt, 8 é também uma variavel aleatoria.
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Exemplo: média de sendides

« Como o instante t € escolhido aleatoriamente, podemos admitir que
essa variavel 0, que pode assumir qualquer valor no intervalo (0, 2m),
tem distribuicao uniforme nesse intervalo.

e Assim:

2Tt

x=[ x(0) £4(0] d0 =—— [ 4 cos0 d 0=0

21 Y

2Tt 2

= 1 A
x2=_fwx2(9) folodo=o— | A’cos’0 d 0="-
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Valor esperado de funcoes de vetores aleatorios

 Seja x um vetor aleatério de dimensao m
 Seja g(x) uma funcao de R™ em R*

 Entao y=g(x) sera um vetor aleatério de dimensao n, e sua media pode
ser calculada como:

E[y]:f "'fg(xp""xm)fx

xl’“.’xm)dxl.”dxm
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Média da soma

. Seg(x), g,(x), ..., g (x) sdo fungoes das variaveis aleatorias x,, entao,

X|

gl(’—‘)+gz(3—‘)+°”+gn )—():gl()—()+g2()—()+”.+gn

e (Casos particulares:
ax+by=ax+by

e sendoy=A4x+b, (4 de dimensao nxm, b de dimensao nx1 e x de
dimensao mx1),

Ely=AE/x|+b

Luiz C. Trintinalia PTC-5822 13/03/12 - 32/46



Meédia do produto

 Para o caso do produto de duas funcao nao ha um resultado simples
como para o da soma.

 No caso especial onde
g(x,y)=g,(x)g,(y)

e temos

o0 O

gilxlglyl=[ | ailxl gl vl £, lx, y] dx dy

—00 —0

« Se x ey sao independentes, entao

g g:ly1= [ aix) . xlas [ g0l 7 vl =g ¥ gy

 Um caso especial, também apenas quando x e y sao independentes, é

Xy=XYy
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Valor esperado condicional

* O valor esperado condicional de uma variavel aleatéria x dado um
evento M é definido como

E{X|M]=f:)x f,

 Por exemplo,

x| M | dx

f.lx] _fjxfxxdx
wlrzalds f (x>a)dx_ fjfx(x)dx

* O resultado anterior pode ser facilmente estendido para um vetor
aleatorio de ordem », por exemplo:

o0
[x|x>a _[ X fxmal X

fx fylx,yldx
fylyl

le f X fx|y le)
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Valor esperado condicional

* Note que essa média € fungao da variavel aleatoria y, sendo, portanto,
também uma variavel aleatoria.

 Para calcularmos a média dessa média condicional procedemos como:

. » fxfxyx y|dx
E[E|X|y}l=_f Ex|y| f,ly] dy=_fw ~— 5] [yl yldy=
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Momentos

« O momento de ordem k& de uma variavel aleatoria x € definido por

- o0
k k
m,=x :f x f,
—00

x| dx

e 0s momentos centrais de ordem £ por

ﬂk:(x_i)k: f (x—x
 Pode-se ver, entao que
e m,=1,m=E{X}
e Y=L =0
e W, =0%=variancia da variavel aleatoria x

« (0 =desvio padrao.
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« Temos entao que

> [¥|

r=0

uk=E’(x—m1) ]

 Portanto:

“kz

r=0

k—r

r

 Exemplo:
2

2
uzzz

r=0\ ¥

7

-1

mm,_ =m,—2m,+m=m,—m
« Ou seja

(rzzE{xz}—Ez[x]



Momentos

- Analogamente, dadas » variaveis aleatorias x,,
momentos de ordem r =k +...+k por

1 n

J— kl kn
mkkn_E[Xl ...X }

e Caso particular:

H11:E[(X_’_‘) (y_y)}zo-xy
que € denominado covariancia de x ey.

* Mostra-se facilmente que

....x, definem-se seus
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Momentos

« Arelacao o

« ¢é chamada de coeficiente de correlagao de x e y.

e |r<1 (i)

+(y—my)ﬂ =a’ 0i+2a0xy+0§20=>

E

2 2 2 2 2 2
=>A=40, —40,0,<0=>0,<0,0,>|r|<I]

[a(x—mX

* |r[=1 = y=ax+b, sendo a=0 /0> e b=E{y}-(0 /O )E{x} (ii):

2 2
() o) (o)
2
El|—=Xx+\m ——m_|-y| =0——1=0=>
2 y 2 X y 2
()-X X X
() ()
S _ Xy
=y=— X+\m,——-m,
()-X ()-X
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Momentos

« Define-se também, para o vetor aleatorio x, a matriz de covariancia C,,
dada por

C,=E|[x-x)x-5/"|= [ - [ [x-x/lx—x5/" ,[x)dx
O, Op P
Cc =| % 0'5 O
: 2
O_nl 0_n2 O-n

* Note que o elemento da linha i coluna j dessa matriz é

1,] X1,Xj Xj,x1 51

e Ouseja, € a covariancia de x, e X;.
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Independéncia, correlacao e ortogonalidade

Dizemos que duas variaveis aleatorias x e y sao nao correlacionadas
se E{xy}=E{x}E{y}, ou seja, 0, = 0.

Elas sao ditas ortogonais se E{x y}=0.

Se x e y forem independentes, entao elas sao também nao

correlacionadas:

=ffxyfxyxydxdy ffxyf

o0

—00

Note que a reciproca nao € verdadeiral!

fxfx(xdxfyfy

—0o0 —00

=E|x| Ey

x| fylyldxdy=
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Independéncia, correlacao e ortogonalidade

 Consequéncias:

* Se x ey sao nao-correlacionadas entao sua covariancia e coeficiente
de correlacao sao nulos;

* Sex ey sao nao-correlacionadas e a meédia de pelo uma delas &
nula,entdo E{(xt+y)*}=E{x*}+E{y?};

A variancia da soma de variaveis nao correlacionadas € a soma de
suas variancias;

* Se x ey sao nao-correlacionadas e a media de pelo uma delas € nula,
entao elas sao ortogonais.
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Independéncia, correlacao e ortogonalidade

> ¥

>
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* Sejam duas variaveis aleatérias x e y, com densidade de probabilidade
dada por

1

folx.yl=md
0 x2+y2>a2

2 2 2
X +y =<a

| 'HIIIIIIIIIIIIHH _

"




Exemplo: densidade uniforme num circulo

« As variaveis aleatorias x e y sao nao correlacionadas?
E{xlzy J x fxy(x,y)dy dx=0 pois fxy(x,y) € par em Xx.

— 00 —0

o0 O

Eyl=] [yr,

—00 —00

x,y)dx dy=0 pois f x,y) ¢ par em y.

E{x y}zf fx yfxy(x,y)dy dx=0=E{x]E{y}zSIM!

—00 —0

« As variaveis aleatorias x e y sao independentes?

T2 2

° T 2 P
flxl=[ folxylav= | —=av= "— x|<a

—0 V’az szl'Cl 1Ta

o Vai—y? 1 2\/ 2 2
flyl=[ foleyla= [ —sax=""=2 |yl<a

— 22T A ™ a

—Va—y

[olx yl#f x| f,[y]=NAO!
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Correlacao e matriz de covariancia

 Dado um vetor aleatério cujas componentes sejam nao correlacionadas
entre si, ou seja:

E[Xi XJ]ZE{XJE{XJ}

A sua matriz de covariancia sera uma matriz diagonal:

o, 0 0
|0 o 0
0 0 o

e E vice versa.
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