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Prefacio

O tema deste livro é a chamada Teoria dos Numeros, que é a parte da
Matematica que se dedica ao estudo dos ntimeros inteiros e seus amigos.
Nao ha duvidas de que o conceito de inteiro é um dos mais antigos e
fundamentais da ciéncia em geral, tendo acompanhado o homem desde
os primoérdios de sua histéria. Assim, é de certa forma surpreendente
que a Teoria dos Numeros seja atualmente uma das areas de pesquisa
mais efervescentes da Matematica e que, mais do que nunca, continue a
fascinar e desafiar as atuais geragoes de matematicos.

Diferentemente de muitas outras areas da Matemaética, a Teoria dos
Ntumeros se distingue muito menos por seus métodos mas mais sim por
seus problemas, cujo tema comum subjacente é o de nimero inteiro. As-
sim, por exemplo, enquanto um analista utiliza-se de métodos analiticos
para resolver seus problemas e um algebrista empregue métodos algébri-
cos para atacar questoes algébricas, em Teoria dos Niimeros um mesmo
problema pode requerer para a sua solugao a utilizacao simultanea de
métodos algébricos, analiticos, topoldgicos, geométricos e combinaté-
rios, além de uma boa dose de imaginacido! Talvez seja este aspecto
multidisciplinar, aliado a simplicidade de seus conceitos e ao seu carater
fundamental, que torna a Teoria dos Niimeros um dos ramos mais popu-
lares em toda a Matemaética, cativando pessoas de formacao totalmente
diversas. Em particular, os quatro autores sao matematicos de areas di-
ferentes umas das outras e nenhum deles é propriamente um especialista
em teoria dos numeros.

A escolha dos temas abordados neste livro pretende justamente ilus-
trar esta personalidade miltipla da Teoria dos Nimeros. Assim, o leitor
encontrard aqui, além dos tépicos ja consagrados como préprios da Te-
oria dos Numeros, tais como divisibilidade, congruéncias, primos, raizes
primitivas e reciprocidade quadratica, diversos outros na interface com
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outras disciplinas como Analise, Algebra e até mesmo Computagao: por
exemplo, estudamos entre outros o comportamento assintético de fun-
¢oOes aritméticas, a aritmética do anel de inteiros algébricos bem como
alguns dos testes de primalidade mais eficientes atualmente conhecidos.

A grande maioria dos resultados sao classicos (= vistos em classe) e
nossa unica contribuigao original (além dos erros) é quanto a sua apresen-
tacdo. Naturalmente a escolha de quais temas foram abordados e quais
foram deixados de fora é mais um reflexo do gosto e da experiéncia pes-
soal de nés autores do que uma meticulosamente calculada amostragem
dos diversos aspectos da teoria. Ainda sim, acreditamos que cada um
dos aspectos mais relevantes tenha sido coberto em pelo menos algum
trecho do livro, de modo que o leitor nao se sentird frustrado, tenha ele
inclinacOes mais para uma &drea do que outra!

Devo ler este livro?

Bem, naturalmente esta é um questao que sé vocé pode responder!
Mas vejamos algumas das “iguarias” que vocé estard perdendo se decidir
que nao:

1. os teoremas caracterizando quais naturais sao respectivamente so-
mas de dois, trés e quatro quadrados perfeitos (capitulo 4);

2. duas demonstracoes da famosa lei de reciprocidade quadratica, um
dos resultados favoritos de GauB3 (capitulos 2 e 6);

3. o recentemente descoberto algoritmo AKS, que demonstrou que o
problema de decidir se um nimero inteiro é ou nao primo pode ser
resolvido em tempo polinomial (capitulo 7);

4. o teorema de Lucas-Lehmer, que fornece uma condi¢ao necessaria
e suficiente para que um numero da forma 2P — 1 seja primo, e
cujo algoritmo correspondente é responséavel pelos maiores primos
explicitamente conhecidos atualmente (capitulo 7);

5. a utilizagdo de fragoes continuas para a obtencdo das melhores
aproximagoes racionais de nimeros reais e os teoremas de Khint-
chine, que quantificam estas melhores aproximacoes para quase
todo nimero real (capitulos 3 e 8);

6. o teorema da fatoracao unica em ideais primos no anel de inteiros
algébricos de uma extensao finita de Q (capitulo 6);

7. uma introducao a teoria de curvas elipticas, que é um dos temas
centrais na Teoria dos Numeros contemporanea (capitulo 9).
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Este livro incorpora a maior parte de um livro anterior [105] sobre
nimeros primos escrito por dois dos autores para o Coléquio Brasileiro
de Matemaética de 1999.

Por falar em primos, incluimos o apéndice A, intitulado “O teorema
dos numeros primos”, escrito por Jorge Aarao. Este apéndice é basica-
mente a sua dissertacdo de mestrado, apresentada em 1988 no IMPA,
sob a orientacao de José Felipe Voloch. Nele sao provados o teorema
dos nimeros primos e o teorema dos nimeros primos em progressoes
aritméticas (que implica o teorema de Dirichlet). Trata-se de uma das
melhores referéncias que conhecemos sobre o assunto. Somos muito gra-
tos ao Jorge por ter-nos permitido incluir esse texto em nosso livro.

Gostarfamos também de agradecer ao Nivaldo Nunes de Medeiros
por suas étimas sugestoes de problemas.

Mas a quem exatamente se destina este livro? Na verdade, este livro
foi escrito tendo em mente leitores com bagagens técnicas diversas e
em diversos estagios de seu desenvolvimento matematico, seja o leitor
aluno de graduacao, pds-graduacao, matematico profissional ou apenas
um curioso aficcionado em Matematica. Assim, a exposicdo nao segue
um tempo uniforme: ela pode variar desde um largo ou andante, nos
capitulos iniciais, até um prestissimo em certos trechos da segunda parte.
Ainda sim, fizemos um genuino esfor¢o para manter a exposicdo o mais
auto-contida possivel, mesmo quando fazemos uso de ferramentas um
pouco mais avancadas, que acreditamos porém acessiveis a maioria dos
alunos de graduacao em cursos de Ciéncias Exatas (por exemplo).

Para facilitar a adocao deste livro em cursos de graduacao e pods-
graduacao, dividimos o livro em duas partes: “Fundamentos” e “Tépicos
adicionais bacanas”. A primeira cobre o programa mais ou menos tra-
dicional em cursos de Teoria Elementar dos Nimeros, incluindo temas
como divisibilidade, congruéncias, raizes primitivas, reciprocidade qua-
dratica, equagoes diofantinas e fragoes continuas. Na segunda parte, os
capitulos s@o mais ou menos independentes entre si, e varios trechos
podem ser utilizados em semindrios, projetos de iniciagao cientifica ou
como topicos especiais em cursos. Em todo caso, excetuando-se os dois
primeiros capitulos, cujos resultados sao utilizados constantemente ao
longo de todo o texto, a leitura nao precisa ser “linear”: o leitor é com-
pletamente livre para excursionar pelos diversos temas que o atrairem e
apreciar a paisagem nesta, esperamos, agradavel viagem.
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Exemplos e Problemas Propostos

Exemplos e exercicios sao uma parte importante no aprendizado de
qualquer novo assunto e nao poderia ser diferente neste livro. Mas,
como mencionamos no inicio, isto é ainda mais verdade em Teoria dos
Ntmeros, cujo pilar central unificador sao exatamente os problemas. Ha
mais de 80 exemplos e 200 exercicios, de dificuldades as mais variadas,
incluindo desde célculos rotineiros até problemas desafiantes extraidos
de diversas Olimpiadas de Matematica ao redor do mundo. Para estes,
utilizamos as seguintes abreviacoes:

e AusPol: Olimpiada Austro-Polaca de Matematica
e IMO: International Mathematical Olympiad
e OBM: Olimpiada Brasileira de Matematica

e OIbM: Olimpiada Ibero-americana de Matematica

O numero razoavelmente grande de problemas de olimpiadas neste
livro estd provavelmente relacionado ao fato de todos os autores serem
ex-olimpicos. Exortamos veementemente o leitor a tentar resolver o
maior nimero possivel de problemas. Exercicios matematicos sao de
certa forma como exercicios fisicos: vocé nao ficard em forma se s6 olhar
outros fazendo... E além disso, problemas matematicos sdo como es-
porte amador: vocé nao tem nada a perder ao tentar, além de serem
muito divertidos! Mas nao se preocupe se nao conseguir resolver alguns
problemas deste livro: muitos deles sao (ou foram) dificeis para nds
também.

Confessamos que nao resolvemos cada qual dos exercicios, assim pode
haver pequenos erros na maneira em que eles sao apresentados, e neste
caso é parte do exercicio obter uma formulacao correta. Caso o leitor
encare isto com um lapso da parte dos autores, queremos entao lembrar
os seguintes versos de Goethe:

“Irrtum verldfit uns nie, doch ziehet ein hoher Bediirfnis
Immer den strebenden Geist leise zur Wahrheit hinan.”!

'Erros nunca nos abandonam, ainda sim uma necessidade maior empurra gentil-
mente nossos espiritos almejantes em direcdo da verdade.
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Terminologia Frequente e Notacgoes

Utilizamos a ja consagrada notacao N, Z, Q, R, C para denotar os
conjuntos dos nimeros naturais (incluindo o zero), inteiros, racionais,
reais e complexos. Além disso, ao longo de todo o livro utilizaremos a
seguinte terminologia:

1.

CLARAMENTE: NoOs nao estamos com vontade de escrever todos
0s passos intermedidrios.

LEMBRE: Nés nao deveriamos ter que dizer isto, mas. ..

SEM PERDA DE GENERALIDADE: Nés nao faremos todos os casos,
entao vamos fazer s6 um e deixar vocé adivinhar o resto.
VERIFIQUE: Esta é a parte chata da prova, entao vocé pode fazé-la
na privacidade do seu lar, quando ninguém estiver olhando.
ESBOCO DE PROVA: Estamos com muita preguica de fazer os de-
talhes, entao s6 listamos alguns passos que fazem parte do argu-
mento.

DIcA: A maneira mais dificil dentre as varias maneiras de se re-
solver um problema.

ANALOGAMENTE: Pelo menos uma linha da prova acima é igual &
prova deste caso.

POR UM TEOREMA ANTERIOR: Nés nao nos lembramos de como
era o enunciado (na verdade, ndo temos certeza se provamos isto
ou nao), mas se o enunciado estd correto, o resto da prova segue.
PROVA OMITIDA: Acredite, é verdade.

Julho de 2010 Fabio, Gugu, Nicolau e ET

“Young men should prove theorems, old men should write books.”

G. H. Hardy

“To get a book from these texts, only scissors and glue were needed.”

J.-P. Serre

(comentério ao receber o prémio Steele por seu livro
“Cours d’Arithmétique”)
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Prefacio da segunda edicao

Ficamos muito felizes com a boa recepcao que nosso livro encontrou.
Aproveitamos a ocasido desta reimpressio para corrigir alguns pequenos
erros, varios deles apontados por leitores. Em particular, reescrevemos
a se¢do dedicada ao algoritmo de Agrawal-Kayal-Saxena para testar a
primalidade de um inteiro, atualizamos a lista de primos, incluimos uma
breve discussao sobre a relagao entre fracoes continuas e a dinamica da
transformagao de Gauss e adicionamos algumas figuras para facilitar a
compreensao do texto. Além disso, o indice remissivo foi revisado e
ampliado.

Outubro de 2011 Fabio, Gugu, Nicolau e ET

Prefacio da terceira edigao

Novamente aproveitamos a ocasiao da reimpressao para corrigir al-
guns pequenos erros e atualizar tabelas de primos. Entre outras mu-
dancas, incluimos discussoes sobre equagoes diofantinas lineares, sobre
a conjectura de Artin e sobre a solugao negativa do décimo problema de
Hilbert, que mostra que nao ha um algoritmo geral que resolva qualquer
equacao diofantina polinomial. A prova do Lema de Hensel foi trocada
por uma ligeiramente mais elementar; foi adicionada uma prova trigo-
nométrica da lei de reciprocidade quadratica; na secdo sobre a equagao
de Pell alguns enunciados e demonstracoes foram reformulados, e final-
mente o capitulo sobre inteiros algébricos foi revisto - aproveitamos em
particular para incluir o célebre teorema de Pdélya-Vinogradov.

Maio de 2013 Fabio, Gugu, Nicolau e ET
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Capitulo 0
Principios

Neste capitulo preliminar veremos duas propriedades béasicas dos nu-
meros naturais, o Principio da Indu¢do Finita e o Principio da Casa dos
Pombos.

0.1 Principio da Inducgao Finita

Seja P(n) uma propriedade do nimero natural n, por exemplo:

e 1 pode ser fatorado em um produto de niimeros primos;

o 142+ . +n="0H

e a equacao 2z + 3y = n admite solucao com x e y inteiros positivos.

Uma maneira de provar que P(n) é verdadeira para todo natural
n > ng é utilizar o chamado Principio da Inducdo Finita (PIF), que é
um dos axiomas que caracterizam o conjunto dos nimeros naturais. O
PIF consiste em verificar duas coisas:

1. (Base da Inducao) P(ng) é verdadeira e

2. (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para algum nimero natural
n > ng, entao P(n + 1) também é verdadeira.

Na base da indugao, verificamos que a propriedade é valida para
um valor inicial n = ng. O passo indutivo consiste em mostrar como
utilizar a validade da propriedade para um dado n (a chamada hipdtese
de indugdo) para provar a validade da mesma propriedade para o inteiro
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seguinte n + 1. Uma vez verificados a base e o passo indutivo, temos
uma “cadeia de implicacgoes”
passo
, . indutivo , .
P(ng) é verdadeira (base) =" P(ng + 1) é verdadeira

passo

indutivo

— P(no+ 2) é verdadeira

passo

"2 P(ng + 3) é verdadeira

de modo que P(n) é verdadeira para todo natural n > ng.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 0.1. Demonstrar que, para todo inteiro positivo n,

1
SOLUCAO: Observemos que 1 = % donde a igualdade vale para n =1

(base da indugao). Agora suponha que a igualdade valha para n = k
(hip6tese de indugao):

k(k+1)

L2+ k==

Somando k + 1 a ambos lados da igualdade, obtemos

k(k +1)
2

(k+1)(k+2)

1424+ k+(k+1) = +(k+1)= ) ,

de modo que a igualdade também vale para n = k + 1. Pelo PIF, a

igualdade vale para todo nimero natural n > 1. ]

Exemplo 0.2. Demonstrar que, para todo nimero natural n,
M, =n(n?-1)(3n+2)

€ multiplo de 24.
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SOLUCAO: Veja que se n = 0 entao My = 0, que é um multiplo de 24
(base da indugao).

Agora, suponhamos que para certo inteiro £ o nimero Mj, é divisi-
vel por 24 (hip6tese de indugao) e vamos mostrar que My também é
divisivel por 24 (passo indutivo). Calculamos primeiramente a diferenga

M1 — My = (k+1)((k+1)> = 1)(3(k+ 1) +2) — k(k* — 1)(3k + 2)
=k(k+1)[(k+2)3k+5)— (k—1)(3k +2)]
= 12k(k + 1)
Um dos niimeros naturais consecutivos k e k + 1 é par donde k(k + 1)?
é sempre par e 12k(k + 1)? ¢ divisivel por 24. Por hipétese de inducdo,

M, é divisivel por 24 e temos portanto que M1 = My + 12k(k + 1)2
também ¢é divisivel por 24, como se queria demonstrar. ]

Uma variante do PIF é a seguinte versao (as vezes apelidada de
principio de indugao forte ou principio de indugdo completa), em que
se deve mostrar

1. (Base da Inducao) P(ng) é verdadeira e

2. (Passo Indutivo) Se P(k) é verdadeira para todo natural k tal que
no < k < n, entdo P(n + 1) também é verdadeira.

Exemplo 0.3. A sequéncia de Fibonacci F,, € a sequéncia definida re-
cursivamente por

Fo=0, Fh=1 e F,=F, 1+ F, 2 paran > 2.
Assim, seus primeiros termos sao

Fo=0 Fi=1F=1 F;=2 F, =3, Fs=5, Fzg=8, ...

Mostre que
am — Bn
By = ot pm
a—p
onde o = 1+2\/5 ep = 1_2\/5 sdo as raizes de x? = x + 1.

SOLUCAO: Temos que Fy = O‘Z:go =0e F| = a;:gl = 1 (base de
inducao). Agora seja n > 1 e suponha que Fj, = a:!i:gk para todo k com
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0 < k < n (hipétese de indugao). Assim,
Fn+1 =Fy+ Fo

_ a — IBTL an—l . Bn—l

a—p + a—f
@ tar ) (@ T et
a a—p B a—pf
pois o> = a+1 = o™ = a" + a""! e analogamente "1 =
Bn _1_611—1'

Observe que, neste exemplo, como o passo indutivo utiliza os valores
de dois termos anteriores da sequéncia de Fibonacci, a base requer veri-
ficar a férmula para os dois termos iniciais Fjy e F; e nao apenas para o
primeiro termo. 0

Exemplo 0.4. Demonstrar que, para quaisquer naturais n > m, 0 coe-

ficiente binomial
N\ def n!
m)  ml(n—m)!

SOLUGAO: Procederemos por inducao sobre a soma m+n. Se m+n =0
entao m =n =0e (8) = 1 ¢ inteiro (base de induc@o). Para o passo
indutivo, observe primeiramente que para 0 < m < n temos a seguinte

identidade de binomiais
()= ()= (0 00)
= -
m m m—1
que segue diretamente das definigoes:
n—1 N n—1) _ (n—1)! N (n—1)!
m m—1 m!(n—m—1)!  (m—1)!(n—m)!
. (n—m)+m)(n—1)! _ <n>

m!(n —m)! m

é inteiro.

Agora suponhamos que (;}1) é inteiro para m + n < k (hip6tese de
indugao). Note que podemos supor também que 0 < m < n, ji que se
m =mn ou m = 0 temos (:1) =1 e o resultado vale trivialmente. Assim,
se m—+n =k+1, temos que (') = ("7;1) + (::;11) ¢ inteiro também pois
cada somando da direita é inteiro pela hipétese de indugao. O
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Um terceiro disfarce do PIF é o chamado principio da boa ordena-
¢do (PBO) dos numeros naturais, que afirma que todo subconjunto A
nao vazio de N tem um elemento minimo. (Vocé sabe dizer por que o
principio da boa ordem nao vale para o conjunto Z de todos os inteiros?)

Vejamos a equivaléncia entre os dois principios. Assuma primeira-
mente o PBO e seja P(n) uma propriedade para a qual P(0) é verdadeira
e P(n) verdadeira implica P(n 4 1) verdadeira. Seja B o conjunto dos
n tais que P(n) é falsa; devemos mostrar que B = (). Suponha que nao;
pelo PBO o conjunto B possui um menor elemento b. Como 0 ¢ B (pois
P(0) é verdadeira por hipdtese) temos que b > 1 e assim b—1 € N e pela
minimalidade de b temos que b — 1 ¢ B, ou seja, P(b— 1) é verdadeira.
Mas por hipétese temos entao que P(b) também é verdadeira, o que é
um absurdo, logo B = {).

Assuma agora o PIF e seja A C N um subconjunto nao vazio. Defina
agora o conjunto B = {b € N | a ¢ A para todo a < b}. Trivialmente
0 € B. Afirmamos que existe k € B tal que kK + 1 ¢ B e nesse caso k
serd o menor elemento de A. De fato, se isto nao acontecer, teremos que
0 € B ek € B implica que k + 1 € B. Logo, pelo PIF, B=Ne A =0,
o que é absurdo.

Exemplo 0.5. Demonstrar que toda funcao f: N — N mondtona nao-
crescente (isto €, n <m = f(n) > f(m)) € constante a partir de um
certo numero natural.

SOLUGAO: Seja A C N a imagem de f. Pelo PBO, tal conjunto possui
elemento minimo ag. Seja ng um natural tal que f(ng) = ag. Como
a funcao é mondtona nao-crescente entao para todo n > ng temos que
f(n) < f(no), mas pela definigao de ag temos f(n) > ag. Logo f(n) = ag
para todo n > ng, como queriamos demonstrar. O

Observagao 0.6. Dado um conjunto S, uma relagdo < em S é chamada
de ordem parcial em S se ela satisfaz os sequintes axiomas:

1. (Reflexividade) a < a para todo a € S.
2. (Anti-simetria) se a <b e b < a entdo a = b.

3. (Transitividade) se a < b e b < ¢ entao a < c.
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Dizemos que < € uma ordem total se, dados quaisquer a,b € S, ou
a <boub=<a Uma ordem total < em S € uma boa ordem se todo
subconjunto A de S possui um elemento minimo, isto €, um elemento
a € A tal que a < b para todo b € A. E possivel demonstrar que para
todo conjunto S podemos definir uma ordem total em S que é uma boa
ordem. Este fato usa o azioma da escolha (e na verdade € equivalente a
ele) e estd fora do propdsito deste livro. Veja por exemplo [134).

Problemas Propostos

0.1. Demonstrar por inducao que para n > 1 natural

9 2 2 _ n(n+1)(2n+1)
(a) 1“4+24---4+n =——6 -

() B+25+...4nd=(1+2+-+n)

() (B5P+25+ - 4+n®)+(17T+2"+- 4n")=21+2+ - +n)h
sen L—;l)x -sen ‘5
(d) senx +sen2x + .- + sennx = —
sen 3

0.2. Seja F,, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Demonstrar
que para todo natural n > 1 temos

(a) F1 + Fo+-- -+ F, =Fy1o— 1.
(b) Fpsy - Fpoy — F2 = (—1)".

c) L1\ _ (Fan By
1 0 Fn anl '
(d) (5)+("7 N+ (";2) + (”g?’) +- -+ = Fyy1, onde na soma interpretamos
(k) = 0 se k>m.
0.3. Demonstrar que
(a) n® —n é um mailtiplo de 6 para todo natural n.

(b) 5™ — 1 é maltiplo de 24 para todo nimero natural n par.

(c) 2™ + 1 é maltiplo de 3 para todo natural impar n.
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0.4. Definimos a sequéncia {a,} por a; =2 e paran > 2 o termo a, é
o produto dos termos anteriores mais um. Mostre que

1 1 1 1
-t —=1-—.
al as Qp, a1az - - - an

0.5. Mostre que 7°" — 48n — 1 € divisivel por 482 para todo valor n.
0.6. Mostre que para todo natural n > 4

(a) 2™ < n!.

(b) 2n3 > 3n% +3n + 1.

0.7. Dado um inteiro positivo n, definimos T'(n,1) = n e, para todo
k>1, T(n,k+1)=nT0%  Prove que existe ¢ € N tal que, para todo
k> 1, T(2010,k) < T'(2,k + ¢). Determine o menor inteiro positivo ¢
com essa propriedade.

0.8. Mostre que para todo n e k inteiros positivos

) ()= () ()= (00

0.9. Demonstre a formula do binémio de Newton para n natural:

(z+y)" = (g)w” + (?) g ly 4o+ (n 71 1>xy”‘1 + <Z> y".

0.10. Encontrar com demonstracdo uma expressao para o multinémio
(a;1+:c2+~-+a:k)"

em termos dos coeficientes multinomiais
( n ) def n!
Ty eeeslp (SRREREA

0.11. Considere n retas em posicao geral em um plano, isto é, sem que
haja duas retas paralelas ou trés retas concorrentes em um mesmo ponto.

onde iy + -+ i =n.

(a) Determine em fun¢iao de n o nimero de regioes em que as retas
dividem o plano.
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(b) Demonstre que € possivel colorir essas regioes com duas cores sem
que duas regioes vizinhas tenham a mesma cor (duas regioes sao
vizinhas se elas possuem um segmento de reta em comum,).

0.12. Sejam x1,...,x, numeros reais positivos. Neste exercicio vamos

provar que
T+t
AT S oz,
n

Tal desigualdade € conhecida como desigualdade das médias aritmética
e geométrica.

(a) Utilize o PIF para mostrar a desigualdade das médias para n = 2F.

w a média arit-

(b) Sejam x1,...,x, reais positivos firados e A =
mética destes numeros. Suponha que a desigualdade valha para n+1
numeros reais positivos quaisquer; aplicando-a para x1,...,%Tp, A,
conclua que a desigualdade vale também para quaisquer n numeros
reats positivos.

(¢) Combinando os itens anteriores, prove a desigualdade para todo n
natural.

0.13. Demonstrar que para cada niumero natural n existe um numero
natural M satisfazendo simultaneamente as sequintes duas condicdes:

(i) M possui n digitos pertencentes ao conjunto {1,2}.
(ii) M é divisivel por 2™.

0.14 (IMO1987). Mostre que nao existe uma fungio f: N — N tal que
f(f(n)) =n+ 1987 para todo n € N.

0.2 Principio da Casa dos Pombos

E intuitivamente claro que se colocamos n + 1 objetos em n gavetas
entao haverd ao menos uma gaveta com mais de um objeto. Isto é
exatamente o que afirma o chamado Principio da Casa dos Pombos
(PCP) ou Principio das Gavetas de Dirichlet: se temos kn + 1 pombos
e n casinhas, entao existira uma casinha onde havera pelo menos k + 1
pombos. De fato, se em todas as casas houvesse no maximo k& pombos,
entao o nimero de pombos nao poderia ultrapassar kn.
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O PCP parece bastante inocente, mas tem muitas aplicagoes inte-
ressantes, especialmente em argumentos de ezisténcia em que nao se
determina o objeto procurado explicitamente. Como exemplos falam
mais do que 103 palavras, vejamos alguns.

Exemplo 0.7. Do conjunto A = {1,2,...,99,100}, escolhemos ao
acaso 51 numeros. Demonstrar que entre os numeros escolhidos sempre
existem dois que sao consecutivos.

SOLUCAO: Para provar isto, primeiro escolhamos gavetas adequadas
ao problema. Distribuimos os numeros de A em 50 “gavetas” assim
construidas:

{1,2} {3,4} {5,6} --- {99,100}

Como héa 50 gavetas das quais retiramos 51 numeros, sempre existird
uma gaveta da qual escolhemos dois niimeros e estes, gracas a nossa
construgao, serao consecutivos. Podemos generalizar este resultado con-
siderando os nimeros {1,2,...,2n} e escolhendo dentre eles n + 1 nu-
meros a0 acaso.

O

Exemplo 0.8. Do conjunto A = {1,2,...,99,100}, escolhemos ao
acaso 55 numeros. Demonstrar que entre os numeros escolhidos sempre
existem dois tais que sua diferenca € 9.

SoLugA0: Como no exemplo anterior o problema é descobrir como
formar as gavetas. Consideremos as gavetas numeradas 0,1,2,...,8,
onde o ntmero n é colocado na gaveta i se, e s6 se, o resto na divisao
de n por 9 é i. Como escolhemos 55 = 9 x 6 + 1 numeros, pelo PCP
existird uma gaveta j na qual hd 7 ou mais ntimeros escolhidos. Mas
em cada gaveta hd no méaximo 12 nimeros (por exemplo, o conjunto
{1,10,19, 28,37, 46, 55, 64, 73,82,91, 100} possui exatamente 12 elemen-
tos). Segue, como no problema anterior, que existirao dois nimeros que
serao “consecutivos” em tal conjunto, isto é, dois nimeros cuja diferenca
é9. ]
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Exemplo 0.9. Demonstrar que qualquer conjunto de n inteiros possui
um subconjunto nao vazio cuja soma dos elementos € divisivel por n.

SOLUCAO: Sejam aq,as,...,a, os elementos do conjunto, e definamos
as “somas parciais” s; = a1 +--- +a;j para j = 1,...,n. Se algum dos
sj € divisivel por n o problema fica resolvido. Se nenhum ¢ divisivel
por n, entdo os possiveis restos na divisao por n sao 1,2,...,n — 1 e
como hd n somas parciais pelo PCP existem duas s; e s; com j < k que
deixam o mesmo. Portanto s —s; = a1 + -+ + ay € divisivel por n e
{aj11,aj42,...,a;} é o subconjunto procurado.

Por outro lado, observemos que n é a quantidade minima de ele-
mentos para que se verifique tal condicao, no sentido em que existem
conjuntos A com n — 1 elementos tais que a soma dos elementos de
todo subconjunto nao vazio de A nao é divisivel por n. Por exemplo,
A={1,n+1,2n+1,...,(n—2)n+1} é um destes conjuntos (verifique!).

O

Exemplo 0.10. Seja o um nidmero real. Demonstrar que, para todo
inteiro n > 2, existe um inteiro 0 < k < n tal que o modulo da diferenca
entre ka e seu inteiro mais proximo € menor ou igual a %

SOLUGAO: Vamos denotar por {z} a parte fraciondria do niimero real
x, isto é, o unico real que satisfaz 0 < {z} < 1 e z = m + {z} para
algum m € Z.

Considere {ka} para k =1,2,...,n — 1. Particione o intervalo [0, 1)
em n partes de tamanho %:

=)o) u 15

n n’'n n’'n n

Se {ka} € [0,1) ou {ka} € [=1,1) para algum k = 1,...,n— 1, o
problema acabou. Caso contrario, pelo PCP havera duas partes fracio-
néarias {ja} e {ka} com 1 < j < k < n — 1 pertencentes a um mesmo
intervalinho dentre os n — 2 restantes. Sendo = = (k — j)«, teremos

(o) = {{ka} —{ja}  se{ka} = {jo}
1+ {ka} — {ja} se{ka} < {ja}

e portanto {z} € [0, 2) ou {z} € %=1, 1), assim k—j satisfaz as condigdes
do problema. ]
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Problemas Propostos

0.15. Escolhem-se 7 pontos no interior de um retangulo de dimensdes
2 x 3. Demonstrar que sempre é possivel encontrar dois pontos tal que
sua distancia € menor ou igual a V2.

0.16. Escolhem-se 9 pontos no interior de um quadrado de lado 1. De-
monstrar que € possivel escolher 8 deles de tal forma que a drea do
triangulo que formam € menor ou igual a %.

0.17. Dadas 6 pessoas numa festa, demonstrar que necessariamente
existem 8 pessoas que se conhecem mutuamente ou 3 pessoas que nao
se conhecem mutuamente. Suponha que a relacdo de conhecer € simé-
trica. Este é um caso particular do teorema de Ramsey, veja por exemplo
[106].

0.18. Do conjunto A = {1,2,...,99,100} escolhemos 51 nimeros. De-
monstrar que, entre os 51 numeros escolhidos, existem dois tais que um
€ maltiplo do outro.

0.19. Dado uwm niumero irracional u, demonstrar que sempre € possivel
encontrar infinitos nimeros racionais g, D,q € Z, de tal forma que

Um problema mais dificil € demonstrar existem racionais g de tal forma
que
1

V5q?
Veja o teorema 3.13 e a secao correspondente para este e outros resulta-
dos relacionados a aprorimacao de numeros reais por nimeros racionais.

u—p‘<
q

0.20 (IMO1985). Dado um conjunto M com 1985 inteiros positivos dis-
tintos, nenhum dos quais tem divisores primos maiores do que 23, mostre
que hd 4 elementos em M cujo produto € uma quarta poténcia.

0.21 (OIbM1998). Determinar o minimo valor de n para o qual, de todo
subconjunto de {1,2,...,999} com n elementos, é possivel selecionar
quatro inteiros diferentes a,b,c,d tais que a + 2b+ 3c = d.
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0.22. Demonstrar que de qualquer conjunto de 2" —1 nimeros inteiros
positivos € possivel escolher 2" elementos de tal forma que sua soma é
divisivel por 2™.

0.23 (IMO2001). Sejam ny,ng,...,ny inteiros com m impar. Deno-
temos por x = (21,...,%m) uma permutac¢io dos inteiros 1,2,...,m,
e definamos f(x) = z1n1 + -+ + Tpmny. Demonstre que existem duas
permutagoes a e b tais que f(a) — f(b) é divisivel por m!.

0.24. Demonstrar que dados 7 numeros reais sempre € possivel escolher
2 deles, digamos a e b, tais que

a—b
14+ ab

1

< —=.
V3
0.25 (IMO1991). Seja S = {1,2,...,280}. Encontrar o menor inteiro

n para o qual todo subconjunto de S com n elementos contém cinco
numeros que sao dois a dois primos entre Si.

0.26 (Erdés). Mostrar que toda a sequéncia com n? + 1 mimeros re-
ais contém ou uma subsequéncia crescente com n + 1 termos ou uma
subsequéncia decrescente com n + 1 termos.

0.27. Pintamos todos os pontos do plano de azul, verde ou preto. Mos-
trar que existe mo plano um retangulo cujos vértices tém todos a mesma
cor.

0.28. Em um tabuleiro 9 X 9 sao colocados todos os nimeros de 1 até
81. Mostre que exite um k tal que o produto dos nimeros na k-ésima
linha € diferente ao produto dos nimeros da k-ésima coluna.

0.29 (XII Vinganga Olimpica). Seja n um nimero inteiro positivo. Uma
familia P de intervalos [i,j] com 0 < i < j < n e, j inteiros € dita
unida se, para quaisquer Iy = [i1,j1] € P e Iy = [i2, j2] € P tais que
I) C I, entao i1 = 19 ou j1 = ja. Determine o maior numero possivel
de elementos de uma familia unida.



Capitulo 1

Divisibilidade e
Congruéncias

Neste primeiro capitulo veremos os tépicos basicos de Teoria dos
Ntmeros, como divisibilidade, congruéncias e aritmética médulo n.

1.1 Divisibilidade

Dados dois inteiros d e a, dizemos que d divide a ou que d é um
divisor de a ou ainda que a é um multiplo de d e escrevemos

d|a

se existir ¢ € Z com a = ¢d. Caso contrério, escrevemos d 1 a. Por
exemplo, temos que —5 | 10 mas 10 1 —5.
Fis algumas propriedades importantes da divisibilidade:

Lema 1.1. Sejam a,b,c,d € Z. Temos

(i) (“d divide”) Se d | a e d | b, entao d | ax + by para qualquer
combinacdo linear ax + by de a e b com coeficientes x,y € Z.

(ii) (Limitagdo) Se d | a, entao a =0 ou |d| < |al.

(i1i) (Transitividade) Se a | b e b | c, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO: Se d | a e d | b, entdo podemos escrever a = dq; e
b = dg com q1,q2 € Z, logo ax+by = d(q1x+q2y). Como q1x+ g2y € Z,
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temos d | ax + by. Para mostrar (i), suponha que d | a e a # 0. Neste
caso, a = dg com ¢ # 0, assim |¢| > 1 e |a| = |d||q| > |d|. Finalmente,
se a|beb]|ec, entdo existem q1,q2 € Z tais que b = aqy e ¢ = bge, logo
¢ = aqiqo e portanto a | c. O

Vejamos como utilizar estas propriedades para resolver alguns pro-
blemas de divisibilidade.

Exemplo 1.2. Encontre todos o0s inteiros positivos n tais que 2n* +1 |
n3+9n — 17.

SoLugAo: Utilizando o “2n? + 1 divide” para reduzir o grau de n3 +
9n — 17, temos que

2n2 +1 | nd +9n —17
{2n2+1\2n2+1

— 2%+ 1| (P +9n—17)- 24+ (2n® +1) - (—n)

22 +1|17n — 34.

Como o grau de 17n — 34 é menor do que o de 2n? + 1, podemos utilizar
a “limitacao” para obter uma lista finita de candidatos a m. Temos
1Tn—34=0 < n=2ou[2n?+ 1| <|[17Tn — 34| <= n=1,4 ou 5.
Destes candidatos, apenas n = 2 e n = 5 sao solugoes. ]

Exemplo 1.3 (IMO1994). Determine todos os pares (m,n) de inteiros
n3+1
mn—1

positivos para oS quais € inteiro.

SOLUGAO: Vamos tentar reduzir o grau em n utilizando o “d divide”.
Temos
mn—1|n3+1 = mn—1|®>*+1)-m— (mn—1)-n?

— mn—1|n®+m.
Da mesma forma,

mn—1|n*+m = mn—1|n*+m)-m—(mn—1)-n

= mn—1|m?>+n



[SEC. 1.1: DIVISIBILIDADE 17

e, finalmente,
mn—1|m>4+n = mn—1|(m*+n)-m— (mn—1)
= mn—1|m*+1

que é a mesma expressao com que comecamos, trocando n por m. Assim,
temos que a condicao é simétrica em m e n e as divisibilidades acima
sao todas equivalentes entre si. Portanto podemos supor sem perda de
generalidade que m > n. Utilizando a “limitagao” temos

mn—1|n*+m = mn—1<n*+m < mnh-1)<n’+ 1

2 d
Se n # 1 temos m < Zfll =n+1+ % Como estamos assumindo

m > n, se n > 4 temos apenas duas possibilidades: m =noum =n—+1.
Agora temos alguns casos a analisar.

e Sem>n=1devemosterm—1|12+m = m—1|m+1-
(m—1) <= m— 1|2 e portanto m = 2 ou m = 3, ambos os
casos fornecendo solugoes.

e Sem >n = 2devemos ter 2m — 1 | 22 +m = 2m — 1 |
2(m+4)—2m—-1) < 2m—-1|9 <= m=2oum =25,
ambos os casos fornecendo solugoes.

e Sem >n = 3 devemos ter 3m —1 | 32 +m = 3m —1 |
3(m+9)—Bm—1) < 3m—1]28 < m =5, que fornece
uma solugao.

e Se m = n > 4 devemos ter

n?—1|n?+n < n—-1|n
— n—-1|n—(n—-1) < n—-1]|1
0 que nao é possivel pois n > 4.
e Se m=n+1>5 devemos ter
(n+n—1|n>+n+1)

—nitn-1|n*4+n+1)-n*+n-1)

= ni+n-1]|2
0 que novamente nao é possivel pois n > 4.

Logo as solugoes (m,n) sao (1,2), (2,1), (1,3), (3,1), (2,2), (2,5), (5,2),
(3,5) e (5,3). 0



18 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

1.2 mdc, mmc e Algoritmo de Euclides

Dados dois niimeros inteiros a e b com a # 0 ou b # 0, a cada
um deles pode-se associar seu conjunto de divisores positivos, D, e Dy
respectivamente, e a intersec¢ao de tais conjuntos D, N Dy é finita (pela
“limitagao”) e nao vazia (ja que 1 pertence a intersecgao). Por ser finito,
D, N Dy, possui elemento maximo, que é chamado de mdzimo divisor
comum (mdc) dos nimeros a e b. Denotamos este niimero por mdc(a, b)
(alguns autores usam a notagao (a,b)). Para a = b = 0 convencionamos
mdc(0,0) = 0. Quando mdc(a,b) = 1 dizemos que a e b sd@o primos
entre si.

Por outro lado, se denotamos por M, o conjunto dos multiplos po-
sitivos de mn, dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0 e b # 0,
entdo a intersecgao M, N M, é nao vazia (ja que |ab| estd na intersec-
¢ao). Como os naturais sao bem ordenados, M, N M, possui elemento
minimo. Tal nimero é chamado minimo miltiplo comum (mmc) de a e
b e o denotaremos por mmc(a, b) (alguns autores escrevem [a, b]).

Para calcularmos o mdc e o mmc de maneira eficiente, vamos descre-
ver o chamado algoritmo de Fuclides ou algoritmo das divisoes sucessi-
vas. Primeiramente, vamos relembrar o conceito de divisdo euclidiana,
ou divisdo com resto, que é uma das quatro operacoes que toda crianca
aprende na escola. Sua formulagao precisa é: dados a,b € Z com b # 0,
existem ¢, r € Z com

a=bqg+r e 0<r<lb.

Tais q e r estao unicamente determinados pelas duas condicoes acima
(veja o argumento a seguir) e sdo chamados o quociente e resto da divisao
de a por b. O resto r é também denotado por a mod b.

Para z € R, definimos o piso ou parte inteira |x| de x como sendo
o unico k € Z tal que k < z < k + 1; definimos o teto [z]| de z como
o tnico k € Z tal que k — 1 < 2 < k. Por exemplo, temos |v/2] = 1,
[V2] =2, [10] = [10] = 10, |~7] = —4 e [-7] = —3. Podemos agora
mostrar a existéncia de ¢ e r satisfazendo as duas condigoes acima: basta
tomar

_{La/bj seb>0

= (o 5 r =a—bg em ambos os casos
a se b <

e é facil verificar que 0 < r < |b| a partir das definigoes das fungoes piso
e teto. Por outro lado, se a = bg; + 1 = bga + 12 com 0 < ry,79 < |b],
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entao temos que ro—r1 = b(q1 —g2) é um multiplo de b com |ro—ry| < |b],
portanto ro — r; = 0 e assim ¢g; = ¢2 também, o que prova a unicidade.

Podemos agora descrever o algoritmo de Fuclides para calcular o
mdc, que se baseia na seguinte simples observagao:

Lema 1.4 (Euclides). Se a = bg + r, entdo mdc(a,b) = mde(b, 7).

DEMONSTRAGAO: Basta mostrar que D, N D, = Dy N D;, j& que se
estes conjuntos forem iguais em particular os seus maximos também
serao iguais. Sed € D,N Dy temos d |aed | b,logod |a—bg <= d|r
e portanto d € Dy N D,. Da mesma forma, se d € D, N D, temos d | b e
d|r,logod|bg+r <= d|aeassimde D,N Dy. O

O algoritmo de Euclides consiste na aplicagao reiterada do lema
acima onde ¢ e 7 880 0 quociente e o resto na divisao de a por b (note que
o lema vale mesmo sem a condigdo 0 < r < [b]). Como os restos formam
uma sequéncia estritamente decrescente, o algoritmo eventualmente para
quando atingimos o resto 0.

Exemplo 1.5. Calcule mdc(1001,109).

SOLUGAO: Realizando as divisoes sucessivas, temos

1001 =109 -9 + 20

109=20-54+9
20=9-2+2
9=2.4+1
2=1-240.

Assim, temos mdc(1001, 109)=mdc(109, 20)=mdc(20,9)=mdc(9,2) =
mdc(2,1) = mdc(1,0) = 1. O

Exemplo 1.6. Sejam m # n dois numeros naturais. Demonstrar que

m n 1  sea é par,
mdc(a®” +1,a*" +1) = p
2  sea € impar.
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SOLUGAO: Suponha sem perda de generalidade que m > n e observe a
fatoracao

2m—1 2m,—2

" —1=(a +1)(a + 1)((12m_3 +1)...(a* +1)(a® - 1).

Logo a?" +1=(a®" +1)-¢+2com q € Z e assim

mdc(a?” +1,a®" +1) = mde(a®” +1,2)

que é igual a 2 se a®" + 1 for par, isto é, se a for impar, e é igual a 1

caso contrario. O

Além de servir de ferramenta computacional para o cdlculo do mdc,
a divisao euclidiana tem consequéncias tedricas importantes. O préximo
teorema mostra que é sempre possivel escrever o mdc de dois ntimeros
como combinagao linear destes (com coeficientes inteiros).

Teorema 1.7 (Bachet-Bézout). Sejam a,b € Z. Entao existem x,y € Z
com
ax + by = mdc(a, b).

Portanto se c € Z é tal que ¢ | a e ¢ | b entao ¢ | mde(a,b).

DEMONSTRAGAO: O caso a = b = 0 ¢é trivial (temos x = y = 0). Nos
outros casos, considere o conjunto de todas as combinagoes Z-lineares
de a e b:

I(a,b) et {ax + by : x,y € Z}.

Seja d = axg + byp o menor elemento positivo de I(a,b) (ha pelo menos
um elemento positivo, verifique!). Afirmamos que d divide todos os
elementos de I(a,b). De fato, dado m = az+by € I(a,b), sejam q,r € Z
0 quociente e o resto na divisao euclidiana de m por d, de modo que
m=dq+re0<r <d Temos

r=m—dq = a(x — qro) + by — qyo) € I(a,b).

Mas como r < d e d é o menor elemento positivo de I(a,b), segue que
r =0 e portanto d | m.

Em particular, como a,b € I(a,b) temos que d | a e d | b, logo d <
mdc(a, b). Note ainda que se c| a e ¢ | b, entdo ¢ | axg + byy <= c | d.
Tomando ¢ = mdc(a, b) temos que mdc(a,b) | d o que, juntamente com
a desigualdade d < mdc(a, b), mostra que d = mdc(a, b). O
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Corolario 1.8. Sejam a,b,c € Z. A equagdo
ax +by =c

admite solugdo inteira em x ey se, e somente se, mdc(a,b) | c.

DEMONSTRAGAO: Se a equagao admite solugao inteira, entao mdc(a, b)
divide o lado esquerdo, logo deve dividir o direito também. Reciproca-
mente, se mdc(a,b) | ¢, digamos ¢ = k - mdc(a,b) com k € Z, pelo
teorema acima existem inteiros xg e yo tais que azg + byy = mdc(a, b) e
multiplicando tudo por k£ obtemos que x = kxg e y = kyg sao solugoes
da equacgao dada. O

Dados um inteiro n > 2 e inteiros ai,as,...,a,, nao todos nulos,
definimos recursivamente

mdc(aq,az, ..., a,) = mde(mdc(a, az,...,an-1),an).

E facil mostrar por inducao em n que este nimero ¢ um divisor positivo
comum de aq,as,...,a,. Também podemos provar por indugdao em n
que existem inteiros x1,xo,...,T, tais que a1z + asxo + -+ + apT, =
mdc(aq, ag, ..., ay,). De fato, pelo teorema anterior, existem u e v intei-
ros tais que mdc(mdc(ay, ag,...,an—1),a,) = mdc(ay,ag,...,an—1)u +
anv, €, se existem inteiros yi,Y2,...,Yn—1 COM aiy; + agys + --- +
Up—-1Yn—1 = mdc(ai,ag,...,an—1), temos

mdc(aq, ag, ..., a,) = mde(mde(ag, ag, ..., an-1),an) =

=mdc(ay,ag,...,an-1)u + apv = a1x] + g2 + - - - + ATy,

onde z; = yju paral < j <n—1e x, =v. Em particular, se d ¢ um
divisor comum de ay, ag, ..., a, entdo d | mdc(ay, az,...,ay).
O coroldrio anterior se generaliza entdo da seguinte forma: dado
c € Z, a equagao
aixri +axg + -+ anTy =C
admite solucao inteira em x1, x9, ..., x, se, e somente se,

mdc(ay, az,...,ay) | c
Temos uma outra importante consequéncia do teorema anterior:
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Proposicao 1.9. Se mdc(a,b) =1 e a| be, entdo a | c.

DEMONSTRAGAO: Como mdc(a,b) = 1, existem z,y € Z tais que
ar+by=1 = a-cx+ (be) -y = c. Do fato de a dividir cada termo
do lado esquerdo, temos que a | c. O

Lembramos que um natural p > 1 é chamado primo se os Unicos
divisores positivos de p sao 1 e p e um natural n > 1 é chamado composto
se admite outros divisores além de 1 e n. Observemos que 1 nao é nem
primo nem composto.

Claramente, se p é primo e p t a temos mdc(p,a) = 1. Usando a
proposicao anterior e inducao temos o seguinte resultado:

Corolario 1.10. Seja p um nidmero primo e sejam ai,...a,m € Z. Se
plai---am, entao p| a; para algum i, 1 < i < m.

O proximo lema resume algumas propriedades tteis do mdc:

Lema 1.11. Temos
1. Se p € primo, entdo mdc(a,p) é 1 ou p.
2. Se k € um inteiro, entdo mdc(a,b) = mdc(a — kb, b).
3. Se a| ¢, entdo mdc(a,b) | mde(c,b).

4. Se mdc(a,b) =1, entdo mdc(ac,b) = mdc(c, b).

DEMONSTRACAO: O primeiro item é claro e o segundo é apenas uma
reformulacao do lema 1.4. Para provar o terceiro item, observe que
mdc(a,b) | a e a | ¢ implicam que mdc(a,b) | ¢. Como também te-
mos mdc(a,b) | b, concluimos que mdc(a,b) | mdc(b,c) por Bachet-
Bézout. Finalmente, para mostrar o ultimo item, note primeiro que
mdc(c, b) | mdc(ac, b) pois mdce(c, b) divide simultaneamente ac e b. Re-
ciprocamente, para mostrar que mdc(ac, b) | mde(c, b), podemos escrever
ax + by =1 com z,y € Z por Bachet-Bézout. Assim, mdc(ac,b) divide
ac-x+b-cy = c e também divide b, logo divide mdc(c, b). O

Vejamos como podemos usar as propriedades acima para solucionar
0 seguinte
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Exemplo 1.12. Sejam a, = 100 + n? e d,, = mdc(ay,,an+1). Calcular
d, para todo n.

SOLUCAO: Aplicando a propriedade 2 temos que
dp, = mde(100 + 12,100 + (n 4 1)?) = mdc(100 + n?,2n + 1).

Como 2n + 1 é fmpar, mdc(4,2n + 1) = 1 e pelas propriedades 4 e 2
temos que

dp, = mdc(400 + 4n?,2n + 1)
= mdc(400 + 4n% — (2n +1)(2n — 1),2n + 1)
= mdc(401,2n + 1).

Como 401 é primo, entao mdc(401,2n+ 1) = 401 se 2n+ 1 = 401k (com
k = 2r + 1 inteiro impar) e mdc(401,2n+ 1) = 1 caso contrario, ou seja,

dn =

1 caso contrario.

{401 se n = 4017 + 200 com 7 € Z

A préxima proposi¢ao conecta o mde e o mmc de dois inteiros e pode
ser utilizada, juntamente com o algoritmo de Euclides, para o calculo
eficiente do mmc.

Proposigao 1.13. Sejam a e b dois numeros naturais, entdo

mdc(a, b) - mme(a,b) = a-b.

DEMONSTRAGAO: Escreva d = mdc(a,b) e a = ajd e b = bjd onde
ay,b; € 7 sao tais que mdc(aq,b;) = 1. Temos mmc(a,b) = al para
algum [ € Z; além disso, b | mmc(a,b) <= bid | a1dl <= by | a1l
Como mdc(ay,by) = 1, isto implica que b; | [ pela proposicao 1.9.
Pela definicdo de minimo multiplo comum, temos que [ deve ser o mi-
nimo numero divisivel por b;, assim concluimos que [ = b; e portanto
mmc(a, b) = bja. Logo mdc(a,b) - mmc(a,b) = d-bja=a-b. O
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Dados um inteiro n > 2 e inteiros ai,ao,...,a,, nao todos nulos,
definimos recursivamente

mmc(ay, ag, . .., a,) = mmec(mme(ay, ag, ..., ap—1),an).

E fcil mostrar por inducao em n que este ntimero é um multiplo po-
sitivo comum de aq,ao,...,a,, € que, se m é um multiplo comum de
ay,az,...,ay, entdo mmc(ay, ag, . ..,a,) | m.

A demonstragao que demos do teorema de Bachet-Bézout nao mostra
como efetivamente encontrar uma solugao de az + by = mdc(a,b). Po-
rém, isto pode ser feito utilizando-se o algoritmo de Euclides, como mos-
tra o exemplo a seguir. De fato, este exemplo pode servir como ponto de
partida para uma segunda demonstracao do teorema de Bachet-Bézout
(veja os exercicios).

Exemplo 1.14. Encontre todos os x,y € 7Z tais que

10012 4+ 109y = mdc(1001, 109).

SOLUGAO: Fazemos as divisoes sucessivas para o céalculo de mde(1001,
109) = 1 utilizando o algoritmo de Euclides (veja o exemplo 1.5). Em
seguida, isolamos os restos:

|

—[109]-
-5
@ 2
!=@—24

Note que a ultima divisao permite expressar o mdc 1 como combinagao

linear de 9 e 2:

[9]-1-[2]-4=1.
Mas da peniltima divisao, temos que |2 | = —@-2, logo substituindo
esta expressao na combinagao linear acima, temos

9]—(20]-[9]-2)-4=1 < [9]-9-[20]-4=1

e agora expressamos 1 como combinagao linear de 20 e 9. Repetindo este
procedimento, eventualmente expressaremos 1 como combinacao linear

9

[\~
o
Il
—_
S
o
—_

2l
|
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de 1001 e 109. Tomamos o cuidado de quais sdo os “coefici-
entes” a e b nas equagoes ax + by = mdc(a,b) durante as simplificacoes.
Continuando, obtemos

1 = (109]~[20]5)- 9 ~[20] - 4 = [109] - 9 —[20] - 49
1=[109]-9 — (1001 ] —[109]- 9) - 49 = [1001 |- (—49) 4 [109]- 450.

Logo uma solucao da equacao 1001z + 109y = 1 é (g, yo) = (—49, 450).
Para encontrar as demais, escrevemos o lado direito desta equacao uti-
lizando a solucao particular que acabamos de encontrar:

1001z + 109y = 1001z + 109yo <= 1001(z — z¢) = —109(y — yo)-

Como mdc(1001,109) = 1 temos pela proposi¢ao 1.9 que 1001 divide
Yy — Yo, ou seja, y — yo = 1001t para algum ¢t € Z e, portanto, x — xg =
—109¢. Assim, as solucoes da equacao dada sdo todos os pontos da reta
10012 + 109y = 1 da forma

(2,y) = (zo — 109t, yo + 1001t) = (—49, 450) + (—109, 1001) - ¢

com t € 7. O

Em geral, o raciocinio do exemplo acima mostra que se mdc(a, b) = 1
e (zo,yo) é uma solugdo da equagao ax + by = ¢, entao todas as solugoes
inteiras sao dadas por x = zg — bk e y = yg + ak com k € Z.

Exemplo 1.15. Sejam a, b inteiros positivos com mdc(a,b) = 1. Mostre
que para todo ¢ € Z com ¢ > ab— a — b, a equagdo ax + by = ¢ admite
solugoes inteiras com x,y > 0.

SOLUGAO: Seja (g, yo) uma solugao inteira (que existe pelo teorema
de Bachet-Bézout). Devemos mostrar a existéncia de um inteiro & tal
que

T =x9—bk>—1 e y=1yo+ak > —1,

ou seja,
1 1
a b
Mas isto segue do fato de o intervalo (—y%f, ro—lfl) ter tamanho maior
do que 1:
xo+ 1 Yo+ 1 arg+by+a+b c+a+d
b a ab ab
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1.3 O Teorema Fundamental da Aritmética

Estamos agora prontos para enunciar o teorema que caracteriza todo
numero natural em termos de seus “constituintes” primos.

Teorema 1.16 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja n > 2 um
numero natural. Podemos escrever n de uma unica forma como um
produto

n=p1Pm

onde m > 1 € um natural e py < ... < Py SGO PTIMOS.

DEMONSTRACAO: Mostramos a existéncia da fatoracao de n em primos
por inducdo. Se m é primo nao hé o que provar (escrevemos m = 1,
p1 =n). Se n é composto podemos escrever n = ab, a,b € N, 1 < a < n,
1 < b < n. Por hipétese de inducgao, a e b se decompoem como produto
de primos. Juntando as fatoragdes de a e b (e reordenando os fatores)
obtemos uma fatoracao de n.

Vamos agora mostrar a unicidade. Suponha por absurdo que n possui
duas fatoracoes diferentes

n=pi1Pm=4q " qw,

com p; < ... <Py, 1 < ... < @y € que n é minimo com tal propri-
edade. Como p; | g1+ @qn temos p; | ¢; para algum valor de i pelo
coroldrio 1.10. Logo, como ¢; é primo, p1 = ¢q; € p1 > q1. Analogamente
temos q; < p1, donde p; = ¢q1. Mas

n/pL=Dp2- - DPm =q2 " @

admite uma tnica fatoracao, pela minimalidade de n, donde m = m’ e
p; = q; para todo %, o que contradiz o fato de n ter duas fatoracoes. O

Outra forma de escrever a fatoracao acima é
_ el e
n = pl s pn:’Lna
com p; < -+ < pm e ¢ > 0. Ainda outra formulagao é escrever

n = 2023358 pfr
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onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um numero
finito de expoentes é maior do que zero. Vamos nos referir a qualquer
destas expressoes como a fatoracdo canonica de n em primos.

A fatoracdo unica em primos se aplica em contextos mais gerais,
como veremos mais tarde. Aqui, como aplicacdo imediata do Teorema
Fundamental da Aritmética, vamos mostrar a prova atribuida a Euclides
para a existéncia de infinitos primos (uma prova com mais de 2000 anos
e que ainda funcional).

Teorema 1.17 (Euclides). Ezistem infinitos primos.

DEMONSTRAGAO: Suponha por absurdo que pi,p2,...,pm, fossem to-
dos os primos. O nimero N = pip2...pm + 1 > 1 nao seria divisivel
por nenhum primo p;, o que contradiz o Teorema Fundamental da Arit-
mética.

|

Observe que nao provamos que pip2 ...pPm + 1 € primo para algum
conjunto finito de primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids,
2-3-5-7-11-1341 = 30031 = 59-509 nao é primo. Nao se conhece nenhuma
férmula simples que gere sempre niimeros primos (veja a segao 7.2 para
uma discussao sobre este assunto).

Embora a quantidade de primos seja infinita, uma questao natural é
saber o quao “raros” ou “frequentes” eles sao. Na segunda parte do livro,
discutiremos mais a fundo esta questao sobre a distribuigao dos primos.
Por outro lado, é interessante notar que existem cadeias arbitrariamente
longas de niimeros compostos consecutivos: na sequéncia

K+ 1)1 +2,(k+ 1)1 +3,(k+ D +4, ..., (k+ D+ (k+1),

nenhum termo é primo, pois eles admitem fatores préprios 2, 3,4, ..., k+
1, respectivamente.

Uma interessante prova alternativa, devida a Erdds, de que existem
infinitos primos é a seguinte:

Suponha, por contradi¢ao, que existe um ntmero finito de primos,
digamos p1,po,...,pr. Seja n um numero natural. Entao podemos es-
crever qualquer nimero m < n na forma m = m2msy, onde m? < n
e

my = pit - py? - ik onde a; = 0 ou 1 para cada k.
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Assim, considerando todas as possiveis maneiras de escrever os naturais
m < n, temos: 2F escolhas para ms e no maximo |v/n] escolhas para
m1. Ou seja, para todo n natural, vale que

n < 28/n

absurdo, pois esta desigualdade nao vale para n suficientemente grande.
]

Exemplo 1.18 (OIbM1987). A sequéncia p, € definida da seguinte
forma:

(@) mn = 2.

(i) Para todo n > 2, p, é o maior divisor primo da expressao
p1p2ps - Pn—1 + 1.
Demonstrar que p, € diferente de 5.

SoLucAo: Dado que p; = 2, pa = 3, p3 = 7, segue-se que para qualquer
n > 3, p1p2 - pn—1 € miltiplo de 2 e de 3, portanto pips---pn—1 + 1
nao é multiplo nem de 2 nem de 3. Além disso, como p; = 2, entao p,
é impar para todo n > 2, assim pips - - - pp,—1 nao é multiplo de 4.

Suponhamos que exista n tal que p, = 5, isto é, o maior divisor
primo de pips - pp—1+1é5. Como 2 e 3 nao dividem pips -+ -pp_1+1,
temos que

P12 a1 +1 =5

Portanto

pip2 a1 =5 —1=0GB-10GFT+52 4. 4+ 54+1),
donde 4 | p1p2 - -+ pn—1, uma contradigao. O
Exemplo 1.19. Determine todas as ternas (a, b, c) de inteiros positivos
tais que a® = 2° + .

SOLUGAO: Como a? = 2°4¢* <= (a—c?)(a+c?) = 2%, pelo Teorema
Fundamental da Aritmética existem dois naturais m > n tais que m +
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n=>b,a—c*=2"ea+c?>=2". Subtraindo as duas dltimas equacdes,
obtemos que 2¢? = 2™ — 2" assim ¢? = 2"71(2m7" — 1), Como 2" ! e
2Mm=" —1 sao primos entre si e o seu produto é um quadrado perfeito (i.e.
os expoentes das poténcias de primos distintos sdo pares), novamente
pelo Teorema Fundamental da Aritmética 2"~ e 2™~ — 1 devem ser
ambos quadrados perfeitos, logo n—1 é par e 2™ " — 1 = (2k — 1) para
algum inteiro positivo k. Como 2" " = (2k — 1)2+ 1 =4k(k—1)+2 ¢
divisivel por 2 mas nao por 4, temos m —n = 1. Assim, fazendon —1 =
2t, temos que todas as solucdes sido da forma (a,b, c) = (3-2%, 4t +3,2)
com t € N e é facil verificar que todos os ntumeros desta forma sao
solucoes. O

Segue do Teorema Fundamental da Aritmética que todo divisor de

n=pi...ptr é da forma
P

com 0 < d; < e;. Assim, obtemos o outro algoritmo usual para cal-
cular o mdc de dois numeros: fatoramos os dois niimeros em primos e
tomamos os fatores comuns com os menores expoentes. Este algoritmo é
bem menos eficiente do que o de Euclides para inteiros grandes (que em
geral nao sabemos fatorar de forma eficiente computacionalmente) mas
é instrutivo saber que os dois algoritmos ddo o mesmo resultado. Além
disso, este algoritmo tem consequéncias tedricas importantes, como por
exemplo o

Corolario 1.20. Se mdc(a,n) = mdc(b,n) = 1, entdo mdc(ab,n) = 1.
DEMONSTRAGAO: Evidente a partir do algoritmo descrito acima. |

Para encerrar esta secao, vejamos ainda algumas outras aplicagoes
do Teorema Fundamental da Aritmética.

Proposicao 1.21. Seja n = p{'...p¢r a fatoragdo de n em poténcias
de primos distintos p; e seja oy (n) & Zd|n, d>0 d* a soma das k-ésimas
poténcias dos divisores positivos de n. Entdo

plerti_ g plem*Dk _ g

opln) =
") = P =1
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Para k =0, a formula acima deve ser interpretada tomando-se o limite
k — 0, de modo que a quantidade de divisores positivos de n € og(n) =
(61+1)'--(€m+1).

DEMONSTRAGAO: Como a soma na defini¢ao de oy (n) percorre todos os

nimeros da forma d* = pclllk e pg;”k com 0 < d; < e;, temos a seguinte
fatoracao:
on(n) = (L4 p} +p1° + - +p0%) o (L py +pi + -+ o).
(e;+1)k
Somando as progressoes geométricas 1+ pf + p?k 4t pfik =5 pk_1_1’
o resultado segue. ' 0

Proposicao 1.22 (Fatores do Fatorial). Seja p um primo. Entdo a
maior poténcia de p que divide n! € p® onde

n n n
SRR
p p p
Observe que a soma acima é finita pois os termos LI%J sao eventualmente
Zero.
DEMONSTRAGAO: No produto n! =1-2-...-n, apenas os multiplos
de p contribuem com um fator p. H& L%J tais multiplos entre 1 e n.
Destes, os que sdao miltiplos de p? contribuem com um fator p extra
e ha L]%J tais fatores. Dentre estes 1ltimos, os que sao multiplos de
p> contribuem com mais um fator p e assim por diante, resultando na
férmula acima. O

Exemplo 1.23. Determine com quantos zeros termina 1000!.

SOLUGAO: O problema é equivalente a determinar qual a maior potén-
cia de 10 que divide 1000! e como ha muito mais fatores 2 do que 5 em
1000!, o expoente desta poténcia coincide com o da maior poténcia de 5
que divide 1000!, ou seja,

1000 N 1000 N 1000 N 1000 510
5 52 53 54 | T

Assim, 1000! termina com 249 zeros. ]
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Problemas Propostos

1.1 (IMO1959). Mostre que a fragdo ill:zli% ¢ irredutivel para todo n
natural.

1.2. Encontre todos os inteiros positivos tais que
(a) n+1]n3—1

(b) 2n —1|n3+1

(¢) 5+m =11

(d) 2n®> +5|n* +n+1

1.3. Demonstre:

(a) sem | a—b, entdo m | a® — b* para todo natural k.

(b) se f(x) € um polinémio com coeficientes inteiros e a e b sao inteiros
quaisquer, entio a — b | f(a) — f(b).

(c) se k é um natural impar, entio a+ b | a® + bF.

1.4. Mostre que

(a) 2% —1 e 219 + 1 sdo primos entre si.

(b) 232 +1 e 2* + 1 sdo primos entre si.

1.5. Demonstrar que (n —1)2 | n* —1 se, e s6 se, n — 1| k.

1.6 (IMO1992). Encontrar todos os inteiros a,b,c com 1 < a < b < ¢
tais que (a — 1)(b—1)(c — 1) € divisor de abc — 1.

Dica: Mostrar primeiro que a < 4 e considerar 0s possiveis casos.

1.7 (IMO1998). Determine todos os pares de inteiros positivos (a,b) tais
que ab® + b+ 7 divide a®b + a + b.

Dica: Mostre que ab® +b+7 | Ta — b? e considerar trés casos: Ta — b*
maior, menor ou igual a zero.

1.8. Mostre que, se n > 1, entao
n
k=1

nao € um numero inteiro.

1 1
2 n

S
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1.9 (OBM1997). Sejam c € Q, f(x) = x® + ¢. Definimos

)=z, ) = f(f"(x)),¥n € N.

Dizemos que © € R é pré-periddico se {f"(x),n € N} € finito. Mostre
que {z € Q| x € pré-periddico} € finito.

1.10. Demonstrar que se mdc(a, 2" ) = 2" e mdc(b, 2"+!) = 27, entdo
mdc(a + b, 2"T1) = 2ntL,

1.11. Demonstrar que sea, b, c, d, m en sdo inteiros tais que ad—bc = 1
e mn # 0, entdo

mdc(am + bn, cm + dn) = mdc(m, n).
1.12. Seja F,, o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci.

(a) Encontrar dois nimeros inteiros a e b tais que 233a + 144b = 1
(observe que 233 e 144 sdo termos consecutivos da sequéncia de Fi-
bonacci).

(b) Mostre que mdc(Fy,, F41) = 1 para todo n > 0.
(¢) Determine x,, e y, tais que Fy, - Ty + Fpi1 - yp = 1.

1.13. Sejam a e b dois inteiros positivos e d seu mdzximo divisor comum.
Demonstrar que existem dois inteiros positivos x ey tais que ar—by = d.

1.14. Definimos a sequéncia de fragoes de Farey de ordem n como o
a a

conjunto de fragoes reduzidas 7 tais que 0 < 3 <1, 1< b <n. Por
i

exemplo a sequéncia de Farey de ordem 3 é %, 351301

(a) Demonstrar que se ¢ e § sdo dois termos consecutivos de uma

sequéncia de Farey, entao cb —ad = 1.

(b) Demonstrar que se %, ‘g—;, ‘g—g sdo trés termos consecutivos de uma
5 7 7o 92 _ aitas
sequéncia de Farey, entao b = Db -

1.15. Utilize indug¢ao em min{a, b} e o algoritmo de Euclides para mos-
trar que ax + by = mdc(a, b) admite solugao com x,y € Z, obtendo uma
nova demonstracdo do teorema de Bachet-Bézout.
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1.16. Sejam a e b numeros inteiros positivos. Considere o conjunto
C={ax+by|z,ye N}

Lembre-se de que jd mostramos no exemplo 1.15 que todo nimero maior
que ab — a — b pertence a C.

(a) Demonstre que o nimero ab— a — b nao pertence a C.

(b) Achar a quantidade de nimeros inteiros positivos que ndo pertencem

aC.

1.17 (IMO1984). Dados os inteiros positivos a, b e ¢, dois a dois primos
entre si, demonstrar que 2abc — ab — bc — ca € o maior niumero inteiro
que nao pode expressar-se na forma xbe+yca+ zab com x, y e z inteiros
nao negativos.

1.18 (IMO1977). Sejam a, b inteiros positivos. Quando dividimos a®+b?
por a + b, o quociente € q e o resto € r. Encontrar todos os a,b tais que
@ +r=1977.

1.19. Demonstrar que mdc(2% — 1,20 — 1) = 2mde(@b) _ 1 parq todo
a,b e N.

1.20. Encontrar todas as fungoes f : 7 x 7. — 7 satisfazendo simulta-
neamente as sequintes propriedades

(i) f(a,a) = a.

(i) f(a,b) = f(b,a).
(iii) Se a > b, entdo f(a,b) = %5 f(a —b,b).
1.21. Mostre que sen € wm numero natural composto, entdo n € divisivel
por um primo p com p < |\/n].

1.22 (IMO1989). Prove que, para todo inteiro positivo n, existem n
inteiros positivos consecutivos, nenhum dos quais € poténcia de primo.

1.23 (Chil998). Encontrar todos os n para os quais 1+ (1) + (5) + (3)
divide 22900,

1.24 (IMO2002). Sejam dy < da < --- < dj, 0s divisores positivos de um
inteiro n > 1. Seja d = dids + dods + - - - + dp_1dy,. Mostre que d < n?
e encontre todos os n para os quais d | n?.
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1.25 (IMO1997). Encontrar todos os pares (x,y) de inteiros positivos
tais que v = T

Dica: Sejam x = p{* ...po» ey =pi" .. .pg" as fatoracoes candnicas de
x ey. Mostre que a; = tf3j e x = y' para algum t € Q e limite os valores
de t.

. . n ~
1.26. Generalizar o resultado anterior para x¥ = y*, onde x e y sao
nteiros positivos.

1.27 (IMO1984). Sejam a,b,c,d inteiros impares tais que 0 < a < b <
c < d ead=bc. Demonstre que se a+d = 2% e b+c = 2" para inteiros
k e m, entao a = 1.

1.4 Congruéncias

Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a € congruente a b mddulo n, e
€SCrevemos

a=b (modn)
se n | a— b, ou seja, se a e b deixam o mesmo resto na divisao por n.
Por exemplo, temos que 17 =3 (mod 7) e 10 = —5 (mod 3).
Proposigcao 1.24. Para quaisquer a,b,c,d,n € Z temos:
1. (Reflexividade) a = a (mod n);
2. (Simetria) se a =b (mod n), entdo b = a (mod n);

3. (Transitividade) se a = b (mod n) e b = ¢ (mod n), entao a = ¢
(mod n);

4. (Compatibilidade com a soma e diferenca) Podemos somar e sub-
trair “membro a membro”:
a=b (modn) a+c=b+d (mod n)
—¢
c=d a—c=b—d (modn)

Em particular, se a = b (mod n), entdo ka = kb (mod n) para
todo k € Z.
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5. (Compatibilidade com o produto) Podemos multiplicar “membro a
membro”:

b d
“ (mod n) = ac=bd (mod n)
c=d (mod n)
Em particular, se a = b (mod n), entdo a* = b* (mod n) para
todo k € N.

6. (Cancelamento) Se mdc(c,n) = 1, entao

ac=bc (modn) <= a=b (mod n).

DEMONSTRAGAO: Para o item (1) basta observar que n | a —a = 0.
Em (2),sen|a—b, entaon | —(a —b) <= n|b—a. Em (3) se
nla—ben|b—c entdon|(a—b)+(b—¢c) < n|a—c Em
(4) e (5),sen|a—ben|c—d entdon| (a—b)+(c—d) < n|
(a+c¢)—(b+d,n|(a—b)—(c—d) <= n|(a—c)—(b—d)e
n| (a—b)c+ (c—d)b <= n|ac—bd. Finalmente, como mdc(c,n) =1
temos que n | ac—bc <= n | (a—b)c <= n | a—b pela proposigao 1.9.

O

As propriedades acima mostram que a relagao = (mod n) (“ser con-
gruente médulo n”) tem um comportamento muito similar a relacdo de
igualdade usual. Sao estas propriedades que tornam as congruéncias tao
uteis em problemas de divisibilidade. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.25. Demonstrar que 31 | 201 — 1.

SOLUGAO: Isto é equivalente a demonstrar que 20'® = 1 (mod 31).
Para isso observemos que

20 = —11 (mod 31) (%)

e assim 20?2 = (—11)% (mod 31) <= 20? = 121 (mod 31). Como
121 = —3 (mod 31) temos

20 = -3 (mod 31). (%)
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Multiplicando () e (**) membro a membro, obtemos 20% = 33 (mod 31)
e, como 33 =2 (mod 31),

203 =2 (mod 31).

Elevando a 5, temos que 20'% = 32 (mod 31) e como 32 =1 (mod 31),
obtemos 205 = 1 (mod 31), como desejado. O

Exemplo 1.26. Encontre os restos das divisoes de
1. 31900 por 101
2. 5% por 13
SorLugAo: Como 3* = —20 (mod 101), elevando ao quadrado obtemos

3% =400 (mod 101) <= 3% = —4 (mod 101). Multiplicando por 32,
obtemos 3! = —36 (mod 101). Portanto

320 =1296 (mod 101) <= 3= —17 (mod 101)
30 =289 (mod 101) <= 3= —-14 (mod 101)
3%0 =196 (mod 101) <= 3% = —6 (mod 101)
380.3%0 = (—6) - (—17) (mod 101) < 3! =1 (mod 101).

Assim, elevando a tltima congruéncia a 10, obtemos 3'°°=1 (mod 101),
ou seja, 3199 deixa resto 1 na divisdo por 101.

Para encontrar o resto da divisio de 53 por 13, note que como
5% =1 (mod 13), os restos de 5" por 13 se repetem com periodo 4:

5= 1 (mod13) 5*= 1 (mod 13)
5!'= 5 (mod 13) 5= 5 (mod 13)
52=—1 (mod 13) 50=—1 (mod 13)
53 =-5 (mod13) 5" =-5 (mod 13)
Por outro lado, temos 3 = —1 (mod 4) = 3% =1 (mod 4), isto é,

320 deixa resto 1 na divisdo por 4. Assim, 53" = 51 (mod 13), ou seja,
53 deixa resto 5 na divisdo por 13. O
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O problema a seguir tem uma histéria interessante. Em um artigo
publicado em 1969, D. J. Lewis afirmava que a equacdo z® — 117y% = 5
tem no maximo 18 solucOes inteiras. Na verdade, ela nao possui ne-
nhuma, como foi provado dois anos mais tarde por R. Finkelstein e
H. London, utilizando métodos de Teoria Algébrica dos Niumeros. Em
1973, F. Halter-Koch e V. St. Udresco observaram independentemente
que existe uma prova muito mais simples deste fato, como mostra o
exemplo a seguir.

Exemplo 1.27. Mostre que a equacdo x> — 117y3 = 5 nao possui solu-
coes inteiras.

SOLUGAO: Observe que como 117 é multiplo de 9, qualquer solucao
inteira deve satisfazer

22— 1173 =5 (mod 9) <= 23=5 (mod9).

Porém, x sé pode deixar resto 0,1,...,8 na divisdo por 9. Analisando
estes 9 casos, temos

1

a:mod9‘ 2
1 8

23 mod 9 ‘

0 3 4 5 6 7 8
0 0 1 8 0 1 8
Ou seja, 23 s6 pode deixar resto 0, 1 ou 8 na divisdao por 9. Logo 2> =5
(mod 9) é impossivel e a equagao nao possui solugoes inteiras. ]

Exemplo 1.28 (AusPol2002). Encontrar todas as ternas (a,b,c) de in-
teiros ndo negativos tais que 2% + 2 + 1 ¢é mailtiplo de 2¢ — 1.

SOLUCAO: O problema pede para determinar quando 2% +2° +1 =0
(mod 2¢—1). Note que como 2¢ =1 (mod 2°—1), escrevendo a = cq; +a’
eb=cqg +V com0<d,V < ctemos que
2°4+2°4+1=0 (mod2°—1)
— (291 .29 £ (292 .2" 1 1=0 (mod 2°—1)
=242 4$1=0 (mod2°—1)

que é 0 mesmo problema com a’ e &’ no lugar de a e b. Assim, basta
resolver o problema supondo 0 < a, b < c¢. Temos alguns casos a analisar.
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Nao ha solugdes com ¢ = 0 e para ¢ = 1 temos que (a, b, 1) é solugao
para todos os a,b > 0. Se ¢ = 2, temos que apenas (0, 0, 2) é solugdo com
0 <a,b< c=2,0que da origem as solugoes (2m, 2n, 2) para todos os m
e n naturais. Se ¢ = 3, temos que apenas (1,2,3) e (2,1, 3) sao solugoes
com 0 < a,b < ¢ =3, o que nos fornece solugoes (1 + 3m,2 + 3n,3) e
(243m, 1+ 3n, 3) para todos os m e n naturais. Finalmente, para ¢ > 4,
temos que se a < ¢c— 1 ou b < ¢ — 1, entao

3<20 42041 <20 412024 1=3.2241<2°—1

e assim 2% + 2° + 1 néo pode ser multiplo de 2¢ — 1. Neste caso devemos
tera=b=c—1e21 4201 4+ 1=0 (mod 2 —1) <= 2°+1=0
(mod 2¢—1) <= 2 =0 (mod 2°—1), o que ndo ocorre pois 2°—1 > 15
nao pode dividir 2. Logo nao ha solugoes neste ltimo caso.
Resumindo, as ternas pedidas sao (m,n, 1), (2m,2n,2), (1+3m,2+
3n,3) e (2+3m,1+ 3n,3) onde m e n sdo naturais arbitrérios. O

1.5 Bases

A notagdo usual para naturais é a chamada base 10, com digitos
0,...,9. Isto significa, por exemplo, que

196883 =1-10°+9-10*+6-10> +8-10> + 8- 10" + 3 - 10°.

O teorema abaixo mostra como escrever qualquer natural em qualquer
base d.

Teorema 1.29. Sejan >0 e d > 1. Entao existe uma unica sequéncia
(os “digitos” den na base d) ag, . .., ag, ... com as sequintes propriedades:

1. para todo k, 0 < ap < d,
2. existe m tal que se k > m, entao ap =0,

3.n=3 >0 apd".

DEMONSTRACAO: Escrevemos n = ng = nid + ag, 0 < ap < d, ny =
nod + a1, 0 < a; < d e em geral ngy = ng11d + ag, 0 < ap, < d. Nossa
primeira afirmacao é que ni = 0 para algum valor de k. De fato, se
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nop < d™, entdo n; = [%| < d™~! e mais geralmente, por inducdo,

np < d™ % fazendo k > m temos n; < 1 donde ny = 0. Segue dai que
ar = 0 para k > m. A identidade do item 8 é facilmente demonstrada
por indugao.

Para a unicidade, suponha Y, <, apd® = Y, o bxd®. Se as sequén-
cias ai e by sao distintas existe um menor indice, digamos j, para o qual
a; # bj. Podemos escrever a; + 3 -, arpd* 7 =b; + D k> brpd*—7 donde
a; = b; (mod d), o que é uma contradigao, pois 0 < |a; — bj| < d e
portanto a; — b; nao pode ser um muiltiplo de d. O

Ignorando os digitos 0’s iniciais, denotamos por (a,an,—1 - --a1ag)qg O
natural cuja representacao na base d tem algarismos a; como no teorema
acima:

def
(anap—1---a1ap)q = Z apd®.

0<k<n

Muitos dos famosos critérios de divisibilidade que aprendemos na
escola decorrem diretamente da representagao acima. Por exemplo, se
N = (@n@n_1---a1a9)10, como 10 = 1 (mod 9), temos que 10* = 1
(mod 9), donde

N = Z ap10F = Z ar (mod 9).

0<k<n 0<k<n

Segue que N e a soma de seus digitos na base 10 possuem o mesmo resto
na divisao por 9; em particular N é divisivel por 9 se, e sé se, a soma de
seus digitos ag + - - - + a,, ¢ divisivel por 9.

De forma similar, para o critério de divisibilidade por 11, observemos
que 10 = —1 (mod 11), logo

N = Z ap10F = Z (=1)*a;r  (mod 11)

0<k<n 0<k<n

e assim um numero é divisivel por 11 se, e s6 se, a soma dos digitos
em posicao par menos a soma dos digitos em posi¢ao impar é divisivel
por 11. De igual forma, podemos encontrar critérios de divisibilidade
por 7, 13 e 37, que deixamos como exercicio para o leitor enuncia-los e
demonstra-los (utilize o fato que 103 = —1 (mod 7), 10> = —1 (mod 13)
e 103 =1 (mod 37)).
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Exemplo 1.30. Encontrar os ultimos dois digitos na representacao de-
cimal de 3299,

SoLugAo: Como
(AnGn_1---a1ag)io = 10 (@, - 10" 2 + -+ a) + (10 - a1 + ag)
=100 - (an - a2)10 + (a1a0)10

temos que o numero formado pelos dois ultimos digitos de
(an - --aiap)1o é o resto da divisdo deste nimero por 100, logo o pro-
blema se resume a calcular 32°° médulo 100. Podemos utilizar o binémio
de Newton para simplificar as contas:

3200 — 100 _ (10 — 1)100 — Z (100) 10100—k(_1)k’
k
0<k<100

logo 320 = — (2910 + (159) (mod 100) «= 32 =1 (mod 100) e
assim os dois tltimos digitos de 3%2%° sao 01. |

Exemplo 1.31. Demonstrar que, para todo n natural impar,
Sy, = 2271 . (22n+1 o 1)
termina em 28 quando escrito em notacdo decimal.

SOLUGAO: Vamos mostrar por indugao em n que s, termina em 28.
Para n = 1 temos que s; = 28. Suponhamos que para algum n > 1
impar s, termina em 28 e vamos mostrar que s,1o termina em 28 ou,
equivalentemente, que 100 | sp42 — s,. Temos

=5.22".(51.22"F1 _3).

Sn4+2 — Sn

Como, para n impar,
22= -1 (mod5) = 22" =—1 (mod 5)
— 27"l = _9 (mod 5),

temos que 512271 —3=1.(-2) -3 (mod 5) <= 51-22"f1 -3=0
(mod 5). Assim, S,42 — Sy, € divisivel por 54 -5 = 100. O
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1.6 O Anel de Inteiros Mddulo n

As semelhancas entre as relagées de congruéncia médulo n e igual-
dade nao sao mero fruto do acaso, ambas sao instancias de relacdes de
equivaléncia em Z. Em geral, uma relacdo ~ sobre um conjunto X é
dita de equivaléncia se ela é reflexiva (z ~ x para todo z € X)), simétrica
(x~y < y~ux)etransitiva (x ~yey~z = x ~ 2).

Dar uma relagao de equivaléncia em X é o mesmo que dar uma
particao X = | Jycp X de X, i.e., uma colecao de subconjuntos Xy # 0,
dois a dois disjuntos, cuja uniao é X. De fato, dada a particao acima,
podemos definir uma relacao de equivaléncia ~ declarando que = ~ y se,
e somente se, x e y pertencem a um mesmo X ). Reciprocamente, se ~ é
uma relacao de equivaléncia, dado um elemento x € X podemos definir
a classe de equivaléncia T de x como o conjunto de todos os elementos
equivalentes a x:

T={yecX|y~uz}

Observe que ou TNY =0 (se x % y)ouT =7 (se x ~ y). Assim,
as distintas classes de equivaléncia T formam uma particao de X. O
conjunto {Z | x € X} das classes de equivaléncia de ~ é chamado de
quociente de X por ~ e é denotado por X/~. Intuitivamente, X/~ é o
conjunto obtido “igualando-se” elementos equivalentes entre si.

Agora aplicamos esta construcao geral ao nosso caso. O quociente de
Z pela relagao = (mod n) é chamado de anel de inteiros mddulo n e é
denotado por uma das notagoes Z/(n), Z/nZ, Z./n ou as vezes Z. Por
exemplo, para n = 2, temos que Z/27Z possui apenas dois elementos,
0 e 1 (popularmente conhecidos como conjunto dos pares e impares,
respectivamente).

A defini¢do de @ como um subconjunto de Z raramente serd impor-
tante, sendo apenas uma maneira de formalizar o fato de que estamos
“identificando” todos os inteiros que deixam o mesmo resto na divisao por
n (como no exemplo dos pares e impares acima). Assim, o importante
é sabermos que

Gd=d < a=d (modn)

/ . o e~
<= a e a deixam o mesmo resto na divisao por n.

Se n > 0, a divisao euclidiana diz que todo inteiro a é congruo a um
Unico inteiro a’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nossa
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nova linguagem como
Z/(n)={0,1,...,n—1}.

Os itens (4) e (5) da proposigao 1.24 dizem que as operagoes de soma,
diferenca e produto sao compativeis com a relagao de congruéncia. Uma
formulagao mais abstrata da mesma ideia é dizer que as operagoes +, —
e - passam ao quociente, i.e., que podemos definir a soma, subtracao e o
produto de classes de congruéncia por

a+b=a+0b
a—-b=a—-»
a-b=a-b

respectivamente. A duvida & primeira vista seria se a escolha de a e b
nao afeta a resposta: afinal existem infinitos inteiros a’ e b’ com @ = d’ e
b="V. Ositens (4) e (5) da proposicio sio exatamente o que precisamos:
eles nos dizem que nestas condicbes a +b =a' £V ea-b=a' -V, de
modo que as operagoes acima estao bem definidas.

Por exemplo, em Z/6Z temos as seguintes tabelas de soma e produto:

ol O Ol O O Of| O
T x|l N | O
Nl O | N O
wl Ol wl Of wl O wl
DO | O D] | O | ]
=N Wl =] O O | U

Ol O x| ol DI |

= Ol Ot ] ol | b

DO = O O x| Wl | W

Wl N | O Ot || ]

= Wl | = O Ot | o
)

ol x| Wl pol = Ol |+
Gl =] ol | | O S
ol x| ol Dol =] Ol

A préxima proposicao diz quando podemos “dividir” por a moédulo
n, isto é, quando o “inverso multiplicativo” de a médulo n esta definido:

Proposigao 1.32. Sejam a,n € Z, n > 0. Entdo existe b € Z com
ab=1 (mod n) se, e somente se, mdc(a,n) = 1.

DEMONSTRAGAO: Temos que ab = 1 (mod n) admite solugdo na va-
ridvel b se, e somente se, existem b,k € Z tais que ab — 1 = nk <—
ab—nk = 1. Pelo corolario 1.8 do teorema de Bachet-Bézout, isto ocorre
se, e 86 se, mdc(a,n) = 1. O
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Dizemos portanto que a é invertivel médulo n quando mdc(a,n) =1
e chamamos b com ab =1 (mod n) de inverso multiplicativo de a médulo
n. O inverso é sempre tinico médulo n: se ab = ab’ =1 (mod n) temos

b=b-1=b-(abl)=(ba) - b=1-b'=0b" (mod n).

Assim, b est4 bem definido e, em termos de classes de congruéncia, temos
que @ - b = 1; denotamos b por (@)~!. Note que pela demonstracio
da proposicao acima calcular (@)~! é equivalente a resolver a equagio
diofantina linear ax + ny = 1 e para isto podemos utilizar o método do
exemplo 1.14.

Definimos o grupo de unidades (Z/nZ)* C Z/nZ do anel de inteiros
modulo n como o subconjunto formado pelos elementos invertiveis de
Z/nZ:

(Z/nZ)* ={a € Z/nZ | mdc(a,n) = 1}.
Observe que o produto de elementos de (Z/nZ)* é sempre um elemento

de (Z/nZ)*. Por exemplo, temos a seguinte tabela de multiplicacao em
(Z/15Z)*:

1 2 4 7 8 11 13 14
1/1 2 4 7 8 11 13 14
212 4 8 14 1 7 11 13
414 8 1 13 2 14 7 11
7|7 14 13 4 11 2 1 8
8|8 1 2 11 4 13 14 7
it 7 14 2 13 1 8 14
|13 11 7 1 14 8 4 2
4|14 13 11 8 7 4 2 1

Uma aplicagdo do inverso multiplicativo é o famoso teorema de
Wilson. Primeiramente precisamos de um lema.

Lema 1.33. Se p € primo, entdo as tinicas solugdes de x> =1 em Z/(p)
sdo 1 e —1. Em particular, se x € (Z/(p))* — {1,—1}, entdo z7! # x
em Z/(p).

DEMONSTRAGAO: Temos
22=1 (modp) <= p|(2*—1) < p|(z—1)(z+1)
< plez—loup|z+1
<= =1 (modp)ouz=-1 (modp)
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donde o resultado segue. |

Teorema 1.34 (Wilson). Sejan > 1. Entdon | (n—1)!+1 se, e sd se,
n € primo. Mais precisamente,

(n—1) —1 (mod n) sen € primo
n—1)=
0 (modmn) sen écomposto en # 4.

DEMONSTRAGAO: Se n é composto mas nao é o quadrado de um primo
podemos escrever n = ab com 1 < a < b < n. Neste caso tanto a quanto
b sdo fatores de (n — 1)! e portanto (n — 1)! = 0 (mod n). Se n = p?,
p > 2, entdo p e 2p sao fatores de (n — 1)! e novamente (n — 1)! = 0
(mod n); isto demonstra que para todo n # 4 composto temos (n—1)! =
0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n—1)! = —2-3-...-(n—2) (mod n);
mas pelo lema anterior podemos juntar os inversos aos pares no produto
do lado direito, donde (n — 1)! = —1 (mod n). O

Vejamos uma aplicacao do teorema de Wilson.

Teorema 1.35 (Teorema de Wolstenholme). Seja p > 3 um nimero
primo. Entdo o numerador do nimero

LT S
23 p—1

¢ divistvel por p?.

DEMONSTRAGAO: Note que somando os “extremos” temos

> %: > (1+pii>:p 2 z'(pl—i)'

1<i<p-1 1<z‘<% 1<i<Pst

Como o mmc dos nimeros de 1 a p—1 nao é divisivel por p, basta mostrar
que o numerador da tultima soma é multiplo de p. Equivalentemente,
como p 1 (p — 1)!, devemos mostrar que o inteiro

sy =
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é um multiplo de p. Para 1 < i < p — 1, denote por r; o inverso de

i mod p, ou seja, ir; =1 (mod p). Note que rp,—; = —r; (mod p), assim
_ (p—1! ,
S= ) i il D
1<i< el

Il
—
b

|

—
=
=
il

If
k\j

=)

o

o,
S

pelo teorema de Wilson. Note que como cada r; é congruente a um

dos nimeros +1,+2,..., j:%, temos que os r? sao congruentes a um
dos ntmeros 12,22, ..., (%)2 modulo p. Vamos mostrar que todos eles
aparecem. De fato, se r; = 7‘32- (mod p), entao p | (r; —r;)(r; +7;5), isto
é, r; = £r; (mod p). Multiplicando por ij, temos que j = i (mod p),

o implica i = j pois 1 < 14,75 < %_

. _ 2 2 _ p(@®=1) 4
Assim, S = 2135%1 (mod p) e como 2195%1 = S5 ¢

um multiplo de p (pois mdc(p, 24) = 1), o resultado segue. O

O teorema de Wilson produz ainda resultados interessantes sobre os
coeficientes binomiais. Suponhamos que k e h sao inteiros positivos tais
que k+ h =p—1 onde p é primo. Entao

MK = (1) (o~ 1(p ~2) -+ (p — )kt = (~1)*(p 1!
= (=D (mod p).

Portanto
p—1
h!k!< i > =(p—1)! (mod p)

= (P =1 (modp

= (") =0 oap,

Exemplo 1.36. Demonstrar que se p > 3 € primo, entdo p> | (25) — 2.

SOLUGAO: Primeiramente, vamos relembrar algumas identidades com
coeficientes binomiais bem conhecidas. Para todo 1 < ¢ < p — 1, temos
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p) _p (pfl

que (Z : 1.71) (basta utilizar a definigdo) enquanto que

(=) () )

pois podemos escolher p objetos dentre 2p escolhendo i objetos dentre
0s p primeiros e p — ¢ dos p ultimos para todo ¢ entre 0 e p, logo

(- OG)-2 ()

Utilizando estas identidades, temos que

2p> p2<p1>2 2 1<p1>2
- 2= - | . =p | . .
(p 1<;_122 1—1 Z 2\i—-1
Note que (}) = #ii)! ¢ um muiltiplo de p para 1 < ¢ < p — 1 pois
] ~ ~ s e e, . 1 (p—1\2
o denominador desta fracao nao é divisivel por p.2 Assim, 72(15—1) =
]% (4’;)2 é inteiro e portanto a soma ) ;;, 4 % (f:ll) é inteira e devemos
mostrar que ela é um multiplo de p. Para isto observemos que cada
1 <¢ < p—1éinvertivel médulo p; sejar; talquel <r; <p—1leir; =1
(mod p). Pela unicidade de r; médulo p, temos que os r;’s formam uma
permutacdo de 1,2,...,p — 1. Assim, como (f:ll) = (-1)"! (mod p),
temos

ORI (A RED S L R

1<i<p—1 1<i<p—1
1 b— 1 2 y_ 2 _ -2 d
= Z 2l q) = Z ry = Z i“  (mod p).
1<i<p—1 1<i<p—1 1<i<p—1
Como Y %= w ¢ um multiplo de p (pois mdc(p, 6) = 1),
1<i<p-1
a prova acaba. O

Os termos grupo e anel empregados nesta secao estao em conformi-
dade com o jargao usualmente utilizado em Algebra. Grupo é o nome
emprestado a um conjunto G juntamente com uma operacao binaria -
(produto) que satisfaz os seguintes trés axiomas:
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1. (Associatividade) Para quaisquer a,b,c € G, (a-b)-c=a- (b-c).

2. (Existéncia de elemento neutro) Existe um elemento e € G tal que,
paratodoa € G,a-e=¢€e-a=a.

3. (Existéncia de inverso) Para qualquer elemento a € G existe um
elementoa ' e Gtalquea-a ' =a'-a=e.
Se, além dos trés axiomas acima, o grupo G satisfaz

4. (Comutatividade) Para quaisquer a,b € G, a-b="b"a.

entdo G é chamado de grupo abeliano.

Um anel é um conjunto A com duas operagoes bindrias + (soma) e
- (produto) satisfazendo axiomas que abstraem as propriedades usuais
dos inteiros (por exemplo). Estes axiomas sao

1. (A,+) é um grupo abeliano com elemento neutro 0.
2. (Associatividade do produto) (a-b)-c = a-(b-¢c) para todo a, b, c € A.

3. (Elemento neutro do produto) Existe um elemento 1 € A tal que
l-a=a-1=a para todo a € A.

4. (Distributividade) a- (b+c¢)=a-b+a-ce (b+c)-a=b-a+c-a
para todo a, b, c € A.

Se a-b=>b-a para todo a,b € A, dizemos que o anel A é comutativo.
Um anel comutativo A # 0 (isto é, 0 # 1 em A) é chamado de dominio
se, para a,b € A, a-b=0 = a =0 ou b= 0. Por outro lado, se um
anel comutativo A # 0 é tal que todo elemento nao nulo possui inverso
multiplicativo (ou seja, (A\{0}, ) é um grupo) entao dizemos que o anel
A é um corpo. Um importante resultado é a seguinte

Proposicao 1.37. O anel Z/nZ é um corpo se, e s6 se, n € primo.

DEMONSTRAGAO: Temos que Z/nZ é um corpo se, e somente se, todo
elemento @ # 0 é invertivel, ou seja, se e somente se, mdc(a,n) = 1 para
todo a com 0 < a < n. Mas isto é equivalente a n ser primo, pois se n é
composto e a | n com 1 < a < n, entao mdc(a,n) = a # 1. O
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Um fato curioso e muito ttil quando trabalhamos no corpo Z/pZ
(p primo) é a seguinte

Proposigao 1.38 (“Sonho de todo estudante”). Seja p um primo. Entdo
em 7./pZ temos ~ ~
@+0b)P =a* + 0"

para quaisquer a,b € 7./pZ.

DEMONSTRAGAO: Devemos mostrar que (a + b)? = af + b (mod p)
para todo a,b € Z. Temos que se 0 < k < p

(£) = g =0 ot

pois ha um fator p no numerador que nao pode ser cancelado com nada
que apareca no denominador. Assim, utilizando o bindémio de Newton,
temos

(atbp=3" <Z> A = P + 1 (mod p)

0<k<p

como queriamos mostrar. ]

1.7 A Funcao de Euler e o Teorema de Euler-
Fermat

Dizemos que um conjunto de n nimeros inteiros a1, . . . , a, forma um
sistema completo de restos mddulo n (scr) se

{a1,a2,...,a,} = Z/(n),

isto é, se os a; representam todas as classes de congruéncia médulo n. Por
exemplo, 0,1,2,...,n — 1 formam um scr médulo n. Equivalentemente,
podemos dizer que a1, ao,...,a, formam um scr médulo n se, e somente
se, a; = a; (mod n) implicar i = j.

De igual forma, dizemos que os nimeros inteiros by, ba, ..., b
mam um sistera completo de invertiveis mdédulo n (sci) se

{517527 R 7590(71)} - (Z/(n)>><7

p(n) for-
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onde p(n) representa o nimero de elementos de (Z/(n))*. Em outras
palavras, b1,b2,...,b,;) formam um sci médulo n se, e somente se,
representam todas as classes de congruéncia invertiveis modulo n ou,
equivalentemente, mdc(b;,n) = 1 para todo i e b; = b; (mod n) implica
i=j. O conjunto {k € Z| 1<k <ne mde(n,k) =1} é um exemplo
de sci moédulo n.

Definigcao 1.39. A funcado
def
p(n) = [(Z/nZ)"|

€ chamada de funcao phi de Euler.

Temos p(1) = ¢(2) =1e, paran > 2,1 < p(n) < n. Se p é primo,
©(p) = p— 1; mais geralmente ¢(p¥) = p* — p*~! pois mdc(a, p*) = 1 se,
e somente se, @ nao ¢ multiplo de p e ha p*~! miltiplos de p no intervalo
1 < a < pF. Para calcular a funcdo ¢ no caso geral, vamos mostrar que

se mdc(n,m) = 1, entdao p(nm) = p(n)e(m). Consideremos os nimeros

1,2,...,nm, onde mdc(n,m) = 1 e os arrumamos em forma matricial
assim:
1 2 3 ces n
n+1 n+2 n+3 . 2n
nim—1)+1 nm—-1)42 n(m—-1)+3 ... n(m—1)+n

Note que, como mdc(ni + j,n) = mde(j, n), se um nimero nesta tabela
é primo relativo com n, entao todos os nlimeros nessa coluna sao primos
relativos com n. Logo existem ¢(n) colunas nas quais todos os nime-
ros sao primos relativos com n. Por outro lado, toda coluna possui um
conjunto completo de restos médulo m: se duas entradas sao tais que
ni1 + j = niz + j (mod m), entdo i; = iz (mod m) pois n é invertivel
médulo m ji que mdc(m,n) = 1, logo como 0 < i3,iy < m devemos
ter i1 = i9. Desta forma, em cada coluna existem exatamente ¢(m)
numeros que sao primos relativos com m e portanto o total de nime-
ros nesta tabela que sdo simultaneamente primos relativos com m e n
(i.e. primos com nm) é p(nm) = p(n)p(m).

(875

Assim, se n = p{? --- p* é a fatoracdo de n em poténcias de primos



50 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

distintos p;, temos que

o) =[] e@i) =TI @ —pH=n]] (1—1)'

1<i<k 1<i<k 1<i<k pi

Agora estamos prontos para enunciar e provar o importante

Teorema 1.40 (Euler-Fermat). Sejam a e m dois inteiros com m > 0
e mdc(a,m) = 1. Entdo

a?™ =1 (mod m).

DEMONSTRACAO: Observemos que se r1,7g,. .. s Tp(m) € um sistema
completo de invertiveis médulo m e a é um numero natural tal que
mdc(a,m) = 1, entdo ary,arsg,... , AT y(m) também € um sistema com-
pleto de invertiveis médulo m. De fato, temos que mdc(ar;,m) = 1 para
todo i e se ar; = ar; (mod m), entdo r; = r; (mod m) pois a é invertivel
moédulo m, logo r; = r; e portanto i = j. Consequentemente cada ar;
deve ser congruente com algum r; e, portanto,

H (ar;) = H r; (mod m)

1<i<p(m) 1<i<p(m)
e qfm). H = H r; (mod m).
1<i<p(m) 1<i<p(m)

Mas como cada r; é invertivel médulo m, simplificando o fator

I[I 7, obtemos o resultado desejado. O
1<i<p(m)

Como caso particular do teorema anterior obtemos o

Teorema 1.41 (Pequeno Teorema de Fermat). Seja a um inteiro posi-
tiwo e p um primo, entao

a’? =a (mod p)

DEMONSTRAGAO: De fato, observemos que se p | a o resultado é evi-
dente. Entao, podemos supor que mdc(a,p) = 1. Como ¢(p) = p — 1,
pelo teorema de Euler temos a?~! =1 (mod p), logo multiplicando por
a obtemos o resultado desejado. O
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Observagao 1.42. O teorema de Fuler-Fermat também pode ser pro-
vado utilizando-se o sequinte coroldrio do teorema de Lagrange em Teoria
dos Grupos: se G é um grupo finito e g € G, entio gl¢l = e (identidade).
Aplicando este resultado para G = (Z/mZ)*, temos que a?™ =1 para
todo @ € (Z/mZ)*, que € uma formulagdo equivalente para o teorema
de Fuler-Fermat.

Observemos que o teorema de Euler-Fermat pode ser otimizado da
seguinte forma:

Proposicao 1.43. Sejam a e n nimeros inteiros tais que mde(a,n) = 1
e n se fatora como n = p{'py? ... pp* em poténcias de primos distintos.

Entao

G = (mod n) onde M =mmc(p(p]?), ¢(ps?),. .. 7go(pg’“)).

DEMONSTRAGAO: Pelo teorema de Euler-Fermat sabemos que a?®s )=
1 (mod p?j) para todo j = 1,...k. Elevando a M/p(p;’), obtemos

a” =1 (mod p?j ). Assim, a™ — 1 é muiiltiplo de p?j para todo j
e como estes nimeros sao dois a dois primos entre si concluimos que
n|a” -1 < a™ =1 (mod n), como desejado. O

Vejamos agora algumas aplicacoes do teorema de Euler-Fermat.

Exemplo 1.44. Mostre que existem infinitos niumeros da forma
20000...009 que sdo multiplos de 2009.

DEMONSTRAGAO: O problema é equivalente a encontrar infinitos na-
turais k tais que

2:-10"+9=0 (mod 2009) <= 2-10*+9=2009 (mod 2009)
< 10°° =1 (mod 2009)
pois 2000 ¢é invertivel médulo 2009. Como mdc(10,2009) = 1, pelo
teorema de Euler-Fermat temos que 1092099 = 1 (mod 2009) —

1092009t = 1 (mod 2009) para todo t € N, logo basta tomar k =
©(2000)¢ + 3. o
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Exemplo 1.45. Encontre um nimero n € N tal que 2" > 102000 ¢
2" tenha entre suas 2000 ultimas casas decimais pelo menos 1000 zeros
consecutivos.

SOLUCAO: Sabemos que 20(5*%) = 1 (mod 52°90) pelo teorema de

Euler-Fermat. Portanto existe b € N com

9@(52°%0) _ 520005 4 1y 92000+¢(5%0%%) _ 1)20005 | 92000

Portanto os 2000 ultimos digitos de 92000+¢(5) ¢oincidem com a repre-
sentacdo decimal de 22090 que tem no méaximo 667 digitos pois 22000 <
(23)667 < 10567, Desta forma, ha pelo menos 2000 — 667 = 1333 zeros
consecutivos dentre as 2000 dltimas casas decimais de 22000+#(5*°%) ¢
assim n = (52990) 4 2000 = 4 - 5199 + 2000 satisfaz as condigdes do
enunciado. ]

Exemplo 1.46. Mostre que ndo existe inteiro x tal que 103 | 2° — 2.

SOLUCAO: Note primeiramente que 103 é primo. Agora suponha que
23 = 2 (mod 103), de modo que 103 { x. Elevando ambos os lados
desta congruéncia a (103 — 1)/3 = 34, obtemos z'0? = 23* (mod 103) e
sabemos pelo teorema de Euler-Fermat que 2% = 1 (mod 103). Porém,
fazendo as contas, obtemos que 234 = 46 (mod 103), uma contradicio.
Logo nao hé inteiro  tal que 103 | 23 — 2. |

Utilizando o mesmo raciocinio do exemplo anterior, temos que se p é
um primo tal que p =1 (mod 3) e p 1t a, entdo uma condigao necessaria
para que 2 = a (mod p) tenha solucio em z é que a1/ =1 (mod p).
Esta condicao também é suficiente, pela existéncia de raizes primitivas
modulo p, como mostraremos no final deste capitulo.

Exemplo 1.47. Demonstrar que se p > 2 € primo, entao
Pty (p— 1P =p+(p—1)! (mod p?).
SOLUGAO: Pelo pequeno teorema de Fermat, sabemos que i?~1 = 1

(mod p) para todo 1 <1i < p—1, isto é, que i?~! = k;p+1 onde k; é um
inteiro. Assim, 1P714+2P" ... (p—1)P~1 = (ky+ko+- - +kp_1)p+p—1
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e portanto devemos mostrar que (k1 + ko +---+k,—1)p=(p— 1)+ 1
(mod p?).
Multiplicando as equacoes "~ = k;p + 1, temos

(bap+1)(kap+1) -+ (hyo1p+1) = 1771271 (=17 = (p—1)7

Por um lado, (kip+1)(kep+1)--- (kp—1p+1) = (k1 +ko+---+kp—1)p+1
(mod p?). Por outro, pelo teorema de Wilson sabemos que (p—1)! = —1
(mod p), ou seja, (p—1)! = Kp — 1 para algum K inteiro. Segue que

ki +ky+---+ky1)p
ki +ko+ -+ kp_1)p

(
:}(
= (k1 +ko+ -+ +ky_1)p=Kp (mod p?)
= (k1 +ka+-+ky1)p=p@-1'+1 (modp?)

O que encerra a prova. O

Concluimos esta secao apresentando brevemente uma aplicagao do
Teorema de Euler que tem particular interesse pratico: a Criptografia
RSA. Trata-se de um método de criptografia com chave publica, isto
é, um método que permite a qualquer pessoa transmitir mensagens por
uma via insegura (ou seja, que pode ser monitorada por espides) de
modo que, na pratica, apenas o legitimo destinatario, que conhece uma
chave, pode recuperar a mensagem original. A sigla vem dos nomes de
Ron Rivest, Adi Shamir, e Leonard Adleman, que desenvolveram esse
método.

Para isso, o receptor publica um inteiro N que é o produto de dois
primos razoavelmente grandes p e ¢ (aproximadamente da mesma ordem
de grandeza); N é publico mas a sua fatoragao pg sé é conhecida pelo
receptor. O receptor também publica um expoente s (em geral ndo muito
grande) com mdc(s, (p —1)(¢ — 1)) = 1. O receptor calcula (usando o
algoritmo de Euclides) o inverso de s mod (p—1)(¢ —1) = p(N), isto é,
um natural 7 < (p—1)(¢ — 1) com rs =1 (mod (p — 1)(¢ — 1)) (donde
rs = 1+ kp(N), para algum natural k). Note que apesar de N e s
serem publicos, ndo parece ser facil calcular ¢(N) ou r (neste contexto,
calcular ¢(N) = (p—1)(¢ — 1) dado N = pq é equivalente a fatorar N,
i.e., a encontrar os fatores primos p e q).
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Uma mensagem é um nimero natural m < N. O emissor envia (ou
publica) m := m® (mod N), com 0 < m < N. O receptor recupera m
via

m=m" (mod N).

Para verificar essa equivaléncia, podemos observar que

(ms)r —m™ = ml—i—k(p—l)(q—l) —m- (mp—l)k(q—l) =m (mod p);

m?"

note que, se p | m, os dois lados sdo 0 mod p, e, caso contrario, mP~! =1
(mod p); analogamente m” = m (mod ¢), donde m" =m (mod N). Es-
sas tarefas sao relativamente rapidas computacionalmente. Mais precisa-
mente, veremos a seguir que existem algoritmos polinomiais para testar
primalidade, assim como para as demais operagoes necessarias (veja o
capitulo 7, especialmente a secio sobre o teste de Agrawal, Kayal e Sa-
xena que garante que testar primalidade de um ntmero da ordem de NV
leva tempo no méximo polinomial em log N).

Se existem algoritmos polinomiais para testar primalidade, nao é
verdade que sejam conhecidos algoritmos polinomiais (e deterministi-
cos) para obter primos “novos” de uma determinada ordem de grandeza.
Pelo teorema dos ntimeros primos (capitulo 5 e apéndice A), para todo
N grande, a probabilidade de um nuimero escolhido ao acaso entre N
e 2N ser primo é (1 + o(1))/log N, o que implica que, se testarmos
C'log N ntmeros ao acaso entre N e 2N, a probabilidade de algum deles
ser primo é da ordem de 1 —exp(—C(140(1))), que estd muito perto de
1 para C grande. Se ao invés de sortear niimeros procurarmos o menor
primo maior ou igual a N (testando um por um) entao, novamente pelo
teorema dos nimeros primos, em média o nimero de tentativas sera
da ordem de log(n). Entretanto, hd gaps bem maiores do que log N
e sabe-se muito pouco sobre o tamanho dos gaps (para um primo p, o
gap g(p) é igual a ¢ — p onde ¢ é o menor primo maior do que p). Por
exemplo, Harald Cramér conjectura que g(p) < C(log(p))? (para algum
C > 0; [41]): se isto for verdade entao o algoritmo proposto acima é
realmente polinomial. Pode ser que outra estratégia permita encontrar
primos sem demonstrar esta conjectura, mas nada de tempo polinomial é
conhecido. Ha um projeto Polymath sobre este assunto: veja o preprint
[117] e as paginas indicadas juntamente nas referéncias. Ainda assim,
podemos considerar que o problema de obter primos é razoavelmente
facil e rapido para aplicagoes praticas pois ai devemos permitir algorit-
mos que dependem de sorteios e que obtém o que é pedido em tempo
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polinomial com probabilidade quase igual a 1. No interessante artigo de
divulgagao [125] é discutido o problema de gerar primos grandes, e em
particular é apresentado um algoritmo que funciona em muitos casos e
gera primos grandes cuja primalidade pode ser verificada por critérios
bem mais simples que o teste de Agrawal, Kayal e Saxena, como o teste
de Pocklington (veja o capitulo 7).

Nao se conhecem algoritmos polinomiais para fatorar inteiros (gran-
des). A maioria dos especialistas duvida que exista tal algoritmo mas
é preciso enfatizar que a nao-existéncia de um tal algoritmo nao é um
teorema. Mais do que isso, a nao-existéncia de tal algoritmo implica di-
retamente em P # NP (um dos mais importantes problemas em aberto
da matemédtica) mas P # NP nao parece implicar a nao existéncia do
algoritmo.

Existe ainda a possibilidade de que nao exista um algoritmo rapido,
mas que ainda assim exista uma maquina (no sentido literal) capaz de
fatorar inteiros rapidamente. De fato, a mecanica quéntica parece per-
mitir a construcao de um computador quantico e Peter Shor encontrou
um “algoritmo” que permite a um computador quantico fatorar inteiros
em tempo polinomial [135]. Em 2001 foi implementado tal algoritmo em
um computador quantico nuclear de ressonancia magnética com 7 gbit
por um grupo da IBM, mas somente suficiente para fatorar o niimero
15 [116]. Em 2012 foi implementada uma modificagdo do algoritmo de
Shor que tornou possivel fatorar o niimero 21 em um (pequeno) compu-
tador quéantico [99]. N&o é claro se serd possivel construir computadores
quanticos substancialmente maiores.

Resumindo, a criptografia RSA ¢ eficiente e segura pois é muito mais
rapido achar primos grandes do que fatorar nimeros grandes e ele é
bastante utilizado para encriptar mensagens transmitidas pela internet.
Para mais informagoes sobre a criptografia RSA, veja [40].

Problemas Propostos
1.28. Demonstrar que
(a) 61|20% — 1.
(b) 13| 270 4370,

1.29. Encontre os wiltimos trés digitos de 3*°°° (na representacdo deci-
mal).
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1.30. Verifique se 987654321 ¢ divisivel por 9, 11, 13, 17 ou 19.
1.31. Calcule o resto da divisdo de 22°°" por 97.
1.32. Determine wm valor inteiro positivo de k tal que 5¥ = 97 (mod 101).

1.33. Um inteiro positivo é capicua (ou palindromo) se a sua represen-
tacdo decimal € igual lida da direita para a esquerda ou da esquerda para
a direita.

Demonstre que todo nimero capicua com um numero par de digitos
é divisivel por 11. O que acontece com 08 niumeros capicuas com um
niumero impar de digitos?

1.34. Encontre todos os nimeros N de trés digitos (na representacao
decimal), tais que N € divisivel por 11 e além disso N/11 € igual a soma
dos quadrados dos digitos de N.

1.35. Mostre que o digito das dezenas de qualquer poténcia de 3 é um
nimero par (por exemplo, o digito das dezenas de 3% = 729 € 2).

1.36. Mostre que, para todo n > 0, vale que 13 | 72"+ 4 627+1,

1.37. Mostre que
a? =b?  (mod 91) <= mdc(a,91) = mdc(b,91).
1.38. (P. Sabini) Mostre que entre os numeros da forma
14, 144, 1444, 14444, 144..-44,...

0s tnicos quadrados perfeitos sio 144 = 122 e 1444 = 382,

1.39. Seja f : Nug — N uma fungdo definida do conjunto dos inteiros
positivos no conjunto dos niumeros naturais tal que

(a) F(1)=0;
(b) £(2n) = 2f(n) + 1;
(¢) F2n+1)=2f(n).

Utilize a representacao em base 2 de n para encontrar uma formula ndo
recursiva para f(n).
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1.40. Mostre que todo nimero racional positivo pode ser escrito de ma-
neira unica na forma

al a9 ag
FTREC TR
onde:
0<a, 0<as<?2, 0<a3<3, ..., 0<ap<k.

1.41 (OBM1991). Demonstre que existem infinitos multiplos de 1991
que sao da forma 19999 ...99991.

1.42 (IMO1983). E possivel escolher 1988 inteiros positivos distintos,
todos menores que 105, tal que nao existam trés que sejam termos con-
secutivos de uma progressao aritmética?

Dica: Usar base 3.
1.43. Seja S(n) a soma dos digitos de n. Encontrar S(S(S(22° +1))).

1.44 (Chi2003). Encontre todas as ternas (d,m,n) de inteiros positivos
tais que d™ + 1 divide d™ + 203.

1.45. Seja p > 2 wm numero primo. Demonstre que

1.46 (AusPol1996). Mostre que nao existem inteiros nao negativos m,n
tais que m! + 48 = 48(m + 1)™.

1.47. Seja p um ndmero primo. Demonstre que (p — 1) + 1 € uma
poténcia de p se, e s se, p =2, 3 ou 5.

1.48. Demonstre que para todo niumero primo p > 3, o numero (Zp) —-n

r

¢ divisivel por p>*" onde p" € a maior poténcia de p que divide n.

1.49. Demonstre que

1<k<n
mdc(n,k)=1

1.50. Demonstre que se mdc(a,b) = 1 entdo todos os divisores primos
impares de a® + b* sdo da forma 4k + 1.
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1.51. Demonstre que existem infinitos primos da forma 4k + 1.

1.52. Sejam m, n inteiros positivos. Demonstrar que 4mn—m—n nunca
pode ser o quadrado de um numero inteiro.

1.53 (IMO1986). Seja d um nimero positivo distinto de 2, 5 e 13. De-
monstrar que € possivel encontrar dois numeros diferentes a e b que
pertencam ao conjunto {2,5,13,d} tais que ab — 1 nao é um quadrado
perfeito.

1.54. Demonstre que se p | (aP — bP), entdo p* | (a? — bP).

1.55 (IMO1984). Encontre um par de inteiros positivos a, b tais que
ab(a +b) nao é divisivel por 7, mas (a+b)" —a” — b7 € divisivel por 77.
1.56. Demonstre que para cada inteiro positivo n existe um inteiro m
tal que 2™ tem no minimo 2n — 1 zeros entre seus dltimos n digitos em

3
notacdo base 10.

1.57 (IMO2003). Seja p um nimero primo. Demonstre que existe um
primo q tal que para todo n, o numero n? — p ndo € divisivel por q.

1.58 (IMO1979). Sejam m e n inteiros positivos tais que

n 2 3 4 1318 * 1319°

Mostre que m € divisivel por 1979.

1.59. Seja p um numero primo impar e sejam a e b inteiros ndo divisi-
veis por p tais que p | a —b. Mostre que pF | a® —b* <= pF | n(a —b).

1.8 Polinomios

Dado um anel comutativo K, definimos o anel comutativo K [x] como
sendo o conjunto das expressdes da forma f(z) = ap+ a1z +agz®+- -+
anz™ com a; € K, chamados de polindémios com coeficientes em K.
A soma e o produto em K[z] sdo definidos da maneira usual: dados
f(x) =Y, @izt e g(x) =, bz’ elementos de K[z] temos

F@) +g(@) E (0 +bi)ar'

7

f(z)-g(x) def Z cra® onde ¢ = Z a;b;.

k i+j=k
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Definimos o grau deg f(x) de um polinémio f(x) = ag + a1z + agz? +

-+ apx™ como sendo o maior ¢ tal que a; # 0; o grau do polinémio
nulo 0 é definido como sendo —oo. Tal convencao visa a tornar validas
as seguintes identidades para todos os polinomios f(z), g(z) € K[z]:

deg(f(x) - g(x)) = deg f(x) +degg(x) e
deg(f(z) + g(z)) < max{deg f(z),degg(z)}.
O coeficiente do termo de maior grau de um polinémio é chamado de co-
eficiente lider. Um polindmio cujo coeficiente lider é igual a 1 é chamado
de maénico.

Observe que nas defini¢oes acima x é um simbolo formal e nao um
elemento de K. Apesar disso, cada polindémio f(z) = ag + a1z + azx? +

-+ 4 anpx™ define uma funcdo polinomial

fiK—>K
cr f(c) = ap +aic+asc® + -+ anc”

também chamada de f. A distingdo entre um polinémio e uma funcao
polinomial é bem ilustrada pelo polinémio f(x) = af —x € (Z/(p))[z]:
este polinémio é nao nulo pois seus coeficientes sao nao nulos, mas para
todo ¢ € Z/(p) temos f(c) = 0 pelo pequeno teorema de Fermat. Dado
um polinémio f(z) € Klz], qualquer ¢ € K tal que f(c¢) = 0 é chamado
de raiz ou zero de f(x).

Como veremos nesta se¢ao, polindmios guardam muitas semelhancas
com numeros inteiros. Por exemplo, podemos definir divisibilidade de
polinémios de maneira completamente anédloga: d(z) | f(z) em K|x] se
e s se, existe g(z) € K|z] tal que f(z) = d(z) - g(z). Temos também
uma generalizagao da divisao euclidiana:

Proposicao 1.48 (Algoritmo da divisao). Seja K um corpo. Dados
polinomios f(x),g(x) € Klx], com g(x) # 0, existem q(x),r(x) € K|z]
(chamados respectivamente de quociente e resto da divisao de f(x) por
g(z) ), unicamente determinados, tais que

f(@) = q(@) - g(@) + (@) com degr(z) < degg(a).

DEMONSTRAGAO: Sejam n = deg f(x) e m = deg g(x). Para demons-
trar a existéncia de ¢(z) e r(x), procederemos por indugao sobre n. Note
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que se m > n, entao basta tomar ¢(z) =0 e r(z) = f(z), logo podemos
supor que m < n. Se n =m = 0, entdo f(x) = a e g(z) = b sdo ambos
constantes nao nulas, logo basta tomar g(x) = a/b e r(x) = 0 neste caso.

Agora suponha que n > 1. Escreva f(x) = anz™ + fi(z) e g(x) =
bnx™ 4+ g1(x) com a, # 0, by, # 0 e deg f1(x) < n, deggi(x) < m.
Observemos que o polinomio f(z)— 22" "g(z) = fi(z)— 2" " g (2)
é de grau menor que n. Por hipétese de inducao existem dois. polinémios
q(x) e r(x) tais que

a
f@) = e () = g(e)g(x) + r(z) com  degr(z) < degg(v).
m
Logo podemos escrever f(z) = (322" +q(z)) - g(z) + r(x), que era o
que se queria demonstrar.
Para demonstrar que os polindmios ¢(z) e r(x) sao tnicos, suponha
que

f(@) = q(x)g(z) + 11(x) = @2(2)g(x) + r2(2)

)+
com qi(z) # q2(z) e degri(z),degra(z) < degg(z). Entao ra(x) —
ri(x) = (q1(z) — g2(x))g(z) # 0 é um multiplo de g(z) de grau estrita-
mente menor do que deg g(z), o que é um absurdo.

O

Corolario 1.49. Seja K um corpo, f(z) € K[x] e a € K. Entao
z—al f(z) < f(a)=0.

DEMONSTRAGAO: Como deg(z—a) = 1, dividindo f(z) por £ —a temos
que f(z) = (z —a)g(x) + r com r € K. Assim, substituindo = por a,
temos que f(a) = r donde o resultado segue. O

Proposicao 1.50. Seja K um corpo. Um polinéomio f(z) € K[z] ndo
nulo de grau n tem no mdzrimo n raizes em K.

DEMONSTRAGAO: A demonstragao é feita por indugao em n = deg f(x);
os casos n = 0 e n = 1 sdo triviais. Se f(x) tivesse n + 1 raizes distin-
tas ai,...,ant1, entao f(z) = (x — ant1)g(x) para algum g(x) € K|z]
pelo corolario anterior. Assim, para i # n + 1, terfamos 0 = f(a;) =
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(a; — ant1)g9(a;) = g(a;) =0 pois (a; — ant1) # 0 é invertivel em K.
Logo g(x), de grau n — 1, teria n raizes distintas aq,...,a,, contradi-
zendo a hipdtese de inducao.

]

Note que o teorema anterior é falso se K nao é um corpo. Por
exemplo, o polinémio f(z) = 2% — 1 € Z/8Z[z] tem 4 raizes em Z/8Z, a
saber 1,3,5,7.

Vejamos uma aplicagao dos resultados anteriores quando K = Z/(p),

p primo. A primeira é uma nova demonstragao do teorema de Wilson:

Teorema 1.51. Seja p um primo. Considere a fungdo simétrica ele-
mentar o; em 1,2,...,p — 1 dada pela soma de todos os (pzl) produtos
de i termos distintos dentre 1,2,...,p— 1:

GRS (D)
o2=1-2+1-34+---+(p-2)(p—1)

op-1=1-2-...-(p—1).

Entdo o1, ...,0p—2 sdo todos miltiplos de p e op—1 = (p — 1)l = —1
(mod p) (teorema de Wilson).

DEMONSTRACAO: Pelo teorema de Fermat e pela proposicao anterior,
temos que 1,2,...,p — 1 sdo todas as raizes de 2P~1 — 1 em Z/(p). Logo
aplicando o corolario e comparando coeficientes lideres obtemos a fato-
racao

Pt T=@-D@-2)-...-(x—p—1).
Mas o polinomio do lado direito é igual a aPl G aP 2 4 GoaP 3 — 4
(=1)P~'5,_1. Comparando coeficientes, obtemos o resultado. O

Seja K um corpo. Podemos considerar também congruéncias de
polinémios em K|z|: se a(x),b(z), m(x) € K[z], escrevemos

a(x) =b(z) (mod m(x)) <= m(x) | a(z) — b(x).

As mesmas demonstragdes do caso inteiro mostram que as congruéncias
moédulo m(z) definem uma relacao de equivaléncia em K[z compativel
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com as operagoes de soma, subtracao e produto. Assim, podemos formar
o anel quociente

a(z) = {b(z) € K[z] | b(z) = a(z) (mod m(x))}

e as operacoes no anel quociente sao dadas por

def def
f@)+9@) = fl@) +g(2) e fl@) g(@) = f(2) g(2)
sendo independentes das escolhas dos representantes de classe f(z) e
g(x). Se degm(x) = n, um sistema completo de residuos médulo m(z)
é dado pelos polinémios de grau menor do que n (os possiveis restos na
divisao euclidiana por m(z)):

{ap+ a1z + -+ apz" ' | a; € K}

K[z]

Em particular, ¢ infinito se K também o é.
(m(z))

Exemplo 1.52. Determine o resto da divisao de (z+1)?°'° por 22 +x+1

em Qlz].

SoLUGAO: Multiplicando por & — 1 a congruéncia z?> + z +1 = 0
(mod x? 4+ x + 1), obtemos > = 1 (mod #? + = + 1). Assim, temos

(z+1)2=2z (modz®+z+1)
— (24 1)2010 = 21005 _ (;3Y335  (1nod 22 4 g 1 1)

— (z+1)*0=1 (mod 2? +z+1)
Assim, o resto da divisao é 1. ]

Podemos tentar definir o mdc d(x) de dois polinémios f(x) e g(x)
(com f(z) # 0 ou g(x) # 0) de maneira andloga ao mdc de inteiros,
tomando o polinémio d(x) de maior grau que divide f(z) e g(x) simul-
taneamente. Entretanto, d(x) nao estd bem determinado, pois qualquer
multiplo ¢ - d(z) com ¢ # 0 constante ainda satisfaz as condigoes acima.
Para evitar esta ambiguidade, definimos o mdc de f(z) e g(z) como
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sendo o polindémio mdnico de maior grau que divide f(x) e g(z) simulta-
neamente. Analogamente, define-se o mmec de f(z) e g(x) (com f(z) # 0
e g(x) # 0) como o polinébmio moénico de menor grau que é divisivel tanto
por f(z) como por g(x).

A divisao euclidiana permite estender resultados de Z para K|z] de
maneira quase trivial. Por exemplo, temos

Teorema 1.53 (Bachet-Bézout). Seja d(x) o mdximo divisor comum
de dois polinomios f(x) e g(x). Entdo existem dois polinémios m(z) e
n(z) tais que f(z)m(z) + g(x)n(z) = d(x).

DEMONSTRAGAO: Andloga ao teorema 1.7; como naquele teorema d(x)
serd o polindbmio moénico de menor grau no conjunto

1(f,9) € {f(@)m(z) + g(x)n(z) | m(z),n(z) € Kz]}.

Definicao 1.54. Seja K wm corpo. Dizemos que um polindémio nao
constante f(x) € K[x] € irredutivel em K|[z| se f(z) ndo € o produto de
dois polinomios em K [x] de graus estritamente menores do que deg f(x).

Polinomios irredutiveis fazem o papel de niimeros primos para po-
lindmios. Por exemplo, #2 + 1 € R[z] é irredutivel em R[x], pois caso
contrario ele poderia ser escrito como produto de polinémios de grau 1
em R[z], contradizendo o fato de 2% + 1 = 0 nio possuir rafzes reais.
Por outro lado, 22 + 1 é redutivel em C[z] j& que 22 + 1 = (x — i) (x +1).
Isto mostra que irredutibilidade é um conceito que depende do anel de
polinémios sobre o qual estamos trabalhando.

Os exemplos mais evidentes de polindmios irredutiveis em K[x] s@o
os lineares monicos, i.e., os da forma x — a, a € K. Quando estes
sdo os unicos polinémios irredutiveis em K [x] dizemos que o corpo K é
algebricamente fechado. Observe que em geral polindmios de graus 2 ou
3 sao irredutiveis em K[x] se, e somente se, nao tém raizes em K.

A partir do teorema de Bachet-Bézout, como no caso dos inteiros,
obtemos (c.f. proposi¢ao 1.10 e teorema 1.16):
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Proposicao 1.55. Seja K um corpo e sejam p(z),ai(x),...am(z) €
K[x] com p(x) irredutivel em K[z]. Se p(z) | ai(x) - ...  am(x), entdo
p(z) | ai(x) para algum i.

Teorema 1.56 (Fatoracao Unica). Seja K um corpo. Todo polinémio
nao nulo em K|[z] pode ser fatorado como um produto de polinémios ir-
redutiveis em K|x|; esta fatoragdo € inica a menos da ordem dos fatores
e multiplicacdo por constantes nao nulas.

Outra importante consequéncia do teorema de Bachet-Bézout é o
seguinte (c.f. teorema 1.37)

Teorema 1.57. Seja K um corpo e f(x) um polindmio irredutivel em
K[x]. Entao Klz]|/(f(x)) é um corpo.

DEMONSTRAGAO:  Assim como na demonstragao de que Z/pZ é um
corpo para p primo, a dificuldade aqui é mostrar que todo elemento
a(x) # 0 é invertivel em Klz]|/(f(z)). Temos que mdc(a(x), f(z)) =1
pois f(x) é irredutivel e f(z) ndo divide a(x), caso contrario teriamos
a(x) = 0. Logo, pelo teorema de Bachet-Bézout, existem r(z),s(z) €
K|z] tais que

a(x)r(z) + f(z)s(x) =1 = a(z)r(z) =1 (mod f(x))

Portanto 7(x) é o inverso multiplicativo de a(x). O

Por exemplo, seja K = Z/(2) e f(z) = 2> +x+1 € K[z]. Temos que
f(z) é irredutivel pois ele tem grau 2 e nao possui raizes em K. Assim,
K[z]/(f(z)) é um corpo, que possui 4 elementos. As tabelas de adicao
e multiplicacao deste corpo sao as seguintes:

+ 0 1 T z+1
0 0 1 T z+1
1 1 0 z+1 T
T T r+1 0 1
z+1|xz+1 T 1 0
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0 1 T r+1
0 0 0 0 0
1 0 1 T r+1
T 0 T z+1 1
x+1|0 z+1 1 T

Encerramos esta secao com um importante critério de irredutibili-
dade para polindmios com coeficientes inteiros. Primeiro, precisamos de
uma

Definicao 1.58. Um polinémio nao nulo f(x) € Z[x] € dito primitivo
se o mdc de seus coeficientes € 1.

Lema 1.59. O produto de dois polinomios primitivos é primitivo.

DEMONSTRAGAO: Sejam g(x) e h(z) dois polinémios primitivos. Seja
p um primo e suponha por absurdo que p divida todos os coeficientes de
g(z)h(x). Assim, em Z/pZ[z] terfamos que g(x)h(x) = g(z)h(z) = 0,
onde a barra denota o polindomio obtido reduzindo-se seus coeficientes
médulo p. Por outro lado, g(x) # 0 e h(z) # 0, j& que por hipStese p
nao divide todos os coeficientes de g(x) e o mesmo para h(z). Assim,
temos uma contradigao pois Z/pZ[x] é um dominio, isto é, o produto de
dois polindémios nao nulos em Z/pZ[zx] é diferente de zero (de fato, olhe
por exemplo para os coeficientes lideres e use o fato de que Z/pZ é um

Corpo). O

O lema anterior é o passo essencial na prova do famoso lema de Gaufs,
que permite reduzir a questao da irredutibilidade de um polinémio em
Qlz] para a mesma questao em Z[z].

Teorema 1.60 (Lema de Gau$}). Seja f(x) € Z[x] um polinémio primi-
tivo ndao constante. Entao f(x) € irredutivel em Qx| se, e somente se,
f(z) €irredutivel em Z[x] (isto €, nao podemos escrever f(x) = g(x)h(z)
com g(z), h(z) € Z[x] nao constantes).

DEMONSTRAGAO: E claro que se f(z) é irredutivel sobre Q[z], entdo
ele é irredutivel sobre Z[z]. Reciprocamente, suponha por contradi-
¢ao que f(z) seja irredutivel sobre Z[zx] mas que f(x) = g(x)h(z) com
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g(x),h(x) € Q[z], ambos nao constantes. Multiplicando esta tltima
igualdade por um inteiro conveniente d > 0, podemos escrever

d- f(x) = e go(z)ho(x)
com go(x),ho(z) € Z[x] primitivos e e € N. Como f(z) e go(x)ho(x)
(pelo lema anterior) sdo primitivos, temos que d é o mdc dos coeficientes
de d- f(x), enquanto que e é o mde dos coeficientes de e-go(z)ho(x). Logo

d = eeassim f(z) = go(x)ho(x) é redutivel sobre Z[z], uma contradigao.
O

Finalmente, para polinémios em Z[z|, podemos aplicar o

Proposicao 1.61 (Critério de Eisenstein). Seja f(z) = apa™ + -+ +
a1z + ag € Z[zx] um polinémio primitivo ndo constante. Suponha que
exista um nimero primo p tal que p { an, p | a; para todo 0 < j < n e
p?fag. Entdo f(x) € irredutivel em Z[x].

DEMONSTRAGAO: Suponha por absurdo que f(x) é redutivel, i.e., exis-
tem g(x), h(x) € Z[z] tais que f(x) = g(z)h(z) e 0 < deg g(x),degh(x) <
n. Em Z/pZ[z], temos entdo f(x) = g(x)h(x), onde a barra denota o
polinémio obtido reduzindo-se os seus coeficientes moédulo p. Porém,
como p | a; para todo 0 < j < n, temos que f(z) = @,z™ e portanto,
pela fatoragao tnica em Z/pZ|z] (teorema 1.56), devemos ter g(x) = ba’
e h(r) =¢x/ com 0 <i,j<n,i+j=mneb-¢=a, Mas isto significa
que os coeficientes de 2° em g(z) e h(z) sdo miiltiplos de p, e como
f(z) = g(x)h(x), que ag é miiltiplo de p?, absurdo. O

Exemplo 1.62. Seja p um primo. Demonstrar que o polinomio f(x) =
2Pt 4 2P=2 4 L 2 4 1 € irredutivel em Q[z].

SOLUGAO: Pelo lema de Gauf}, basta provar a irredutibilidade sobre
Zlx] e para isto utilizaremos o critério de Eisenstein. Observemos que

f(a) = £, logo
r+1)P—1 _ _
f(:c+1)=¥:xp T+ <p)xp 2+---+< P )
x 1 p—1
e, com excecao do coeficiente lider, todos os coeficientes deste polindmio
sao multiplos de p, sendo que o termo independente (pf 1) = p nao é

multiplo de p?. Pelo critério de Eisenstein, f(z 4 1) é irredutivel em
Z[z] e, portanto, f(x) também o é. O
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Observacgao 1.63. Existemn polindmios primitivos irredutiveis f(x) €
Z[z] mas que sao redutiveis mddulo p para todo primo p, por exemplo
f(z) = 2* — 1022 + 1 (veja o ezemplo 2.10). Por outro lado, se f(x) €
Z|z] admite raiz mdédulo p para todo primo p suficientemente grande,
entao f(x) possui raiz em Z! Veja o excelente artigo de Serre [132] para
uma demonstracao deste fato.

Problemas Propostos

1.60. Seja f(x) € Clz] um polindmio que deiza restos 10 e 1 quando
dividido por x — 1 e x — 10 respectivamente. Encontrar o resto de f(x)
na divisao por (z — 1)(z — 10).

1.61. Seja 6 € R e n um inteiro positivo. Calcule o resto da divisdo do

polinémio (cosf + wsin )" € Rlx] por 2% + 1.

1.62. Seja f(x) = ana™+- - -+ag € Z[z] um polinémio de graun. Mostre
que se p/q € uma raiz racional de f(x), com p,q € Z e mdc(p,q) = 1,
entio p | ap e q | an.

1.63 (IMO1993). Seja f(z) = 2™ + 52"~ + 3 onde n > 1. Demonstrar
que f(x) ndo pode se expressar como produto de dois polinémios nao
constantes com coeficientes inteiros.

1.64. Seja o uma raiz de 3 — 3x + 1 = 0. Mostre que o> — 2 também
€ uma raiz deste polinomio.

1.65. Encontrar todos os pares (¢, P(x)) onde ¢ é um real e P(x) é um
polinomio ndao nulo tal que

Pat+a?+2)= (a8 + 25+ 2t + 23 + 22 + 2 + 1) P(cx).

1.66 (AusPol1998). Encontrar todos os inteiros positivos n e m tais que
todas as solugées de x> — 172 + max — n? = 0 sdo inteiras.

1.67. Dados z,y € N, defina a := z(y+1)—(y!+1). Mostre que imagem
da funcdo f: N x N — N dada por

fle) = Lot (1) - (@ - 1) +2

€ exatamente o conjunto dos numeros primos.
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1.68. Prove a sequinte modificacao do Critério de FEisenstein: seja
f(z) = apa™ + - + a1z + ag € Zlx] um polinémio primitivo nao cons-
tante e sem raizes racionais. Suponha que exista um nidmero primo p tal
que ptan, p| a; para todo 0 < j <n ep*tay. Entao f(z) € irredutivel
em Z[x].

1.69. (Zagier) Dado um nimero primo, associe a ele um polinomio cujos
coeficientes sdo o0s digitos decimais desse primo (por evemplo, 93 +4x%+
3 para o primo 9403). Mostre que este polinomio € sempre irredutivel
em Zlz].

1.70. Encontrar todos os valores de k para os quais o polinémio x2F+1 +

z+ 1 € divisivel por x* + x + 1.

1.71 (IMO2002). Encontrar todos os pares de inteiros m,n > 2 tais que
existam infinitos valores de k para os quais

K™+ k—1
kn 4+ k2 -1

é inteiro.

1.9 Ordem e Raizes Primitivas

Dado @ € (Z/nZ)*, definimos a ordem de @, denotado por orda,
como o menor inteiro ¢ > 0 tal que @’ = 1 em Z/nZ. Se a,n € Z
com mdc(a,n) = 1, definimos a ordem de a mddulo n, denotado por
ordy, a, como a ordem de @ € (Z/nZ)*. Note que pelo teorema de Euler-
Fermat, temos que ord,a < ¢(n). Se ord,a = ¢(n), dizemos que a
é raiz primitiva modulo n. Por exemplo, 2 é raiz primitiva mdédulo 5,
pois 21 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 2¢ = 16, que é a primeira poténcia de 2
congruente a 1 médulo 5 e 4 = ¢(5).

O resultado béasico mais importante sobre ordem é a seguinte

Proposigao 1.64. Temos que a' =1 (mod n) se, e s6 se, ord, a | t.

DEMONSTRAGAO: Como a®%®* =1 (mod n), para todo k € N tem-se
ak°rdn@ =1 (mod n). Por outro lado, se a’ = 1 (mod n), pelo algoritmo
da divisao existem inteiros ¢ e r tais que 0 < r < ord, a e t = qord,, a+r.
Portanto

= at — aqordn atr _ (aordn a)q a"=a" (mod n)



[SEC. 1.9: ORDEM E RAIZES PRIMITIVAS 69

Ouseja, a” =1 (mod n). Pela minimalidade de ord,, a, temos que r = 0,
ie., ord,a |t O

Corolério 1.65. ord, a | p(n).

Exemplo 1.66. Demonstrar que n | p(a™ —1) para todo inteiro positivo
a>1.

SOLUGAO: J& que mdc(a,a™ — 1) = 1, pelo teorema de Euler-Fermat
temos que a®@"~1) =1 (mod a™ — 1); por outro lado, n é a ordem de
a médulo a" — 1 ji que a™ = 1 (mod a™ — 1) e se 0 < t < n temos
0<a'—1<a®—1eassima®—11%a’— 1. Pela proposicdo, temos
portanto n | p(a™ — 1). O

Exemplo 1.67. Demonstrar que ndo existe um inteiro n > 1 tal que
n|2" —1.

SOLUCAO: Suponhamos o contrério; seja p o menor divisor primo de n
e r = ord, 2. Sabemos que 2" =1 (mod p) e além disso, pelo teorema
de Fermat, 2°~! =1 (mod p).

Portanto r | n e r | p— 1, o que implica que r | mde(n,p — 1). Mas
mdc(n, p—1) = 1 pois p é o menor divisor primo de n e assim os divisores
primos de p — 1 sao menores que os divisores primos de n. Isto mostra
que r = 1, isto é 2! =1 (mod p), donde p | 1, uma contradicao. o

Exemplo 1.68. Sejam a, m e n inteiros positivos; defina m' e n' por
m = mdc(m,n)-m’ e n =mdc(m,n)-n’, de modo que mde(m’,n') = 1.
Mostre que

mde(mn) 41 gem! en' sio impares.

mdc(a™ +1,a" +1) = sem’ +n' ea sio impares.

—= N9

sem' +n' € impar e a € par.

SoLugAo: Como

mdc(a™ 4+ 1,a™ + 1) = mdc((amdc(m’”))m, +1, (amdc(m’”))”/ + 1),
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o resultado no caso geral seguird do caso em que mdc(m,n) = 1. Assim,
vamos supor m e n sao primos entre si e seja d = mdc(a™ 4+ 1,a™ + 1).
Temos

a®= -1 (mod d) . a® =1 (mod d)
am=—-1 (mod d) 1

= ordga | mde(2n,2m) = 2.

Assim, a®> = 1 (mod d). Digamos que m seja impar (como estamos
supondo mdc(m, n) = 1, ndo podemos ter m e n ambos pares), de modo
que

a-(@®)m V2 =¢g"=_1 (modd) = a=-1 (mod d)
<~ d|a+1.

Se n é impar também, entdo d = a+1jaquea+1|a™+1lea+1|a"+1
neste caso (utilize a fatoragio a™ +1 = (a + 1)(a™ ! —a™ 2 4 a™ 3 —
---41) ouaimplicagdo a = —1 (mod a+1) = a™ = —1 (mod a+1)).
Por outro lado, se n é par, temos

<a2)n/2 =a" = -1 (mod d) = 1=-1 (HlOd d)
= d=1oud=2.

O caso d = 2 ocorre se, e 86 se, a™ + 1 e a™ + 1 sdo ambos pares, ou
seja, quando a é impar. Isto encerra a andlise de casos e com isso o
problema. O

Uma outra caracterizagao de raiz primitiva é dada pela

Proposicao 1.69. O niumero a € raiz primitiva modulo n se, e somente
se, {a',t € N} = (Z/nZ)*.

DEMONSTRAGAO: Para todo a € Z com mdc(a,n) = 1 temos {a’,t €
N} C (Z/nZ)*. Note que {a’,t € N} = {I,a,a?,...,a>% 21} é§ um
conjunto com ord, a elementos. De fato, para qualquer ¢t € N temos

@' = @ onde r é o resto na divisdo de t por ord, a; por outro lado,

os elementos 1,a,a?,...,a°" 9" %"! sio distintos pois caso @ = @ com
0<i<j<ordya, entio @ * =1 com 0 < j —i < ord,a, o que é
absurdo.

Assim, {a@',t € N} = (Z/nZ)* se, e s6 se, mdc(a,n) = 1 e ord,a =

o(n), isto é, se, e sé se, a é uma raiz primitiva médulo n. O
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Corolario 1.70. Se m divide n e a € raiz primitiva modulo n, entdo a
€ raiz primitiva modulo m.

DEMONSTRAGAO: Como o mapa natural (Z/nZ)* — (Z/mZ)* que
leva x mod n em x mod m é sobrejetor, temos que se as poténcias de
a mod n cobrem todo o (Z/nZ)*, entao as poténcias de a mod m tam-
bém cobrem todo o (Z/mZ)*. Pela proposigao, isto implica o corolério.

O

Raizes primitivas s@o muito uteis em diversas questoes de Teoria dos
Numeros. Entretanto elas nem sempre existem para qualquer médulo
n. O resto desta segao é dedicado a provar o seguinte importante

Teorema 1.71. Existe alguma raiz primitiva modulo n se, e so se,
n=2n=4,n=p" oun=2p* onde p é primo impar.

A demonstracao deste teorema é longa e é composta de véarios passos.
Comecamos com a seguinte

Proposicao 1.72. Se k > 3, entdo ndo existe nenhuma raiz primitiva
mddulo 2F.

DEMONSTRACAO: Pelo coroldrio anterior, basta provar que nao existe
raiz primitiva médulo 8, e isso segue do fato de que se mdc(a,8) = 1,
isto é, a =2r + 1, r € N, entdo a®> = 4r(r + 1) + 1 = 1 (mod 8) (sendo
r(r+1) par, visto que é o produto de dois niimeros consecutivos). Assim,
nao héa elemento de ordem ¢(8) = 4 mdédulo 8. O

Proposigao 1.73. Se n = ab, com a > 3 e b > 3 inteiros tais que
mdc(a,b) = 1, entao nao existe raiz primitiva mddulo n.

DEMONSTRAGAO: Como ¢(n) = ¢(a)p(b) e a > 3 e b > 3, segue que
(a) e p(b) sao pares (verifique!). Se mdc(k,n) = 1, entao temos

kP2 = (|p0)/2)ela) =

(mod a) e

1
kP2 — (k#()/2)9(0) = 1 (mod b).
Assim, k¥(M/2 = 1 (mod n) e portanto ord, k < @(n)/2 < ¢(n) para

todo k primo com n. 0
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Proposicao 1.74. Se p é um nudmero primo e a € Z € uma raiz primi-
tiva médulo p, entdo a ou a + p é raiz primitiva médulo p?.

DEMONSTRAGAO: Por hipétese, ord, a = ordy(a + p) = ¢(p) =p — L.
Portanto p — 1 | ord,z2 a, pois a’ = 1 (mod p?) implica a’ = 1 (mod p).
Além disso, como ord,2 a | ¢(p?) = p(p—1), devemos ter ord,2a =p—1
ou ord,2 a = p(p—1) = ¢(p?). Do mesmo modo, ord,2(a+p) = p—1ou
ordz(a+p)=pp—1) = ©(p?). Basta provar, portanto, que ord,2 a #
p—1ouordy(a+p) #p— 1. Suponha que ord,2 a = p — 1. Portanto
a?~! =1 (mod p?) e assim

—1 -1
(a+pPt=a+ (p ) )ap_2p + <p 5 >ap_3p2 - -
=1-paP~? (mod p?).

Portanto (a + p)P~! nao é congruente a 1 médulo p?, pois p? nio divide
pa?~? (lembre-se de que mdc(a,p) = 1), donde ord,2(a+p) # p—1. O

Proposicao 1.75. Se p € um nidmero primo impar e a € raiz primitiva
mddulo p?, entdo a € raiz primitiva médulo p* para todo k € N.

DEMONSTRAGAO: Como a”?~! =1 (mod p), mas aP?~! ndo é congruente
a 1 médulo p? (ja que a é raiz primitiva médulo p?), temos a?~! = 1+byp,
onde p nao divide b;. Vamos mostrar por inducao que a?" D) =
1 + bp¥, onde p nao divide by, para todo k > 1. De fato, para k > 1 ¢
p > 2 primo,

A" P70 — (14 byph)P = 1+ (f) bp" + (g) bEp? o+ -
=1+ p"*" (b, + pt)

para algum t € Z e assim bi1 = by + pt também nao é divisivel por p
pois p 1 bg.

Vamos agora mostrar por inducdo que a é raiz primitiva médulo p¥
para todo k > 2. Suponha que a seja raiz primitiva médulo p*. Como
a® %1% = 1 (mod pFtl) = ™%+ * =1 (mod p*) temos

P p—1) = (") = ord a | ordpiia | p(p"h) = pF(p—1).
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Portanto ord k1 a = p"1(p —1) ou ord, k1 a = pE(p — 1) = p(phth),

S L , R S
mas o primeiro caso é impossivel pois a? @1 =1 + bpF com p f b.
Logo ord k1 a = ©(p**1) e a é raiz primitiva médulo pF+1. O

Por exemplo 2 é raiz primitiva médulo 5% para todo k > 1. De fato,
2 ¢ raiz primitiva médulo 5 e, como 2% = 16 #Z 1 (mod 25), 2 é raiz
primitiva médulo 25 = 5? também. Portanto, pela proposicio anterior,
2 é raiz primitiva médulo 5% para todo k > 1.

Proposigao 1.76. Se p € primo impar e a € um inteiro impar tal que
a € raiz primitiva médulo p*, entdo a € raiz primitiva médulo 2p*. Em
particular, se a € raiz primitiva qualquer mdédulo p*, entdo a ou a + p*
¢ raiz primitiva mddulo 2p* (pois um deles é impar).

DEMONSTRACAO: Temos, como nas provas acima, p(p*) = ord,r a |
ordg,k a e ordgyk a | ©(2p") = ©(p*), logo ordg,k a = ©(2p"). O

Para completar a prova do teorema 1.71, falta provar que se p é primo
impar, entao existe raiz primitiva médulo p. Para isto, precisamos de
dois lemas.

Lema 1.77. 3, ¢(d) = n para todo n € N.

DEMONSTRAGAO: Seja d um divisor de n. A quantidade de a’s tais
que 1 < a <ned=mdec(n,a) éigual a (%) pois d = mdc(n,a) <=
d]ael = mde(f,9). Como ¢(%) conta justamente a quantidade
de inteiros entre 1 e % (inclusive) que sao primos com %, temos que
> din (q) = >qin (d) conta a quantidade de nimeros a entre 1 e n

(inclusive), particionados segundo os valores de mdc(a, n). O

Lema 1.78. Seja p um primo e d um divisor de p — 1. Defina N(d)
como a quantidade de elementos a € (Z/pZ)* com orda = d. Entao
N(d) < p(d).

DEMONSTRAGAO: Podemos supor que N(d) > 0, logo existe a tal que
ord,a = d. Logo @’ =Te, para 0 < k < d, as classes de a” sdo todas
distintas médulo p. Como (@)% = 1 e a equacio ¢ — 1 = 0 tem no
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méximo d raizes distintas em Z/pZ (pois Z/pZ é um corpo), suas raizes
sao exatamente a*, 0 < k < d. Por outro lado, se ord,, a® = d, entéo
mdc(k,d) = 1, pois caso r = mdc(k,d) > 1, entao (a¥)¥" = (a®)F/" =1
(mod p), logo ord,(a¥) < d/r < d. Desta forma,

{be (Z/pZ)* | ordyb=d} c {@ | 0<k < de mde(k,d) =1},

portanto N(d) < ¢(d) (na verdade, os dois conjuntos acima sao iguais,
como ficard claro a partir da demonstracao da proposigao abaixo). 0

Proposicao 1.79. Se p € um primo, entdo existe uma raiz primitiva
modulo p.

DEMONSTRAGAO: Para cada a € (Z/pZ)*, tem-se ord,a | p—1 e
portanto p — 1 =3, N(d). Por outro lado, temos pelos dois lemas
acima que

p—1=> N@d)< > pd=p-1

dlp—1 dlp—1

Logo devemos ter N(d) = ¢(d) para todo d. Em particular, N(p — 1) =
o(p—1) > 0, logo existem raizes primitivas médulo p. 0

Corolério 1.80. Seja p um primo. Para cada d | p — 1, ezistem exa-
tamente o(d) elementos em (Z/pZ)* com ordem d. Em particular, p
possui exatamente (p — 1) raizes primitivas.

Com isto, encerramos a demonstragao do teorema 1.71. Vejamos
algumas aplicacoes.

Exemplo 1.81. Mostre que existe n natural tal que os mil ultimos di-
gitos de 2" pertencem a {1,2}.

SOLUCAO: Observamos inicialmente que para todo k € N existe um
nimero my, de k digitos, todos 1 ou 2, divisivel por 2. De fato, m; = 2
e my = 12 satisfazem o enunciado. Seja my = 257, r, € N. Se 1y, é
par, tome My = 2x10F +my, = 25158 . /2), e se 7, é fmpar, tome
Mmpy1 = 10F +my, = 28F1(5F 1) /2.
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Como mygoo = 2 (mod 10), 5 nao divide 71900 = Fifss. Portanto,
como 2 é raiz primitiva médulo 5% pela proposicdo 1.75, existe k € N
com 2F = 11000 (mod 5'090), Logo 2% = 51090 441490 para algum b € N
e assim

k41000 _ 571000 4 91000, 411000 4 oo,

e as 1000 ultimas casas de 281000 g36 as 1000 casas de migoo, que

pertencem todas a {1,2}. O

Observagao 1.82. Um grupo G é chamado de ciclico se existe um ele-
mento g tal que G = {g" | n € Z}. O fato de p" e 2p", p primo impar,
admitirem raizes primitivas equivale a dizer que os grupos (Z/p"Z)*
e (Z)2p"Z)* sdo ciclicos, ou ainda que hd isomorfismos de grupos
(Z/p"Z)* = Z/p(p") e (Z)2p"Z)* = Z/p(2p™) onde a operagdo nos
grupos da direita € a adicdo.

O leitor nao deve ter dificuldades para adaptar a prova acima a fim de
mostrar que todo corpo K com um nimero finito de elementos (tal como
o construido no exemplo apds o teorema 1.57) admite raiz primitiva, isto
é, o seu grupo de unidades K* = K \ {0} é um grupo ciclico.

Um exercicio interessante que pode ser proposto a alunos muito jo-
vens é pedir que calculem os seguntes produtos:

142857 - 2,142857 - 3,142857 - 4,142857 -5 e 142857 - 6.

Os resultados, que sao, respectivamente, 285714, 428571, 571428, 714285
e 857142 tém os mesmos digitos que 142857, na mesma ordem ciclica. A
explicacdo para este fato esta relacionada com o resultado de 142857 - 7,

1
que é 999999. De fato, 142857 é o periodo de - = 0,142857142857. ...

100
Temos entao, por exemplo, - = 14,285714285714285714 . .., donde

2 1
- = g — 14 = 0,285714285714285714 ..., e portanto 142857 - 2 =

285714. Isso da certo pois 10 é raiz primitiva moédulo 7, e logo, para
cada a € {1,2,3,4,5,6}, existe um inteiro k com 0 < k < 5 tal que
10* = a (mod 7).

Em geral, se n é um inteiro positivo relativamente primo com 10,
existe k inteiro positivo tal que n | 10F — 1, o que equivale a existir



76 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

1 >~ M
M inteiro positivo tal que — = Z TR Como M < 10*,
n — 10kJ

existem ag, ay,...,ax—1 € {0,1,...,9} tais que M Z - 107, e logo

1
E = 0, Qp_10k—2 ...000—10k—2 ...A00k—10k—2 ...0A0 ...,

ou seja, a representagao decimal de % é puramente periédica com periodo
ak_1ak_2...ag. O menor periodo da representacao decimal de % tem
ord, (10) digitos. O tamanho deste menor periodo é n — 1 se, e somente
se, n é primo (pois devemos ter p(n) > n — 1) e 10 é raiz primitiva
modulo n. Nesse caso, para todo inteiro 7 com 1 < r < n — 1, existe um
inteiro j com 0 < j < n—2 tal que 107 deixa resto r quando dividido por
n, e o mesmo fenémeno do paragrafo anterior acontece com o periodo de
%. Os menores primos n com essa propriedade (i.e., tais que 10 é raiz
primitiva médulo n) sdo 7,17, 19, 23,29,47,59,61 e 97. Paran = 17, por
exemplo, o periodo de % é 0588235294117647 (sugerimos ao leitor que
multiplique este ntmero por 2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16 e
17 e relacione os resultados com a discussao acima).

Mais geralmente, dado inteiros B,n > 1, o periodo de % na base B
tem n — 1 algarismos se, e somente se, n é primo e B é raiz primitiva
médulo n. Dado n primo, sempre existem inteiros positivos B com essa
propriedade (a qual sé depende da classe de congruéncia de B mdédulo
n). Nesse caso, o periodo de % na base B (que é o nimero Bn%_l),
quando multiplicado por 1,2,3,...,n — 1, terd representacoes em base
B que serao permutacoes uma da outra, e com a mesma ordem ciclica.

Por outro lado, nao se sabe se existem infinitos primos n tais que 10 é
raiz primitiva médulo n. Isso seria consequéncia da conjectura de Artin,
segundo a qual, dado qualquer inteiro a que nao pertenga a {—1,0,1}
nem seja quadrado perfeito, existem infinitos primos p tais que a é raiz
primitiva médulo p, e, mais ainda, existe uma constante C(a) > 0 tal
que, se N, (x) denota o nimero de tais primos que sao menores ou iguais

Ng(x
ax, e m(z) denota o nimero total de primos p < x, entdo lim a(7) =
T—+00 7T(.’L‘)

C(a). Conjectura-se que essa constante C(a) seja sempre um multiplo
racional da constante de Artin C' = []

_1
p primo(1 - p(p—l))'
Mais precisamente, escrevemos a = a; -b%, com b > 1 méximo (a; éa
parte livre de quadrados de a: se n > 1 e n? | a entdo n = 1). Tomamos
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h > 1 maximo tal que a = el para algum c inteiro. Definimos

cor=T1 (-2 T (-t y)

g primo g primo
qlh qth

Temos entao:

e Se a; #1 (mod 4) entdo C(a) = C(h).

e Sea; =1 (mod 4) entdo

A rimo;p|a 1 1
Ola) = O (1-(-n)rprimorldl T =0 T ).
g primo gq primo q q
qlh,qlay ath,qlay

Esta conjectura foi provada condicionalmente por Hooley em [72],
assumindo a chamada Hipdtese de Riemann FEstendida, uma generali-
zacao da famosa Hipdtese de Riemann. Por outro lado, Heath-Brown
provou incondicionalmente em [71] que hd no méximo trés inteiros po-
sitivos livres de quadrados que sao raiz primitiva médulo apenas um
nimero finito de primos.

Problemas Propostos

1.72. Encontrar as ordens de 2 e 5 mddulo 101. Encontrar também
todos os elementos de ordem 20 em (Z/101Z)*.

1.73. Determine um elemento de (Z/99Z)* de ordem 30.

1.74. Determine todos os valores de n para os quais |(Z/nZ)*| = 24.
1.75. Determine um gerador de (Z/2427)* .

1.76. Demonstrar que 2n | p(a™ + 1) para todo inteiro positivo a.

1.77 (IMO1978). Sejam m e n inteiros positivos com m < n. Se os trés
ultimos digitos de 1978™ sdo os mesmos que os trés ultimos digitos de
1978"™, encontrar m e n tais que m + n assume o menor valor possivel.

1.78. Sejam d e n mimeros naturais tais que d | 22" +1. Demonstre que
existe um inteiro k tal que d =k - 2"t + 1.
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1.79. Seja k > 2 e ni,no,...,nr > 1 nidmeros naturais que tem a
propriedade

ny | (27 = 1), ng| (27— 1), om | 271 —1) ey | (27 — 1)
Demonstrar que ny =ng = --- =ng = 1.

1.80. Mostrar que x° —x +1 é irredutivel em Z/37Z[x]. Encontrar todas

. o . Z/37[z]
as raizes primitivas do corpo finito @il

1.81 (Teorema de Lagrange). Seja G um grupo com nimero finito de
elementos. Seja H um subgrupo de G, i.e., um subconjunto de G tal
quea,bc H = a-beHeac H = a '€ H, de modo que o
produto de G se restringe a H e faz de H um grupo também.

(a) Mostre que os subconjuntos de G do tipo

g-H% {g-h|heH}
formam uma particao de G, ou seja, todo elemento de G pertence a
algum g - H e que se g1 - HNgo- H# 0, entdo g1 - H=go- H.

(b) Mostre que |g1-H| = |g2- H| para quaisquer g1, g2 € G e que portanto
|H| divide |G| (teorema de Lagrange).

(c) Seja g € G. Mostre que existe t > 0 tal que g = e. Se ordg € o
menor t positivo com esta propriedade, mostre que

H={¢" |neN}
€ um subgrupo de G com ord g elementos.

(d) Aplicando o teorema de Lagrange ao subgrupo do item anterior,
prove que ¢/l = e para todo g € G. Observe que isto fornece
uma nova prova do teorema de Fuler-Fermat no caso em que G =

(Z/(n))*.

1.82 (APMO1997). Encontrar um n no conjunto {100,101, ...1997} tal
que n divide 2™ + 2.

1.83. Definimos a funcao de Carmichael \: N — N como o menor in-
teiro positivo tal que a™™ =1 (mod n) para todo a primo com n. Ob-
serve que, pelo teorema 1.71, A\(p') = p'~'(p — 1) para todo p primo
impar. Mostrar que
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(a) M(2) =1, \(4) =2 e \(2") = 22 para todo | > 3.

(b) Sen =pi*-...-p* €a fatoragdo em primos de n, entdo
A(n) = mme{A(p{), ..., A(pp")}-

1.84. Prove que existem infinitos inteiros positivos n tais quen | 4™ +1.

1.85 (IMO2000). Eziste um inteiro N divisivel por exatamente 2000
primos diferentes e tal que N divide 2N + 12

1.86 (IMO1990). Encontrar todos os nimeros naturais n tais que
n?| 2" 4 1.
1.87 (IMO1999). Encontrar todos os pares (n,p) de inteiros positivos

tais que p € primo, n < 2p e (p — 1)" + 1 € divisivel por nP~*.

1.88 (Banco-IMO2000). Determine todas as triplas (a,m,n) de inteiros
positivos tais que a™ + 1| (a +1)".

1.89 (OBM2012). Qual é o menor natural n para o qual existe k natural
de modo que o0s 2012 4iltimos digitos na representacdo decimal de n* sao
iguais a 17



Capitulo 2

Equacoes Mddulo m

Neste capitulo estudaremos equacdes do tipo
f(®)=0 (mod m)

na variavel z, onde f(x) é um polindmio com coeficientes inteiros.

2.1 Equacoes Lineares Moédulo m
Se mdc(a, m) = 1, como a é invertivel médulo m, a equacao
ar =b (mod m),

tem solucdo tnica médulo m, dada por z = a®™~1b (mod m) (uti-
lizando o teorema de Euler-Fermat para encontrar o inverso de a €
Z/(m)). Assim, todas as solugoes da equacdo acima sdo da forma
z = a®"™~1p + km onde k € Z. No caso geral, se mdc(a,m) = d > 1
temos que

ar=b (modm) = ar=b (modd) <= b=0 (mod d).

Logo uma condi¢cao necessaria para que a congruéncia linear ax = b
(mod m) tenha solugao é que d | b. Esta condigao é também suficiente,
j& que escrevendo a = da’, b= db' e m = dm’, temos que

ar=b (modm) <= dz=V (modm).

Como mdc(a’,m/) = 1, hd uma tnica solugao (a’)?(™)=10 médulo m/,
isto ¢, hé d solucoes distintas médulo m, a saber z = (a/)?(™) 1y +
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km' (mod m) com 0 < k < d. Note ainda que como resolver ax = b
(mod m) é equivalente a resolver a equagao diofantina linear axz 4+ my =
b, poderiamos também ter utilizado o teorema de Bachet-Bézout e o
algoritmo de Euclides para encontrar as solucoes desta congruéncia linear
como no exemplo 1.14. Resumimos esta discussao na seguinte

Proposigao 2.1. A congruéncia linear
ar =b (mod m)

admite solugdo se, e somente se, mdc(a,m) | b. Neste caso, hd exata-
mente mdc(a, m) solugoes distintas mddulo m.

Agora queremos encontrar condicbes para que um sistema de con-
gruéncias lineares tenha solucao. O seguinte teorema nos garante a exis-
téncia de tais solugoes.

Teorema 2.2 (Teorema Chinés dos Restos). Se by, b, ..., by sdo intei-
TOS QUAISqUEr e ai,as, .. .,a SGo primos relativos dois a dois, o sistema
de equacoes

x=b (mod ap)

x=by (mod ag)
x=br (mod ag)

admite solucdo, que é unica modulo A = aias ... ag.

DEMONSTRAGAO: Daremos duas provas do teorema chinés dos restos.
Para a primeira, consideremos os niimeros M; = a%. Como mdc(a;, M;) =
1, logo existe X; tal que M;X; = 1 (mod a;). Note que se j # i entdo
M; é multiplo de a; e portanto M;X; =0 (mod a;). Assim, temos que

xo = M1 X1b1 + MaXoby + - - - + M Xy.by,

é solugao do sistema de equagoes, pois xg = M;X;b; = b; (mod a;).
Além disso, se x1 é outra solugao, entao zgp = 1 (mod a;) < a; |
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xg — x1 para todo a;, € como os a;’s sao dois a dois primos, temos que
Alzg—x1 <= zo=x; (mod A), mostrando a unicidade médulo A.
Para a segunda prova, considere o mapa natural

[ Z)(A) = Z[(ar) x Z[(az) X -+ x Z/(a)
bmod A — (bmod aj,bmod ag,...,bmod ag).

Note que este mapa estd bem definido, isto é, o valor de f(bmod A)
independe da escolha do representante da classe de b mod A, pois quais-
quer dois representantes diferem de um muiltiplo de A, que tem ima-
gem (0 mod ay,...,0 mod ai) no produto Z/(ay) x --- x Z/(ay). Ob-
servemos agora que o teorema chinés dos restos é equivalente a mos-
trar que f é uma bijecao: o fato de f ser sobrejetor corresponde &
existéncia da solucao do sistema, enquanto que o fato de f ser injetor
corresponde & unicidade médulo A. Como o dominio e o contradomi-
nio de f tém mesmo tamanho (ambos tém A elementos), para mostrar
que f é uma bijecao basta mostrarmos que f é injetora. Suponha que
f(by mod A) = f(ba mod A), entao by = by (mod a;) para todo i, e como
na primeira demonstragao temos que isto implica by = by (mod A), o
que encerra a prova. O

Observacgao 2.3. Como
mdc(b, a1az...ar) =1 <= (Vj < k,mdc(b,q;) =1),
a bijecao f definida na sequnda prova do teorema anterior satisfaz
FUZ/(A)) = (Z/(a1)* X (Z/(az))* x - x (Z/(ax))*.
Em particular, isso nos dd uma nova prova de que
plaray ... ax) = p(a1)p(az) - - p(ax)
sempre que mdc(a;,a;) = 1 para quaisquer i e j.
Por exemplo, para k = 2, a1 = 3 e as = 5, temos a seguinte tabela,

que mostra, para cada i e j com 0 <i < 3 e 0<j <5, atnica solugao
zecom0<z<3-5=15tal que x =i (mod 3) e x = j (mod 5):
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‘0m0d5 lmodb5 2mod5 3modb5 4modbH

0 mod 3 0 6 12 3 9
1 mod 3 10 1 7 13 4
2 mod 3 5) 11 2 8 14

Vejamos algumas aplicagoes.

Exemplo 2.4. Um inteiro é livre de quadrados se ele ndo é divisivel
pelo quadrado de menhum nimero inteiro maior do que 1. Demonstrar
que existem intervalos arbitrariamente grandes de inteiros consecutivos,
nenhum dos quais € livre de quadrados.

SOLUCAO: Seja n um ndmero natural qualquer. Sejam pq,...,p, pri-
mos distintos. O teorema chinés dos restos nos garante que o sistema
z= -1 (mod p?)
z=-2 (mod p3)

z=-n (mod p?)

tem solugao. Se xp é uma solucao positiva do sistema, entao cada um
dos nimeros xg + 1,9 + 2,...,20 + n é divisivel pelo quadrado de um
inteiro maior do que 1, logo nenhum deles é livre de quadrados. ]

Exemplo 2.5. Seja P(x) um polinémio nao constante com coeficientes
inteiros. Demonstrar que para todo inteiro n, existe um inteiro i tal que

P@i),P(i+1),P(i+2),...,P(i+n)
s@o numeros compostos.
SOLUGAO: Demonstraremos primeiro o seguinte

Lema 2.6. Seja P(x) um polinémio ndo constante com coeficientes in-
teiros. Para todo par de inteiros k,i, tem-se que P(i) | P(k P (i) + ).

DEMONSTRAGAO: Dado que (kP(i)+1¢)" =™ (mod
inteiro ndo negativo, é facil ver que P(kP(i)+1i) = P(i

=i P(i)) para todo n
=0 (mod P(7)).

O

)
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Suponhamos por contradigao que, para cada i, o conjunto {P(7),
P(i+1),...,P(i+n)} contenha um ntmero primo. Entdo a sequéncia
(P(%))i>1 assume infinitos valores primos. Consideremos os n+ 1 primos
distintos P(ig), P(i1),...,P(iy). Pelo teorema chinés dos restos segue
que existem infinitas solucoes x do sistema de equagoes

T =g (mod P(ig))
x=i1—1 (mod P(i1))
x =iy —2 (mod P(i2))

x=1i,—n (mod P(iy))

onde, se xg é uma solucdo, entao x = xg + k(P(ig) - - - P(in)) também é
solucao para todo k > 0. Assim, pelo lema anterior, podemos dizer que

P(z),P(x+1),...,P(x+n) sdo nimeros compostos quando k é sufici-
entemente grande, multiplos respectivamente de P(ig), P(i1), ..., P(iy).
O

Exemplo 2.7. Uma poténcia nao trivial é um nimero da forma m”,

onde m, k sao inteiros maiores do que ou iguais a 2. Dado n € N, prove
que existe um conjunto A C N com n elementos tal que para todo sub-

conjunto B C A ndo vazio, Y x € uma poténcia nao trivial. Em outras
€D
palavras, se A = {z1,x2,...,2,} entao todas as somas T1,%2,...,Tn,

T1+ 22, L1 +2X3,.. -, Tp_1+Tpn, ..., T1+To+---+x, SGo poténcias nao
triviais.

SOLUCAO: Vamos provar a existéncia de um tal conjunto por inducao
em n. Paran =1, A = {4} é solugao e, para n = 2, A = {9,16} é

solugdo. Suponha agora que A = {z1,...,2,} é um conjunto com n

elementos e para todo B C A, B # (), > =z = m’fBB. Vamos mostrar
z€B

que existe ¢ € N tal que o conjunto A = {cz1,cxe, ..., cry,c} satisfaz

o enunciado. Seja A = mmc{kp | B C A, B # ()}, o minimo multiplo
comum de todos os expoentes k. Para cada B C A, B # (), associamos
um nimero primo pp > A, de forma que By # Bs implica pp, # pB,.
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Pelo teorema chinés dos restos existe um natural rg com

rg= 0 (mod px) para todo subconjunto X C A, X # B
A-rg=-1 (mod pp).

(A é invertivel médulo pp). Tomemos

c= H (1 —i—m];(X))‘TX

XCA
X#0

e vamos mostrar que A= {cx1,cxa,. .., cxy, c} continua a satisfazer as
condigoes do enunciado.

Dado B’ C {cx1,cxa,...,cxy}, temos que B’ = {cx | x € B} para
algum B C A. Como c¢ é uma poténcia A-ésima, ¢ também é uma
poténcia kp-ésima, portanto, ) p x = cmlgB serd uma poténcia kp-
ésima para todo B’ # (). Além disso, para subconjuntos de A da forma
B’ U{c}, temos

Z x:c.(1+m17913> :( H (1+m§(X)>\TX)(1+m%B))\TB+17

BEB U{c} XX¢C@AB

que é uma poténcia pp-ésima, pois \rg+ 1 e rx (X # B) sao multiplos
de pp. O

Problemas Propostos

2.1. Resolver as equacoes lineares
(a) Tx =12 (mod 127)
(b) 12z =5 (mod 122)
(c) 40z = 64 (mod 256)
2.2. Resolver o sistema de congruéncias lineares

x 0 (mod 7)
1 (mod 12)

—5 (mod 17)
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2.3. Determine um valor de s tal que 1024s = 1 (mod 2011) e calcule
o resto da divisdo de 22°°° por 2011.

2.4. Um inteiro positivo n € chamado de auto-replicante se os ultimos
digitos de n? formam o nimero n. Por exemplo, 25 € auto-replicante
pois 252 = 625. Determine todos os niimeros auto-replicantes com exa-
tamente 4 digitos.

2.5. Sejam a,n € Ny e considere a sequéncia (xy) definida por 1 = a,
Tk4+1 = a”F para todo k € N. Demonstrar que existe N € N tal que
Trt+1 = x (mod n) para todo k > N.

2.6. Demonstrar que o sistema de equacoes

x=0b; (mod ay)

x=by (mod ag)

x =by (mod ag)

tem solugdo se, e sd se, para todo i e j, mdc(a;,aj) | (b; — b;). (No
caso particular em que mdc(a;, aj) =1, o problema se reduz ao teorema
chinés dos restos).

2.7. Demonstrar que, para k e n numeros naturais, € possivel encontrar
k numeros consecutivos, cada um dos quais tem ao menos n divisores
primos diferentes.

2.8. Demonstrar que se a, b e ¢ sao trés inteiros diferentes, entdo exis-
tem infinitos valores de n para 0s quais a +n, b+n e ¢+ n sdo primos
relativos.

2.9. Demonstrar que para todo inteiro positivo m e todo numero par 2k,
este dltimo pode ser escrito como a diferenca de dois inteiros positivos,
cada um dos quais € primo relativo com m.

2.10. Demonstrar que existem progressoes aritméticas de comprimento
arbitrdrio formadas por inteiros positivos tais que cada termo € a potén-
cta de wm inteiro positivo com expoente maior do que 1.

2.11 (Olimpiada de Maio 2013). E possivel escrever 100 niimeros im-
pares numa fila de tal forma que a soma de cada 5 adjacentes seja um
quadrado perfeito e que a soma de cada 9 nmiumeros adjacentes também
seja um quadrado perfeito
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2.2 Congruéncias de Grau 2

Seja p > 2 um ndmero primo e a,b,c € Z com a nao divisivel por p.
Resolver a equagao quadratica

ar’ +br+c=0 (mod p)
é o mesmo que resolver (completando quadrados)
(2azx + b)* = b — 4ac  (mod p)

(note que 2 e a sao invertiveis médulo p). Assim, estamos interessados
em encontrar critérios de existéncia de solucoes da equagao

X?2=d (mod p).

Se a equacao acima admite solucdo (i.e. se d é um “quadrado perfeito”
em Z/pZ) entdao dizemos que d é um residuo ou resto quadrdtico médulo
p. Ha exatamente (p + 1)/2 residuos quadraticos médulo p, a saber

. 2
02,12,22,32,...,<p2) mod p

ja que todo inteiro x é congruente a +¢ mod p para algum ¢ tal que
0<i<(p—1)/2, de modo que x? é congruente a um dos niimeros da
lista acima. Note que moédulo p estes niimeros sao todos distintos: de
fato, temos que
# =5 (modp) = p|(i—j)i+j)
< pli—joup|i+j
< i=+j (mod p)

Mas como 0 < i,j < (p—1)/2 = 0<i+j<p—1loui=j =0,
temos que a unica possibilidade é i = j (mod p).

Embora saibamos a lista completa dos residuos quadraticos, na pra-
tica pode ser dificil reconhecer se um niimero é ou nao residuo quadra-
tico. Por exemplo, vocé sabe dizer se 2 é residuo quadratico médulo
10197 Veremos a seguir o teorema da reciprocidade quadratica, que
permite responder estas questoes de maneira bastante eficiente.
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2.2.1 Residuos Quadraticos e Simbolo de Legendre

Seja p > 2 um ndmero primo e a um inteiro qualquer. Para simpli-
ficar calculos e notacoes definiremos o chamado simbolo de Legendre:

1 septaeaéumresiduo quadratico médulo p

)=y 0 =r
—| = sepla
P p

—1 caso contrario

Proposicao 2.8 (Critério de Euler). Seja p > 2 um primo e a um
inteiro qualquer. Entdo

(a) = a2 (mod p).
p

DEMONSTRAGAO: Para a = 0 (mod p) o resultado é claro, de modo
que podemos supor p { a. Pelo teorema de Fermat temos que a?~! = 1
(mod p), donde

(a%—l)(a%+1)50 (mod p) <= p|a%—1oup|a%+l
e a7 =41 (mod p).
Assim, devemos mostrar que a% = 1 (mod p) se, e s6 se, a é um

residuo quadratico moédulo p.
Se a é um residuo quadratico, digamos a = i*> (mod p), novamente
pelo teorema de Fermat temos que

p—1
2

polinémio f(x) = 27 —Tem Z/(p)|z]. Mas Z/(p) é corpo, logo f(x)
pode ter no méximo deg f = (p — 1) /2 raizes em Z/(p). Isto mostra que
as rafzes de f(x) sdo exatamente os residuos quadraticos ndo congruentes

Assim, os residuos quadréticos 12,22, ..., (25+)2 médulo p sdo raizes do

. p—1 ’ ,
a zero médulo p e que, portanto, a2 =1 (mod p) se, e s6 se, a é um
residuo quadratico moédulo p. ]
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Corolario 2.9. O simbolo de Legendre possui as sequintes propriedades:

1. sea="b (mod p) entao (%) = (%).

2

2. (“?) =1septa.
—1 p=1 2 . . o .

3. (7) = (=1) =, ou seja, —1 € residuo quadrdtico mddulo p se, e
s0 se, p=1 (mod 4).

4 @ =9QY.

DEMONSTRAGAO: Os itens 1 e 2 sdo imediatos a partir da defini¢ao

e 3 segue do critério de Euler: (_71) = (—1)% (mod p) = (_71) =

)% j4 que > 2 e ambos os lados da congruéncia sao iguais a +1.
Ja que p g g
Da mesma forma, aplicando o critério de Euler temos que

(‘;j’) = (ab)7 = a5 H5 = <Z> <Z) (mod p),

0 que mostra que (%f’) = (%) (%), pois novamente ambos os lados da
congruéncia sao iguais a +1. 0

Exemplo 2.10. Mostre que o polinomio f(x) = z* —102? +1 € irredu-
tivel em Z[z], mas € redutivel mddulo p para todo primo p.

SOLUGAO: Vejamos que f(z) é irredutivel em Z[z]. Observe inicial-
mente que as raizes de f(x) sdo todas irracionais: se p,q € Z sao tais
que mde(p,q) = 1 e f(p/q) =0 <= p* —10p¢*> + ¢* = 0, temos da
tltima igualdade que ¢ | p* = ¢=Flep|q¢* = p=Fljidquepe
g sdo primos entre si, logo p/q = +1, nenhuma das quais é raiz de f(x)
(cujos zeros sdo £v/2 £ /3).

Logo se f(x) for redutivel ele é o produto de dois polinomios de grau
2, que podemos supor monicos. Como o produto dos coeficientes inde-
pendentes destes dois fatores deve ser igual ao coeficiente independente
de f(z), que é 1, temos apenas duas possibilidades:

f(z) = (2 + ax + 1)(2® + bz + 1) ou
fx) = (2* +azx —1)(z* + b — 1)



920 [CAP. 2: EQUACOES MODULO M

com a,b € Z. Em ambos os casos, temos a + b = 0 (coeficiente de

23). Logo, no primeiro caso, comparando o coeficiente de
ab+2 = —10 < a® = 12, o que é impossivel. O segundo
analogo.

Agora, para p =2 e p =3 temos

temos
caso ¢

f(x)=(z+1)* (mod 2) e f(z)= (2> +1)* (mod 3).

Agora se p > 3 é um primo, temos que ou (%) =1, ou (%) =1ou (

ja que (2) (§) = (Q). No primeiro caso, se a®> =

26 > (mod p) temos

f(z) = (2 + 2ax — 1)(2® — 2azx — 1) (mod p).
J& no segundo caso, se b> = 3 (mod p) temos
f(z) = (2® + 2bx + 1)(2® — 2bz +1) (mod p).

2 =

Finalmente, no ultimo caso, se ¢ (mod p) temos

f(z) = (2?2 +2¢—5)(z> —2¢—5) (mod p).

Isto mostra que f(x) é redutivel médulo p para todo primo p.

2.2.2 Lei de Reciprocidade Quadratica

5=

O critério de Euler ja nos fornece uma maneira de identificar residuos

quadraticos. Entretanto, vamos provar um resultado muito mais
que é a famosa

Teorema 2.11 (Reciprocidade Quadrética).

1. Sejam p e q primos impares distintos. Entdo

2\ _ 2t ] 1 osep=4l (mod 8)
<>_( 2 _{—1 sep==+3 (mod 8).

forte,
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Antes de apresentar a prova, vejamos algumas aplicacoes.

Exemplo 2.12. Determinar se —90 € residuo quadratico modulo 1019
ou nao.

SOLUCAO:
-90\
1019/ 1019 1019 1019 1019
0
=D <5>
4
= — = — = 1
<5> <5)
Ou seja, —90 ¢ residuo quadréatico médulo 1019. |

Exemplo 2.13. Seja p um numero primo. Mostre que
1. se p é da forma 4n + 1 entdo p | n™ — 1.

2. se p é da forma 4n — 1 entdo p | n™ + (—1)"*1 . 2n.

SoLUGAO: No primeiro item, 4n = —1 (mod p), donde elevando a n
obtemos
(4n)" = 2*"p" = (=1)®  (mod p).

Por outro lado, pelo critério de Euler e pela reciprocidade quadratica
temos

p2-1

2 = 2" = (—1)"%

= (—1)"®"*D = (—1)" (mod p).

Portanto n =1 (mod p), como queriamos demonstrar.
No segundo item, temos 4n =1 (mod p) e assim

(4n)" =2*"p" =1 (mod p),

p2-1

mas 2271 = 25 = (—1) = (=1)"»=1D (mod p), donde 2%" = 2.
(—1)" (mod p). Concluimos que 2n™ = (—1)" (mod p) e multiplicando
por 2n e utilizando 4n = 1 (mod p) obtemos n" = 2n - (—1)" (mod p),
como desejado. O
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O primeiro passo da demonstracao da lei de reciprocidade quadratica
é o seguinte

Lema 2.14 (GauB). Sejam p > 2 um ndmero primo e a um inteiro
positivo primo relativo com p. Seja s o numero de elementos do conjunto

{a,2a,3a,...,ﬂ-a}

tais que seu resto mdédulo p € maior do que ’5=. Entdo

DEMONSTRAGAO: A ideia é imitar a prova do teorema de Euler-Fermat.
Como o conjunto {£1,+2,..., i%} ¢ um sistema completo de inverti-
veis médulo p, paracada j =1,2,..., p%l podemos escrever a-j = €;m;
(mod p) com € € {—1,1} e m; € {1,2,...,}%1}. Temos que se i # j
entdao m; # m; donde {mq,mo,... ,mpT_1} ={1,2,..., pT_l} De fato, se
m; =m; temos a-i=a-j (modp)oua-i=—a-j (mod p); como a é
invertivel médulo p e 0 < 4,5 < (p—1)/2, temos que a primeira possibi-
lidade implica i = j e a segunda é impossivel. Assim, multiplicando as
congruéncias a - j = €;m; (mod p), obtemos

(a-1)(@-2) - (a-B52) = exes -+ eprmima---myes (mod p)
2 2

p—1

.56162"'6%1< )! (mod p)

= (a) =e€1€2...€p-1  (mod p),
P 2

donde (9) = €1€2...€p-1, pois ambos os lados pertencem a {—1,1}.
2

Assim, () = (=1)° ja s é o nlimero de elementos j de {1,2,..., Ly

tais que €; = —1. O

O lema de Gauf} ja nos permite provar a férmula para (g) Sep=1

(mod 4), digamos p = 4k + 1, temos % = 2k. Como 1 < 25 < %

para j < k e BEo= <2]<p—1parak:+1<]<2k: temos

(2)_(_1)k_{ 1, sep=1 (mod8),

p -1, sep=5 (mod 8).
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Se p = 3 (mod 4), digamos p = 4k + 3, temos % = 2k + 1. Para
1§j§k‘tem081§2j§%eparak+1§j 2k + 1 temos
%<2j§p—1, donde

<2> — (_1)k+1 = _1a se p= 3 (mOd 8),
p 1, sep=7 (mod 8).

IN

Agora, para provar o item I da lei de reciprocidade quadratica, va-
mos mostrar que

A férmula (%) é apenas uma contagem: o lado esquerdo é o nimero
de pontos com ambas as coordenadas inteiras no interior do retangulo

de vértices (0,0), (p/2,0), (0,q/2) e (p/2,q/2).

AT Y=

(0,4/2)

X
\,L/_’h - Q[\] Qoo
N
vy
\/;’\) —~
y
(p/2,0)

Por outro lado, o primeiro somatério do lado direito conta o nimero de
tais pontos que estao acima da diagonal x = %y do retangulo, enquanto
o segundo somatorio conta o nimero de tais pontos abaixo desta dia-
gonal (note que como p e ¢ sdo primos, nao hé pontos com ambas as
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coordenadas inteiras na diagonal). Por exemplo, no primeiro somatério
cada termo L%J representa a quantidade de pontos na reta y = ¢ acima

da diagonal z = Ia’y.
Finalmente, para mostrar (xx), basta checar que Zlgz‘g%l L%J =s
(mod 2), onde s é como no lema de Gauf} aplicado para a = ¢. Seja r;

o resto da divisao de iq por p, de modo que iq = V—qu + 7;. Somando e
utilizando a notagao da demonstracao do lema de Gauf}, obtemos

q Z i=p Z { J+ri§2mi+”§2(p—mi)-

Como p e ¢ sao fmpares, médulo 2 temos

Z i = Z { J—F Zmi—k Z(1+mi) (mod 2),

1<i<P_= 1<i ri<p/2 ri>p/2
e como {my,ma,...,mp-1} ={1,2,..., %}, concluimos assim que
2
1= 1+ (mod 2)
=z BT x
1<i<et 1<i<e! 1<i<P=l  r>p/2
iq

= Z {J =s (mod 2)

1<i<ezt P

0 que encerra a prova. Na proxima subsecao daremos uma demonstragao
alternativa da lei de reciprocidade quadratica. Para uma terceira prova,
veja a segao 6.2.

a

Observagao 2.15. O simbolo de Legendre (5) pode ser estendido para

o simbolo de Jacobi (%), que estd definido para a inteiro arbitrdrio

e n inteiro positivo impar por (9) = (pl)m (m)QQ...(plk)ak sen =

n
al Q2 (873

Pl Dy D

simbolo de Legendre usual); temos (%) = 1 para todo inteiro a. Nao €

dificil provar as sequintes propriedades do simbolo de Jacobi, que podem
ser usadas para calcular rapidamente simbolos de Legendre (e de Jacobi):

é a fatoragao prima de n (onde os (ﬁ) sao dados pelo

1. Se a=0b (mod n) entdo (&) = (Q).
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o
—~

) =0 semdc(a,n) #1 e (%) € {-1,1} se mdc(a,n) = 1.
)(2); em particular, (a—;) € {0,1}.

(i) = (&) (%) em particulor, () € (0,1}

o
—
e
SN—

Il
—
S

e

~ . , ~ m=1 n—1
5. Sem en sdo positivos e impares, entao (%) =(-1)"=z =2 (%)

7 @) = (-1

Os trés dltimos fatos, que generalizam a lei de reciprocidade quadrdtica,
podem ser provados usando a multiplicatividade em a e em n do sim-
bolo de Jacobi (%) e a lei de reciprocidade quadrdtica para o simbolo de
Legendre.

Como para o simbolo de Legendre, se (%) = —1, a nao € residuo qua-
drdatico mddulo n, mas (diferentemente do que acontece para o simbolo
de Legendre) é possivel que (%) seja tgual a 0 ou a1 sem que a seja resi-
duo quadrdtico mddulo n. Por exemplo, (12—5) = (%) (%) =(-1)-(-1)=1
e(2)=03)3) =0-(-1) =0, mas 2 e 3 ndo sio residuos quadrdticos
modulo 15.

2.2.3 Uma demonstragao trigonométrica
Nesta subsecao usaremos as abreviagoes
s(x) =sen(2mx), c¢(x) = cos(2mx).

Assim as fungoes s e ¢ tém periodo 1. Por exemplo, s(x) = 0 se e somente
se x é inteiro ou da forma inteiro mais meio. Vejamos uma reformulagao
do Lema de GauB.

Lema 2.16. Seja p > 2 primo e a inteiro, a primo com p. Entdo
k k
I (5)-6) I, 6
1<k<(p—1 p p p
<k<(p-1)/2 1<k<(p-1)/2

DEMONSTRAGAO: Observe que para cada k entre 1 e (p — 1)/2 existe
um unico k¥ no mesmo intervalo com ak = +k’ (mod p): assim os dois
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grandes produtos acima tém o mesmo moédulo. O segundo produto é
claramente positivo. Por outro lado, temos

k
s<a><0
p

se e somente se o resto de ak médulo p for maior do que p/2. Assim, para
s como no Lema de GauB}, o nimero de termos negativos no primeiro
produto é igual a s. Pelo Lema de Gauf, isto completa a demonstracao.

O

Demonstraremos agora uma férmula para um produto de senos.

Lema 2.17. Seja g > 0 um inteiro impar. Entdao

s(qz) = (47 ] s(m—i—f]).

0<l<q

Assim, por exemplo,

s(3z) = —4s(x)s (:c + ;) s (x + §> .

H&4 muitas maneiras de demonstrar estas identidades: a demonstragao
abaixo usa numeros complexos e as formulas de Euler:

e(z) = c(x) +is(x) = exp(2mix),

s(x) = W7 o(z) = W.

DEMONSTRAGAO: Seja ¢ = e(1/q) é uma raiz do polinémio w? — 1 e
temos
w!—1= H w— ¢
0<j<q
Seja z = e(z); temos
29— 2714 l Cle— ¢t
s(qx) = — S <x+ q) =

Substituindo na identidade do enunciado, devemos portanto demonstrar

que
29— 279 = H (Clz — Cil;fl) .

0<i<q
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Multiplicando o lado esquerdo por z4 e cada fator do lado direito por z,
devemos mostrar que

2211 = H (CZzQ—C71>.

0<i<q
Ora, colocando ¢! em evidéncia, temos
H (sz2 _ C_l) | Cq(q—l)/Q H <z2 _ C_Ql) ‘
0<l<q 0<l<q

Como ¢ é fmpar, (¢ — 1)/2 é inteiro e portanto ¢94~—1)/2 = 1; quando I
varia de 0 a ¢ — 1 temos que —2[ corre um sistema completo de residuos
equivalente portanto a j correr de 0 a ¢ — 1. Devemos portanto provar

que
22— 1= H (2> = ¢).
0<j<q
Fazendo 2% = w, esta é a primeira identidade da demonstracao. O

Lema 2.18. Seja g > 0 um inteiro impar. Entdao

ot 1 (E-D)

1<i<(¢-1)/2

DEMONSTRAGAO: Segue imediatamente do lema anterior, passando
s(z) para o denominador e juntando os termos correspondentes a [ e
q—I. O

Lema 2.19. Seja p > 2 primo e q inteiro impar, q primo com p. Entdao
(p=1)(¢=1) ko1 k1
Q-com I CCG)
P 1<h<p-D/21<is@-n2 » P 1 AP
DEMONSTRAGAO: Pelo Lema 2.16 temos

(-0, 55

1<k<(p—-1)
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Aplicando o Lema 2.18 a cada termo temos

1) = 45 s(FLby (kL
(p>_ I e 13@1(;[1)/2( (p q) (p Q>)

1<k<(p—1)/2

Passando as poténcias de —4 para fora do produtério e juntando os dois
produtérios temos a férmula do enunciado. ]

Estamos agora prontos para concluir a segunda demonstracgao da Lei
de Reciprocidade Quadratica.

DEMONSTRACAO: Se p e g sao primos distintos e maiores do que 2
entao usando duas vezes o Lema 2.19 temos

@: 8(§+é)3<§_é) _ oy @=le-n
(g) ISkS(p—l)/IQ_,{Slg(q—l)/Q S (% + é) s (_% + l) (-1) 4 )

como queriamos. 0

Problemas Propostos
44 (=60 2010
2.12. Calcular (m), (m) e (m).
2.13. Determine todas as solugdes de x'% =1 (mod 49).

2.14. Sejam p um primo impar e ¢ um inteiro que ndo € maultiplo de p.

Prove que
pz_:l <a(a-|— c)> _
AN .

a=0

2.15. Existem inteiros m e n tais que
5m? — 6mn + Tn* = 1985 ?

2.16. Demonstrar que a congruéncia 6z* + 5x +1 = 0 (mod m) tem
solucao para todo valor natural de m.

2.17 (OBM2010). Prove que se 10" + 8- 10" + 1 tem fator primo da
forma 60k 4+ 7 entdo n e k sao pares.
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2.18 (Ibero2003). Definem-se as sucessoes (an)n>0, (bn)n>0 por
ag=1, bp=4, an1= aiOOl 4+ by, bpy1 = biOOl +a, n>0.

Demonstre que 2003 nao divide nenhum dos termos destas sucessoes.

2.19. Demonstrar que existem infinitos primos da forma 3k+1 e 3k —1.

2.20. Demonstrar que se mdc(a,b) = 1 o nimero a® 4 b* ndo pode ter
fatores primos da forma 4k — 1 e se além disso mdc(a,3) = 1 entao o
nimero a® 4+ 3b% ndo pode ter fatores da forma 6k — 1. Que podemos
dizer sobre os fatores primos de a® + pb?> onde p é um primo?

2.21. Demonstrar que, para p = 1093,
2fr = 1 (mod p?).
2.22. a) (Euler) Seja F,, = 22" +1 o0 n-ésimo mimero de Fermat. Prove
que todo fator primo de F,, é da forma k-2"1 4 1.
b) (Lucas) Prove que, se n > 2, entdao todo fator primo de F,, € da
forma k-2"2 + 1.
¢) Mostre que 22" 4+ 1 é composto.

2.23 (IMO1996). Os inteiros positivos a e b sao tais que 15a + 16b e
16a — 15b s@o ambos quadrados perfeitos positivos. Encontre o menor
valor que pode tomar o menor destes quadrados.

2.24. Seja p um ndmero primo impar. Seja s o menor inteiro positivo
que nao € residuo quadrdtico modulo p.

(a) Mostre que p > s* — s.

(b) Suponha que p > 5 e que —1 seja residuo quadrdtico médulo p:
mostre que p > 25 — s.

2.25. Sejam M um numero inteiro e p um ndmero primo impar. Mostre
que a sequéncia M, M +1,..., M +2|,/p] contém um elemento que nao
é residuo quadrdtico mddulo p (e portanto, em particular, nao é miltiplo
dep).

2.26 (Putnam 1991). Seja p um primo impar. Quantos elementos tem
o conjunto
{a® |z € Z/pZY N {y* + 1 |y € Z/pZ}?

2.27 (IMO2008). Prove que existe um nimero infinito de inteiros posi-
tivos n tais que n® 4+ 1 tem um divisor primo maior do que 2n + v/2n.
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2.3 Congruéncias de Grau Superior

Dado um polinémio f(x) € Z[z] e um numero natural n, vamos
estudar condicoes para que a congruéncia

f(®)=0 (mod n)

tenha solugao. O primeiro resultado diz que basta considerar o caso em
que n = pF é a poténcia de um primo p.

Proposicao 2.20. Suponhamos que n = p’fl - -pfl

mos distintos. Temos uma equivaléncia

onde o0s pj sao pri-

fl@) =0 (modpp!)
f(x)=0 (modn) < :

fl) =0 (mod p}")

de modo que f(x) =0 (mod n) admite solugdo se, e somente se, f(x) =

0 (mod p?j) tem solucao para cada j.

~ o A kj -~ .
DEMONSTRACAO: Como as poténcias pjj sao coprimas duas a duas,

.. . . . k; .
temos que n divide um inteiro M se, e s6 se, pj] | M para cada j,
o que demonstra a equivaléncia. Assim, a existéncia de solucdo para
f(x) =0 (mod n) implica a existéncia de solu¢ao para o sistema acima.

Reciprocamente, se cada f(z) = 0 (mod p?j ) tem uma solugdo = =
a; (mod p?j), pelo teorema chinés dos restos existe a tal que a = a;

(mod p?j) para todo j, de modo que f(a) = f(aj) =0 (mod p?j) para
todo j e logo f(a) = 0 (mod n) pela equivaléncia acima. Note em

particular que o nimero de solugoes distintas médulo n de f(z) = 0
(mod n) é igual ao produto do ntimero de solugdes médulo p?j de f(x) =
0 (mod p?j). O

A préxima proposigdo indica como, a partir de uma solucao de
f(z) =0 (mod p*°), obter solugdes para f(x) = 0 (mod p¥) para todo
k > ko. Para isso, precisamos da noc¢ao de derivada de um polinémio:
se p(x) = apz"™ +an 12"+ +arr +ag = >0 a;x?, definimos sua
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derivada p’(x) como sendo o polinémio
n

P () =napz” '+ (n— Dap_ 12" 2+ +a; = Zjajacj_l.
j=1

Note que, se p(z) € Z[z], entdo p'(x) € Z[x].

Proposicao 2.21 (Lema de Hensel). Seja f(x) € Z[z] um polindmio, p
um maimero primo. Seja a € 7 tal que f(a) =0 (mod p*°) e cuja maior
poténcia p© de p com pl | f'(a) satisfaz 0 < 21y < ky. Entdo existe uma
sequéncia de inteiros (ag)k>k, com

_ k1
aky = @, Gx1 =ag (mod p" ')

f(ax) =0 (mod p*) para todo k > k.

e

Em particular, se existe um inteiro a tal que f(a) = 0 (mod p) mas
f'(a) # 0 (mod p) entdo f(z) = 0 (mod p¥) admite solucio para todo
k e N.

DEMONSTRAGAO: Construimos a sequéncia indutivamente. Seja k >
ko e suponha por inducdo que p* | f(ax), ou seja, f(ay) = rpp* para um
certo ry, € Z e p© | f'(ax) mas pot! f f'(ay), ou seja, f'(ax) = spp' onde
p 1t sg. Estamos procurando um nimero da forma ap4q1 = ap + tkpk_lo,
com t, € 7Z, que satisfaz p*t' | f(aps1), p° | f'(aps1) mas plot! ¢
f(ars1).

Para cada r € N, temos

k
N
(ag + tpp®0)" = af + tkmz_lpk*lo + g <j>a7,; Ipi(h=lo) =
=2

r—1,k—lo

=ayp +tyra; p (mod pkH),

pois a hipétese 0 < 2y < ko implica 2(k — lp) > k+ 1. Se f(z) =
> om_o ¢ra”, multiplicando a congruéncia acima por ¢, e somando, de
r =0 até n, obtemos

n

n
flagsr) = flap +tp"70) = craf +tp Y _rap 'phTl =
r=0 r=0
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= flar) + tef (ar)p""0 = rep® + sptep®  (mod pMtH).
Logo para que p**! | f(az,1) devemos encontrar t; tal que 74 + spty = 0
(mod p), o que é possivel pois s é invertivel médulo p. Finalmente,
temos que

fars1) = f'(ax) = spp’®  (mod p*~'0)

"(ar41) =0 (mod ph)
- { f'(ars1) #0  (mod plott)

0 que completa a inducao. ]

Observemos que a condigao sobre a derivada de f no lema de Hensel
é necessaria. Para isto, consideremos f(z) =z™ +3 com m > 2, a =0
e p = 3. Assim, temos que f(0) = 3 = 0 (mod 3), mas f(0) = 0
é divisivel por poténcias arbitrariamente grandes de 3, logo f(z) nao
satisfaz a segunda hipétese da proposicao. E de fato, se b € Z e f(b) =
b™ + 3 = 0 (mod 3) entdao b = 0 (mod 3), donde b™ = 0 (mod 9) e
f(b) =0"+3 =3 (mod 9), o que mostra que nenhuma raiz médulo 3
“levanta” para uma raiz moédulo 9.

Agora vamos nos concentrar em equagoes médulo p. Para o préximo
resultado, necessitamos de um

Lema 2.22. Seja p um primo. Entao

se (p_l)'tka

0
*+2+. .+ (p—1* modp=
P =1) P p—1 se(p—1)|k.

DEMONSTRAGAO: Se (p—1) | k, temos que cada termo da soma acima
é congruente a 1 moddulo p e o resultado segue. Suponha agora que
(p— 1) 1 k e seja g uma raiz primitiva médulo p. Temos portanto

P2k -1 =146+ g* 4+ + P D* (mod p)
Sendo S = 1+ g¢F+ g2 +- .-+ ¢®P=2k multiplicando por g* e observando
que g®=V* =1 (mod p) temos

F"S=g"+ "+ + g VF (mod p)
= ng =S (modp) < (¢*-1)S=0 (mod p)
Como ¢ é uma raiz primitiva e (p— 1) { k temos que g* —1 #Z 0 (mod p),

ou seja, g¥ — 1 é invertivel médulo p e portanto S = 0 (mod p), o que
encerra a prova. O
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Teorema 2.23 (Chevalley-Warning). Seja p um primo e sejam

fl(azl,...,a:n),...,fk(scl,...,xn) EZ[.%‘l,...,:Cn]

polinémios em mn wvaridveis com coeficientes inteiros tais que

£i(0,...,0) =0 (mod p) para todo i<k. Suponha que > deg(f;)<n.
1<i<k

Entao a quantidade de “pontos” em

A:{(l'lv"'?xn) € (Z/pZ)n | fi(!l)l,...,l'n)zﬁ \V/Z:L,k’}

é um multiplo de p. Em particular, existem pontos (x1,...,Tn) #

(0,...,0) em (Z/pZ)"™ tais que fi(z1,...,2,) =0 para todo i.

DEMONSTRAGAO: Usaremos o lema anterior para determinar |A| mod

p. Paraisso, notemos que pelo teorema de Euler-Fermat f;(z1,...,z,) #
0 (mod p) < fj(z1,...,2,)?" ! =1 (mod p). Definamos
g(xla ey - ,.’En) - H (1 - fj(xla GO 7$n)p_1)-
1<j<k
Observemos que g(z1,...,x,) =0 (mod p) se, e somente se, existe j tal

que fj(z1,...,2n) Z 0 (mod p). Por outro lado, se fj(z1,...,z,) =0
(mod p) para todo j entao g(z1,...,z,) =1 (mod p), portanto

Z g(x1,...,xy) = |A]  (mod p).

(z1,eeyxn)E(Z/pZ)™

Notemos agora que deg(g) < ;<< (p—1) deg(f;) < (p—1)n. Portanto
cada mondémio ¢zl z2 - - - x¥n de g é tal que > 1<j<n i < (p—1)n, donde
pelo Principio da Casa dos Pombos sempre existe algum r com 0 < 4, <

p — 1. Assim, pelo lema anterior, 3, <77 zir =0 (mod p) donde

§ /‘ i1 .12 7 § i1 § @2 E A
C$1.’E2"1’nn—c 1’1 1‘2"' .fn"

(1500 )E(Z/PL)™ 21 E€L/PL x2€Z /P Tn€L/PL
=0 (mod p)
Isso mostra que Z(xl,...,xn)G(Z/pZ)n g(x1,...,2,) = 0 (mod p) e, por-

tanto, |A| é multiplo de p. Como (0,0,...,0) € A, h4 pelo menos p — 1
outros pontos nesse conjunto, o que prova o teorema.
O
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Como aplicagao, provemos o seguinte resultado, devido a Erdds,
Ginzburg e Ziv.

Proposicao 2.24. Seja n wm inteiro positivo. Dados inteiros
T1,...,Lon—1 existem 1 < 11 < 19 < - < 1, < 2n — 1 tais que
iy + Tiy + - + x4, € divisivel por n.

DEMONSTRAGCAO: Mostremos primeiro que se o resultado vale para
m e para n entao vale para mn. Sejam xi1,Z3,...,Tomn—1 € Z. Por
hipétese temos que, para cada subconjunto A de {1,2,...,2mn — 1}
com 2n — 1 elementos, existe um subconjunto B C A com n elementos
tal que ) ;g x; é divisivel por n. Assim, construimos B; indutivamente
para todo 1 < 7 < 2m — 1, seguindo os seguintes passos

e Escolhemos um subconjunto A; de {1,2,...,2mn—1}\ |J By com
k<j
2n — 1 elementos.

e De A; escolhemos um subconjunto B; com n elementos tal que
Yic B, Ti ¢ divisivel por n.

Observemos que se j < 2m — 1 entao

{1,2,...,2mn—1}\UBj‘=2mn*1*(j*1)n
k<j
>2mn—1—(2m —2)n =2n —1,

0 que garante a construcao até j = 2m — 1. Definamos agora os inteiros
Yj = %Ziij xz; para 1 < 7 < 2m — 1. De novo por hipétese, existe um
subconjunto de indices C' C {1,...,2m — 1} com m elementos tal que

Zjec y; € divisivel por m e portanto

2 D mi=n) Y

jECieB; jeC
é uma soma com |C||B;| = mn somandos que é divisivel por mn.

Assim, basta provar a proposicao para n primo. Para isso, conside-
remos os polindomios

n—1 n—1 n—1
filwn, oo mep) =21 oy 4wy, e

n—1 n—1 n—1
fg(.’L‘l, ey xgn_l) = a1xy + a2y +---+ a2n—1Toy, 1
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onde ay,...,ao,—1 sao os inteiros dados. A soma dos graus de fi e
fo é 2(n—1) < 2n — 1. Pelo teorema de Chevalley-Warning, existem
Z1,...,Zon—1 € Z/(n) ndo todos nulos com

fi(zy, ... zon—1) = fo(x1,...,29p-1) =0 (mod n).

Como "1 =1 (mod n) para todo = € (Z/(n))*, fi(z1,...,22,-1) =0
(mod n) implica que existem exatamente n valores i < 2n—1 com z; # 0
(mod n). Sejam 1 < iy <ig < -+ < iy < 2n — 1 tais valores de i, como

1:?;1 =1 (mod n) para todo s < n temos que

arx?t Fagah T 4 tagn 1wyt = aiy fai, + -+ a;,  (mod n),
pois z; =0 (mod n) se j # i; paratodo s < n. Assim, a;, +a;,+- - -+a;,
¢é divisivel por n, o que prova o resultado. ]

Problemas Propostos

2.28 (OBM2007). Para quantos inteiros ¢, —2007 < ¢ < 2007, existe
um inteiro = tal que x> + ¢ é mailtiplo de 220072

2.29. Seja p um primo e sejan tal que pl€ fn. Demonstrar: se a equagao
y" = a (mod p*) tem solucdo com mdc(y, p) = 1, entdo para todo m > k
a equagao Y™ = a (mod p™) possui solugao.

2.30. Seja f(x) € Z[z] um polinémio, p um nimero primo, a um inteiro
tal que f(a) =0 (mod p) mas f'(a) Z 0 (mod p) e k um inteiro positivo.
Prove que, se ay é um inteiro tal que ap = a (mod p) e f(ag) = 0
(mod p*), entdo, tomando b tal que b = ay, — f(ar)- f'(ar)~ " (mod p?¥),
entio f(b) =0 (mod p¥).

2.31. Seja p um primo impar, a um inteiro e n um inteiro positivo.
Sejam « e B inteiros mao negativos, com o > 0. Prove:

(a) Se p? e p® sio as maiores poténcias de p que dwidem n e a — 1
respectivamente entio p* TP € a maior poténcia de p que divide a™—1
(atengao, p deve dividir a—1 pois a > 0! Mas note que p nao precisa
dividir n)
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(b) Se n € impar e PP e p® sdo as maiores poténcias de p que dividem
n e a+ 1 respectivamente entdo p*t? € a maior poténcia de p que
divide a™ + 1 (mesma ressalva do item (i)).

2.32. Sejam a um inteiro e n um inteiro positivo. Sejam « e B inteiros
nao negativos, com «, 3 > 0. Prove:

(a) Sen € impar e 2% é a maior poténcia de 2 que divide a — 1 entao
2% € também a maior poténcia de 2 que divide a™ — 1.

(b) Se a = 1 (mod 4) e 2% e 2% sio as maiores poténcias de 2 que
dividem n e a— 1 respectivamente entdo 2°TP é a maior poténcia de
2 que divide a™ — 1.

(c) Se a = 3 (mod 4) e 2° e 2% sdo as maiores poténcias de 2 que
dividem n e a+ 1 respectivamente entdo 228 € a maior poténcia de
2 que divide a™ — 1.

(d) Sen € impar e 2% é a maior poténcia de 2 que divide a + 1 entao
2% € também a maior poténcia de 2 que divide a™ + 1.

2.33. Encontre todos os inteiros nao negativos x e y tais que
7—-2.3"=1

2.34. Encontre todas as ternas (a,m,n) de inteiros positivos tais que
a™ + 1 divide (a +1)".

2.35. Seja p um mimero primo en, k e a = pta; nimeros naturais tais
que mdc(p, a;) = 1. Prove: a congruéncia ™ = a (mod p*) tem solugdo
se, e 80 se, k<t ou

Pk_;(PfD
k>t, n|t e al" " =1 (mod p*7?).

2.36 (Irlanda 1997). Seja A um subconjunto de {1,2,...2n —1} com n
elementos. Prove que A contém uma poténcia de 2 ou dois elementos
distintos cuja soma € uma poténcia de 2.

2.37 (Roménia 1996). Determinar o maior inteiro positivo n com a
sequinte propriedade: existem inteiros nao negativos xi, ..., T, tais que,
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para toda sequéncia €1, €, ..., €, de elementos de {—1,0,1}, ndo todos
zero, 0 nuUMero

€1T] + €2T2 + -+ + €xTp
nao € divisivel por n3.
2.38 (Erdés). Mostrar que todo mimero inteiro positivo pode ser ex-
presso como soma de nimeros da forma 2%3% de modo que nenhum termo
é divisivel por outro.

2.39 (Roménia 1998). Mostrar que para todo n > 2 existe um subcon-
gunto S de {1,2,...,n} com no mdzimo 2|\/n|+1 elementos tal que todo
numero natural menor do que n pode ser representado como diferenca
de dois elementos de S.

2.40 (IMO2007). Seja n um inteiro positivo. Considere
S={(z,y,2) | z,y,2 € {0,1,...,n}, x4+y+2z>0}

como um conjunto de (n + 1) — 1 pontos no espago tridimensional.
Determine o menor niumero de planos, a unido dos quais contém S mas
nao inclui (0,0,0).



Capitulo 3

Fracoes Continuas

A teoria de fragbes continuas é um dos mais belos assuntos da Ma-
tematica elementar, sendo ainda hoje tema de pesquisa.

Nas inclusoes N C Z C Q C R, a passagem de QQ para R é sem duivida
a mais complicada conceitualmente e a representacao de um niimero real
esta diretamente ligada a propria nocao de ntimero real.

De fato, o conceito de ntimero natural é quase um conceito primitivo.
Ja um ntmero inteiro é um nimero natural com um sinal que pode ser
4+ ou —, e um numero racional é a razao entre um nimero inteiro e
um natural nao nulo. Por outro lado, dizer o que é um ntmero real é
tarefa bem mais complicada, mas hé coisas que podemos dizer sobre eles.
Uma propriedade essencial de R é que todo nimero real pode ser bem
aproximado por numeros racionais. Efetivamente, dado x € R, existe
k= |z] € Z tal que 0 <z — k < 1. Podemos escrever a representacao
decimal de

z—k=0a1a2...an..., a; €{0,1,...,9},

o que significa que se r, = ap, +10-ap—1 +100-ap_o+---+ 10n1t. ay,
entdao ¢ < v —k < Tﬁ#, e portanto k + {g= € uma boa aproximacao
racional de x, no sentido de que o erro }3: — (k + ﬁ)—"n)‘ é menor do que
10%, que é um nimero bem pequeno se n for grande. A representagao
decimal de um ntumero real fornece pois uma sequéncia de aproximacoes
por racionais cujos denominadores sao poténcias de 10.

Dado qualquer z € R e ¢ natural nao nulo existe p € Z tal qu

_ptl
q

- O
ESUiS]
IA

z < % (basta tomar p = [gz|), e portanto ‘:1: - g‘ < ée ‘x
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Em particular ha aproximagoes de x por racionais com denominador
q com erro menor do que %. A representagao decimal de x equivale
a dar essas aproximacOes para os denominadores g que sao poténcias
de 10, e tem méritos como sua praticidade para efetuar calculos que a
fazem a mais popular das representagoes dos ntimeros reais. Por outro
lado, envolve a escolha arbitraria da base 10, e oculta frequentemente
aproximagoes racionais de x muito mais eficientes do que as que exibe.
Por exemplo,

’ 22 1
—

71570 " " 100 €™ 113| < 3000000 = "~ 1000000

314 ‘ 355 1 ’ 3141592 ‘

22 . 355 .x : ~ . ~
mostram que = e 333 sao melhores aproximagoes de 7 que aproximagoes

decimais com denominadores muito maiores, e de fato sdo aproximacoes
muito mais espetaculares do que se podia esperar.

O objetivo desta segdo é apresentar uma outra maneira de represen-
tar nimeros reais, a representagao por fragoes continuas, que sempre
fornece aproximacgoes racionais surpreendentemente boas, e de fato for-
nece todas as aproximagoes excepcionalmente boas, além de ser natural
e conceitualmente simples. Boa parte desta exposigao é baseada em [17].

Definimos recursivamente

ag =T, Qnp = {anJ

1
e,sean &7, Qpy1 = o, bara todo n € N.
n mn

Se, para algum n, a, = a, temos

def 1
x = ag = [ag;ar,az,...,an] = ag+ 1
ay +
as + .
1
_|_7
(79)
Se nao denotamos
def 1
r = [ag;a1,as,...] = ag + :
al + ——
az + ..

O sentido dessa 1ltima notagao ficara claro mais tarde. A representagao
acima se chama representacdo por fra¢oes continuas de x.
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A figura d4 uma interpretacao geométrica para a representacao de
um numero por fracées continuas. Enchemos um retangulo 1 x z com
quadrados de forma “gulosa”, isto é, sempre colocando o maior quadrado
possivel dentro do espaco ainda livre. Os coeficientes ag, a1, as, . .. indi-
cam o numero de quadrados de cada tamanho. Na figura, se os lados do
retangulo sao ¢ < d entao

d
S =12,21,..]
C

pois temos ag = 1 quadrado grande, a; = 2 quadrados menores, as = 2
quadrados ainda menores, a3 = 1 quadrados ainda ainda menores, e um
numero grande nao desenhado de quadrados ainda ainda ainda menores
(aq é grande). Deixamos a verificacao de que esta descrigao geométrica
corresponde a descricao algébrica acima a cargo do leitor.

Note que, se a representacao por fracoes continuas de x for finita
entao x é claramente racional.

Reciprocamente, se x € QQ, sua representacao serd finita, e seus co-
eficientes a, vém do algoritmo de Euclides: se x = p/q (com ¢ > 0)
temos

» = apq + 11 0<r <gq
q=air1 +ro 0<ro<r
1 = agre + 73 0<r3<ry
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Temos entao

1 1
x:p/q:a0+r1/q:a0+a1+7’2/T1:a0+ 1
ai +
! a2+7’3/7’2
1
— - =ag+ 1 = [ao;al,aQ,...,an].
ai +
az + .. 1
_1_7
an

Isso ja é uma vantagem da representacgao por fragoes continuas (além
de nao depender de escolhas artificiais de base), pois o reconhecimento
de racionais é mais simples que na representagao decimal.

A representacdo decimal de niimeros reais estd intimamente ligada
a funcao f :[0,1) — [0,1) dada por f(z) = {102} = 10x — |10x], mais
precisamente, a dindmica da funcao f. Por dinamica da funcao f que-
remos dizer o estudo de suas composigoes sucessivas: para cada ponto
x € [0,1), estamos interessados na sequéncia z, f(z), f(f(z)), -+ € [0,1),
cujos termos sao os chamados iterados sucessivos da f. De fato, se
x € [0,1) tem representacao decimal 0,ajagas. .., entdo a; = [10z] e
f(x) = 0,a2a3a4 . ... Assim, definindo f! = f e f**! = fo f", temos
f"(x) = 0,an4+1an4+2an+3 ... para todo n > 1. Assim, por exemplo, se
x =1/3 =0,333..., temos f(z) = 0,333--- = x (nesse caso, dize-
mos que x = 1/3 é um ponto fixro de f); se x = 4/33 = 0,121212.. .,
temos f(x) = 0,212121... e f(f(x)) = 0,121212--- = z (nesse caso
dizemos que z = 4/33 é um ponto periddico de periodo 2 de f) e, se
x € [0,1] é irracional, os seus iterados por f serdo todos distintos, pois
sua representacao decimal nao serd periédica a partir de nenhum digito.

Ja a representacdo em fracoes continuas estd intimamente ligada
z} dindmica da fungdo g : (0,1) — [0,1), dada por g(z) = {1} =

- L%J, também conhecida como transformacdo de Gauss: se a =

0;a1,a2,a3,...] € (0,1), entdo a1 = |1] e g(a) = [0;a2,a3,a4,...].
Assim, definindo, como antes g' = g e g"*! = g o ¢" para todo n > 1,
temos ¢"(«) = [0; an+1, Gn+2, Ant3, - . - |, para todo n > 1.

Mais informagoes sobre a relagao entre fragoes continuas e a dinamica
da transformacao de Gauss pode ser encontrada em [46].
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Representamos abaixo os graficos de f(z) = {10z} e g(z) = {1}.

xT

y=g(@) ={3}
y = f(z) = {10z}
7 >
Seja = = [ap;a1,a2,...]. Sejam p, € Z, q, € N5 primos entre si
tais que 2—: = [ap;a1,az,...,ay], n > 0. Esta fragdo g—: ¢é chamada de

n-ésima reduzida ou convergente da fragao continua de x. O seguinte
resultado sera fundamental no que seguira.

Proposicao 3.1. Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to,t1,ta,- - €
R tal que ty, > 0, para todo k > 1, definimos sequéncias (Tm) € (Ym) por
o = to, Yo = 1, x1 = tot1 + 1, y1 = t1, Tmi2 = tmt+2Tm+1 + T,
Ym+2 = tm+2Ym+1 + Ym, para todo m > 0. Temos entdo

1 x
[tO;tl’t27'-‘7tn]:tO+ :l,VnZO

t + ! on
! to + o

.+1
tn

n

Além disso, Tni1Yn — TpYnt1 = (—1)", para todo n > 0.

DEMONSTRAGAO: A prova serd por indugdo em n. Para n = 0 temos
[to] = to = to/1 = @o/yo. Para n = 1, temos [to;t1] = to + 1/t; =
% = x1/y1 e, para n = 2, temos

ta  totita +to +t2

to;t1,t0| =1 =
[to; t1, to] o+ tity + 1 tity + 1

to +

1 JE—
ty+1/ty

_taltoti + 1)+t i tx w2
tot1 +1 toyi +yo Y2
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Suponha que a afirmagao seja valida para n. Para n 4+ 1 em lugar de n
temos

1

tn+1]
(tn + L)xn—l + Tp—2

tn+1

(tn + ﬁ)ynfl + Yn—2

[to;ti,to, .. tn, tng1] = [tosti, to, .., tn +

B tn—l—l(tnxn—l + xn—2) +xp—1
tn—i—l(tnyn—l + yn—2> + Yn—1
» 1T + Tn—1 _ Tni1

4 tnr1Yn + Yn—1 Yn+1

Vamos agora mostrar, por inducao, a segunda afirmacao. Temos
z1y0 — woy1 = (fot1 + 1) — toty = 1 = (=1)°
€, 8€ Tnt1Yn — TnlYnt1 = (—1)" para algum valor de n, entao

Tn4+2Yn+1 — Tn+1Ynt2 = (tn+2xn+1 + mn)yn—i—l = (tn+2yn+1 + yn)$n+1

— _ n __ n+1
= —(Tnt1¥Yn — TpYnt1) = —(=1)" = (=1)""".
O
Nos préximos resultados, * = [ag;a1,a2,as,...] serd um numero
real, e (flﬁ)neN, % = [agp; a1, az, ..., a,| serd a sequéncia de reduzidas da
n n

fragdo continua de x.
Coroldrio 3.2. As sequéncias (pn) e (gn) satisfazem as recorréncias

Pn+2 = Gn2Pp+1 + Pn @ Qn+2 = Ap+2qn+1 + Gn

para todo n > 0, com pg = ag, p1 = apa1 +1, go =1 e g1 = a;. Além
disso,

Pn+19n — Pndn+1 = (_1)n
para todo n > 0.

DEMONSTRAGAO: As sequéncias (py,) e (¢,) definidas pelas recorréncias
acima satisfazem, pela proposicao anterior, as igualdades

Pn

o lao; a1, a2, ..., an] € Puy1Gn — Pngns1 = (—1)",Vn > 0.
n
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Como pnt1Gn — Pngn+1 = (—1)™, para todo n € N, temos que os py, qp
dados pelas recorréncias acima sao primos entre si. Além disso, também
segue da recorréncia que g, > 0,Yn > 0. Esses fatos implicam que

(E2),en é a sequéncia de reduzidas da fragao continua de x. O
qn

Corolario 3.3. Temos, para todo n € N,

QpPn—1 + Pn—2 Pn—2 — Gn—2%
e e oy, = — £ 727

QnGn—1 + qn—2 gn—1T — Pn—1
DEMONSTRACAO: A primeira igualdade segue da proposicao anterior

pois & = [ag; a1, a9, ...,a,—1,0,] € a segunda é consequéncia direta da
primeira. O

Proposicao 3.4. Temos

P (D"
dn (anJrl + ﬂn+1)qr21
onde ¢
—1
Bn—l—l == = [0§an;an—1>an—27--'aa1]-
n
Em particular,
1 1 1
e R
(an—i-l + 2)qn dn (an-‘rl + ﬂn—l—l)qn An+194y

DEMONSTRAGAO: Pelo corolario anterior temos

Pn _ On+1Pn + Pn—1 Pn _ Pn—19n — Pndn-1

dn Qn41Gn + dn—1 dn (an—HQn + Qn—l)Qn
—(Pnn—1— Pn—10n) (="t

(nt+1qn + n—=1)¢n  (On41Gn + Gn—1)Gn

(=n" _ (=n" _ (="

(Qnt1Gn + @=1)qn  (Qnt1 + @n-1/qn)q2  (nt1 + Bnt1)g2

Em particular,
1

(41 + Bnt1)@2’
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e, como |apy1] = ans1 €0 < Brp1 < 1, segue que apt1 < g1+ Py <
Gn+1 + 2, 0 que implica a dltima afirmagao.
A expansao de 8,41 como fracao continua segue de

-1 ~1 —1 1
gn _ dn gn _ —
dn Ongn—1 + qn—2 dn an + dn_1
aplicado recursivamente. ]

Observagao 3.5. Como lim, ,o0 g, = +00 (pois (qn) € estritamente
crescente), seque desta proposi¢io que

. D
lim == =z,
n—oo qTL
0o que permite recuperar x a partir de ag,ai,as,..., e dd sentido a
igualdade = = |ap; a1, a2, ...] quando a fragdo continua de x é infinita

(i.e., quando x € irracional).

Observacgao 3.6. A proposicao anterior implica que, para todo o irra-
cional, a desigualdade |oc —p/q| < 1/¢* tem infinitas solucdes racionais
p/q. Este fato é conhecido como o Teorema de Dirichlet.

E interessante notar que, se o = r/s € Q, a desigualdade |a—p/q| <
1/q? tem apenas wm mimero finito de solu¢des racionais p/q. De fato,
Ir/s —p/q| < 1/q* equivale a |qr — ps| < s/q, o que implica que q < s.

A seguinte proposicao mostra que os convergentes pares formam uma
sequéncia crescente, e que os convergentes impares formam uma sequén-
cia decrescente. Além disso todos os convergentes impares sao maiores
do que todos os convergentes pares.

Proposigao 3.7. Para todo k > 0, temos

b2k < P2k+-2 <z< P2k+3 < p2k+1'
92k q2k+2 q2k+3 q2k+1

DEMONSTRACAO: O resultado segue dos seguintes fatos gerais. Para
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todo n > 0, temos que

Pnt2  Pn _ On42Pn+1 +Pn Pn

qn+2 qn n+2qn+1 1 qn an
N an+2(pn+1qn _ann-‘rl) _ (_l)nan-‘r?

In(Ant2qn+1 + qn) Gn+29n

¢é positivo para n par e negativo para n impar. Além disso, para todo
—1)n . .
n > temos que z — o = — D" ¢ hoditivo para n par e
- .07 q/ Adn (an+IQn+Qn—l)qn p p p
negativo para n impar. ]

Proposicao 3.8. Sejam ag,aq,...,a, inteiros com ai > 0, Vk > 1,
e seja (pr/qr)k>0 a sequéncia de reduzidas da fracdo continua
[ap; a1, az,...,ay]. Entdo o conjunto dos nimeros reais cuja representa-
cao por fragoes continuas comeca com ag, a1, ...,y € o0 intervalo

I(ag,ai,...,ay) = {pn} U{lao,ai1,...,an,a],a > 1}

an

Pn PntPn—1
qn’ Gntqn—1
PntPn—1 pPn

Antan—1" qn

) sen € par

sen € impar.

Além disso, a fun¢ao G : (1,4+00) — I(ag,ai,...,a,) dada por G(a) =
[ap; a1, a9, ..., an,a] € mondtona, sendo crescente para n impar e decres-
cente para n par.

DEMONSTRACAO: E suficiente notar que, como na prova do coroldrio
. o N —1)n
anterior, G(a) = [ag; a1, az, ..., an,a] = SLodPol — Pn (=1)

L, , aqn""anl 7 qn (QQn‘i’Qn—l)ﬂn’
e portanto GG é crescente para n impar e decrescente para n par. Assim,
como G(1) = ExtProl o iy G(a) = E2, temos

dntqn—1 a—+oo qn

(Iﬁ pn+pn71)
qn’ gntqn—1
(IM Pn )

se n é par

G((1,400)) =

paE—. se n é impar.
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Portanto,

I(ap,a1,...,an) = {pn} U{lao,a1,...,an,a],a > 1}
dn

— {2} e,

dn

Pn PntPn—1 4
4 [qn’ qn+qn71> S€ 1 € par
PntPn—1 pPn 41
O
Proposicao 3.9. Dados inteiros ag, a1, as9,..., com ai > 0,Vk > 1,

existe um unico nimero real o (que € irracional) cuja representagdo por
fragdes continuas € [ag;ay,az,...].

DEMONSTRAGAO: Considere as sequéncias (p,) e (g,) definidas pelas
recorréncias

Pn+2 = Gn42Pp+1 + Pn e qn+2 = An+2qn+1 + Gn

para todo n > 0, com pg = ag, p1 = aga1 + 1, gg =1 e g1 = a1. Temos,
como na proposicao 3.7,

P2k < P2k+2 < P2k+3 = P2k+1 Yk > 0.
q2k q2k+-2 q2k+3 q2k+1

Assim, considerando os intervalos fechados
7 3 P2k P2k+1

k — ) )
Q2K q2k+1

temos Iyy1 C I, Vk > 0, e portanto, como

|I| = D2kt _ P2k P2k d2k — Pokok+1 _ (—1)%k _ 1
P@k+1 Q2% 42k+192k k1926 G2k+192k

tende a 0 quando k tende a infinito, existe o € R tal que

ﬂ Ik = {CM}

k>0
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Como, para todo k > 0,

D2k <a< P2k+1
q2k q2k+1

[ao; a1, a2, ... ,a2k] = = [Gos ai, az, ..., a2, G2k+1]
e, da proposigao anterior, [ag; a1, ag, ..., a) e [ag; a1, az, ..., sk, G2pi1]
pertencem a I(ag; a1, as,...,as), que é um intervalo, segue que
a € I(ap;ai,az,...,as), € portanto a fragdo continua de « comega
com ag,ai,...,as, para todo £ > 0, donde a representacao por fragoes
continuas de « é [ag; a1, as,...].

Note que, como a representacao por fragoes continuas de « ¢ infinita,
« é irracional. ]

Exemplo 3.10. Temos
o m=[3;7,151,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...], portanto

Po_, pL_22 pp_ 333 py_ 355

9 @ 7 g 106" g3 11377
e e=12;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...] (veja o exerc. 3.9).
e V2=11;2,2,2,...] pois

1 1 1

A=l
V2+1 1 1

S

1+

¥ =1;1,1,1,...] pois

1 5 1
2 1+2\/5 1

1+ 1+V5
2

—_

~ 1+v5
Isto prova em particular que V2 e ===

sao irracionais, pois suas fragoes
continuas sdo infinitas. Dai seque também que V2 —1=1[0;2,2,2...] e

@ =10;1,1,1,...] sao pontos fixos da transformacao de Gauss g.
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3.1 Reduzidas e Boas Aproximacoes

Teorema 3.11. Temos, para todo n € N,

1 1
dn qndn+1 dn
Além disso,
Pn 1 Pn+1 1
z——| <5735 ou xr— — TR
gn 2q;, n+1 2qn+1

DEMONSTRAGAO: O nidmero x sempre pertence ao segmento de extre-

Pn Pn+1 9 Q z
mos o* e ;== cujo comprimento ¢
1) 1 1 1
Pott _Pa| | (ZD) :>‘a:—p”§ <
dn+1 dn gnqn+1 dndn+1 Adn dndn+1 qn
Além disso, se
1 1
ey Lo ’x_pn—i—l - L
an| ~ 2q; nt1| — 2q544
entao
1 p Pn+1 1
:x—n+'x—n_2+2:>qn+1:qn,
Inln+1 In nt1 |~ 2G5 2q544
absurdo. ]
Observagao 3.12. De fato ’m — g—:’ < qnq1n+1 < an+11q,%' Quanto maior

for any1 melhor serd a aprorimacdao 2—" de x.
n

Teorema 3.13 (Hurwitz, Markov). Para todo « irracional e todo inteiro

n > 1, temos
1

V52

ap‘<

q




120 [CAP. 3: FRACOES CONTINUAS

para pelo menos um racional

p c {pnl Pn pn+1}
q Gn-1" n’ Gnt1

Em particular, o desigualdade acima tem infinitas solugoes racionais
p/4-

DEMONSTRAGAO: Suponha que o teorema seja falso. Entao, pela pro-
posicao 3.4, existe « irracional, n > 1 com oy, + 3, < V5, Ont1+ Brt1 <
V5 e n+2 + Bnya < V5. Devemos portanto ter api1 = apy2 = 1 ja
que claramente a; < 2 para k =n,n+ 1,n + 2 e se algum a; = 2 com
k=n+1,n+ 2, terlfamos aj + B > 2 + % > /5, absurdo.

Sejam x = 1/ 42 € y = Bpt1. As desigualdades acima se traduzem
em

1 1 1 1
+-<V5,  l+z4+y<vs e —+-— <5
1+ vy r 14y
Temos

l4+z+y<vVh = 14+2<V5—y
1 1 W5

sy ¥ yvs-p)

V51
e portanto y(v5 —y) > 1 = y > 5—. Por outro lado temos

1 1 1 1
<VE-1l-y = —+ > +
r= Y r 1+y  V5-1—-y 14y
V5
1+y)(V5-1-y)

e portanto (1 +y)(vV5—1—y)>1 = y < ‘/52_1, e portanto devemos
_ V61
2

T
14+ y =

ter y , 0 que é absurdo pois y = B,11 = q’;—;l € Q. ]

1
V542
infinitas solucées racionais 2, para todo o irracional. O nimero /5 é o
maior com essa propriedade. De fato, se

1++/5 ’ p‘ 1
= e a——| < ——
2 q

(VB +e)g®

tem

Observagao 3.14. Em particular provamos que |a — §| <

e>0, «
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temos
<1+\/5> 1
q < =
2 (V5 +¢)g
1-v5
_ q<1+¢5>_p q<1—¢5>_p <\ A
2 2 Vi+e
ou seja,

(V5 +¢).

IP® —pg— % <

H‘[ % ¢ muito prézimo de 0, donde

V5

o lado direito da desigualdade é muito proximo de e 1, absurdo,

Se q € grande, 1/q* ¢ pequeno, e

pois [p?> — pq — ¢?| > 1, de fato se p*> — pq — q* = 0 teriamos

(&) - (8)-1-0 = 2e{2257)

o que € absurdo, pois % € Q.

Outra maneira de ver que, para todo € > 0,

145 _ g‘ < 1
2 (V5+¢e)q?
tem apenas um numero finito de soluwes € Q € observar que as me-

lhores aprorimacoes racionais de HT‘f sao as reduzidas 2 “ de sua fra-
n
¢ao continua [1;1,1,1,...] (ver préxima segcdo), para as quais temos

14+V5 _ pn| _ 1
’ s o | = @B COm ntl + Bnt1 se aproximando cada vez

mais de

1+v5  V5-1
+2\f+\f2 _ s

[1:1,1,1,...]+[0;1,1,1,...] =

3.2 Boas Aproximacgoes sao Reduzidas

O préximo teorema (e seu corolario 3.17) caracteriza as reduzidas
em termos do erro reduzido da aproximagao de x por p/q, o qual é, por
definigao, |gz—p|, a razao entre |[x—p/q| e o erro méximo da aproximagao
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por falta com denominador ¢, que é 1/q.

Teorema 3.15. Para todo p,q € Z, com 0 < q < gn+1 temos
|gnz — pul < |qz —pl.

Além disso, se 0 < q < g, a desigualdade acima € estrita.

DEMONSTRAGAO: Como mdc(py,, g,) = 1, temos que se g — z—: entao

p = kp, e ¢ = kg, para algum inteiro £ # 0 e neste caso o resultado é
claro. Assim, podemos supor que % #* Z—: de modo que

1 1

‘p s s

q qn q4n dndn+1
ja que ¢ < @py1. Assim, g esta fora do intervalo de extremos g—" e Z:ﬁ
e portanto

1
q q dn q dn+1 qqn+1
0 que implica
1
gz —p| > > |gnz — pal-
gn+1

Além disso, a igualdade s6 pode ocorrer se z = g”ﬁ, donde apy1 > 2,
n

€ qnt1 > 2¢n, pois numa fracdo continua finita, como no algoritmo de

Euclides, o ultimo coeficiente a, é sempre maior que 1. Nesse caso, se

q < @n, teremos

p‘ ‘p pn|  |Pat1 Pn

r—o|> |2 -2 - |

q q dn dn+1 dn
zi— 1 _ 1 — 4 1

qdn dndn+1 qqndn+1 qqn+1

0 que implica

1
lqz — p| > . > |gnT — pn.

n+1
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Corolario 3.16. Para todo q < qp,

Corolario 3.17. Se |qx — p| < |¢'z — p'|, para todo p' e ¢’ < q tais que
% == ’qi;, entdo p/q é uma reduzida da fra¢ao continua de x.

DEMONSTRAGAO: Tome n tal que ¢, < ¢ < @nr1.- Pelo teorema,
|gn — pn| < |qz — pl, e portanto p/q = pn/qn. O

Teorema 3.18. Se ’x — %’ < # entdio £ é uma reduzida da fracao

q
continua de x.

DEMONSTRAGAO: Seja n tal que g, < q < ¢p+1. Suponha que % + z—z.

p‘ > qqi e assim %
esta fora do mtervalo de extremos z ~ e g ::1 Temos duas p0851b1hdades
(a) Se q > q"T“ entao |:E — 5 > qqn+1 > 2q2, absurdo.

(b) Se q < 3+,
p‘ Pn p‘ Pntl D
R 4 [ LA <
q dn q dn+1 qn
L a1 g
 qYn dngn+1 4qnQdn+1
S 1 - 1
2qqn — 24

o que também é um absurdo.

Dado « € R, definimos a ordem de a por
def 1 . . ~ p
orda = sup{y >0 ‘ ’a — —| < —; tem infinitas solugoes = € Q}.
q q

Observemos que a ordem de todo numero irracional pode ser calcu-
lada a partir de sua fracao continua.
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Teorema 3.19. Seja a um nimero irracional, e sejam [ag; a1, a2, as . ..]
sua fragdo continua e {5—"} suas convergentes. Entao
n

1 1
orda =1 —i—limsup% = 2+limsup%.

n—00 ngn n—00 ngn

DEMONSTRAGCAO: Sabemos que as melhores aproximagoes por raci-
onais sao obtidas a partir das convergentes da fragdo continua, assim
para calcular a ordem, basta calcular a ordem gerada pelos convergen-

tes. Seja s, > 0 um numero real tal que |a — Z—:‘ = qsln. Pelo teorema
_ Pn 1
3.11 sabemos que ‘04 o | < go
‘ P >1<'a_Pn +‘Q_Pn+1>:1 Pot  Pa| _ 1
an 2 4n An+1 2 | qn+1 an 2qnGn+1
Logo temos que
1 1 1

" S TS, S 9
2GnGnt1 T " T Gnlntt
e tomando o logaritmo obtemos

In2+Ing, +Ingys1 > splng, > Ing, +1Ingyy1.

. Para mostrar a se-

In
Portanto ord @ = limsup s, = 1 + limsup fnt1
n—o00 N—00 1 gn
gunda igualdade, observemos que ¢n+1 = @n+19n + gn—1, assim

An+19n < gn+1 < (an+1 + 1)Qn7

agora tomando o logaritmo e dividindo por In ¢,, obtemos

1 1 1 1
N an+1 +1< N Gn+1 < n(ant1 + )—i-l,
L 1
portanto lim sup S L9 | lim sup Nant+1 :
n—00 N gqn n—300 ngy

Observe que usando a fragao continua de e (ver exercicios), é possivel
provar que ord(e) = 2.
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3.3 Fracoes Continuas Periddicas

Nesta se¢ao provaremos que os numeros reais com fragao continua
periddica sao exatamente as raizes de equacoes do segundo grau com
coeficientes inteiros.

Lembramos que na representacao de x por fracao continua, a,, oy,
sao definidos por recursao por

1
apg =2, anp=|an], apnt1=
n — Qn
e temos
Pn—2 — Gn—2T
oy =———"—", VnelN
qn—1T — Pn—1
Isso da uma prova explicita do fato de que se a fracao continua de
x é periddica, entao x é raiz de uma equacao do segundo grau com

coeficientes inteiros. De fato, se a1 = an, n € N, k € Ny segue que
Pn—2 — Qn—2%  Pn+k—2 — n+k—2T
Gn1T —Dn-1  Gnik—1T — Dntk—1

entdo Az? + Bx + C = 0, onde

A= Qn1Gnik—2 — In—2Gnt+k—1
B = Pn+k—19n—2 + Pn—2Gn+k—1 — Pntk—20n—1 — Pn—1Gn+k—2
C= Pn—1Pn+k—2 — Pn—2Pn+k—1-

Note que o coeficiente de 22 é ndo-nulo, poi

An+k—1

de denominador ¢,,—2, pois Pr—1¢n—2—Pn—2Gn—-1 = (—1)", e i é uma
fragao irredutivel de denominador ¢, +r_2 > ¢n—2, donde 7é Z”i’; ;

10go ¢n-1Gn+k—2 — Gn—2Gnt+k—1 # 0.

Vamos provar agora um resultado devido a Lagrange segundo o qual
se x é uma irracionalidade quadrdtica, isto é, se x é um irracional do
tipo r ++/s, r,s € Q, s > 0, entao a fragdo continua de x é periddica,
ie., existem n € N e k € Nyg com a1 = . Neste caso, existem a,
b, c inteiros tais que ax?® + bx + ¢ = 0, com b — 4ac > 0 e Vb? — dac

. . 1 —
irracional. Como ¢ = Zn1dntPn_2
qn—10n+qn—2

ar’?+br+c=0
— a(pn—lan +pn—2>2 + b(pn—lan +pn—2> te=0
Qn—10n + qn—2 Qn—10n + qn—2
— Ana% + Bpoa, + O,

temos
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onde

Ap = ap%—l + bpn—1qn-1 + qu2L—1
By = 2apn—1pn—2 + b(pn71an2 +pnf2QTL*1) + 2¢qn-1qn—2
C = ap?_o + bpp_2Gn_2 + cq>_5.

Note que C,, = A,_1. Vamos provar que existe M > 0 tal que
0 < |A,| < M para todo n € N, e portanto 0 < |Cy,| < M, Vn € N:

Prn—1 _ Pn-1
Ay, = ap%—l + bpn—1gn—1 + quzl—l = aqzl—l <l‘ - == ) (.Z' - == )7
dn—1 dn—1

onde x e T sao as raizes de aX? 4+ bX + ¢ = 0, mas

_ 1 _ _
‘x_pnl < > §1=>\An\:aq%_lx—pn1 ‘j_pnl
n-1 9n-1 gn—1 gn—1
ga(|x—m\+ g — Pnt >
qn—1

<M a(z — 2| +1).
Notemos agora que, para qualquer n € N,
Bfl —4A,Cp, = (Pn—1Gn-2 — pn_gqn_l)Q(b2 —4ac) = b? — dac.
Portanto

B,% < 4A,Cp + b — dac < AM? + b% — 4ac
— B, < M" % /4 M2 £ 12— 4qc.

Provamos assim que A,, B, e C, estao uniformemente limitados,
donde hé apenas um niimero finito de possiveis equacoes A, X%+ B, X +
C,, = 0, e portanto de possiveis valores de «,,. Assim, necessariamente
Qn+k = Oy, para alguma escolha de n € N, k € Nyj.

3.4 Os Espectros de Markov e Lagrange

Seja a um numero irracional. De acordo com o teorema de Dirichlet,

1 o ~ .
o — P < —; tem uma infinidade de solugdes racionais
q

q

a desigualdade
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p/q. Markov e Hurwitz melhoraram este resultado, provando que, para

P 1
a—=| < ——

V5 ¢?
dade de solugdes racionais, e que v/5 é a melhor constante com esta

q
1+5

todo irracional «, a desigualdade tem uma infini-

propriedade: para o = —5 s epara qualquer € > 0, a desigualdade
p . . ~ .

a — =| < —=——— tem apenas um numero finito de solugdes (veja o
al  (V5+e)g?

Teorema 3.13). Entretanto, fixado « irracional, pode-se esperar resul-
tados melhores, o que nos leva a associar a cada « a sua constante de
melhor aproximagao

p

1
k(a) = k - <—
() sup{ >0 | q‘ <kq2

= limsup (|g(gee —p)|™") € RU {+0o0}.
P,q€Z,q—00

a— tem infinitas solugoes racionais p/ q}

Nossa discussao inicial mostra que k(«a) > /5 para todo a € R, e

k<1+2\/5> = /5.

Nao é dificil provar que k(«) = +00 para quase todo o € R. Estaremos
interessados nos « € R tais que k(o) < 400, €, mais particularmente, na
imagem da fungao k, isto é, no conjunto L = {k(a) |« € R\Q e k(o) <
+oo}. Este conjunto é conhecido como o espectro de Lagrange.

Segue da proposicao 3.4 (e do Teorema 3.18) uma férmula para k(«):
escrevemos « em fracao continua, o = [ag, a1, as,...] e definimos, para
neN, a,=[an,ani1,0n42,--.] € Bn =[0,an-1,an-2,...,a1]. Temos
entdo k(a) = limsup,,_, (an + Br). Em particular, k(o) < oo <=
(ay) é limitado.

E interessante observar que se muddssemos um pouco as funcdes en-
volvidas na definicao do espectro de Lagrange ele passaria a ser um con-
junto bem menos interessante: se para f: R — R, decrescente conside-
rarmos o conjunto kg(a) definido por

sup {k >1 | ‘a — p‘ < fggq) tem infinitas solucoes racionais p}
q

q

entao, caso tenhamos lirf ¢*> f(g) = 0, a imagem de ky seria (0, +00]
q—+00

(ou [0,400], se consideramos sup(f)) = 0 neste contexto) e, caso

lim ¢* f(q) = +oo, entdo a imagem de kj seria {+00}.
q——+00
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O conjunto L encodifica uma série de propriedades diofantinas de
numeros reais, e vem sendo estudado ha bastante tempo. Talvez o pri-
meiro resultado nao-trivial sobre ele se deva a Markov, que provou em
1879 (ver [96] e [97]) que

V221
Lﬂ(—oo,S):{lﬁ:\/g<k2:2\/§<k3=5<~-},

onde (k,) é uma sequéncia convergente a 3 tal que k, ¢ Q mas k2 € Q
para todo n (na verdade Markov provou que os k, sdo exatamente os

nimeros da forma 4/9 — ;%, onde z é um inteiro positivo tal que existem

inteiros positivos x,y de modo que (z,y, z) é uma solucdo da equacao de
Markov 22 +y? + 22 = 3zyz - veja a secio 4.3.1 e o excelente artigo [21]).
Assim, o “comeco” do espectro de Lagrange é discreto. Essa afirmacao
nao é verdadeira para todo o conjunto L. Marshall Hall provou em 1947
([64]) que L contém toda uma semi-reta (por exemplo [6,+00)), e G.
Freiman determinou em 1975 a maior semi-reta que esta contida em L,
que é

2221564096 + 283748/462
o0 | .
491993569 ’

Estes dois iltimos resulados baseam-se fortemente no estudo de somas de
conjuntos de Cantor regulares, cuja relagao com o espectro de Lagrange
tem origem na férmula que apresentamos para k(«).

Por exemplo, o resultado que M. Hall enuncia em seu artigo [64] é o
seguinte: se C'(4) é o conjunto de Cantor regular dos reais de [0, 1] em
cuja fracdo continua aparecem apenas os coeficientes 1, 2, 3 e 4 entao
C(4) + C(4) = [V2 — 1,4(v/2 — 1)], do qual nao é dificil deduzir que
L D [6,+00) usando a férmula para k(«).

De k(o) = limsup,,_, (an + Br) podemos obter a seguinte carac-
terizagao do espectro de Lagrange: seja 3 = (N*)N, o conjunto das
sequéncias bi-infinitas de inteiros positivos, e o: ¥ — X o shift definido
por o((ap)nez) = (ant1)nez. Se f: ¥ — R é definida por

f((an)nez) = a0 + Bo = [ag, a1,a2,...]+ [0;a—1,a_2,...]

entdo L = {limsup,_, , f(c"§), § € £}. Outro conjunto de nimeros
reais de nosso interesse é o espectro de Markov, que é o conjunto M =
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{sup,, oo f(c"0), 8 € X}. O espectro de Markov M tem a seguinte
interpretagao aritmética:

—1
{<( o !f(fc,y)|> , [z, y) = ax’+bry+cy®, b*—dac = 1}-
z,y

€7Z2\(0,0)

Sao fatos conhecidos que L e M sao subconjuntos fechados da reta e
que L C M (ver [45]). Na referéncia [108] sa@o provados resultados sobre
propriedades geométricas (relativas a geometria fractal) dos espectros
de Markov e Lagrange, que envolvem resultados delicados sobre somas
de conjuntos de Cantor regulares.

Problemas Propostos

3.1. Seja n uwm numero natural. Determine os possiveis valores de x

tais que % =[1,1,...,1,z], onde aparecem n uns na fracdo continua.
3.2. Seja
Pn _ 1
= e
dn 14 >
2+ w2
2+
o (2n — 3)?
' 2
a n-ésima convergente da fracdo continua
1
12
1+ 32
2+ 2
2+ 7

1
2n—1"

Demonstrar que b= =1— 3+ ¢ — 7+ -+ (=1)"

3.3. Demonstre que, para todo inteiro positivo a, temos as sequintes
expansoes em fracdes continuas periddicas:

(a) Va?+1=la,2a).
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(b) Va?—-1=la—1,1,2a —2].

(c) Va?=2=]a—1,1,a —2,1,2a — 2].

(d) vVa? —a=la—1,2,2a —2].

3.4. Encontre as fracdes continuas de va? + 4 e Va2 — 4.

e p/q # Pn/qn entdo |a —p/q| < | — pn/qn| se, e somente se,
Pn+1—TPn
An+1—Tqn’

3.5. Seja a=lag;ay,az,...]€ER. Prove que, se ¢,<q<qn+1, mdc(p,q)=1
p
q

onde r € N ¢ tal que vale uma das seguintes condi¢oes:
(Z) 0<r< an+1/2;

(i) 7= any1/2 € any2fpi1 > 1.

3.6. Seja a=lap;ai,as,...|ER. Prove que, se ¢,<q<gn+1, mdc(p,q)=1
e p/q # pn/qn entio |a —p/q| < 1/¢* se, e somente se vale pelo menos
uma das sequintes condicoes:

Pn+1—Pn

(i) any1 > 2, % = gnii—qn € On+l — 2+ Bnt1 < Qnyo;

(i) ani1 > 2, 2= Bedbocl ¢ (a0 —2)B,4; < 1.

3.7. Seja a = [ap; a1, as,...| um ndmero real.

(a) Prove que, se orda > 2 entdo existe X\ > 1 tal que, para infinitos
inteiros positivos n, temos a, > A\".

log log(an+1) )
—).

(b) Prove que ord > 1 + exp(lim sup,,_,

(¢) Mostre que, para todo ¢ > 2, existe o € R tal que
log log(an+1)

orda =1+ exp(limsup,,_, - )=c.

(d) Determine ord o se a,, = 2",VYn > 0.

3.8. Prove que, para todo o € R, limsup,,_, ,, cos™(na) = 1.

3.9. Este exercicio, baseado em [36], tem como objetivo calcular a fragdo
continua de e.



[SEC. 3.4: OS ESPECTROS DE MARKOV E LAGRANGE 131

(a) Sao dadas as sequéncias {A,}, {Bn} e {Cn} definidas por

1, ..n _1\n
An:/ @D g
0

n!

1 ,.n+1 . n
an/ r =) (z—1) e’ dx,
0

n!
1, ..n n+1
—1
0 n'

Mostrar que para todo n > 1 se cumprem as relacoes
(Z) An + Bn—l + Cn—l = 07
(ii) By —2nA, + Cy_1 =0,
(i1i) A, — Bp+ C, =0.
(b) Dadas as sequéncias {p,} e {qn} definidas recursivamente como
p=@=p1=1,qa=0e

D3n = P3n—1 1+ P3n—2, Q3n = @3n—1 + Q3n—2
D3n+1 = 2nP3n + P3n—1, 43n+1 = 21G3n + G3n—1
D3n+2 = P3n+1 + P3n; 3n+2 = 43n+1 T Q3n

Mostrar por inducdo que para todo n > 0 se cumprem as relacoes
R 43n€ — P3n,  Bn = D3n+1 — @3nt+16, € Cp = P3n+2 — q3n+2€.
(¢) Mostrar que

e= lim 2% =1[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...,1,1,2n,...].

n—00 qn

3.10. Prove que

loglo
‘e _P % tem infinitas solucdes L € Q, mas, para todo € > 0,
gl 2¢*logq q
log1
‘e—g Og—Ong tem apenas um numero finito de solucdes BE@.
¢l (2+¢)q*logq q

3.11. Seja {an}nen a sequéncia definida por a, = nv/5—|nv5|. Deter-
mine os valores de n < 2011 tais que a, seja respectivamente mdzrimo e
minimo.
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3.12. Mostre que se f: R — Ry decrescente e

p’ f(@)

‘a—f <T tem infinitas solu¢des racionais p}
q q

k¢(ov):=sup {k:>()

entdo, caso tenhamos limy—, o0 ¢° f(q) = 0, a imagem de ks é (0,400
(ou [0,+00], se consideramos sup()) = 0 neste contexto) e, caso
limg—s 400 ¢* f(q) = +00, entio a imagem de kf é {+00}.

3.13. Dizemos que dois numeros irracionais o e 3 sao G La(Z)-equiva-
. . . . . o b
lentes se existem inteiros a,b,c,d com |ad — be| =1 tais que f = %.
Mostre que, se as frag¢oes continuas de o e B sdo o = [ap; ar,az,...]
e B = [bo;b1,ba,...] entdo a e 5 sao GLa(Z)-equivalentes se, e somente
se, existem r € Z e ng € N tais que by, = antr, Vn > ng.

Conclua que k(o) = k(B) sempre que o e 8 sao G Lo(Z)-equivalentes.

3.14. Use o fato de que C(4) + C(4) = [V2 — 1,4(v/2 — 1)] e a formula
para k(a) para mostrar que L D [6,+00).



Capitulo 4

Equacoes Diofantinas

Uma equagdo diofantina é uma equagao polinomial para a qual pro-
curamos solugoes inteiras ou racionais. Nos capitulos anteriores estuda-
mos equagoes diofantinas de grau 1, como ax + by = ¢ (onde a, b e ¢
sao inteiros dados e queremos identificar todos os pares (x,y) que satis-
fazem a equagado). Neste capitulo estudaremos védrias outras equagoes
diofantinas, comecando com z2 + y? = 22 (ternas pitagéricas), passando
por varios outros polinémios particulares e concluindo com a equacgao
de Pell 22 — Ay? = 1.

Com isso, pode-se considerar que estudamos de forma bastante com-
pleta equagoes diofantinas de grau 2 com duas varidveis. O leitor deve
naturalmente se perguntar se nao existe uma teoria mais geral. Este
¢é essencialmente o décimo problema de Hilbert: dada uma equacao di-
ofantina com qualquer nimero de varidveis e com coeficientes inteiros,
descrever um processo que determine, em um nuimero finito de passos,
se a equacao admite solucao inteira. Considera-se que este problema
foi resolvido por Martin Davis, Yuri Matiyasevich, Hilary Putnam e Ju-
lia Robinson, nao por eles terem descrito um tal processo mas por eles
terem demonstrado que nao existe um algoritmo que, dada uma equa-
cao diofantina, decida se a equacao admite solucao inteira. O décimo
problema de Hilbert é um caso raro em que a solucdo de um famoso
problema de matematica é acessivel a um publico bastante amplo: uma
excelente exposicao estd em [49].

O leitor deve observar que existem muitos problemas famosos em
equagoes diofantinas. O mais famoso é provavelmente aquele foi durante
séculos conhecido como o iltimo teorema de Fermat, até sua demons-
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tracao ser completada por Andrew Wiles e seu aluno Richard Taylor:
provar que para n > 3 qualquer solucao inteira de x™ 4 y™ = 2" é trivial
(no sentido de que xyz = 0); discutiremos abaixo alguns casos faceis
deste teorema.

4.1 Ternas Pitagéricas

As triplas de ntumeros inteiros positivos (a,b,c) que satisfazem a
equacao
a?+ v =¢2

sao denominadas triplas ou ternas pitagoricas, ja que correspondem aos
comprimentos dos lados de um triangulo retangulo de lados inteiros pelo
teorema de Pitédgoras.

Vamos encontrar todas as ternas pitagéricas (a, b, ¢). Podemos supor
que a, b, c sao primos relativos dois a dois, pois se houver um primo p
tal que p | mde(a, b), por exemplo, entdo p | a®> +b* = = p| ¢, logo
(%, %, %) também é tripla pitagorica. Uma tripla pitagorica cujos termos
sao primos relativos dois a dois se denomina tripla pitagorica primitiva.

Daqui a e b nao podem ser pares ao mesmo tempo, portanto podemos
supor sem perda de generalidade que a é fmpar. Além disso, como
(2k +1)2 =4k?> + 4k +1 =1 (mod 4) e (2k)?> = 0 (mod 4), quadrados
perfeitos sao congruentes ou a 0 ou a 1 médulo 4. Portanto b nao pode
ser fmpar pois caso contrdrio ¢ = a? + b?> = 2 (mod 4), um absurdo.
Resumindo, temos que b é par e ¢ é impar. Por outro lado,

¥=c—-d’=(c—a)(c+a).
Temos mdc(c — a, ¢+ a) = mdc(2¢, ¢ + a) = 2 pois mdc(a,c) =1 =
mdc(c, c+a) = 1 e c+a é par. Logo CJQ” e 5% sao coprimos e seu produto
é um quadrado perfeito. Pelo teorema Fundamental da Aritmética, cada

um destes fatores deve ser o quadrado de um nimero natural. Assim,

c+a c—a
:m2’ :n2,
2 2

b = 2mn,

com mdc(m,n) = 1. Escrevendo a,b,c em termos de m e n, obtemos
portanto
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Proposicao 4.1. As ternas pitagoricas primitivas (a,b, c) sdo da forma

a=m?—-n% b=2mn, c=m>+n?

com mdc(m,n) =1 e m +n impar.

A condi¢ao de m + n ser impar garante a primitividade da tripla:
como mdc(m,n) = 1 temos mdc(m?, m?+n?) = 1 e portanto mde(a, ¢) =
mdc(m? — n?,m? + n?) = mde(2m?, m? + n?) = mde(2, m? 4+ n?), que
é igual a 1 se, e s6 se, m? + n? é impar, isto é, se m e n tém paridades
distintas. Todas as demais triplas pitagoricas podem ser obtidas a partir
de uma tripla pitagérica primitiva, multiplicando seus termos por uma
constante.

Como uma aplicagao do resultado anterior, consideremos o seguinte

Exemplo 4.2. Encontrar todas as triplas de inteiros positivos (a,b, c)
tais que a?, b% e ¢? estdo em progressio aritmética.

SOLUGAO: O problema se reduz a encontrar todas as triplas (a,b,c)
tais que
a? + 2 = 2b?

e, como no caso das ternas pitagéricas, basta considerar o caso em que
a, b, c sao dois a dois primos entre si. Temos que a e ¢ tém igual paridade
(logo sao fmpares pois mdc(a,c) = 1 por hipdtese) e portanto existem
inteiros r e s taisque c =r+sea =r—s (é s6 fazer r = H'Ta es= 5.

Substituindo temos que
a2+ =(r—52+(r+s)?=20r+s%) =20%

Logo (r,s,b) é uma tripla pitagérica, que é primitiva pois qualquer di-

visor comum de r e s é um divisor comum de a e ¢. Portanto existem

inteiros m e n tais que r = m?—n?, s = 2mn e b = m2+n? (our =2mn

e s = m? — n?, que fornecerd uma outra solucio simétrica). Conclui-se
que

a=m?—n?—2mn, b=m?>+n% c=m?—n?+2mn,

e é facil verificar que tal tripla cumpre o pedido. ]
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As solucoes inteiras primitivas da equacio 22 + y? = 22 estdo clara-
mente em bijegao, via (z,y,z) — (z/z,y/z), com as solugdes racionais
da equacao z2+y? = 1. Estas, por sua vez, podem ser facilmente obtidas
através do seguinte método geométrico:

Teorema 4.3. Os pontos racionais (x,y) (isto €, com ambas as coorde-
nadas z,y € Q) da circunferéncia de equacio x> + y> = 1 sdo todos os
pontos da forma

2—1 2t

(z,y) = (1,0) e (x,y) = (tz—{—l’ 7f2—|—1) com t € Q.

DEMONSTRAGAO: Considere a reta passando pelos pontos (1,0) e (0,t)

com t € Q, ou seja, a reta de equagao y = —t(z—1). Esta reta intercepta
t2-1 2t

o t2+1), como mostra a

a circunferéncia em dois pontos: (1,0) e (
figuras:

(0,%)

Agora observe que (0,t) — (g;%, tﬂl) estabelece uma bijecao entre

0s pontos racionais do eixo y e os pontos racionais P da circunferéncia
x? + y? = 1, menos o ponto (1,0). De fato, é claro que se t € Q entao
(i;:, t22—it-1) é um ponto racional da circunferéncia. Reciprocamente,
dado um ponto racional P # (1,0) da circunferéncia, temos que a reta
que une P a (1,0) admite uma equagao com coeficientes racionais, logo
intercepta o eixo y em um ponto (0,t) com ¢t € Q. Isto completa a

demonstragao. 0

Assim, substituindo ¢ = ' com m,n € Z e mdc(m,n) = 1, obte-
m?—n® 2mn

mos as solugoes racionais (m2 Tn mIa?

), que correspondem as ternas
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pitagéricas (m? — n?, 2mn, m? + n?).

Problemas Propostos

4.1. Encontrar todos os triangulos ABC' tais que /A = 2/B e seus
lados a, b e ¢ sdo inteiros.

4.2. Se no problema anterior fitamos b = n, quantos triangulos satisfa-
zem as condigoes acima?

4.3. Dado um numero inteiro n, de quantos triangulos retangulos com
lados inteiros € n o comprimento de um cateto?

4.4. Dado um numero inteiro n, de quantos triangulos retangulos com
lados inteiros € n o comprimento da hipotenusa?

4.5. Demonstrar que a equagdo x>+ 1y = 32% ndo tem solucdes inteiras
positivas.

4.6. Encontrar todas as solugoes inteiras da equacdo x* + y* = 522,

4.7. Encontrar infinitas triplas primitivas de numeros (a,b,c) tais que

a3, b3 e ¢ estido em progressao aritmética.

4.8. Encontrar infinitas triplas primitivas de nimeros (a,b,c) tais que
at, b* e c* estdo em progressao aritmética.

4.9. Demonstrar que todas as solucdes inteiras de x* +y? + 2> =t sdo

dadas por

4.10 (APMO2002). Encontrar todos os pares m,n de inteiros positivos
tais que m? —n divide m +n? e n?> —m divide m? + n.

Dica: Mostre que |m —n| < 1.

4.11 (APMO1999). Encontrar todos os pares m,n de inteiros tais que
m? + 4n e n? + 4m sdo ambos quadrados perfeitos.

Dica: Mostre que n e m ndo podem ser simultaneamente positivos.
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4.12 (AusPol1994). Encontrar todas as solugdes inteiras de

(a+b)(b+c)(c+a)
2

+(a+b+c¢)=1-abe

4.13 (IMO1982). Demonstre que se n € um inteiro positivo tal que a
equagao
23— 3z’ +9y° =n

tem uma solucao com x,y inteiros, entao ela tem ao menos trés solugoes
inteiras. Mostre que esta equag¢do nao possui solugdes inteiras para n =
2891.

Dica: Considerar a equag¢ao modulo 7.

4.14 (OIbM2001). Sejan um inteiro positivo. Demonstrar que o nimero
de solugoes inteiras (z,y) da equagdo

2 —xy+yi=n

€ finita maltiplo de 6.

4.2 Equacgoes Diofantinas Quadraticas e Somas
de Quadrados

Vamos provar um resultado devido a Legendre que fornece um cri-
tério para determinar quando uma equacao do tipo ax? + by? + cz2 =0
tem solucdao nao nula e que da uma generalizagao natural das triplas
pitagoricas.

Teorema 4.4 (Legendre). Sejam a,b,c inteiros livres de quadrados,
primos entre si, dois a dois, e ndo todos do mesmo sinal. A equacgdo
ax? + by? + c2? = 0 tem solugdo (x,vy,2) # (0,0,0) com z,y e z inteiros
se, e somente se, —bc € quadrado modulo a, —ac € quadrado mddulo b e
—ab € quadrado mddulo c.

DEMONSTRAGAO: Vamos primeiro mostrar a necessidade. Basta ver
pela simetria da equacao que —bc é quadrado médulo a. De fato,
podemos supor que z,y e z sao primos relativos dois a dois, pois se
d | mdc(z,y) entdo d? divide cz2, mas ¢ é livre de quadrados, portanto
d | z. Agora como by? + cz? = 0 (mod a) segue que b*y? = —bcz?
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(mod a). Note que z deve ser primo com a, pois se p é primo tal que
plaep|z teremos que p | by?, mas mdc(a,b) = 1, segue que p | y o
que contradiz o fato de y e z serem primos entre si. Assim, z é invertivel
médulo a, e logo (byz~1)? = —be (mod a).

Provemos agora a suficiéncia. Podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que a < 0, b < 0 e ¢ > 0. Por hipdtese, existe u € Z tal que
u? = —bc (mod a). Assim, médulo a, temos que

az® + by® + c2® = by + cz® = b1 ((by)? + be2?)
= b_l((by)2 — u222) = b‘l(by — uz)(by + uz)
= (y — b tuz)(by + uz2)
= Ly(z,y, 2) My (z,y, 2)

onde Li(z,y,2) = dix + ery + fiz, Mi(z,y,2) = g1z + h1y + i1z, com
di=g1=0,e1=1, fi = —b"'u, hy = b e iy = u. Do mesmo modo,

ax® +by* + c2? = Ly(z,y, 2) Mo (x,y,2) (mod b)

CLLL'2 > by2 + 622 = L3($, Y, Z)Mg(l’,y, Z) (HlOd C)?

onde Li(z,y,z) = dpx + ey + frz, Mip(z,y,2) = grx + hyy + ixz,
k = 2,3. Como a,b e ¢ sao primos entre si dois a dois, podemos pelo
teorema chinés dos restos encontrar duas formas lineares L(z,y,z) =
dr + ey + fz, M(x,y,z) = gz + hy + iz tais que L = L; (mod a),
L =Ly (modb) e L =Lg (modc), e M = M; (moda), M = M
(mod b) e M = M3 (mod ¢) (basta resolver o sistema de congruéncias
coeficiente a coeficiente). Logo

ax® +by* + c2® = L(z,y, 2)M(z,y,2) (mod abc).

Consideremos agora todas a triplas (z,y,z) € Z3 com 0 < x < \/W ,
0 <y < afe0 <z < /abl. Temos ([\/[oe]] + 1)([\/]acl] +
1)(|\/lab]] + 1) > abc de tais triplas, donde pelo Principio da Casa
dos Pombos existem duas triplas distintas dentre elas, (z1,y1,21) €
(x2,Y2,22), com L(z1,y1,21) = L(z2,y2,22) (mod abc) <= L(x; —
x2,Y1—Y2,21—22) = 0 (mod abc), donde, fazendo & = x1—x2, § = y1—Yy2
e Z =21 — 29, temos

ai® + bj® 4+ ¢z = L(%,9,2)M(2,9,2) =0  (mod abc).
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Note que (Z,7, 2) # (0,0,0), |Z| < +/|bc|, |g| < /lac| e |Z| < \/|ab] (de
fato, como a, b, ¢ sao dois a d01s coprimos e livre de quadrados, nao pode
ocorrer a igualdade). Como a,b < 0 e ¢ > 0 temos que

—2abe = albe| + blac| < ai® +by* < az? +by® + 2% < 2 < |ab|c = abe.

Como abe | az? +bj? + cz%, devemos entdo ter ai? +bj® +cz? = 0, o que
resolve o problema, ou aZ? + bjj®> + ¢z = —abc, mas, nesse caso, temos

0 = (az? + by* + 2% + abc) (2% + ab)
= a(ZZ + b))% + b(§Z — ai)? + c(Z* + ab)?,

o que nos dé a solucdo (%2 + by, §Z — aZ, 22 + ab) com 2 + ab # 0. |

O teorema de Legendre permite determinar quando uma curva al-
gébrica plana de grau 2, Az? + Baxy + Cy?> + Dz + Ey + F = 0 com
A, B,C,D,E € Q, possui algum ponto racional (z,y) € Q> De fato,
fazendo & = x + %y (podemos supor que A # 0, se nao fazemos
uma mudanga de coordenadas como y = § + x), a curva fica da forma
A2+ CP +DF+Ej+F =0, ¢, fazendo T = i+ B ey = § + £,
a curva fica da forma Az? + Cy? + F = 0. Multiplicando pelo mmc
dos denominadores dos coeficientes, podemos supor que A4,C e F sao
inteiros, e, escrevendo A = k2A C=1013CeF = m2F com 121 CeF
livre de quadrados obtemos fazendo z =
Az? 4+ C9? + F = 0. Assim fazendo & =

k= —
~T e y y a expressao
ey =

, obtemos a equagao

3

ApQ +Cr? + qu = 0.

Podemos supor mde(A, C, F) = 1 (se ndo dividimos por mdc(A, C F))
que mdc(p, 7, ¢) = 1. Além disso, se mdc(A, C') = d devemos ter d | Fg?,
e logo d | q (pois d é livre de quadrados), donde ¢ = d¢’, e obtemos a
equacao

A 2 é A 2
+ (Fd)¢d” =
2P T+ (Fd)e
AC pg;
com 4,7, Fd livres de quadrados e

ACE| .
’ < |ACF| sed> 1.
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Apos algumas redugoes deste tipo, obtemos uma equacao equivalente
como nas hipoéteses do teorema de Legendre, que pode entao ser usado
para decidir a existéncia de um ponto racional na curva. Note que a
hipétese sobre a, b, c ndo terem o mesmo sinal no teorema de Legendre
equivale a existéncia de pontos reais nao triviais na curva.

Se hé algum ponto racional (zg,yo) numa tal curva, entdo ha in-
finitos. Isto pode ser visto a partir do exemplo a seguir, que ilustra
o método geométrico que permite encontrar todos os pontos racionais
explicitamente.

Exemplo 4.5. Encontre todos os pontos racionais da elipse

2 2
22y
5/2 " 5/3

SOLUGAO: E facil encontrar um destes pontos racionais, digamos
(x,y) = (1,1). Para encontrar os demais, comegamos tracando uma
reta r de coeficientes racionais paralela a reta tangente a elipse no ponto
Py = (1,1). Derivando a equagao da elipse em relacao a x, obtemos
527332 + 25% =0 e assim ¢y = —2/3 para (x,y) = (1,1). Portanto podemos
tomar (por exemplo) a reta r de equagao y = —%m — 2. Agora, para um
ponto P # Py da elipse, seja s a reta que liga P a Py = (1, 1); como esta
reta nao é paralela a r, temos que r e s determinam um ponto (), como
na figura a seguir.

P
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Vamos mostrar que a associacdo P +— () define uma bijecao entre os
pontos racionais da elipse, excetuando o ponto Fy, e os pontos racionais
da reta r.

Em primeiro lugar, se P é um ponto racional da elipse entao a equa-
¢ao da reta s, que liga dois pontos racionais P e Py, possui coeficientes
racionais. Logo ) serd um ponto racional, sendo a intersec¢ao de duas
retas r e s cujas equagoes tém coeficientes racionais.

Reciprocamente, suponha que @ = (a,b) é um ponto racional de
r. Entao a equacgao da reta s, determinada pelos pontos racionais Py e
Q, terd coeficientes racionais: y — 1 = % - (x = 1). Como a equagao
da elipse também tem coeficientes racionais, a interseccao P # Py de s
com a elipse serd um ponto racional, ji que isolando y na equacao de
s e substituindo na equagao da elipse obtemos uma equacao quadratica
com coeficientes racionais

2, 3 b—1 2
Sabemos que a abscissa * = 1 de Fy é uma das raizes, logo a outra
raiz (que é a abscissa de P) é racional também pelas relacoes de Girard.
Como P pertence a reta s cuja equacgao tem coeficientes racionais, a
ordenada de P também sera racional, ou seja, P serd um ponto racional.

Apdés algumas contas, obtemos a seguinte férmula para P em funcio

de Q = (a,b):

B (10a2+90a+21 10a220a111>
~ \10a? + 24a + 87" 10a? + 24a 4 87 /°

Assim, os pontos racionais P da elipse sao obtidos fazendo a percorrer
todos os racionais a € Q juntamente com a = oo, i.e., o limite para
a — 00 na expressao acima, que fornece o ponto inicial Py = (1, 1), que
corresponde ao “ponto no infinito” de r, interseccao de r com a reta s
tangente a elipse no ponto Py (no plano projetivo, é claro!). Veja mais
detalhes na secao 9.1. ]

4.2.1 Somas de Dois Quadrados

Nesta secao, caracterizamos os nimeros que sao somas de dois qua-
drados.
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Teorema 4.6. Os Unicos niumeros que podem Se erpressar como Soma
de dois quadrados sdo os da forma n = 2°d*l onde s é um natural e | é
um ndmero livre de quadrados tais que seus fatores primos sao da forma
4k + 1.

Comecgamos observando que se p é um primo da forma 4k + 3 que
divide n = a® 4+ b%, entdo p | @ e p | b. De fato, se isto ndo ocorresse, b
seria invertivel médulo p, logo de a? = —b? (mod p) terfamos que —1 é
residuo quadratico médulo p, o que é absurdo pois (_71) = (-1)P-D/2 =
—1 j4 que p = 3 (mod 4). Logo p? | n e repetindo o processo com
= (%)2 + (%)2 no lugar de n, concluimos que todo primo da forma
4k + 3 aparece com expoente par na fatoracdo canoénica de n. Assim,
apenas os numeros da forma descrita no teorema podem ser soma de
dois quadrados.

Agora todo natural n pode se expressar como n = k?m onde k e
m sao inteiros positivos e m é livre de quadrados, donde se m pode se
escrever como soma de dois quadrados m = a®+b? entdo o mesmo ocorre
paran = (ak)?+ (bk)?. Além disso, se temos dois niimeros que sdo soma
de dois quadrados, digamos m = a? +b? e n = ¢? + d?, entdo a seguinte
identidade de niimeros complexos

mn = (a* + b%)(* + d*) = |a+ bi]* - |c + di|*
= |(a +bi)(c+ di)|* = |(ac — bd) + (ad + be)i|*
= (ac — bd)* + (ad + bc)?

mostra que seu produto também serd soma de dois quadrados. Assim,
para mostrar que todo n da forma descrita no teorema é soma de dois
quadrados, basta mostrar que 2 e todo primo da forma 4k + 1 sao somas
de dois quadrados. Se p = 2 temos que 2 = 12 4+ 12 é soma de dois
quadrados. Para o outro caso, precisamos do seguinte

Lema 4.7 (Lema de Thue). Se m > 1 é um numero natural e a € um
inteiro primo relativo com m entao existem niumeros naturais x e y nao
nulos menores do que ou iguais a \/m e tais que algum dos nimeros
ax £y € divisivel por m.

DEMONSTRAGAO: Seja ¢ = [/m], entdo ¢ + 1 > /m e portanto
(¢ +1)? > m. Consideremos todos os (¢ + 1)? ntimeros da forma az — y



144 [CAP. 4: EQUACOES DIOFANTINAS

onde = e y tomam os valores 0,1,...,q. Como s6 existem m restos ao
se dividir um ntmero por m, pelo Principio da Casa dos Pombos dois
dos nimeros anteriores, digamos ar; — y1 € axg — Yo, SA0 congruentes
moédulo m. Portanto a diferenca a(x; — x2) — (y1 — y2) é divisivel por
m. Temos

0<mzyy <vVm = |x1 — 23], |y1 — y2| < Vm.

Se x1 —x2 = 0 entao y; — yo sera divisivel por m, o que implica y; = yo,
mas os pares (z1,y1) e (z2,y2) sao diferentes, uma contradigao. De igual
forma, se y; —y2 = 0 entdo a(x; —x2) serd divisivel por m, mas a e m sao
primos relativos, logo m | 1 — z2 e assim x; = xa, outra contradicao.
Logo x = |z1 — x2| e y = |y1 — y2| satisfazem as condig¢oes do enunciado.

O

Retomando o nosso problema inicial, se p é um nimero primo da
forma 4k + 1, entao (_71) = (=1)»=1/2 = 1, logo existe a tal que p |
a®? + 1. Aplicando o lema anterior, existem inteiros 0 < z,y < /D tais
que algum dos numeros ax + y é divisivel por p, portanto o nimero

(ax + y)(ax — y) = a®z? — y? é divisivel por p. Daqui

22+ y? =2 + a0 — d®2® + P = 22 + 1) — (aP2? - 4?)
¢ divisivel por p, mas como 0 < z,y < ,/p entao 0 < 2+ y? < 2p,
portanto p = z? 4+ y%. Isto encerra a prova do teorema. Para outras
demonstragoes, veja os teoremas 4.19 e 6.12.

O método anterior pode ser aplicado para obter outras representacoes
de nimeros primos.

Exemplo 4.8. Sejam d € {1,2,3,7} e p € primo impar tal que (%d) =
1, entdo existem e, f € N tais que p = e + df?.

SoLugAo: Seja a € N tal que a®> = —d (mod p). Pelo lema de Thue,
existem inteiros x,y tais que (z 4+ ay)(x —ay) = 0 (mod p) <= p |
2?2 +dy? e 0 < 22 + dy? < (d + 1)p. Assim, temos

22+ dy? = kp com k € {1,2,--- ,d}.

Observemos que se k = d, = é multiplo de d e fazendo z = dz temos
que dz? 4+ y? = p. Assim podemos desconsiderar este caso e se d = 1 ou
d = 2 o problema esta resolvido. Consideremos agora os outros valores
de d:
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1. Se d = 3 entdo =2 + 3y® = p ou 2p. No caso 22 + 3y? = 2p temos
que x e y tém a mesma paridade, assim se x,y sao pares temos
que 4 | z? + 3y® = 2p, que é contraditério, e no caso em que z,y
fmpares temos que 22 = y?> = 1 (mod 8), portanto 2p = x> +3y? =
4 (mod 8), que também é contraditério. Assim concluimos que
2+ 3y? = p.

2. Sed="7entdo 22+ Ty?> = ip com i € {1,2,3,4,5,6}. No caso que
x, 1 sdo fmpares, como 22 = 32 = 1 (mod 8), temos que z2 +7y? =

0 (mod 8), o que é contraditério, e no caso em que z,y sao pares,
dividimos toda a expressao por 4, logo podemos supor que i €é
impar. Assim resta considerar os casos em que ¢ = 3 ou 5. Mas
—7 nao é resto quadrético médulo 3 nem 5, portanto x2 + 7y? = p.

O

4.2.2 Somas de Quatro Quadrados e
o Problema de Waring

Uma pergunta natural é: quantos quadrados precisamos somar para
se obter qualquer inteiro positivo? Foi conjecturado por Bachet que
todo niimero natural pode ser escrito como soma de 4 quadrados. Esta
conjectura foi primeiramente provada por Fermat usando a técnica de
descenso infinito, mas a primeira prova publicada é devida a Lagrange
(1770) e usa a identidade dos quatro quadrados de Euler. Para a prova
vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 4.9 (Identidade de Euler). Para todo a,b, c,d,w,x,y, z temos que

(@® + 6%+ +d*)(w? + 2% + y* + 2%) = (aw + bz + cy + dz)?
az — bw — cz + dy)?

+ )
+ (ay + bz — cw — dx)
+ )

[\

az — by + cx — dw)?.

DEMONSTRACAO: Por comprovacao direta. Uma outra maneira é uti-
lizar a seguinte identidade de matrizes complexas (a barra denota con-

jugado):
( a B)( v 5)_ ay— B8  ad+ 7y
-8 a)\-0 7) \—(ad+p7) ay—p5)"
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Calculando determinantes, obtemos
(lal? + 18P) (11 + [6%) = lay — B0[* + |ad + 57,

Substituindo @« = a — bi, = —c—di, v = w+ xi e § = y + zi, obtemos
a identidade acima. O

Esta identidade fica mais natural (e pode ser demonstrada) usando
quatérnios: ela se traduz em dizer que |zw| = |z||w| se z e w sao quatér-
nios. O conjunto dos quatérnios é R* (com a soma e a norma euclidiana)
onde escrevemos (a, b, ¢,d) = a+bi+ c¢j + dk e definimos a multiplicagao
por

P=2=k=-1, ij=—ji=k, jk=—kj=1, ki=—ik=]j.
Se identificarmos a + bi + ¢j + dk com a matriz
a+bi cH+di
—c+di a—bi
obtemos uma identificagao entre quatérnios e as matrizes da demonstra-
¢ao acima.

Lema 4.10. Se 2m ¢é soma de dois quadrados, entdo m também é soma
de dois quadrados.

DEMONSTRACAO: Como 2m = x? + y? entdo = e y tém a mesma
paridade. Portanto m = (23%)2 +( )2, O

Lema 4.11. Se p € primo impar, entdo existem inteiros a, b, k tais que
a’?+b%+1=kp.

DEMONSTRAGAO: Considere os conjuntos
—1
A= {a EZ/pZ’0<a<p2 }
-1
B:{—ﬁ—leZﬁ%’Ogbg—E—}

Como cada conjunto possui 2 —1 elementos de Z/(p) entdo AN B # 0,
isto é, existem a e b tais que a = —b?> — 1 (mod p). O
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Teorema 4.12. Todo inteiro positivo n pode se escrever como soma de
4 quadrados.

DEMONSTRACAO: Pelo lema 4.9, basta provar o resultado para os nt-
meros primos. Como 2 = 12 4 12 podemos supor p primo fmpar. Pelo
lema 4.11 sabemos que existem a, b, ¢, d e m inteiros com m > 0 tais que
mp = a®> + b + ¢ + d?. Assim, para terminar a demonstracdo, basta
provar que se m > 1 entao existe um 0 < n < m tal que np pode se
escrever como soma de 4 quadrados. De fato se m é par, entdo nenhum,
dois ou quatro dos nimeros a, b, ¢, d sao pares, assim aplicando apropri-
m

adamente o lema 4.10 basta tomar n = 3. Portanto podemos supor que

m é fmpar maior que 1. Sejam w, x,y, z inteiros tais que

w = a (mod m)
x = b (mod m)
y = ¢ (mod m)
z = d (mod m)
onde w, z,y, 2z € (=5, %), logo
m2
w2ty <4 —=m? e w42+ +22=0 (modm).

4

Portanto w? + 22 + y? + 22 = nm com 0 < n < m. Pela escolha de
w, T, Y,z temos que os numeros ax — bw — cz + dy, ay + bz — cw — dx e
az—by—+cx—dw sdo divisiveis por m e aw+bx+cy+dz = a?+b>+-c?+d? =
0 (mod m), portanto pelo lema 4.9 temos que

1 Lo a2 209, 2. 2 2
= — = —(@ +b"+c"+d +t 4y +
np 5 (mp)(nm) 5(a c J(w* 4+ x* 4y~ + 2°)

B (aw+b1:—|—cy+dz)2+(aq:—bw—cz+dy)2

m m
ay + bz — cw — dx\2 az—b — dw\?2
N e
m m
é soma de 4 quadrados, como desejado. O

Em geral, para n € N podemos nos perguntar se existe um inteiro
positivo s (dependendo de n) tal que qualquer nimero natural se escreve
como soma de s n-ésimas poténcias. Este problema é conhecido como
problema de Waring e foi respondido afirmativamente por Hilbert em
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1909. Denote por g(n) o menor destes nimeros s. O teorema anterior
prova que g(2) < 4 e de fato g(2) = 4 j4 que mostraremos na préxima
secdo que nenhum nimero da forma 4¥(8s + 7) pode se escrever como
soma de trés quadrados. Sabe-se que ¢g(3) = 9 (Wieferich e Kempner),
g(4) = 19 (Balasubramanian, Dress e Deshouillers), ¢g(5) = 37 (Jingrun)
e g(6) = 73 (Pillai). Em geral, temos a seguinte

Conjetura 4.13 (Euler). Para todo n > 2 temos que

-3 -

De fato podemos provar que

Teorema 4.14 (Euler).

g(n) > 2" + K;ﬂ "y

DEMONSTRAGAO: Consideremos o niimero m = 2" L(%)nJ —1 e escreva-
mo-lo como soma de n-ésimas poténcias. Como m < 3™, entdo nesta
soma s6 podem aparecer poténcias de 1 e 2. Se k é o niimero de poténcias
de 2 nesta soma, temos que m — 2"k termos sao iguais a 1, assim h&
(m —2"k) + k = m — (2" — 1)k termos nesta soma. Por outra parte,
k< [(2)"] -1 logo

oz @) ()]
|6

4.2.3 Somas de Trés Quadrados

O seguinte teorema, provado por GauBl, mostra quando um nimero
é soma de trés quadrados.
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Teorema 4.15 (Teorema dos Trés Quadrados de Gaul). Um inteiro
n > 0 é soma de trés quadrados se, e somente se, n nao é da forma
4%(8b+17), com a,b € N.

DEMONSTRAGAO: Notemos inicialmente que, como k? mod 8 € {0, 1, 4}
para todo k € N, uma soma de trés quadrados nao pode ser con-
gruente a 7mod 8. Além disso, se z,y,2 € Z e x2 + 3% + 22 =
(mod 4) entao x,y, z devem ser pares o que, usado repetidamente, mos-
tra que se 22 + y? + 22 = 4%(8b + 7) entdo 2% | mdc(x,y, 2) e logo
(£)% + (£)* + (&)* = 80+ 7, 0 que é um absurdo pelo j& provado,
mostrando a necessidade da condigao.
Para provar a suficiéncia vamos primeiro mostrar o seguinte

Lema 4.16. Se n € N € soma de 3 quadrados de nimeros racionais,
entao n € soma de trés quadrados de inteiros.

DEMONSTRAGAO: Sen = 23+ 23 +x3 com 21,22, 23 € Qesendo ¢ € N
um denominador comum para x1, T9, T3 temos que ¢>n = p} + p3 + p?,
onde p1 = qx1, p2 = qxo € p3 = qrz sao inteiros. Seja d > 0 o menor
inteiro positivo para o qual existem y1,y2,y3 € N com

vi+us s = dn.

Queremos mostrar que d = 1. Suponhamos por absurdo que d > 1.
Escrevemos y1 = dy} + 21, y2 = dyh + 22 € y3 = dyb + 23, com v}, z; € Z,
|zi] <d/2,i=1,2,3. Definimos

2 2 2
a=v"+uyy +y3 —n,  b=2(nd—y1y) — ¥2us — Y3y3)
d=ad+0b vl =ay; +by, i=1,2,3

Temos entao

ST yP=a® Y yi+2a0 >y +0* Y o

1<i<3 1<i<3 1<i<3 1<i<3
= a’d®n + ab(2nd — b) + b*(a + n)
= (ad +b)*n = d"’n
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dd':ad2+bd=d2(z y§2_n>+2d<nd— > yiyé)

1<:<3 1<:<3
2
=Y wi-2d Y yi+d® D Y= > (v —dy)’?
1<i<3 1<i<3 1<i<3 1<i<3
3
2 2
= Z Zi S Zd 3
1<:<3

donde 0 < d' < %d < d, o que contradiz a minimalidade de d. Note que
se d' =0, entdo Y ;3 22 =dd =0, donde 21 = 22 = 23 = 0 e logo
¥,? + yb? + v4° = n, absurdo. O

Para concluir a prova do teorema dos 3 quadrados, dado n € N
que nao seja da forma 4%(8b + 7), dividindo-o por uma poténcia de 4
conveniente podemos supor n mod 8 € {1,2,3,5,6}. Basta provar entao
que existem um inteiro m > 0 e racionais x,y, z,t com t # 0 tais que
? +y* =ment? — 22 =m, pois n = (£)? + (¥)? + (%)? serd soma de
3 quadrados de racionais e, pelo lema, soma de 3 quadrados de inteiros.

Podemos supor que n é livre de quadrados: sempre podemos escrever
n = a® - 7, onde ©1 é livre de quadrados, e se 7 = 22 + y? + 22 entdo
n = (ax)? + (ay)? + (az)?. Além disso, como n ndo é multiplo de 4, a é
fmpar, e logo a? =1 (mod 8), donde n = a*% =7 (mod 8).

Temos agora alguns casos:

1. Se n = 1 (mod 4) ou seja nmod 8 € {1,5}, tomamos m primo
m =1 (mod 4) e m = —1 (mod n). Tal primo existe pois, pelo
teorema chinés dos restos, existe um a com ¢ =1 (mod 4) e a =
—1 (mod n) e pelo teorema de Dirichlet (ver apéndice A) existem
infinitos primos congruentes com a mod 4n. Como m =1 (mod 4)
e m é primo, existem z, y tais que 22 + y2 = m.

Por outro lado, existem ¢ e z racionais com nt? — 22 = m se, e
somente se, existem u, v e w inteiros nio nulos tais que nu? —v? —
mw? = 0. Pelo teorema de Legendre, isso equivale a n ser quadrado
médulo m e —m ser quadrado médulo n, mas —m = 1 = 12
(mod n). Além disso, se n = pips - - - pr com os p; primos, usando

o fato que m = 1 (mod 4) e pela lei de reciprocidade quadrética
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()= I ()= 11 (3)

Mas m = —1 (mod n), em particular m = —1 (mod p;), assim

() =G = (n* :

entes com 3 (mod 4) é par pois n = 1 (mod 4), portanto (2) = 1.

obtemos

—1
(—1)"2z". Mas o numero de fatores p; de n congru-

2. Sen é par, ousejan mod 8 € {2,6}, temos que n = 2py - - - pg, onde
0s p; sao primos impares distintos. Tomemos como antes m primo,
m =1 (mod 4) e m = —1 (mod n/2); ainda temos o direito de
escolher a classe de congruéncia de m médulo 8, que pode ser 1 ou
5. Lembramos que se m = 1 (mod 8) entdo (2) =lesem =5
(mod 8) entdo (Z) = —1. Temos como antes —m = 1 (mod n),
donde —m é um quadrado moédulo n. Basta mostrar que m pode
ser escolhido de modo que n seja quadrado médulo m. Temos

B-CG) o E)-G) e
() I ()

Basta entao escolher a classe de congruéncia de m modulo 8 de
modo que (%) = [li<i<k (;—1) para que tenhamos (%) =1, como
queriamos.

3. Se n =3 (mod 8), tomamos m = 2¢ com ¢ primo, ¢ =1 (mod 4)
e 2¢ = —1 (mod n). Temos como antes —m = 1 (mod n), donde
—m é um quadrado médulo n. Vamos mostrar que n é quadrado
médulo m, como n é quadrado modulo 2, basta mostrar que é
quadrado médulo ¢. Sendo n = p; - - - pg, com p; primos, temos

()= I ()= 10 (3)

- 106G - 1L GG

(2) (—1) ] 1 sep;mod8e{1,3}
pi) \ pi —1 sep; mod8e€ {57}



152 [CAP. 4: EQUACOES DIOFANTINAS

Como1-1=33=55=7-7=1 (mod 8),1-:3=5-7=3 (mod 8),
1-5=3-7=5(mod8)el-7=3-5=7 (mod8), n deve ter

uma quantidade par de fatores pertencentes a {5,7} mod 8, pois

caso contrario n mod 8 € {5,7}. Assim temos (%) =1

Com isto, encerramos a prova do teorema dos trés quadrados. O

4.2.4 Teorema de Minkowski

Nesta se¢ao veremos como algumas técnicas geométricas podem ser
utilizadas no estudo de somas de quadrados. Comegamos com uma

Definigao 4.17. Um reticulado A em R™ € um conjunto da forma
A=Zuw+ -+ Zwy = {a1w1 + - - + anwn | a; € Z}

para alguma base wi, . ..,wy, de R™. Definimos o volume deste reticulado
como vol(A) = | det(ws,...,wy)|, ou seja, como o volume do conjunto

P={riwvi+ - +rpwp|meR 0<r <1}
chamado de paralelogramo fundamental associado a base wi, ..., wy.

Por exemplo, a figura a seguir mostra um reticulado em R?. Note
que vol(A) independe da escolha da base que gera A, pois quaisquer duas
destas bases estao relacionadas por uma matriz de mudanca de base de
determinante £1.

WV
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Dado um reticulado A C R", escrevemos
a=b (modA) <= a—beA (a,b € R")

Esta relacdo define uma relacao de equivaléncia em R™ e um conjunto de
representantes do quociente R™/A é dado justamente pelo paralelogramo
fundamental.

O principal resultado desta secao é o seguinte

Teorema 4.18 (Minkowski). Seja A C R™ um reticulado e V- C R™ é
um subconjunto mensurdvel tal que

1. 'V é simétrico com relagao a origem (i.e. veV = —veV);
2. V € convexo;
3. vol(V) > 2" vol(A).

Entao existe um ponto em V N A diferente da origem.

DEMONSTRAGAO: Seja P o paralelogramo fundamental determinado
por uma base wi,...,w, de A e seja %V = {% | v e V}. Conside-
rando o quociente %V/ A, podemos particionar %V em uma quantidade
enumeravel de subconjuntos mensuraveis U; tais que existam 7; € A
com 7; + U; C P. Como vol(3V) = 3= vol(V) > vol(A) = vol(P),
pelo principio da casa dos pombos continuo existem i # j tais que
(14 2U) N (154 3U;) # 0, isto é, existem dois pontos distintos v, w € V
tais que § = § (mod A) <= 5% € A com *5¥ # 0. Mas 52 € V
também, pois w € V = —we€Vev,~wecV = 5% cV pelas

hipéteses 1 e 2, respectivamente. Assim, 0 # “5% € ANV. O

Agora podemos apresentar duas novas provas curtas dos teoremas
que caracterizam primos que sao soma de dois e quatro quadrados.

Teorema 4.19. Todo primo p da forma 4k+1 € soma de dois quadrados.

DEMONSTRACAO: Como antes, temos que existe um inteiro x tal que
22 = —1 (mod p) pois (_71) = (=1)P=1/2 = 1. Considere o reticulado

em R2

A {(a,b) € Z* |a=bxz (mod p)}.
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Temos que o volume de A é p (fixado b, a é determinado médulo p,
logo A contém um em cada p pontos de Z?). Portanto, pelo teorema de
Minkowski, existe um ponto (a,b) # (0,0) em A que pertence ao circulo
com centro na origem e cujo raio é y/3p/2 pois a area deste circulo é
3pm/2 > 22p = 22 vol(A). Assim, 0 < a® +b? < 3p/2 e

a? + 02 =b*(2? +1) (modp) <= a®*+b*=0 (mod p)

Ou seja, a® + b = p. ]

Teorema 4.20. Todo primo p € soma de quatro quadrados.

DEMONSTRAGAO: Pelo lema 4.11, temos que existem inteiros u, v tais
que u? +v24+1=0 (mod p). Considere o reticulado em R* dado por

Ad—ef{(a bcd)EZﬂaEcu%—dv (mod p) eb=cv—du (mod p)}.

Temos que A tem volume p? (ﬁxados ced, aebficam determinados
médulo p, logo A contém um a cada p? pontos em Z*). A esfera de raio r
em R* tem volume 721 /2. Tomando r = 1/19p/10, como 7 (19p) /2>
24vol(A) = 16p? pelo teorema de Minkowski existe um ponto (a, b, ¢, d) €

A tal que 0 < a? + b% + ¢® + d? < 19p/10 < 2p. Porém

A+ A+ =(E+d) W+ v +1)  (mod p)
—= A+ +A+d*=0 (mod p)

Logo a? + 0%+ + d% = p. ]

Problemas Propostos
4.15. Encontre todos os pontos racionais das segquintes conicas.
(a) z* +2y* =3
(b) 22 —y? =1
(c) 2 +ay+y? =2
(d) 1322 — 2y —y? =1
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(e) 22 +y? + 2xy+x —y =20
(f) 32® = Ty* =1

4.16. Demonstrar que se um numero pode ser escrito como soma de
dois quadrados de forma unica, a menos da ordem dos somandos, entao
tal numero € primo.

4.17 (Scholz). Prove a sequinte generaliza¢io do lema de Thue. Seja
n um numero natural positivo e e, f numeros naturais tais que ef > n
come>1e f<n. Entdo para todo a com mdc(a,n) =1 a congruéncia
ay =tz (mod n) tem solugdo com 0 < x <e el <y< f.

4.18. Seja p > 5 um mimero primo. Mostrar que p = x? + 5y tem
solugoes inteiras se e somente se p=1 ou 9 (mod 20).

4.19. Suponha que 3" = q2" +r comr < 2" er +q > 2". Entdo

o | (3] ()

Observe que a conjectura de Euler implica que, para todo n, r 4+ ¢q < 2".

4.20 (IMO1992). Seja n um inteiro positivo. Denotemos por S(n) o
maior inteiro tal que, para todo k < S(n), n? pode se escrever como
soma de k quadrados positivos.

1. Mostre que S(n) < n? — 14 para cada n > 4.

2. Encontre um inteiro n tal que S(n) = n? — 14.

3. Demonstre que existem infinitos inteiros n tais que S(n) = n?—14.

4.3 Descenso Infinito de Fermat

Dada uma equagao

f(l'l,.. . ,.’En) = O,

o método do descenso infinito (quando aplicidvel) permite mostrar que
esta equacao nao possui solugoes inteiras positivas ou, sob certas condi-
¢oes, até mesmo encontrar todas as suas solucdes inteiras. Se o conjunto
de solucoes de f

A={(z1,...,2n) €Z" | f(x1,...,2,) =0}
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é diferente de vazio, entao gostariamos de considerar a solugao “minima”
em certo sentido. Em outras palavras, queremos construir uma funcgao
¢: A — N e considerar a solu¢ao (x1,...,x,) € A com ¢(z1,...,Ty)
minimo. O descenso consiste em obter, a partir desta solucdo minima,
uma ainda menor, o que nos conduz claramente a uma contradicao,
provando que A é de fato vazio.

Para ilustrar este método consideremos o seguinte

Exemplo 4.21 (Fermat). Demonstrar que a equacio z* + y* = 2% ndo

possui solucoes inteiras positivas.

SOoLUCAO: Suponhamos que z* + y* = 22 possui uma solucio inteira
com z,y, z > 0. Logo existe uma solugao (a, b, ¢) na qual ¢ é minimo. Em
particular, temos que a e b sdo primos entre si, pois se d = mdc(a, b) > 1
poderfamos substituir (a,b,c) por (, %, 4z) e obter uma solugdo com ¢
menor. De (a?)? 4+ (b?)2 = ¢? temos portanto que (a?,b?,¢) é uma tripla
pitagérica primitiva e assim existem inteiros positivos m e n primos
relativos tais que
a?=m?—-n% b =2mn e c=m?+n%

Temos da primeira equagao que (a,n,m) é uma tripla pitagérica primi-
tiva e portanto m é fmpar. Assim, de b> = 2mn conclufmos que b, e
portanto n, é par. Observando ainda que b> = (2n)m é um quadrado
perfeito e mde(2n, m) = 1, concluimos que tanto 2n como m sd@o qua-
drados perfeitos, donde podemos encontrar inteiros positivos s e t tais
que

on = 45> e m = t2.

Por outra parte, dado que a®>4n? = m?, entdo existirdo inteiros positivos
1 e j, primos entre si, tais que

a=i*—j4% n=2j e m=il+j>

Portanto s? = 5 = ij, logo i e j serao quadrados perfeitos, digamos
i=u’ej =02

Logo temos que m = i + j2, i = u?, j = v?

e m = t2, assim

2 = ut 4+ 04,
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isto é, (u,v,t) é outra solugdo da equagao original. Porém
t§t2:m§m2<m2+n2:c

e t # 0 porque m é diferente de 0. Isto contradiz a minimalidade de ¢,
0 que conclui a demonstragao. ]

Observemos além disso que, uma vez que esta equagao nao possui so-
lucdes inteiras positivas, entdo a equacio z* +y* = 2% e, mais geralmente
" 4 " = 24" ndo possuem solugdes inteiras positivas.

Exemplo 4.22 (IMO1981). Encontrar todas as solugdes inteiras posi-
tivas da equacao
m? —mn —n? = 1.

SoLUCAO: Note que m2=n>+mn+tl>n> = m > n, com
igualdade se, e s se, (m,n) = (1,1), que é claramente uma solugao.
Agora seja (m, n) uma solugao com m > n. Demonstremos que (n, m—n)
também é solugao. Para isto observemos que

n? —n(m—n)—(m—n)?=n%>—-nm+n?—m?+2mn—n

2

2

=n?4+nm—m
= —(m? —nm —n?) = 71,
Assim, se temos uma solugdo (m,n), podemos encontrar uma cadeia
descendente de solugoes, e este processo parard quando atingirmos uma
solugao (a, b) com a = b, ou seja, a solugao (1,1). Invertendo o processo,
encontraremos portanto todas as solugoes, isto é, se (m,n) é solugao
entdao (m 4 n,m) é solucao. Portanto todas as solugoes positivas sao

(1,1), (2.1), (3,2),...,(Fps1, Fp),. ..

onde F;, representa o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. O

Exemplo 4.23 (IMO2003). Determine todos os pares de inteiros posi-
tivos (a,b) para os quais

@

2ab? — b3 + 1

€ um inteiro positivo.
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SOLUGAO: Seja (a,b) uma solucdo inteira positiva. Logo 2ab? —b3+1 >
1, e portanto a > %. No caso a = %, é claro que obtemos uma solucao.
Para qualquer outra solucao, a > % e nesse caso a® > 2ab’ — b3 +1 =
b (2a —b) +1>b* = a>b.
Agora se M)%Zbgﬂ =k € N, entao a ¢ raiz do polinémio com coefi-
cientes inteiros
x? — 2kb%x + k(b® — 1) = 0.

3_
Mas este polindmio possui outra solucao inteira a; = 2kb*—a = k(ba LD

0, assim (a1, b) também é solugao do problema se b > 1. Supondo que a
é a maior raiz, de a > a; teremos que a > kb2 e assim

kP —1) _ k(G —1)

= < b.
“ a = kW
Desta forma, ou b = 1 ou a1 = g e neste ultimo caso k = % ea =
% — 3. Portanto as solugdes do problema sio (a,b) = (1,21), (2,1) ou
(81* —1,21), com I € N. O

4.3.1 Equagao de Markov

A equagao de Markov é a equacao diofantina em inteiros positivos
x? + 9% + 2% = 3ayz.

E ébvio que (1,1,1) e (1,1, 2) sdo solugoes da equacao. Além disso, como
a equacao é simétrica, podemos considerar, sem perda de generalidade,
somente as solugoes com as coordenadas x < y < z ordenadas de forma
nao decrescente.

Assim suponhamos que (z,¥, z) é uma solu¢ao com = < y < z com
z > 1. O polinémio quadratico

T? = 3ayT + (2 +y*) =0

possui duas solugoes, e uma dela é z, assim a outra é 2’ = 3xy — 2z =
2 2

T € 7\ {0}. Vejamos que se y > 1 entdo 2’ < y, e assim (2/,z,y) é

também solugao (menor) da equagao de Markov. Para isto, suponhamos

. 4 2442 . .

por contradicdo que T = 2/ > y, isto 6, yz < 2% + y? < 2%, em

particular z < 2y. Segue que

52 >y + 2% = 3ayz — 2 = x(3yz — x) > zy(3z — 1),
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e portanto 5y > x(3z — 1). Observemos que se z > 2, entdao 5y >
2(3z — 1) > 5z e portanto z = y = z = 2, que nao ¢ solugdo, o que é
contraditorio. Logox =1e % > z, assim %—l—y > z > y. Portanto ou
temos é 4+ 1y = z, e neste caso y = 1 e z = 2, 0 que contradiz y > 1, ou
y = z e substituindo na equacio original temos que 1 + y? + y? = 332,
o que implica que z = y = 1, o que contradiz o fato de z > 1.

Do fato anterior, temos que dada uma solucao da equacao de Mar-
kov (z,y,z) com z > 2 é sempre possivel encontrar uma solugao me-
nor (2/,x,y) e este processo somente para quando chegamos & solugao
(1,1,1), isto é, estamos gerando uma &rvore de solugdes da seguinte
formas:

(1,1,1)

(1,2,5)
- ™~
(1,5,13) (2,5,29)
VARRN VARRN
(1,13,34) (5,13,194) (2,29,169) (5,29,433)

Um importante problema em aberto relacionado com a equacao de
Markov é o problema da unicidade, proposto por Frobenius hé cerca de
100 anos em [55] (veja também [28]): para quaisquer inteiros positivos
x1,%2,Y1,Y2,2 com 1 < y; < ze xg < yo < z tais que (z1,y1,2) €
(22,Y2,2) sao solugoes da equagdo de Markov temos necessariamente
(z1,91) = (22, 92) 7

Se o problema da unicidade admitir uma solugao afirmativa, para
cada t real, sua pré-imagem k~!(¢) pela funcdo k definida na secio 3.4
consistird de uma tnica classe de G'Lo(Z)-equivaléncia (veja o exercicio
3.10).

4.3.2 Ultimo Teorema de Fermat

Um dos mais famosos problemas na histéria da Matematica e tal-
vez um dos que mais inspirou o desenvolvimento de novas teorias é o
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chamado ultimo teorema de Fermat.

Pierre de Fermat, que tinha o costume de fazer anotagbes nas mar-
gens de sua cépia do livro de Diofanto, enunciou o teorema que afirma
ser impossivel encontrar inteiros positivos z,y, z tais que

2" 4y = 2 (+)

quando n é um inteiro maior do que 2: “encontrei uma demonstragao
verdadeiramente maravilhosa para isto, mas a margem é demasiado pe-
quena para conté-la”.

Para mostrar a inexisténcia de solugdes de (x), basta considerar os
expoentes primos. Muitos casos particulares foram mostrados ao longo
da histéria, os quais se dividem em dois tipos: o primeiro, quando p t
xyz, e o segundo, mais dificil, quando p | zyz. De fato, Sophie Germain
provou o primeiro caso para todo primo p tal que 2p + 1 também é
primo (veja a proposicao 7.2). Legendre provou o teorema para p primo
quando 4p + 1,8p + 1,10p + 1,14p + 1 ou 16p + 1 é primo; com isto,
provou o ultimo teorema de Fermat para todo p < 100. Em 1849,
Kummer obteve uma prova para todos os chamados primos regulares.
Em 1909 Wieferich provou que se a equacao de Fermat tem solucao
para p, entdo 2~ = 1 (mod p?); tais primos sdo chamados primos de
Wieferich. Mirimanoff e Vandiver provaram respectivamente que p deve
satisfazer 371 = 1 (mod p?) e 5?1 = 1 (mod p?), e Frobenius provou
este mesmo resultado para 11 e 17 no lugar de 3 e 5.

A demonstracdo do ultimo teorema de Fermat somente foi obtida
depois de mais de trezentos anos apds sua formulacao. Tal demonstracgao,
devida a Andrew Wiles e Richard Taylor ([151] e [146]), insere-se no
contexto mais geral da chamada conjectura de Taniyama-Shimura- Weil
sobre curvas elipticas (veja o capitulo 9 para uma introducao a curvas
elipticas), que implica a solu¢do do tltimo teorema de Fermat, como
conjecturado por G. Frey em 1985 e provado por K. Ribet em 1986.
Esta demonstracao envolve ideias bastante avancadas e estd muito longe
do escopo deste livro. Para uma introducao as técnicas utilizadas na
prova, veja [39].

Para dar uma ideia da dificuldade deste problema, vejamos uma
prova baseada na de Leonhard Euler para o caso n = 3. A demonstracao
original dada por Euler para o caso n = 3 é incompleta ji que supoe a
fatorac@o tinica em irredutiveis para extensoes de Z (veja mais detalhes
sobre este ponto no teorema 6.17). Comecamos com um
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Lema 4.24. Todas as solucées de s> = a® + 3b> em inteiros positivos
tais que mdc(a,b) =1 e s € impar sao dadas por

s=m?+3n%, a=m>—9mn? b=3m?*n—3n3

com m + n impar e mdc(m, 3n) = 1.

DEMONSTRAGAO: E fécil verificar que tais niimeros fornecem uma so-
lucao da equagao e, além disso,

mdc(a, b) = mde(m(m? — 9n?), 3n(m? — n?))
2

= de(m N 977,2777’7,2 - TL2) = de(8n2, m2 — n2) =1.

Reciprocamente, suponhamos que (a, b, s) é solucao da equagao. Seja
p um nuimero primo tal que p | s. Note que, como mdc(a,b) =1 e s
é fmpar, p{a, ptbep >3 Entdo a®> = —3b%> (mod p) e como b é
invertivel modulo p temos

<_;)):1 — <§>:1 <= p=1 (mod6)

pela lei de reciprocidade quadratica. Pelo exemplo 4.8 (ou teorema 6.17)
sabemos que existem inteiros mq e nq tais que p = m% + 3n%, e tere-
mos que p3 = ¢ + 3d® onde ¢ = m3 — 9min? e d = 3m3ng — 3n3.
Note que mdc(p,m1) = mde(p,n1) = 1 e p > 3 e portanto mde(p, c) =
mdc(p, d) = 1, como na demonstragao acima de que mdc(a, b) = 1.

Procederemos por inducao sobre o niimero de divisores primos de s.
Se s =1 o resultado é evidente. O caso em que s tem um divisor primo
é exatamente o resultado anterior. Agora, suponhamos que o resultado
valha para todo s que tenha k fatores primos (néo necessariamente dis-
tintos). Se s tem k + 1 fatores primos, digamos s = pt com p primo
(p > 3), observemos que

35 = $%p3 = (a® + 3b?)(c* + 3d?) = (ac £ 3bd)? + 3(ad F be)?.
Além disso como

(ad + be)(ad — be) = (ad)? — (be)? = d?(a® + 3b%) — b%(c* + 3d?)
= pg(t3d2 - b2)a
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entdo p3 | (ad + be)(ad — be). Se p divide os dois fatores, teremos que
p | ad e p | be. Lembre que mdc(p,c¢) = mde(p,d) = 1, o que implica
que p | a e p | b, o que contradiz a hipétese mdc(a,b) = 1. Assim, p?
divide exatamente um dos fatores, e tomando adequadamente os sinais

teremos que
ac =% 3bd ad F be

U= ——m—, U=
p? p?

sdo inteiros tais que t3 = u? + 3v2. Como t tem k fatores primos segue

por hipétese de indugao que

t:’m%+3n%, u:mg—Qan%, Usz%ng—Bng’.

Agora, dado que a = uc+3vd e b = £(ud—wvc), substituindo ¢, u, v, ce d
em termos de m; e n; (i = 1,2) em s, a e b e fazendo m = myma+3nina,
n = ming — meony, obteremos o que queriamos demonstrar. O

O método utilizado por Euler para demonstrar o caso n = 3 é basi-
camente o método de descenso infinito.
Proposicao 4.25. A equacio diofantina z3 + y> = 23
¢oes inteiras com xyz # 0.

nao possui solu-

DEMONSTRACAO: Suponhamos que a equacio 3 +43 = 23 possui uma
solucao com z,y,z > 0 e escolhemos esta solucao de tal forma que zyz
seja minimo. Como qualquer fator comum de dois destes niimeros é tam-
bém fator do terceiro, podemos afirmar que x,y, z sdo primos relativos
dois a dois. Em particular um de tais ntimeros sera par.

Note que z = y é impossivel pois caso contrario 223 = 22 e 0 expoente
da maior poténcia de 2 do lado direito seria multiplo de 3, enquanto
que do lado esquerdo nao. Assim, sem perda de generalidade, podemos
assumir que = > y.

Suponha primeiro que x e y sdo impares e z par, podemos escrever
r=p+qey=p—qcomp>0eq>0 primos relativos (pois x e y sdo
primos relativos) e de diferente paridade, assim

3

2?4y = (x+y)(@® —zy+y°)
=2((p+9)°—(P+a)p—a) + (p—q)?
= 2p(p® + 3¢°).
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Portanto 2p(p? + 3¢%) é um cubo perfeito. De igual forma, no caso em
que z é impar e x ou y é par, podemos supor sem perda de generalidade
que y é impar, e substituindo z = ¢+ p e y = g — p obteremos

=2 =P =2p((p+q)* + (p+q)(a—p) + (¢ —p)?)
= 2p(p” + 3¢%).

Como p? + 3¢% é impar e 2p(p? + 3¢?) é um cubo perfeito temos que
p serd par. Calculando o méximo comum divisor entre p e p? + 3¢>,
obtemos
mdec(p, p? + 3¢) = mde(p, 3¢°) = mde(p, 3).

Portanto ha dois casos: mdc(p,3) =1 e mdc(p, 3) = 3.

No primeiro, existem naturais a e b tais que a® = 2p e b®> = p? +
3¢%. Neste caso sabemos, pelo lema 4.24, que existem inteiros m e n de
diferente paridade e primos relativos tais que

b=m?+3n%, p=m®—9mn? q¢=3m?>n—3n
Logo a® = 2m(m — 3n)(m + 3n). Observemos que os nimeros 2m,
m — 3n e m+ 3n sao primos relativos, logo existem inteiros e, f e g tais
que 2m = e3, m — 3n = f3 e m + 3n = ¢g>. Em particular, teremos que
2+ g3 =e?. Como

efg=a®>=2p<ax+y<ayz,

teremos uma solucao menor, o que contradiz a escolha de z,y, 2.

No caso em que 3 | p, entdo p = 3r com mdc(r,q) = 1, logo 2° =
187(3r2 4+ ¢2) ou 23 = 187 (372 + ¢?) e portanto existem inteiros positivos
a e b tais que 18 = a3 e 3r2 4+ ¢> = b3. De novo, existiriam inteiros m
e n tais que

b=m?+3n% q=m>—9mn?, r=3m’n—3n’

Daqui segue que a® = 27(2n)(m — n)(m + n). De igual forma teremos
que os numeros 2n, m—n e m-+n sao primos relativos, portanto existem
inteiros positivos e, f e g tais que

m=e> m-n=f>3 m+n=g.

Segue que 3+ f3 = ¢3, que também contradiz a minimalidade da solucio
(x,y, 2). O
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Exemplo 4.26. Demonstrar que a equacio x> + 432 = y® ndo tem
solugoes racionais diferentes de (+36,12).

SOLUGAO: Suponhamos que a equagao possui uma soluc¢ao (a,b) com
b # 12. Como a e b sdo racionais, entao 5z = % #*+tle % = #1com
k,mn€Z. Sejau=n+k#0,v=n—k#0ew=2m. Como

u? 4+ 03 —wd = 2n3 + 6nk® — 8m?>

ek=2gg,m= %, substituindo temos

n3a®  n3p3 03 9 .3

3

wd + 0 —wd =23 +

3. um absurdo.
O

o0 que gera uma solucao nao trivial da equacio 23 +y> = 2

Problemas Propostos

4.21. Seja p um primo. Prove que se x, y e z s@o inteiros com x> +
pyd +p?23 =0 entdox =y =2=0.

4.22. Demonstrar que nao existe um triangulo retangulo com lados in-
teiros tal que sua drea seja um quadrado perfeito.

4.23. Encontrar todos os pares (n,m) de niumeros inteiros tais que
n|lm?*+1 e m|n®+1.

4.24 (IMO1987). Seja n um inteiro maior ou igual a 2. Mostre que se
k> +k+n é primo para todo k tal que 0 < k < \/g, entdo k> +k+n é
primo para todo k tal que 0 < k <n — 2.

4.25 (IMO1988). Dados inteiros a e b tais que o nimero ab+ 1 divide
2, 12

a®+b

a

a® + b2, demonstrar que € um quadrado perfeito.

4.26 (IMO2007). Prove que se a e b sao inteiros positivos tais que
4ab — 1| (4a® — 1)? entdo a = b.

4.27. Demonstrar que a equagdo 3z%+1 = 3® ndo tem solucdes racionais
diferentes de x = +1 ey = 1.
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4.28. Demonstrar que a equacao z3+y3+23 = 1 possui infinitas solucdes
inteiras.

4.29. Demonstrar que a equacdo x> + y> + 22 =n com n = 9k £+ 4 ndo
possui solugdes inteiras.
Observagao: Em 1999 foi encontrada a solucdo

(—283059965, —2218888517, 2220422932),
para n = 30 e em 2000 foi encontrada a solugdo
(60702901317, 23961292454, —61922712865)

paran = 52 (ver [9]). Em maio de 2013, os unicos valores de n menores

que 100 para os quais nao se sabia se existe ou nao solucdo inteira eram
33, 42, e 4.

4.30. Demonstrar que a equacao x>+ y> + 23 = 3 possui infinitas solu-
¢oes inteiras positivas primitivas (i.e., com mde(x,y, z,t) = 1).

4.31. Demonstrar que a equacio x> + y> = 22% ndo possui solugées
inteiras positivas nao triviais (i.e. além das com x =y = z).

Dica: Como x,y sdo de igual paridade entdo x = m+n, y =m —n. Se
mdc(m,3) = 1 concluir que mde(m, m? + 3n?) = 1 e cada um deles é
um cubo. Usar a caracterizacdo das solugdes da equagdo s3 = m? + 3n?
para chegar a uma solucdo menor que a inicial.
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4.4 Equacao de Pell

Seja A um inteiro positivo. Estamos interessados na equacio 2 —
Ay? = 1, com z e y inteiros. Se A é um quadrado perfeito, digamos
A = k2, temos que 22 — Ay? = (v — ky)(z + ky) = 1 admite apenas as
solucgoes triviais y = 0, x = £1, pois terfamos * — ky =z + ky = +£1. O
caso interessante é quando A nao é um quadrado perfeito, e portanto v/ A
é um irracional (de fato, se VA = %’, com mdc(p,q) =1 e g > 1, terfamos

A= 2—2 o que é um absurdo, pois mdc(p,q) = 1 = mdc(p?,¢?) = 1,

donde p?/q¢? ndo pode ser inteiro). Nesse caso, a equagio 22 — Ay? =1
é conhecida como uma equacao de Pell.

AN .
24

As solugoes da equacao de Pell correspondem a pontos inteiros sobre
uma hipérbole. Na figura, a hipérbole é 22 — 2y? = 1: o ponto (3,2)
é um exemplo de ponto inteiro sobre a hipérbole pois 32 —2-22 =1
mas o ponto (7,5) estd préximo a hipérbole mas ndo pertence a ela pois
72 —2.5%2 = —1 # 1. Como veremos, o préximo ponto de coordenadas
inteiras positivas sobre esta hipérbole é (17,12), que estd fora da figura.

Outro ponto de vista é o de que estamos procurando pontos de uma
hipérbole sobre um reticulado. Na préxima figura, a hipérbole é u?—v? =
1 e o reticulado consiste nos pontos da forma (a,bv/2), a e b inteiros. As

duas figuras sé diferem por uma transformacao linear.
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Um terceiro ponto de vista, que serd particularmente 1itil no que
segue tem um cardter mais algébrico: sejam Z[vA] = {z + yvVA;z,y €
Z} e QWA] = {z +yVA;z,y € Q} D Z[VA]. Nao é dificil ver que
Z[\A] é um anel e Q[v/A] é um corpo. Dado v = z + yVA € Q[VA]
(com z,y € Q), podemos definir seu conjugado ¥ = x — yVA, e sua
norma N(v) = vy = 22 — Ay?.

Uma observacio relevante é que, se z,y,z,w € Q e z + yvVA =
2+ wyVA entdo r = z e y = w. De fato, se y = w entao claramente
T =2z, esey#w, terfamos VA = ;:ff} € Q, absurdo.

As solugoes inteiras (z,y) da equagao de Pell correspondem a elemen-
tos z+yvVA € Z|VA] (com z,y € Z) cuja norma N (z+yv/A) = 22— Ay?
é igual a 1.

Um fato muito importante sobre a norma é que N: Q[vA] — Q é
uma funcao multiplicativa, isto é,

N((x—l—y\/Z)(u—l—v\/Z)) = N(z+yVA)N(u+vVA) Ve, y,u,v € Q.

Isto segue do fato de que, dados o = x + yvV A,y = u + vV A € QVA],
oy = &4 (o conjugado de ay = (z + yvV/A)(u + vVA) = (zu + Ayv) +
(zv+yu)VA é (zu+ Ayv) — (zv+yu)VA = (x —yvVA) (u—vvVA) = 45).
Com efeito,

N(av) = ayay = adyy = N(a)N(7).
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Alternativamente, podemos provar este fato diretamente:

N((z+yVA) (u+vvVA) = N((zu+ Ayv) + (zv + yu)VA)
= (zu + Ayv)? — A(zv + yu)?
= 22u? 4+ A%y%0? — A(z®0? + yPu?)
= (2% — Ay®)(u? — Av?).
E facil ver (a partir da multiplicatividade da norma) que se a equagao

tem alguma solucao (x1,y1) com y; # 0 entdo possui infinitas. Mais
geralmente, se 23 — Ay} = +1, temos

N((z14 VAy)") = (21 — VAy) (@1 +VAy)" = (22 — Ay?)" = (£1)".
Fazendo a substituicao
Ty, \/Eyn = (z1 + \/Zyl)" = <7Z) xT_’(\/Z)Zyi
i=0
onde
I .

— ik —2i pd, 20 - n —2i—1 4i, 2i+1
Tn = (2’5)36? ZAzylz e Yp = Z <2i+1>$? g Azylz

=0 =0

N
—

obtemos z2 — Ay? = (£1)" para todo n € N.
De maneira mais ou menos equivalente, podemos dizer que se (21, y1)
é solucao entao a transformacao linear

(a4

preserva tanto a hipérbole u? — v? = 1 quanto o reticulado que consiste
nos pontos da forma (a, bv/A).
Vejamos agora que a equacao de Pell sempre possui solugao.

2 _ Ay? =1, com A diferente de um qua-

drado perfeito, possui solucao nao trivial em inteiros positivos, i.e., com

z+yvA> 1.

Teorema 4.27. A equacgdo x
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DEMONSTRAGAO: Como v/ A é irracional, a desigualdade [/ A— §| < q%

tem infinitas solugoes racionais p/q. Note que se [V A — g\ < q% entao

\pQ—AQQI:(f’\/Z—EHE—F\/Z‘ < ’E—F\/Z‘
q''q q

§2\/Z+’\/Z—§‘§2\/Z+l.

Considerando infinitos pares de inteiros positivos (p,¢,) com |vA —
Z—:\ < é, teremos sempre |p2 — Ag2| < 2v/A + 1, portanto temos um
ntimero finito de possibilidades para o valor (inteiro) de p2 — Ag2. Conse-
quentemente, existe um inteiro k # 0 tal que p? — Ag? = k para infinitos
valores de n. Obtemos portanto duas sequéncias crescentes de pares de
inteiros positivos (u,), (v,), r € N tais que u2 — Av? = k para todo r.

Como h4 apenas |k|? possibilidades para os pares (u, mod k, v, mod
k), existem inteiros a e b e infinitos valores de r tais que u, = a (mod k)
e vy = b (mod k). Tomamos entdo 7 < s com as propriedades acima.
Seja

l‘—i-y\/»: us"i_vs\/Z (US—F’US\/Z)(U,T —UT\/Z)

Up + 'Ur\/Z u12" - A’U%

_ Usly —I{:Avsvr g <urvs ; usvr> VA

Temos usu, — Avsv, = u2 — Av? = k = 0 (mod k) e u,vs — usv, =
ab — ab = 0 (mod k) e portanto z = % ey = Ut talr sh0
inteiros. Por outro lado, (z + yVA) (uy + UT\/Z) = us + vsVA, donde
N(z + yVA)N (u, + v.vVA) = N(us + vsv/A). Como N (u, + v,/ A) =
N (us +vsv/A) = k, segue que N(z+yv/A) = 22 — Ay? = 1. Além disso,

como s > 1, us + vsVA > u, + v,V/A, dondex+yﬂ:%>l.
O

Dentre todas as solucdes (z,y) € N? da equacdo de Pell 22 —y%A4 =1
com z+yvA > 1, existe uma solucdo minima ou fundamental, i.e., com
x e portanto y e xz + y\/z minimos. Denote por (z1,y;) esta solugao
minima. Se, como antes, definimos (x,,y,) € N? pela relacdo z, +
YnVA = (z1 4+ y1V/A)", temos que (T, Yn), n > 1, sdo todas as solucdes
inteiras positivas da equagao de Pell: de fato, j& vimos que (z,y,) sdo
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solugoes, e se (z/,y’) é uma outra solucao, entao como 7 + yl\/z >1
existe n > 1 tal que

(1 4+ VA" <2’ + VA < (x1 + VAL
Multiplicando por z, — ypvVA = (x1 + y1\/Z)*" > (0, obtemos

1< (:U/ + y/\/Z) (.I‘n - yn\/z) = (xlxn - y/ynA) + (y,mn - xlyn)\/Z
<x1+U \/Z

Como N ((z' +y'VA)(zn — yuVA)) = N(2' + Y VAN (2, — ynVA) = 1,
temos que (¥'x, —y'yn A, y'xn —2'yy,) também é uma solugao da equagao
de Pell, menor que a solu¢gao minima. Temos que 'z, —y'y, A > 0, pois
caso contrario 'z, — y'yp,A < 0 <— %% < A, porém

2 1
2 —y2A=1 = (x—n) =A+5>A = In S VA

Un Yn Yn

’ . ’
e analogamente % > VA, o que contradiz %‘;—" < A. Da mesma forma,
n
y'x, — x'y, > 0 pois caso contrario

/ /

1 2 2 1
Yn Y Yn Yn Yy !

= <y, = 2 <z,

o que contradiz o fato de z, + yo,VA = (1 + VA" < 2’ + 3/ VA.
Resumindo, temos que (2'z, — y'ynA, vz, — 2'y,) € N? é uma solucao
menor do que a solu¢ao minima, logo 'z, —y'ynA =1 e y'x, — 2"y, = 0,
ou seja, (2 +y'VA)(x1 — VAT =1 = 2 +y'VA=2,+ 1y, VA,
donde (2/,y') = (zpn, yn), como queriamos.

Assim, as solucoes com z e y inteiros positivos podem ser enumeradas
por (z,, yn), n > 0 de modo que, para todo n, T, +y,vVA = (z1+y1V/A)"
e portanto

S (z1 + VA" + (z1 — 1 VA"
" 2

_ (@t VA" — (21— VA"

Yn 2\/Z .

Observe que as sequéncias (x,) e (y,) acima satisfazem a recorréncia
Upt2 = 201 Upt1 — Up, Y > 1.
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A conjectura de Catalan afirma que as tunicas poténcias perfeitas
consecutivas sao 8 e 9 e foi resolvida completamente em 2003 por Mihai-
lescu. Vejamos uma aplicagao da equacao de Pell em um caso particular.

Teorema 4.28 (Ko Chao). Seja p um nimero primo com p > 5, entdo
a equacao
2 —yP =1

nao possui solugao com x e y inteiros nao nulos.

DEMONSTRACAO: Suponhamos por contradi¢do que a equagao possui
solucao inteira nao nula e sem perda de generalidade podemos supor
z>0ey>0.

No caso em que z é par e y é fmpar, fazendo y? = 22 — 1 = (z —
1)(z + 1), como mde(x + 1,2 — 1) = 1, segue que x — 1 e = + 1 sdo
poténcias p-ésimas, ou seja, existem inteiros s e t tais que z — 1 = sP
erx+1 =1t = P—sP =2com s,t € Zep >>5 Com isto a
Unica solugao é t = 1 e s = —1, mas isso implica que = 0, o que foi
descartado nas hipoteses.

Agora, no caso em que x é impar e y é par, temos que z+1 e z—1 sao
pares e mdc(x+1,x—1) = 2. Daqui podemos dividir o problema em dois
subcasos:

m que = é impar, existem inteiros w e z tais qu
No caso e e$21e ar, existe teiros w e z ta e

-1 1
° 5 = w?, :1:—2+— =2"2P ¢ y=2wz com mdc(w,2z)=1.
Assim
P = x"QH —1=2P 2 1 > (P2 )P,
isto é,

portanto w > z.
Por outro lado

2 2 2
w2p:<a}—1> = +6x+9—8(x+1):<x+3> — (22)P.

2 4 2
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Assim obtemos a equacdo (w?)P + (2z) = (Z£2)%. Como

W = (WP = (w*)P(22) + (WP (22)" — -+ (22)77
= p(u)Q)p_l (mod w2 + 22)
e mdc(w,2z) = 1 temos

2\p p
mdc <w2 + 2z, W) = mdc(w? + 2z, p(w?)P1) | p,
logo sept Q”T*?’ temos que w? + 2z é um quadrado. Mas w? < w? + 2z <
w? + 2w < (w + 1)? assim w? + 2z nao pode ser um quadrado, logo
D | 5”3 e além disso do fato que p > 3 segue que p{ x.

De forma similar, no caso que % =wP e le = 2P722P usando a
equacio (w?)P — (2z)P = (%52)2, concluimos analogamente que p | %2
e portanto p{ x.

Voltando a equagao original temos que 22 = y? +17. Como p{ z e

(como antes) mdc <y +1,% ) | p temos que y + 1 = s%. Logo (s,1) e

) y+1
(x, yTl) sao solugoes da equacao de Pell
u? —yv? = 1.

Observe que (s,1) é uma solugdo fundamental pela minimalidade da
segunda coordenada, donde existe um natural m € N tal que

T4y 7T G = (s +/H)"

Desenvolvendo a anterior identidade obtemos

x=s"+ (gl) s 2y 4 (T) sy

y%l — ms™ 1 4 (?) sy 4 (?) SsSB4

Desta segunda equacdo temos que y divide o termo ms™™!, ou seja,

ms™ ! =0 (mod y). Como y é par e s é fmpar segue que m é par. No-
vamente usando a segunda equagao, como s em cada somando a direita
estd elevado a uma poténcia fmpar, temos que s | y B . Mas y+1 = s?
assim y = —1 (mod s) e elevando a p21 obtemos

0=y 2z = (—1)pT (mod s),
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mas isto implica que s = 1 e neste caso y = 0. Portanto a unica solugao
dez?=yP+1ézx=4ley=0. ]

4.4.1 Solugao Inicial da Equacao de Pell

Na prova da existéncia de solucoes da equacao de Pell, nao mostra-
mos um procedimento para encontrar explicitamente uma solugao, que
é o que faremos nesta secao.

Para determinar uma solucio da equacao x> — Ay? = 1, vamos consi-
derar a fracio continua de v/A. Isso é natural, pois, se x e y sdo inteiros
positivos tais que 2 — Ay? = +1, temos

2

37_’_\/2‘:12‘%2_14342‘:12.
Y Y Y

Z_Vva
Yy

Por outro lado |§+\/Z| > 2. De fato, | %+\/Z |> 2V A— | i VA |>
2\/Z—y%: Se A > 3, segueque|§+\/2\> 2\/2—3/%22\/2—12
2v/3-1>2,¢,5¢ A=2,y > 2, donde | L +VA > 2VA- 5 > 2VA— ] =
) - i > 2. Portanto,

T 1 1
B
v [§+ VA2 27

L ¢ uma reduzida 22 da fracao continua de

e logo, pelo teorema 3.18, . .

VA.

Mais precisamente, vamos considerar a fracdo continua de vA +
|VA| = [ag; a1,az,...] (a qual difere da fracdo continua de v/A apenas
pelo primeiro termo ag = 2|v/A|, que na fracio continua de v/A é igual
a |VA| = ag/2).

Vamos mostrar que existem duas sequéncias de inteiros positivos b;
e ¢; de modo que

A e AL

O<u<1 e @:[ai;ai+1,ai+2...] (%)
b; b;

para todo i > 0. Comecamos definindo by = 1 e ¢y = |V/A]. Note que

0 < VA—-|VA| = % =< 1. Em geral, definimos recursivamente

Ci+1 = CLibl‘ —C; € bi+1 = (A - 022+1)/bi-
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Mostremos inicialmente por inducao que b; e ¢; sao inteiros com
b # 0 e tais que b; | A — c% para todo i. Isto é claramente verdade
para i = 0. Por hipétese de indugao, temos que b; e ¢; sao inteiros, logo
ci+1 = a;b; — ¢; também serd inteiro e A — c?_H # 0 ja que A nao é
quadrado perfeito. Além disso,

A—cl =A—(aibi — ¢)* = A— ¢} — bi(ab; — 2a;c;)

serd multiplo de b; ja que b; | A — C? por hipétese de indugao. Assim
bi+1 = (A —c2,,)/b; serd um inteiro ndo nulo tal que biy1 | A — ¢ ;.
Desta forma, temos

VA i A— ; b; 1
ﬂzai—i-g:ai-Fiﬁ_l:aiﬁ-i.
b; b; VA+ i VA+cii
bit1

de modo que (x) sera valida para todo i. Vamos provar agora que b;
e ¢; sao positivos. Para isto, vamos provar por inducdao que b; > 0 e
0 < ¢; < VA, o que é verdadeiro para i = 0 pois co = |vA| e A nao é
quadrado perfeito. Além disso, pela definicao de a; temos
VA + e
a; < Tl = [ai;ai+1,ai+2 .. ] <a;+1
(]

donde obtemos a;b; < VA + ¢; < a;b; +b; (j& que b; > 0 por hipétese de
indugao) e portanto

Ciy1 = ab;, — ¢ < \/Z <aib; —ci+b = Cit+1 + b;

e assim c¢;41 < VA, o que implica b1 = (A — C?H)/bi > 0 também.
Agora suponha por absurdo que ¢;+; < 0. Neste caso teriamos b; >
VA-— Ciy1 > \/Z, mas como v A > ¢; por hipétese de inducao, teriamos
b; > ¢;, donde ¢;11 = a;b; — ¢; > b; — ¢; > 0, 0 que é uma contradicao.
Portanto ¢;+1 > 0, completando a indugao.

Finalmente, temos

VA-ciy1 - VA-cin b;

bisi  (A=c /b VAt

b; 1
= = € (0,1),
VA+aibi—c  ai+(VA—¢c)/bi ©.1)
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pois a; > 1 e (VA —¢;)/b; > 0.

Como 0 < ¢; < VA eb; | A—c?, temos que as sequéncias {c;} e
{b;} s6 assumem um numero finito de valores. Além disso, podemos
recuperar os valores de b; e ¢; a partir dos de b;+1 e ciy1, para todo

1> 0. De fato, b@ = (A - CZ+1)/bz+1 Além dlSSO como 0 < \/Z va—c¢ 1

temos
VA - Ci VA + Ci+1

Finalmente, temos ¢; = a;b; — ¢;+1. Portanto estas sequéncias, assim
como a fracdo continua VA + |VA| = [ag;a1,as,...], sdo periddicas
puras, digamos de periodo k. Em particular by = 1 e ¢ = ayp.

Note que como ag = 2|v/A|, temos que a expansao em fracio conti-
nua de /A é [ag/2;a1,as,...]. Logo, para i > 1, denotando por p;/q; a
i-ésima convergente desta fracdo continua, temos

ai = |a; +

f+cz+l

\/Z bit1 .. Di + Pi—1
)
\F:Cf+1 Qi + qi—1

e portanto
Ag; + i1V Agi + VAbi1gi-1 = VAp; + ¢ipapi + big1pio1.
Separando parte racional da parte irracional obtemos as equagoes

Agq; = ¢iy1pi + bivipi-1 e pi = Cit1qi + big1gio1-
Isolando ¢; 41 nas equacoes anteriores e igualando obtemos

Agi —biy1pi-1 _ pi — biy1gi—1
2 B qi
> Aq} — bitapi-14i = P} — bit1¢i-1Pi
= pi — Aq? = bi1(pigi—1 — Pi—14;)

= p; — Ag; = (-1)" b

donde obtemos uma solucio da equacio z2 — Ay? = (—1)*1b; 1. Se k é
o perfodo teremos que by, = 1 e portanto a equacao 2> — Ay? = —1 tem
solucdo se k é fmpar, enquanto que x> — Ay? = 1 sempre tem solucio
(tomando ¢ + 1 = 2k).
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Por outro lado, se x e y sdo inteiros positivos tais que z? — Ay? = +1,
vimos que % é uma reduzida fl’—: da fracdo continua de v/A. Como p2 —
Aq? = (—1)"1b, 11, segue que b, 1 = 1, mas, como 0 < VA= cpq =
\/Z*Cn-&-l

brn+t1
% = A+ |VA], e portanto n 4 1 é necessariamente miltiplo de
periodo k.
Por exemplo, se queremos encontrar uma solucdo da equacdo z2 —

21y? = 1, como

4+V21=[&L1,2,1,1] e V2I=[41,1,2113]|

< 1, segue que cpy1 = L\/ZJ, donde [ap+1;ant2,Gnys...] =

onde a barra denota o periodo, temos que
1 55

e 552 — 21 x 122 = 3025 — 3024 = 1.

4.4.2 A Equacao 72— Ay? = —1

Suponha, como sempre, que A nao é quadrado perfeito. Na secdo
anterior mostramos que a equacao de Pell sempre possui solugao. Em
contrapartida, a equacdo 22 — Ay? = —1 nem sempre possui solucio,
de fato se p é um divisor primo de A temos que z? — Ay? = 22 = —
(mod p), assim uma condigao necessiria para a existéncia de solugao é
que todo divisor primo de A seja 2 ou da forma 4k + 1. Porém, esta
condicao ainda nao é suficiente. O seguinte teorema d4 uma relagao entre
as solucoes fundamentais da equacoes 22 — Ay? = 1 e 22 — Ay? = —1
(como antes, a solucdo fundamental de 22 — Ay? = —1, quando esta
equacdo tem solucio inteira, é o menor nimero da forma a + bv/'A com
a e b inteiros positivos tais que a? — Ab? = —1).

Proposicao 4.29. Suponha que a equacio x> — Ay?> = —1 admita so-
lugdo inteira e seja a + bvV/A sua solugio fundamental. Seja ¢+ dvVA a
solucdo fundamental da equacdo x> — Ay®> = 1. Entdo

c—1

(a+bVA?2 =c+dVA, d®= S
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DEMONSTRAGAO:  Observemos que (a + byv/A)? é solucao da equacao
22 — Ay? = 1. Suponhamos por contradicdo que nao é a solucdo funda-
mental, isto é suponhamos que

(a+bVA)? >c+dVA>1

Como (a + bv/A)(a — bv/A) = —1 < 0 temos que 1 > —a + by/A > 0,
de fato —a + bv/A é a maior solucdo positiva que tem z negativo ¢ y
positivo. Multiplicando a desigualdade anterior por —a + bv/A, obtemos

(a4 bVA) > (c+ dVA)(—a+ bVA) = (—ac + bdA) + (cb — ad)VA
> —a+bV/A > 0.

Temos que (—ac+bdA, cb—ad) é solucao de 22 — Ay? = —1. Observemos

que —ac+bdA, cb—ad ndo podem ser simultaneamente positivos, porque
isto contradiz a escolha da solucao fundamental. Também nao podemos
ter que —ac+bdA < 0, cb— ad > 0 porque —a + bv/A é a maior solugio
positiva de 22 — Ay? = —1 com z negativo e y positivo. Por tltimo, no
caso —ac+bdA > 0, cb—ad < 0, isto é, bdA > ac, ad > cb, multiplicando
a primeira desigualdade por d e a segunda por ¢ obtemos bd?>A > acd >
c?b, assim 0 > b(c? — Ad?) = b, o que também é contraditério. Assim
concluimos que (a + b\/Z)2 = c+dvA. Como a? — Ab? = —1, somando
as igualdades temos ¢ — 1 = 2a? logo a® = (c — 1)/2. O

Vejamos agora que a condigdo sobre os fatores primos de A nao

é suficiente para garantir a existéncia de solucdo. Por exemplo, 22 —

34y%> = —1 ndo possui solucao inteira. De fato, a solucio fundamental
de 22 —34y? = 1 é 35+ 61/34, mas @51 = 17 nao é quadrado, logo, pelo
teorema anterior, 2 — 34y? = —1 ndo possui solucdes.

No caso em que A é um primo da forma 4k +1, a equacio x> — Ay? =
—1 sempre possui solugao. Mais geralmente, temos o seguinte resultado,
devido a Dirichlet.

Proposicao 4.30 (Dirichlet). Seja A produto de no mdximo trés primos
distintos da forma 4k + 1 tais que (g) = —1 para todo p # q divisores
primos de A. Entdo a equacdo x> — Ay? = —1 possui solucdo.
DEMONSTRAGAO:  Seja zg+v/ Ay a solucio fundamental de 22— Ay? =
1. Como

l=af— Ayg =ag —y5 (mod 4),
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entao xg é impar e yo é par. Além disso, do fato de que (xg—1)(xg+1) =
Ayg exg+1exy—1s6tem fator comum 2, segue que existem inteiros
s e t primos relativos e inteiros a,b com A = ab tais que

Yo = 2st, zo — 1 = 2as® e zo+ 1 =202

e assim as? — bt> = —1. Basta portanto mostrar que a = 1 (de modo
que b = A). Para isto, observemos que a # A porque caso contrario
b=1 e (t,s) seria uma solu¢do menor do que a solugao minima (zg, yo)
de 22 — Ay? = 1. Por outro lado, se 1 < a < A temos dois possiveis
casos:

1. a é primo, neste caso tomamos um divisor primo p de b e temos

que as?> = —1 (mod p). Logo (_?“) =1, mas p é da forma 4k + 1
e portanto isto implica (%) = 1, o que contradiz a hipdtese do
teorema.

2. a é produto de dois primos e b é primo, neste caso se p é um divisor
primo de a temos que bt> = 1 (mod p), assim (%) =1, o que de
novo contradiz a hipdétese do teorema.

O

O resultado anterior foi generalizado por Richaud, Tano e outros. O
seguinte teorema contém essencialmente todos estes resultados.

Teorema 4.31 (Nagell-Trotter). Sejam p1,...,p, nimeros primos dis-
tintos congruentes a 1 mddulo 4 e A = p1ps...pn.

e Sen é impar e nao existem indices diferentes i, j, k tais que (%) =
J

(%) =1, entio 2? — Ay? = —1 possui solugdo.
 Sen ¢ par, (%) = -1, (%;) = 1,Vj > 2 e nao existem indices
diferentes i, j, k > 2 tais que (Z—;’_) = (%) — 1, entdo z2 — Ay? = —1

possui solucao.

o Se (%) = —1,Vj > 2, e nao existem indices diferentes i,j,k > 2
J
tais que (5—;) = (%) = —1, entdo x> — Ay? = —1 possui solugao.

DEMONSTRAGAO: Ver [147] ou [111]. O
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4.4.3 Solugoes da Equacao 22 — Ay? =¢

Novamente assumimos que A nao é quadrado perfeito. Seja (z1,y1) €
(N-g)? a solucio minima de 22 — Ay? = 1. Dado ¢ € Z nao nulo, se
existe alguma solucdo de 22 — Ay? = ¢ com (z,y) € N?, entdo existem
infinitas: de fato, se u + vvVA = (z 4+ yvA)(x1 + y1VA)" com n € Z,
entdo u? — Av? =c.

Por outro lado, nem sempre existe uma tal solugao. Uma condicao
necessaria para a existéncia de solugoes é a seguinte: se p é um divisor
primo de A, temos 22 = ¢ (mod p), assim para que exista solucdo c
deve ser residuo quadratico médulo p para todo divisor primo p de A.
Infelizmente esta condicao nao é suficiente, por exemplo a equacio z2 —

7y? = 11 ndo possui solucio ja que olhando médulo 4
2?4yt =2 Ty =11=-1 (mod 4),

0 que é impossivel. Entretanto (1—71) = (%) =1.
As seguintes proposi¢oes ajudam a reduzir o trabalho necessario para
decidir se 22 — Ay? = ¢ tem alguma solucdo (z,y) € N2.

Proposicao 4.32. Seja o = x1 + y1vVA > 1 onde (x1,y1) € a solugdo
minima de 22 — Ay?> = 1. Dado c € N ndo nulo, se existem x,y € N com
z? — Ay? = ¢, entio existem r € N e u,v € N com u+ vvA < a\/ﬂ e
u? — Av? = c tais que x + yvVA = (u+ vV A)a".

DEMONSTRACAO: Se z+yvVA < a\/ﬂ, podemos tomar (u,v) = (z,y)
er = 0. Suponhamos entao que z+yvA > am. Seja B = z+yvA > 0
com N(B) = 2?2 — Ay? = c¢. Entdo N(B-a*) = c para todo k € Z.
Podemos escolher um k € Z tal que \/[c] < 8- aF < ay/|c]. Definimos
v = f-aF. Temos que v = u+vvVA com u,v € Z e logo z+yvA = =
ya" = (u—i—v\/Z)o/“, com r = —k. Como x—i—y\/z > a\m > u—l—v\/z,
segue que r > 0, donde r € N.

Finalmente, vamos verificar que u, v sdo naturais: temos ¢ = N(vy) =

u? — Av? = (u+ vV A)(u — vv/A), donde

|| ||
u—vVA|l= < =+/le] <u+vVA.
| | ut+ovvVA /| &

Temos assim u — vvVA < u + U\/Z, donde v > 0 e simultaneamente
—u+v\/Z§u+v\/Z,elogouZO. O
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Proposigao 4.33. Seja o = z1 + y1V/A > 1 onde (z1,y1) € a solugio
minima de > — Ay?> = 1. Dado ¢ € 7Z ndo nulo, se existem x,y € N
com 2 — Ay? = ¢, entdo existem u,v € N com u + vvVA < /ac|
e u? — Av? = ¢ (em particular, para esta solugcio 0 < u < +/alc| e
0 <wv < \/alc/A).

Além disso, dados x,y € N com 2?2 — Ay?> = ¢, existem r € N e
u,v € N com u + vv/A < alc|] e u? — Av? = c tais que © + yvA =
(u+vvVA)a" oux+yvVA=|u—vVA |t

DEMONSTRAGAO: Se z+yvA < \/alc|, podemos tomar (u,v) = (z,v)
e r = 0. Suponhamos entdo que z + yvA > /alc|.

Se v = r+ svVA com r,s € Q lembramos que 4 = r — sVA4, e
N(7) = N(3) =74 = 12 — As?.

Seja 8 = z4+yvA > 0 com N(B) = 22— Ay? = ¢. Entao N(8-aF) = ¢
para todo k € Z. Podemos escolher um k E 7Z tal que \/H < 5 o <
a\/ﬂ. No caso que \/>| < B-a* < \/a|c| definimos v = 8- a* e no
caso que y/alc| < B-aF < ay/l], podemos deﬁnlr Y=o ]c]/(ﬁ o) =|
B | a7 assim N(v) = N(8) = N(B) = c e v/|¢| < v < v/alc|. Logo,
sem perda de generalidade, podemos supor que \/H <~ < \/W No
primeiro caso temos = ya" = (u + U\/Z)ozr, com r = —k € Z, e, como
B =z+yJ/A > \/ale] > 7, temos r € N. No segundo caso, temos
B=18=|4|at =lu—vVA| o™t comr =k—2€Z, e como
B =x+yvA > /alc| > /| > |e|/y = |3, temos r + 1 > 0, donde
reN.

Temos que v = u + vv/A com u,v € Z. Ainda precisamos verificar
que u, v sao naturais, mas

c=N) =u?— Av? = (u+ vVA)(u — vVA).

Temos entao

—v l of <u+w
lu —vVA| = +\F \F =/ld| <u+oVA.

Temos assim u — vWVA < u + U\/Z, donde v > 0 e simultaneamente
—u+v\/Z§u+v\/Z,elogouZO. O
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Exemplo 4.34. Determine se a equacgdo x> —10y?> = 39 possui solucdo.

SOLUCAO: A equacdo 22 — 10y? = 1 possui como solucio fundamental

19 + 61/10. Como 1/39(19 + 6V/10) < 39 ¢ /22010 43 1oy

proposicido anterior, e do fato que 2> > 39, temos que uma possivel
solucao satisfaz 7 < z < 39 com z fmpar e y < 12, assim s6 precisamos
testar 12 valores para y. De fato com y = 1, obtemos x = 7, e portanto
a equacao possui solucao. O

Exemplo 4.35. Mostre que a equacao x> —10y? = 11 ndo possui solucdo
nteira.

SOLUCAO: Pelo mesmo processo anterior temos que

11(19 + 6/10)

11(19 + 6V10) < 21 0 <1.
Considerando a equacdo médulo 4 obtemos 22 + 2y = 3 (mod 4), mas

esta relacao somente é possivel quando x e y sao impares, portanto, se
a equagao tem solucao, uma das solugoes deve satisfazer 4 < z < 20,
y < 6 com z e y impares, assim sé precisamos testar y = 1,3,5. Como
nenhum dos ntmeros 11 + 10 = 21, 11 4+ 90 = 101 e 11 + 250 = 261
é um quadrado perfeito, concluimos que a equacao nao possui solugoes
inteiras. O

4.4.4 Solugoes da Equacao ma? — ny? = +1

Suponha que mn nao seja quadrado perfeito. Vejamos que se ma:% —

nyg = +1 possui uma solucao (zg,yo) entao possui infinitas solugoes.
Temos

(V/mao + Vnyo) (vVmaxo — v/nyo) = £1.

Como mn néo é um quadrado perfeito, a equacio de Pell X2—mnY? =1
possui infinitas solucoes; se (z,w) é uma delas, temos

(z + Vmnw)(z — vVmnw) = 1.
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Multiplicando estas duas equacoes obtemos
(Vmzo + vVnyo)(z + vVmnw)(z — vVmnw)(vVmxo — V/nyo) = £1,

que é equivalente a

(Vm(zxo + nyow) + v/n(yoz + mrow))
x (vVm(zzo + nyow) — vn(yoz + maow)) = £1

portanto ' = zxzg + nyow e y' = yoz + mxow geram uma nova solucao
da equacao ma? — ny? = +1.
Reciprocamente, para toda solugao (a,b) de mz? — ny? = +1,

Assim (2ma® F 1, 2ab) é solugao da equacio x

1= (ma® —nb*)* = (Vma + v/nb)*(v'ma — /nb)?
= (ma® 4 nb® + 2v/mnab)(ma® + nb* — 2v/mnab)
= (2ma® F1)? — mn(2ab)>.

2 — mny? = 1. Por outra

parte, fixando A = mn, o seguinte resultado mostra que nem para todo

valor de m e n a equagao mx

2 — ny? =1 possui solucdo.

Teorema 4.36. Seja A € Z livre de quadrados e (x1,y1) a solugdo
fundamental de x> — Ay? = 1.

e Se A € par, entdo x1 € impar, e existe um unico par de inteiros

positivos (m,n), com A =mn e (m,n) # (1, A), tal que a equagao
ma?—ny? = 1 possui solucdo. Além disso, a equacdo m'z>—n'y? =
2, com m/,n’ inteiros positivos tais que A = m/n’ possui solucdo
apenas para (m',n') = (2,A/2) e para (m',n') = (m/2,2n), caso
m seja par ou (m',n') = (2m,n/2), caso m seja impar (o que
implica n par).

Se A e x1 sdo impares, entao existe wm unico par de inteiros
positivos (m,n), com A = mn e (m,n) # (1,4), tal que a
equacdo mx® — ny?> = 1 possui solucdo. Além disso, a equacdio
m'z? — n'y? = 2, com m/,n’ inteiros positivos tais que A = m'n’
nao possui solucao.

Se A € impar e x1 € par, entdo nao existe nenhum par de inteiros
positivos (m,n), com A =mn e (m,n) # (1, A), tal que a equagio
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ma? —ny? = 1 possui solugcdo, mas existe um unico par de inteiros

positivos (m,n), com A = mn, tal que a equacdo mz? — ny? = 2
possui solugao.
DEMONSTRAGAO: Como (z1,y;) solugdo fundamental de 2% — Ay? =
1, temos entdo (7 — 1)(x1 + 1) = 22 — 1 = Ay?. Observemos que
mdc(zy — 1,21 + 1) = mde(zy — 1,2) = d, onde d = 1 (se x1 é par) ou
d = 2 (se x1 é impar). Segue que ‘T%‘l—l e zlfjl sdao primos relativos, e
d? | Ay?. Mas A é livre de quadrados, donde concluimos que d | ;.
Definamos m = mde(ZF1, A) e n = mde(Z51, A), e assim m e n
satisfazem A = mn e

a:1+1:1:1—1_<y71>2
dm dn  \d/’

logo existem s, ¢ primos relativos tais que y; = dst e

r1+1 r1 —1
! = ms> e ! :nt2,

d d

donde subtraindo as equagoes obtemos % = ms® — nt?, o que garante

a existéncia de m e n como no enenciado. Além disso, no caso em que
d = 2 (que equivale a termos x; {mpar), temos %:1), e o par (m,n) é
diferente de (1, A) ja que t < y; e (x1,y1) é a solucdo fundamental de
x? — Ay? = 1.

Na outra dire¢ao, suponhamos que existam (m/,n’) e (a,b) tais que
A=m'n"em'a®> —n'b> =ecome=1oue=2.

Vamos considerar inicialmente o caso em que e = 1. O par (2m/a? —
1, 2ab) é solugao de 22 — Ay? = 1, isto ¢,

(Vm'a +Vn/b)? = (2m'a® — 1) 4 2abV A = (z1 + y1 VA = 2, + ypVA

para algum inteiro k € N. Se k é par, vemos que vVm'a + v/n'b = Ty +
yk/Q\/Z, e a unica possibilidade é m’ = 1 e n’ = A. No caso k impar,
temos (como consequéncia da recorréncia x,yo = 2x1%y41 — Ty, V7 > 0)
11 = =2m'a® —1=1 (mod 2). Além disso, do fato que

(k=n)2 -
T = Z <2j> 2 H AP = gh (mod A)
=0
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temos que
m ’ mdc(ml + 1,A) ‘ mdc(:c’f + 1,A> = mdc(wk + 1,A)

= mdc(2a*m’, A) ‘ 2m’

n ‘ mdc(:t:l — 1,A> ‘ mdc(xlf — 1,A> = mdc(a:k — 1,A>
= mdc(2b%n/, A) ‘ 2n/,

onde as tltimas afirmacdes seguem do fato de que m’(a?m’) — Ab> = m’
e Aa® —n/(n'b?) =n'.

Quando A é fmpar, m e n sdo {mpares, donde m | m’, e n | n/, e
como A =mn | m'n’ = A devemos ter m =m’ e n =n/.

No caso e = 2 temos que (m’a? — 1,ab) é solucio de 2% — Ay? = 1.

De fato, se m'n’ = A e m’a®> — n'b> = 2, temos

m'a® — 14 abV A = (aV'm' + bVn')? /2
= (r1+ VA" =z + y VA,

para algum k € N. Se k é par, vemos que vVm'a + v/n'b = ﬂvk/gﬂ +
yk/2\/ﬂa e a unica possibilidade é m’ = 2 en’ = A/2 (e logo A é
par). No caso k fmpar, temos, como antes, m | mdc(zy + 1,A4) =
mdc(m’a?, A) | 2m’ e n | mdc(zp — 1, A) | mde(n'b?, A) | 2n/.

See=2e¢e A= m'n é impar, temos m’ e n’ impares, e, como
m'a® — n'b? = 2, temos a e b fmpares, pois, caso contririo, como eles
tém a mesma paridade, seriam ambos pares, e terfamos 4 | 2, absurdo.
Assim, nesse caso, 1 = 2 = m'a® — 1 =0 (mod 2).

Se m'a? — n'b? = 2 e ma® — b?> = 2 com m’ e 7 distintos de 2 e
m'n’ = mn = A, temos

m'a® — 1+ abVA = (aVm/ +bVn')?/2 = (z1 + y1 VA

ma® — 1+ abVA = (a\/%—i- b\/ﬁ)2/2 = (z1+ yl\/Z)ra

com k e r fmpares. Assim, teremos avm + bv/in = (a\/ﬁ—i— b\/ﬁ)(acl +
y1VA), onde t = ’;k € Z, e portanto m =m/ e n = n'.

No caso em que A é par (e portanto 1 é {mpar), os argumentos acima
mostram que m | 2m’ e n | 2n’. Nesse caso, as solugoes de ma?—ny? =1

e ma? — ny? = 2 estdo relacionadas da seguinte forma:
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e se mz? —ny? =1 em é par, entdo (m/2)(2x)? — 2ny? =2, e, se n
2;

é par, entdo 2max? — (n/2)(2y)? =

o se mz? — ny? =2 e m é par, entdo (m/2)z? — 2n(y/2)%? =1, e, se

n é par, entdo 2m(z/2)% — (n/2)y* = 2.
O

Corolario 4.37. Dedos inteiros positivos livres de quadrados m e n com
mdc(m,n) =1 em # 1, a equagdo ma? — ny? = 1 possui uma solu¢do
se, e s6 se, dada a solu¢io fundamental (x1,v1) de x> —mny? =1, o
sistema de equagoes

oma® — 1 =1

2ry =

tem solugao inteira.

DEMONSTRACAO: Vimos acima que, se a equacgao possui solucgao,

deve ser impar e existem s,t primos relativos tais que y; = 2st e xlTH =

ms®, o que prova que o sistema do enunciado tem a solucdo inteira
(z,y) = (s,t). Reciprocamente, como 3 — 1 = Ay?, de 2ma? — 1 = 1

2_
segue que r1 + 1 = 2ma?, donde 1 — 1 = ihi = 2%(%)2 =2n($)? =

2ny?, e logo ma? — ny? = %((ml +1)—(x1—1)) =1.

O

Exemplo 4.38 (OIbM1989). Demonstrar que existe uma infinidade de
pares (z,y) de nimeros naturais tais que

2x2—3x—3y2—y+120.

SoLugAo: Completando quadrados e fatorando temos que a equacao
original é equivalente a

3(4x — 3)% —2(6y +1)* = 1.

Substituindo z = 4z — 3 e w = 6y + 1, o problema inicial se transforma
em encontrar infinitas solugoes da equacao

322 —2w*=1 com z=1 (mod4) e w=1 (mod 6).
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Para isto, consideremos a equacio de Pell auxiliar s>2—6t> = 1, que possui
solucdo minima (5, 2), assim todas as solugoes positivas sao dadas por

S+ V6L, = (5+2V6)" = (54 2v6) (51 + V6L,_1),
ou seja,
Sp = 9Sp—1 + 12t,_1 e tn, = 2851 + 5tp_1.

A partir de uma solucio de s — 6t = 1 obtemos uma solucio de 322 —
2w? =1 da seguinte forma

VB2 + V2uy = (V3 +V2)(sn + Vtn),

ou seja,
Zn = Sp + 2t, e Wy, = Sy, + 3ty

Assim, s6 nos falta mostrar que existem infinitos pares (z,, wy,) tais que
zn =1 (mod 4) e w, =1 (mod 6). Vamos provar por indugao que para
todo n par

sp =1 (mod 12) e t, =0 (mod 2)
donde concluiremos que, para todo n par,
zn =1 (mod 4) e wp, =1 (mod 6)

Temos que so = 49 e t3 = 20 cumprem as condigoes pedidas. Agora se
n > 2 é par temos, por hipotese de inducao,

Snio = DSpi1 = 528, = 5, (mod 12)
tnio = Btpgl = 52ty = tn (mod 2)

O que encerra a prova. O

Problemas Propostos

4.32. Demonstrar que | (1 ++/3)*"~1] ¢é divisivel por 2™.

4.33. Encontrar todos os triangulos retangulos com lados inteiros tais
que a diferenca entre os catetos € 1.
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4.34. Demonstrar que a equacdo Tz> — 13y?> = 1 ndo tem solucées in-
teiras.

4.35. Seja p um primo. Demonstrar que a equagio x(z + 1) = p*y(y +
1) nao tem solugdes inteiras positivas. A equac¢ao pode ter solugioes

inteiras?
4.36. Demonstrar que 2% —219y? = —1 ndo tem solucées inteiras, mas
222 — 219y? = —1 (mod m) tem solugées para todo inteiro positivo m.

Dica: Considere a “nova solugao” x1 = |293x — 3066y|, y1 = —28x +
293y.

4.37. (OBM2010) Encontre todos os pares (a,b) de inteiros positivos
tais que
3¢ =20 + 1.



Capitulo 5

Funcoes Aritmeéticas

Neste capitulo estudaremos o comportamento assintético de algumas
das mais importantes fungdes aritméticas, muitas delas ja introduzidas
em capitulos anteriores. Frequentemente resultados mais precisos sobre
o crescimento dessas funcoes dependem de estimativas precisas sobre
nimeros primos, algumas das quais desenvolveremos neste capitulo, que
é fortemente inspirado nos capitulos XVIII e XXII de [67].

Notagao: dadas duas fungoes f: N = Re g: N — (0, 400), escrevemos

=o0 se imm: e

f=0(g) se existe C' > 0 com |f(n)| < Cg(n) para n > 0.

Em todo o livro, a menos que se afirme o contrario, log denota o loga-
ritmo natural. Neste capitulo, divisor de um nimero natural significara
divisor positivo.

5.1 Funcgoes Multiplicativas

Uma fungao f definida sobre N+ é dita multiplicativa se dados dois
numeros naturais a e b tais que mdc(a,b) = 1 entao f(ab) = f(a)f(b), e
totalmente multiplicativa se f(ab) = f(a)f(b) para todo a e b. Vejamos
algumas fung¢oes multiplicativas importantes.
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Proposicao 5.1. Seja n um numero inteiro positivo e k um real qual-
quer. As funcdes

or(n) e Z d* e o(n) = fungao ¢ de Euler
dn

sao multiplicativas. Em particular, as funcgoes

d(n) = oo(n) = ndmero de divisores de n

on) = o1(n) = soma dos divisores de n
sao multiplicativas.

DEMONSTRACAO: J4 vimos na secao 1.7 que ¢ é multiplicativa. Por
outro lado, pela proposi¢ao 1.21, se n = p{*p3?...p%m é a fatoracdo

canoOnica de n em primos entdo temos uma férmula explicita

pga1+1)k _1 pgrcltm+1)k . |
op(n) = k NI
pl -1 Pm
donde é facil provar que o é multiplicativa. ]

Uma fungao totalmente multiplicativa f fica completamente determi-
nada por seus valores nos nimeros primos. Impondo algumas restrigoes
adicionais, temos o seguinte resultado

Teorema 5.2. Seja f: Nyg — Ry uma funcdo totalmente multiplica-
tiva e mondtona, entdo existe a € R tal que f(n) = n®.

DEMONSTRAGAO: Trocando f por 1/f, podemos supor sem perda de
generalidade que f é crescente, e definamos a = log, f(2). Vejamos que
f(n) = n®. Para isto observemos que, aplicando f, para todo m € N5
temos

2Lmlog2 n| < nm < 2Lm10g2 n|+1

y _ 2a[m10g2 n| < (f(n))m < 2a(Lmlog2nJ+1)

Assim,

a|mlogy n| a(lmloggn|+1)

W< pm) <2

para todo m € Ny.
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Mas
1 1 1
i Olmlogan] _ o, allmbogan] v1) _ 0
m—00 m m—00 m
donde concluimos que f(n) = 2*1°82" = no, O

Para uma extensao desse resultado para fungoes multiplicativas, veja
o exercicio 5.19.

Exemplo 5.3. Encontrar condi¢des necessarias e suficientes sobre m e
n para que np(m) = me(n).

SOLUGAO: Se ng(m) = mp(n) entao

np(m) = mn H (1 — ;) =mn H (1 — ;) = mey(n).

plm qln
p primo q primo

Daf temos que n e m devem ter os mesmos divisores primos; caso contra-
rio, consideremos {p;} e {g;} os fatores primos de n e m respectivamente
que nao sao comuns aos dois nimeros, entao

[Ie: =]l =11 -0 ]]Ir

Mas, como p; { g; e g; { p; para todos os fatores primos, concluimos que

[Ir|Iwi-0 e Ilo|II@-0.

0 que é impossivel. Agora, se n e m tem os mesmos fatores primos
prova-se diretamente da férmula acima que np(m) = me(n). O

O seguinte teorema nos mostra uma forma de construir fungées mul-
tiplicativas.

Teorema 5.4. Se f € uma funcao multiplicativa entao a funcao

F(n)=)_ f(d)

dln

€ também multiplicativa.
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DEMONSTRAGAO: Sejam a e b inteiros tais que mdc(a,b) = 1 entao

=Y f@)= Y fldida)= Y f(d)f

dlab d|a,dg|b di|a,da|b
=3 ) fd)f(d2) =D f(dr)> ] f(da)
dila da|b dila dalb
= F(a)F(b).
Segue que F' também é multiplicativa. ]

Com o resultado anterior obtemos outro método para demonstrar
que oy (n) é multiplicativa, ja que f(n) = n* é claramente uma funcio
multiplicativa.

Exemplo 5.5. Demonstrar que p(n)d(n) > n.

SOLUGAO: Se a > 8 > 0 entao para qualquer primo p temos p(p®) >

©(p?), logo como ¢ é multiplicativa temos que ¢(n) > ¢(d) para todo
divisor d de n. Entao, pelo lema 1.77,

= p(n) 2> p(d) =
dln

dln

como queriamos demonstrar. Note que a igualdade sé se obtém quando
n=1oun=2. |

Exemplo 5.6. Encontrar todos os inteiros n para os quais (n) = d(n).

SOLUCAO: Se p > 3 é um primo, temos que
P =@ -1p* " 2201 +2)7 > 2(1+2(a—1)) > a+1=d(p"),

onde a igualdade s6 se d4 quando p = 3 e 1. Portanto, pela
multiplicatividade das fungdes ¢(n) e d(n), os tnicos impares que sa-
tisfazem ¢(n) = d(n) sdio n = 1 e n = 3. Por outro lado, se a« > 3
temos ¢(2%) = 271 > a + 1 = d(2%); para a = 3 obtemos as solucoes
n=1-8=8en=3-8=24.

Assim, s6 nos falta resolver os casos p(2n) = d(2n) < ¢(n) =
2d(n) e p(4n) = d(4n) <= 2¢(n) = 3d(n) onde n é impar. Temos
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p(b) = 4 = 2d(5), ¢(15) = 8 = 2d(15) e ¢(9) = 6 = 2d(9), donde
2-5=10,2-9 =18 e 2-15 = 30 também sao solugoes da equacao
inicial. Demonstremos agora que nao existem mais solucoes. Se n = p®
é poténcia de um primo impar p entao para p = 3 e o > 3, ou para para
p=>5ea>2 ouparap > 7, temos como acima que

on) = P (p—1)> 20 +2 = 2d(n) > ;d(n).

Por outro lado, ja sabemos que ¢(n) > d(n) para todo n impar. Assim,
da multiplicatividade das fungoes p(n) e d(n), obtemos que se n é divi-
stvel por 33, 52 ou por algum primo p > 7, entdo (n) > 2d(n) > 3d(n)
e analisando os casos restantes obtemos apenas as solugoes apresentadas
anteriormente.

Em conclusao, as tnicas solugoes de ¢(n) = d(n) sao 1, 3, 8, 10, 18,
24, 30. O

O seguinte teorema relaciona a fungao d(n) com a fungao |z|.
Teorema 5.7. Seja n um inteiro positivo, entdo
2n n m,
d(k) — — | =n.
> -3 || =n
k=1 k=1

DEMONSTRACAO: Seja

Observemos que para i,k > 1

{QiJ {Zi—QJ_ 1 sek|2iouk|2i—1
k k 0 caso contrario.
Portanto para i > 2 temos

P = fli—1) = [2i]-12i 2+ 3 (W —fﬂﬂ)%”ﬂ

2<k<i
— 24 (d(2i) —2) + (d(2i — 1) — 2) + 1
= d(2i) +d(2i — 1) — 1,
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donde
2n n
> d(k) =d(2) +d(1) + > (i) - fi—1) +1)
k=1 1=2
=34+ f(n)—f(1)+n—-1
=f(n)+n
que era o que queriamos demonstrar. |

5.2 Funcao de Mobius e Formula de Inversao

Definimos a funcao de Mébius y: Nsg — Z por

1 sen=1
un) =<0 se a® | n para algum a > 1
(—=1)¥ se n é produto de k primos distintos.

Facilmente se comprova que a funcao de Moébius é multiplicativa. Além
disso

Lema 5.8. Para todo inteiro positivo n temos

Zﬂ(d):{(l) sen=1

dn sen > 1.

DEMONSTRACAO: No cason = 1 nao temos nada para provar. Como a
fungao > din p(d) é multiplicativa pelo teorema 5.4, basta mostra o lema

para n = p* onde p é um niimero primo. De fato,

k
S uld) =Y pp) =1-1=0

d|p* Jj=0

como queriamos demonstrar. O
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Teorema 5.9 (Férmula de inversao de Mobius). Seja f(n) uma fungdo
sobre os inteiros positivos e F'(n) = 3_y,, f(d), entao para todo n inteiro

positivo,
OEDWICIACH

d|n

DEMONSTRAGAO: Vejamos que

S udF (5) =Y uld) Y f(d)
dln

dn e

=55 uld)f(dy)

din di|%

=3 u(d)f(dr)

dafn d| 3-

=Y fldi) Y u(d) = f(n)u(l) = f(n),

di|n d 2=

como queriamos demonstrar. ]

Agora, observemos que para todo nimero natural m, f e I’ definidas
como antes,

Py =Y > fd=>" > f@

n=1 n=1 d|n d=1 dn
1<n<m

Como f(d) é somado || vezes, entdo
S Fm) =Y f@) |5
n=1 d=1

No caso particular em que f(n) = ¢(n) temos que F(n) = n pelo
lema 1.77 e assim

et 2]
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Se f(n) = u(n), entdo F(n) = 0sen > 1e F(1) = 1 pelo lema 5.8,

portanto
i m
1= H .
;M(”) m

A igualdade anterior nos permite resolver o seguinte
Exemplo 5.10. Demonstrar que, para todo inteiro m > 1,

>

k=1

(k)

‘ =
>

SorugAo: Como —1 < p(k) (| 2] - %) <1le [Z] — % =0 quando
k =1, m, entao

S N~ MR
;“LJ ;k< !

Usando a identidade acima provada temos que

—m;'ug{:) <m-—1

)

logo |m Y ;" @) < m e simplificando m obtemos o que queriamos

demonstrar. E conhecido (Mangoldt 1897) que se m tende para infinito,
entao a soma anterior converge para 0. O

Teorema 5.11 (Segunda férmula de inversao de Mobius). Sejam f, g
fungées reais com dominio (0,+00) tais que

=31 (5)

para todo x, entao

=S u (2).

k=1
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DEMONSTRAGAO: Observemos que

o0

f) = Y n(k) @f () = X (X uw)f(=) = f).

m=1 k|m

como queriamos demonstrar. |

A seguinte é uma das formulagoes da famosa hipdtese de Riemann,
um dos problemas em aberto mais importantes da Matematica. O Clay
Mathematics Institute oferece um prémio de 1 milhao de ddlares para
a a primeira demonstragdo da Hipdtese de Riemann (ver a pagina web
http://www.claymath.org/millennium/).

Conjetura 5.12 (Hipdtese de Riemann). Se a > 1/2, entdo

Podemos reenunciar esta conjectura assim: seja f: (0,+00) — R
definida por

{f(t):() set<1
S ft/k) =1 set>1.

Entéo, para todo o > 1/2,
f t
lim ( )

t—oo t¢

=0.

De fato, pela segunda férmula de inversao de Mobius, temos

Problemas Propostos
5.1. Encontrar todos os inteiros positivos n tais que
n=d;+d?—1,

onde 1 = di < dy < --- < dp, = n sdo todos os divisores positivos do
numero n.
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5.2. Seja r o nimero de fatores primos diferentes de n, demonstrar que

S Juld)| = 2.

dln

5.3. Seja n um inteiro positivo que nao € primo e tal que ¢(n) | n — 1.
Demonstrar que n possui ao menos quatro fatores primos distintos.

5.4. Dados dois numeros reais a e 5 tais que 0 < a < 5 < 1, demonstrar
que existe um numero natural m tal que

p(m)

a< —— < p.
m

5.5. Seja m um inteiro positivo. Dizemos que um inteiro m > 1 ¢é
“superabundante” se
a(m) _ a(k)

Demonstrar que existe um ndmero infinito de nimeros superabundantes.
5.6. Demonstrar que d(n) < 2y/n. Poderia melhorar esta cota?

5.7. Demonstrar que
a(n)

) Z Y™

5.8. Encontrar todos os valores de n para os quais p(n) | n.

5.9. Dois nimeros a e b sao amigos se o(a) =b e o(b) = a. Por exemplo
1184 e 1210 sao amigos (verificar!). Encontrar outra dupla de nimeros
amigos.

5.10. Demonstrar que m | o(mn — 1) para todo n se, e sd se, m = 2, 3,
4, 6,8, 12 ou 24.

5.11. Demonstrar que

! 1 1
CACC NSO S
n! 2 n

5.12. Demonstrar que existem infinitos numeros naturais n para 0S
quais o(x) = n nao tem solugdo.
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5.13. Demonstrar que para todo m > 1

— (k)
> 18 <

k=1

w\w

5.14 (IMO1998). Para cada inteiro positivo n, d(n) denota o nimero de
divisores de n. Determine todos os inteiros positivos k tais que d(n?) =
kd(n) para algum n.

5.15. Se n é composto, mostre que p(n) < n —/n.

5.16. Determinar todos os numeros inteiros positivos n tais que

n = d(n)?.

5.17. Uma pulseira € formada por pedras coloridas, de mesmo tamanho,
pregadas em volta de um circulo de modo a ficarem igualmente espacadas.
Duas pulseiras sao consideradas iguais se, e somente se, suas configu-
ragoes de pedras coincidem por uma rotagdo. Se hd pedras disponiveis
de k > 1 cores distintas, mostre que o numero de pulseiras diferentes
possiveis com n pedras € dado pela expressao

1

- . n/d

nE o(d) - k™.
din

5.18. Seja f uma fungao multiplicativa tal que para todo nimero primo
b,

1 sek =2° para algum s € N
F(0") :{

0 caso contrdrio.

Mostre que f é uma funcdo tal que f(n?) = f(n)? para todo n € N, mas
nao € totalmente multiplicativa.

5.19. Seja f: NT — RT uma funcdo multiplicativa e crescente.
(a) Prove que, para todo inteiro M > 1 e todo inteiro positivo n,
FOM™E 1) > f(M" = 1) f(M) e f(M™+1) < f(M" + 1) f(M).

Conclua que

lim /f =f(M

n—oo
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(b) Utilize o item anterior para M poténcia de primo para concluir que
f(*) = f(p)¥ para todo primo p.

(¢) Conclua que f € totalmente multiplicativa, e portanto eriste a > 0
tal que f(n) =n® para todo inteiro positivo n.

5.20. Mostrar que p(n) + o(n) > 2n para todo inteiro positivo n.

5.21. Dadas duas funcoes f,qg : Nxg — C, definimos o produto de Diri-
chlet (ou convolugdo de Dirichlet) f x g : Nsog — C de f e g por

dcfzf () S Fd

dln dida=n

g(n)

n>1 n>1
convergem absolutamente entdo

Zf Zg Zf*g

n>1 n>1 n>1

(b) Prove que, para quaisquer funcgoes f,g,h : Nsg — C, temos fx g =
gxf e fx(gxh) = (f*g)=*h (isto é o produto de Dirichlet
é comutativo e associativo), e que a fung¢ao I : Nsg — C dada

1 sen=1 |, )
por I(n) = € o elemento neutro do produto *, i.e.,
0 sen>1

I'sf=fxI=FfVf:Nso—=C.

(¢c) Prove que se f e g sao multiplicativas entao f * g é multiplicativa.

(d) Prove que, se f : Nsg — C € tal que f(1) # 0, entao existe uma
dnica fun¢io fCV : Neg — C tal que f+ fC) = fCD s f =T, 4
qual é dada recursivamente por fV (1) =1/f(1) e, paran > 1,

100 =55 X 1)@,

d|n d<n

(e) Prove que, se f é multiplicativa, entdo a fung¢dao &Y definida no
item anterior também € multiplicativa.
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5.3 Algumas Estimativas sobre Primos

Para estudar o comportamento assintético das fungoes aritméticas da
secao anterior, precisaremos de algumas estimativas sobre o crescimento
dos primos.

5.3.1 O Teorema de Chebyshev

Comegamos com um

Lema 5.13. Sejam n um nimero natural e p um nimero primo. Seja 0,
o inteiro tal que pP» < 2n < pPrt1. Entdo o expoente da maior poténcia
de p que divide (27?) ¢ menor ou igual a 0,. Em particular, se p > V2n
entdo o erpoente desta mdrima poténcia de p € menor do que ou igual
a 1. Além disso, se %n < p <n entao p nao divide (2:)

DEMONSTRAGAO: Sejam « e 3 os expoentes das maiores poténcias de
p que dividem (2n)! e n! respectivamente. Sabemos da proposigao 1.22

B T e

Portanto o expoente da maxima poténcia de p que divide (2:) = (Z!"n)!! é
Op 9
n n
oL P’
Mas como
2 2 2
. H L _2(2_1> HM L
p p p p p p

somando teremos que

9
2> “LJ —QHJ > 1.
P P

Portanto esta tltima expressao s6 pode tomar os valores 1 e 0. Conclui-

mos que
017

a—28<) 1=0,
=1

Alémdisso,se2?"<p<nentéoa:2e6:1,logoa—Qﬁ:O. O
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Corolario 5.14. Para todo inteiro positivo n, o minimo multiplo comum
dos numeros 1,2,...,2n € maior ou igual a (27?)

Podemos agora mostrar a seguinte

Proposicao 5.15 (Chebyshev). Seja 7(z) a quantidade de primos me-
nores do que ou iguais a x. FEzistem constantes positivas ¢ < C tais
que

53
c <m(x)<C
log (z) log
para todo x > 2.
DEMONSTRACAO: Observemos inicialmente que (27;1) = % é multiplo

de todos os primos p que satisfazem n < p < 2n. Como

2n 2n m
)=z, () ==
0<k<2n

segue que o produto dos primos entre n e 2n é menor do que 22*. Como
ha 7(2n) — 7(n) primos como esses segue que n™M =T < 220 (pois
todos esses primos sdo maiores que n), donde (7w(2n) — w(n))logn <

2nlog?2 e
2n log 2

w(2n) — m(n) < ogn "

Isso implica facilmente, por indugao, que
5.2~

2k+1 <

) < k
(comegando com k = 5; até k = 5 segue de m(n) < n/2 paran > 4). Dal
segue que se 28 < x < 281 entdo
5.2k _ bzlog?

k= logx

m(

m(x) <

pois f(z) = zlog2/logx é uma funcao crescente para z > 3.
Vamos agora provar a outra desigualdade. Se (277:) = Hp <on P77 € a

fatoracao canodnica de (27,7) entao pelo lema 5.13 temos p®? < 2n <=
aplogp <log2n e portanto

2
log< n> = Z aplogp < m(2n)log(2n),

n
p<2n
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donde )
log (“" log 2
log(2n) ~ log(2n)
pois
2n :27n_2n—1”_n+1 > on.
n n n-—1 1
assim,
log 2
(@) > x log
2logx

para todo x par, o que implica na mesma estimativa para todo x inteiro,
pois w(2k — 1) = w(2k). O

Corolario 5.16. Seja p, o n-ésimo numero primo. Existem constantes
C' > >0 tais que
dnlogn < p, < C'nlogn

para todo n > 2.

DEMONSTRACAO: Se limsup —£2— > (| entao
n—o0

nlogn
lim inf ﬂ < liminf M
z—oo z/logx — mn—oo py/logpn

.. .n(logC"+logn +loglogn) 1
< lim inf ——
n—00 C'n IOg n '

m(x)

z/logx >0

j& que x/logx é crescente para x > 3. Assim, como lim inf
T—r00

pelo teorema anterior, temos que existe C’ tal que p, < C'nlogn para
todo n > 2. Analogamente se prova a existéncia de c’. ]

Temos ainda o seguinte corolario do teorema de Chebyshev, que dei-
Xamos como exercicio para o leitor.

Corolério 5.17. Seja f: N — [0, 400) uma func¢do decrescente. A série

> )

p primo
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converge se, e somente se, a Série
(0.0
3 f(n)
logn
n=2 &
converge. Em particular,

p primo

Observagao 5.18. Um interessante argumento devido a Erdés dd uma
outra prova da divergéncia da série dos inversos dos primos: supondo
que % < 400, existe N € N tal que

p primo

> 1<%.

p primo p
p=N

Vamos considerar a decomposicao N = AU B em que
A = {n € N| todos os fatores primos de n sao menores que N} e
B =N\ A. Sejam pi1,p2,...,pr todos os primos menores que N. Fize-

mos M € N. Sene€ A en <M, entio n se fatora como pi*p5? ... p.*,
log M . . log M

onde o < 85 Vj < k. Assim, [AN[1, M]| < (14 355 k. Por outro

lado, todo elemento de B tem um fator primo maior ou igual a N, donde

IBA[LM]|< > H;[JgM > ;<A24.

p primo p primo
p=N p=N

Como M = [NN[L, M) = [AN[1, M]|+|BA[1, M]| < (1+ 24y + 4,

log 2
M log M
temos 5 < (1+ Tog2

1 log M k
li — (1 =
Mig-loo M ( * log 2 )

)¢ para todo M € N, o que é absurdo, pois
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5.3.2 O Postulado de Bertrand

Sabemos que ha sequéncias arbitrariamente grandes de nimeros con-
secutivos que nao contém primos, por exemplo

Bl 2,k + 3,k +4,.. .kl +k

Nosso préoximo resultado é o seguinte teorema, também devido a
Chebyshev, que afirma que os primos nao sao tao “esparsos” assim. Ele
é chamado de “postulado” por razoes histéricas.

Teorema 5.19 (Postulado de Bertrand). Seja n um inteiro positivo.
Entdao sempre existe um primo p tal que n < p < 2n.

Lema 5.20. Para todo n > 2, temos

H p < 4".

p<n
p primo

DEMONSTRAGAO: A prova é por indugao em n. Para isso, vemos que
para n pequeno tal desigualdade é valida. Além disso, se o resultado vale
paran = 2m+1 entao também vale para n = 2m+2 pois nao agregamos
novos primos ao produto quando passamos de 2m+ 1 para 2m+ 2. Logo
basta provar a desigualdade para um valor impar n = 2m + 1.

Dado que para todo primo p tal que m+1 < p < 2m 4+ 1 tem-se que
p divide (2m + 1)! mas néao divide (m + 1)! nem m! entao

2m +1 2m 2m
[T »< — + < (141)% =4m,
m—+1 m+1 m
m+1<p<2m+1
Portanto da hipdtese de inducao temos que
H p — H p H p < 4m+l4m — 42m+17
p<2m+1 p<m+1 m+1<p<2m+1
como queriamos demonstrar. ]
DEMONSTRAGAO: (DO POSTULADO DE BERTRAND) Suponhamos que

esta afirmacao é falsa para algum valor de n e mostraremos que n nao
pode ser muito grande.
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Seja p; 0 i-ésimo primo e a; méximo tal que p;** | (277) Como estamos
supondo que nao hé primos entre n e 2n e como nenhum primo entre
%n e n divide (2:) pelo lema 5.13, temos (2:) = Hpi<27n py*. Ainda pelo
lema 5.13, pi* < 2n e a; <1 para p; > v/2n, logo

<2:>§ II 2 II »i< I] 20 [] »i

pi<V2n  V2n<p; <2 pi<v2n  p;<Z

Utilizando o lema anterior, e supondo que n é suficientemente grande
de modo que o niimero de primos entre 1 e v/2n é menor que \/n/2 — 1
(n = 100 é suficiente e a partir deste valor esta hipétese se cumpre j
que metade dos nimeros neste intervalo sdo pares), temos

(2”) < (2n)Vn/214203,

n

Por outra parte, n(2”) = n(2n_1) + n(%_l) > (14 1)t =221

n n n—1
assim a desigualdade anterior implica

22n—1

< (Qn)\/n/27142n/3 — 22n/3 < (277,)‘/”/2.

n

Tomando logaritmo na base 2, obtemos a desigualdade 2—\3/5\/5 < logy n+
1, que é falsa para todo n > 50.

A

1
6 /\ogfzm%
4 3
=
Y
2
10 20 30 40 50

Portanto, se existe um contra-exemplo do postulado de Bertrand, este
deve ser menor do que 100. Para terminar a demonstracao sé falta
mostrar um primo que cumpra as condi¢oes do teorema para todo inteiro
menor que 100: tome
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p= para 1<n <2
p=2> para 3<n<5H
p=11 para 6<n <11
p=23 para 12<n <23
p=47 para 24 <n <47
p=79 para 48<n <79
p=101 para 80 <n <100

Exemplo 5.21. Seja n > 28, Demonstrar que os k primeiros nimeros
que sdo maiores do que n e primos relativos com n! sGo primos.

SoLugAo: Como n > 2F entdo n? > 2¥n. Entao entre dois termos
consecutivos da sequéncia n,2n,4n, ..., 2Fn existe ao menos um primo.
Portanto, entre n e n? existem ao menos k primos. Em particular, os k
primeiros niimeros maiores que n que sao primos relativos com n! estarao
entre n e n?. Se um de tais nimeros néo fora primo, digamos | = ab,
supondo a < b, teremos que a? < 1 < n?, logo a < n, o que contradiz o
fato de que n! e [ sdo primos relativos. ]

5.3.3 Outras estimativas

Precisaremos também das seguintes estimativas:

1 1
Lema 5.22. 1. 1<Jz<n 7 =logn+7v+0(;) =logn+ O(1), onde

y=1im (3 1) —logn ) = 0, 577215664901532860606512....

n—00 :
1<j<n

€ a constante de Euler-Mascheroni (ver [38] por exemplo).

2. Y logj=(n+3)logn—n+O0(1).

3> jlolg. = loglogn + O(1).
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DEMONSTRACAO: Para estimativa mais precisa da primeira soma, veja
por exemplo [60]. Aqui provaremos apenas a segunda estimativa, que
nos sera suficiente na maioria das aplicacoes. Para isto, observemos que
a funcao g(z) = % é estritamente decrescente e concava para cima, assim
para todo inteiro j > 1, no intervalo [j — 1, j] a reta y = % fica embaixo
dey = g( ), que por sua vez fica embaixo da reta que passa pelos pontos

(j—1,-) e (4, %) Portanto calculando as dreas sob as curvas temos

» j—1
que A
1 /J 1 1< 1 1)
= <4 —dr< - |——+-|,
J -1 % 2\y—-1

Somando todas estas desigualdades desde 2 até n temos que

/1 1 1 1 1 1 "1
>i< [ 5= m s
T ]—1 2 2n j_]

e assim

1+1+1 <i1<1+1
= -— ogn — ogn.
9 T, T o &

Para estimar o segundo somatdrio, observemos que a fungao h(x) =
log « é estritamente crescente e concava para baixo. Como antes, temos
que para todo inteiro 7 > 1, no intervalo [j — 1,j] a reta que contém
o ponto (j,logj) e tem inclinagdo m; = h'(j) = % fica por cima de
y = h(x), que por sua vez fica acima da reta que passa pelos pontos
(j —1,1og(j — 1)), (j,log ). Logo

1 J
logj — % > / llogmdaz > (log(] —1)+logj).
j—

Somando estas desigualdades desde 2 até n temos que
n n 1 n
Zlogj — 22— > / log x dz
=2 = 1

n
.
>Z;2(log(j—1 + log j) Zlogj—flogn.
J:

Ou seja,

1 1
<n+ >logn—n+1>210gj>nlogn—n+ + = Z*
7=1
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Assim, concluimos que

1 ~ 1 1 3
(n+2>logn—n+1>z:110gj> <n—|—2>logn—n+4+4
j:

e o resultado segue.

A terceira soma é estimada comparando-a com a integral f2 xl o gz =

loglogn — loglog 2, e é deixada como exercicio para o leitor. ]

Agora, mostremos algumas estimativas sobre niimeros primos.

Proposigao 5.23. > 10% =logn + O(1).

p primo
p<n

DEMONSTRAGCAO: Pela proposicao 1.22, temos

H p’? onde v, = i L:ZJ .

p primo k=1
p<n
n
Tomando logaritmos, temos ) logk = )  wvp,logp, e como % —1<
k=1 p;);rlno
o0
n n o __ n
3 <w< & &=
n 1 n
> (-1) logp <> logk< Y - logp.
p primo p k=1 p primo p B
p<n p<n
Ou seja,

1 1
= Z logp < — Zlogk‘f Z ing Z %.

p primo p primo p primo
p<n p<n p<n

Pelo teorema de Chebyshev 5.15, temos Y logp < m(n)logn = O(n).

p primo
p<n
Por outro lado, Z p};g_pl) < s # = O(1). O resultado segue,
p primo
p<n

pois £ 3} logk =logn + O(1) pelo lema anterior. O
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A proposigao anterior nos permite estimar a ordem de crescimento
da soma dos inversos dos primos.

Teorema 5.24. % = loglogn + O(1).
p primo
p<n

DEMONSTRACAO: Defina

log k / . n
=== ge k é primo
ap = e y A e Sp = Z ag.
0 caso contrario —1
Pela proposicao anterior, temos que S = ). 10% = logk + O(1).

p primo
p<k

Assim, temos por “integragao por partes” discreta

T
Z Zlogk kZQ log k

p primo =
p<n

I
M= T

g 1 B 1 n Sh
: "\ logk log(k + 1) log(n + 1)

1 1
1 — 1
ogk (logk log(k + 1)) +0()

B
||

I
NE

B
[|
¥

log(k +1) —logk
log(k + 1)

1
— (k+1)log(k +1)

I
NE

+0(1)

bl

3 |l

[\

+O(1)

o
[\

onde a ultima igualdade segue de

1 /’f“dx 1
— R Sy

N 1 < log(k +1) —logk < 1
(k+1)log(k+1) — log(k + 1) ~ klog(k+1)

1 - 1
; klog(k + 1) B ; (k+1)log(k+1)
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n
O resultado segue do lema anterior, ja que k;Qm

loglogn + O(1). |

Observagao 5.25. Nao ¢ dificil mostrar que a prova acima fornece um
termo de erro do tipo ¢ + O(logn) (em lugar de O(1)) para uma certa
constante ¢ (a constante de Mertens), que vale aproximadamente

0,2614972128476427837554268386 . . . .

Deizamos os detalhes como exercicio para o leitor. E possivel provar que

a constante de Mertens ¢ € igual a v+ > (log(1 — }D) + %), onde 7y é

p primo
a constante de FEuler-Mascheroni.

E’possivel obter estimativas mais precisas para o termo de erro. Lan-
dau, por exemplo, provou em [84] que € possivel trocar o termo de erro
O(1=-) por O(exp(—(logn)'/14)), e Vinogradov ([149]) provou que é
possivel trocar o termo de erro por O(exp(—a(logn)®/®(loglogn)=1/%)),
para alguma constante positiva a.

Mais recentemente, Diamond e Pintz ([50]) provaram que o
erro Yy ]1] — loglogn — ¢ troca de sinal infinitas vezes. Mais preci-

logn

p primo
p<n
samente, n'/?logn( 3 % — loglogn — ¢) atinge valores positivos e
p primo
p<n

negativos de modulos arbitrariamente grandes.

Um outro resultado importante, que serd usado nas segoes seguintes,

oo
Proposicao 5.26. > # =T
n=1

DEMONSTRAGAO: No plano complexo, temos

senz—zH( 2]{32)
™

Assumindo esta féormula, vejamos como terminar a prova. O coeficiente
3 2 o0 1
de z” neste produto é — % }° | —5>, mas como
2 2

senz =z — §+§_
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concluimos que Y - ﬁ = %, donde o resultado segue.

Para provar a férmula acima, basta fazé-lo para z real, uma vez
que o resultado geral segue por continuacao analitica. Note que para
todo k > 1, sen((2k + 1)y) pode ser escrito como Py(seny), onde Py
é um polinémio de grau 2k + 1 (e coeficiente lider (—4)¥). De fato,
seny = seny, sen(3y) = 3seny — 4sen>(y) e, para todo k > 1,

Pyyi(seny) + Pp_1(seny) =sen((2k + 3)y) + sen((2k — 1)y)
=sen((2k + 1)y + 2y) +sen((2k + 1)y — 2y)
=2sen((2k + 1)y) cos(2y)
=2P,(seny)(1 — 2sen?(y)),

o que implica o resultado por inducao, com Py () = 2(1 — 2t?) Py(t) —

Py_1(t). As raizes de Py(t) sdo os 2k+ 1 nimeros sen(7r/(2k+1)), onde
r é inteiro com —k < r < k. Assim, temos

%+ 1)y) = (—4)* 2y —sen? (=
sen(( )y) = ( )Sen91£k<seny e (2k:+1))

2
sen” y
=aseny [] (1_W>

2k+1

sen((2k+1)y)
seny

para alguma constante c;. Como lim = 2k + 1, temos que

y—0

¢k = 2k + 1. Fazendo agora y = z/(2k + 1), temos

xT

sena = (2k + 1) sen( ") ] (1sen2(2’f+1))
Ssenxr = sen 2k+1 Al Sen2( prm ) .

N
—_

k+

Como 2t/m < sent < t para todo t entre 0 e 7/2, temos, para todo x
reale 1 <r <k,

2r Tr r 2 sen2(2kx 1)
< < _ 1 <] A o
%1 Sen<2k+1> =2k +1 2= sen? ()

Assim, o produto converge uniformemente em compactos, e podemos
passar ao limite £k — oo termo a termo, obtendo a férmula

22
senxsz(l—W)

r>1
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No seguinte desenho se ilustram os graficos y = fx(x), dos primeiros

A N . X
trés termos da sequéncia fi(z) = x H (1 — ﬁ) que converge em
T
1<r<k
compactos a funcao sen x.

y = fa(x)

Yy =senzx

y = f3(x)

Problemas Propostos

5.22. Seja ((s) = >.°° , L a funcdo zeta de Riemann. Mostrar usando

n=1ns
a proposi¢ao anterior que ((4) = g%-
¢(2F)

5.23. Mostrar indutivamente que >3z~ € sempre racional.

5.24 (Fragoes egipcias). Uma fragdo egipcia é uma frag¢ao da forma %,

onde m € um inteiro positivo (parece que o0s egipcios nao gostavam de
fragoes com numerador maior que 1). Prove que todo racional positivo
pode ser escrito como soma de fragoes egipcias distintas.
5.25. (a) Dados inteiros b > 2 e a, com 0 < a < b—1, seja Xgp
o conjunto dos inteiros positivos n em cuja representacdo na base b o
.. ~ 1

digito a mao aparece. Prove que ZneXa,b ~ converge.

(b) Prove que qualquer sequéncia finita de digitos aparece como uma

sequéncia de digitos consecutivos na representacao decimal de infinitos
numeros primos.

5.4 A Funcgao ¢ de Euler

As seguintes proposi¢gbes mostram algumas estimativas da fungao ¢
de Euler.
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Proposicao 5.27. >}, ¢(k) = 37%2 + O(nlogn).

DEMONSTRAGAO: Observemos que pela formula de inversao de Mobius
(teorema 5.9) e o lema 1.77 temos ¢(k) = 3 g, p(d)%, logo

POEGED $) WIUR-ED DI ST R
k=1

k=1 dlk d=1 dlk
1<k<n
U - N (T
=3 @)Y= S p
d=1 r=1 d=1

onde fizemos a substituicao r = g < 4. Por outro lado,

(13 1) = (3) +op
)

e > k% =O0([," %) = O(3), logo “ﬁf) = 0O(2) e assim
k>n d>n
g n2 & () " 1 L S ald)
k_lSO(k)—QdZ_:l 5 —I—O(ndz_:ld)—Qd_ldQ—i-O(nlogn).

Além disso, note que para todo o > 1 temos que

$ LSl S Sad)

Em particular 57, % = (> d%)*l = % pela proposicao 5.26,

assim substituindo este valor na expressao acima temos o resultado de-
sejado.
o

Observemos que a proposi¢ao anterior mostra que a “probabilidade”
de que dois niimeros naturais sejam primos entre si, ou seja,

: 1 9
A}gnoo ﬁ#{(m,n) eN“|1<n,m<N e mdc(m,n) =1}

éigual a % ~ 60,79%. Este resultado pode ser generalizado da seguinte
forma:
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Proposicao 5.28. Dados k > 2 um inteiro e x € (0, +00), sejam
X = {(m1,ma,...,my) € N¥ | mde(mqi, mo,...,m) =1} e

flx) =#{(m1,ma,...,mg) € X |1 <mq,ma,...,m < x}.

o0
Seja ainda ¢ a funcao zeta de Riemann dada por ((k) = > #
n=1
Entao, pam E =2 f(z) = C(2) + O(xlogz) e, para k > 2,
f(z) = C(k) + O( )
Em particular, lim % L Em outras palavras, a “probabili-
z—+oo T G(k)
dade” de termos mdc(my, ma,...,my) = 1, para my,ma,...,mp € N é

1

C(k)*

DEMONSTRAGAO: Temos f(x) = 0 para todo = € (0,1), e, para todo
€ (0,+00), Y gy flz/d) = |2|*, pois cada um dos |z]* pontos in-

teiros (m1,ma,...,mi) € [1,|z]]* se escreve de maneira tnica como
d.(r1,7r2,...,7x), onde d (que é igual a mdc(my, ma,...,my)) é um inteiro
positivo e mdc(ry, o, ..., ) = 1, com (r1,79,...,1%) € [1, |z/d]]*.

Portanto, pela segunda férmula de inversao de Mdbius, temos

L)
flz) = d;u(d) B d;u(d) |w/d]".
Com(; \z/d]* = &% /d* + O(a*~1 /dF~1), temos

|=) lz]  k—1 l=) lz]  k—1
1) = 2@ (3) +0(3 Gmr) = S (@) +0 (3 =) =
d=1 d=1 d=1
d _ 1 _ 1
_ gt &,yo(xk LY ) = i O )
d=1 d=1 d=1
o que implica o resultado desejado. O

n
Proposigao 5.29 Z T) + O(logn).
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DEMONSTRAGAO: Como na proposigao anterior, (k) = Zd|k ,u(d)% e
portanto

)2

a3

o

=¥

Q

+ ) —n + O(logn).

Ul

I

S
M3
&‘:

.
Il
—

(n)loglogn
n

Proposicao 5.30. 0 < liminf 2 < +o0.
n—o0

DEMONSTRAGAO: Seja p; 0 i-ésimo nimero primo. Se n tem k fatores
distintos, entao n > ng onde ng = p1-p2 - - - P € o produto dos k primeiros
nimeros primos. Assim,

e 05 LO-5) -

p primo 1<i<k
pln

log I log 1 .. log I
logo ¢(n) og ogn o(ng) ;L)f 8™k Basta mostrar que hkm inf %}%Og”ke
—00

(0,00), mas

k
log1 1
log So(nk) og log ny, - Zlog (1 b4 ) + log log log ny.
N, ] p;
1

1y - _1 1
Como log(l — p—j) =% + O(p?) pela proposicao 5.24 obtemos

Zlog(l — —) Z +O0(1) = —loglog pi. + O(1).

Mas pelo corolario 5.16, temos que k < pr. < Cklogk para algum C, o

que implica loglogpr = loglogk + O(1). Desta maneira, para mostrar

que lim inf £elloglogm. o (0,00), basta verificar que
k—oo Mk

lim sup(log log k — logloglogng) = 0.

k—o0
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k
Temos que n, = [] px < (Cklogk)¥, donde
j=1

logng < k(logk +log(C'logk)) < 2klogk para k grande,
e assim loglogny < logk + loglog k + log 2. Portanto

lim sup(log log k — logloglog ng) > 0.

k—o00

Por outro lado, certamente temos nj,>2*, logo log ny >k log 2, log log ny, >
log k 4 loglog 2, e assim

lim sup(log log & — logloglogn) < 0.

k—o00

Logo este lim sup é zero, completando a prova. ]

Observacao 5.31. E possivel provar que lim inf w =e7.
n—oo

Observe que outro tipo de estimativa trivial pode ser obtida do fato

_ : : : en) _
que ¢(p) = p—1, para todo p primo, assim fica claro que hzn_) Solép = =1
Resumindo os vérios tipos de resultados que obtivemos sobre ¢(n)

dizemos que a ordem média de p(n) é %, a ordem méxima de p(n) é n

s 4t e In
e a ordem minima de p(n) é loglogn*

Problemas Propostos

5.26. Prove que se a parte real de v € mator ou igual a 2 entdo
oo

o o(m) 1 o 1
Z me :mZZIma—l mE_:lma'

m=1

5.27 (Sierpinski). Mostrar que o conjunto
1
{so(n +1) ‘ e N}
n

é denso em [0,1], isto €, que , para todo a € [0,1] e todo € > 0, existe

o) ol < e

um inteiro positivo n tal que ‘
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5.28 (Schinzel). Mostrar que o conjunto
1
{so(n +1) ‘ ne N}
p(n)
€ denso no conjunto dos niumeros reais positivos.
5.29. Mostar que para todo o <1 en >0

p(k) 6

2—«a l-a
= 0 1 .
= IO a)n +O(n "“logn)

k=1
5.30. Mostrar que

Z o(k) 6 logn
z:l_ﬂlogn—i-C%—O( - );

k2

d)logd
ondeC—— Zd>1“(d2g .

5.5 A Funcao o

Lembramos que o(n) = -y, d ¢ uma fun¢ao multiplicativa. Assim,

(75

sen = pi'py®---p.* é a fatoragao canonica de n, entdo

a;+1

i Tr P 1—p;
U(n):H(1+Pj+"'+Pj]):H7—Hp 7_1

donde nH;?:l(l + %) <o(n) <n]l fil. Usando a férmula de ¢(n)
temos que

mas

1 1 1 1
II .—=1I (1+]§+g+ ) Zﬁzl

p primo P2 p primo k=1

ja que expandindo o produto, cada natural k£ aparece exatamente uma

vez pelo teorema fundamental da aritmética. Logo temos que % <

w < 1 para todo n > 1. Juntamente com a proposicao 5.30 isso

implica a
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Proposigao 5.32. hmsup on) (0,00). Naturalmente, se n é

nloglogn

primo, o(n) =n+1, donde hmlnf% =1.
n—oo

Observagao 5.33. E possivel provar que lim sup o) _ o,

oo " loglogn

Temos também a

Proposigao 5.34. Y, o(k) = 71%”2 + O(nlogn)

DEMONSTRAGAO:

> ol

k=1

pois Y. 7z = O(/;

k>n

Proposicao 5.35.

DEMONSTRAGAO:

Da definicao de o temos que

DY ZdH

k=1 d|k
L) (L] + D)
d= P ol

n?
o Z e + O(nlogn)
k=1

12
o) ()eZklz—* u
k>1

Observemos que U(kk) = >4

>
a
Il
Y
Bl
&
]
n
<
8

por um procedimento similar ao anterior temos

>

k=1

-5 5=2 5 5]

k» 1 dllk d/_

2
= nd,zl 77 + O(logn) = En + O(logn).
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5.6 Numeros Livres de Quadrados

Vamos nesta segao a estimar a “probabilidade” de um ntimero natural
dado ser livre de quadrados, ou seja, vamos calcular o limite

1 1<
lim ~#{1 <k <n|kélivre de quadrados} = lim — > fu(k).
k=1

n—oo N mn
* ~ . 1 i 6
Proposigcao 5.36. 7};1{.10 = 1}::1 (k)| = 5.

DEMONSTRAGAO: Seja g(x) = |2%] e f(z) = > k<z |1(K)[. Observemos
que como um natural n se escreve unicamente como n = 72 com [ livre de
quadrados, temos que }_ -, f(7z) = g(z). Assim, pela segunda férmula
de inversao de Mobius (teorema 5.11), temos

@) =Y ntkyg (%) =X k) f,jzj
k<z k<z

p(k)z? 6 o

jdque > % = % (ver a demonstracdo da proposicio 5.27). Se y = 2,
k>1

temos que f(y) = %y + O(/¥), o que implica o resultado. O

5.7 As Funcgoes w e ()
Se n = p'p3?- .- ppt
canonica de n, entdo w(n) =k e Q(n) = Z§:1 aj sao respectivamente o
nimero de fatores primos distintos de n e o nimero de fatores primos de
n com multiplicidade. Vamos provar que, para a “maioria” dos valores
de n, w(n) e Q(n) sdo da ordem loglog n.
Notemos inicialmente que w(n) < Q(n) para todo n e que

Q(n)zz Z 1 e w(n) = Z 1,

kzl p primo p primo
pkIn pln

com p; < po < --- < pi primos é a fatoracao
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donde

zzzl—zzu

\3
||M:
I

r=1 k>2 p primo k>2 p primo
pPr
<Y X E=2 o
p primo k:>2 p prlmo

<03 (5 -5) -0

Para mostrar que w(n) é da ordem de loglogn para a maioria dos n,
vamos estimar a soma Y, (w(r) — loglogn)?. Comegamos estimando
S om_jw(r). Pelo teorema 5.24, temos

n

Zw(r): Z {nJ =n Z 1—FO(n):nloglogn+0(7z),

r=1 p primo p p primo p
p<n p<n

Vamos agora estimar Y _; w(r)?, para isso observemos que

w3 ( ¥ 1)’

r=1 r=1 p primo
plr
n
- - ol
> 2 2 2 | ame
r=1 p1,p2 primos p primo g primo
pl‘rrp2|r p<n g<n
n
nJ n n
=X Lt X o= Xems X [
p primo p p,q primos pq r=1 p,q primos pq
p<n P#q pP#£q
Note que > [t] < n( Y %)2 = n(loglogn)? + O(nloglogn).
quPP;thOS pg;l”rlno
Por outro lado,
n n
> nl= ¥ Lrow
p,q primos pq p,q primos pq
p#q P#q,Pq<n
> n( Z ;9) + O(n) = n(loglog v/n + O(1))” + O(n)

= n(loglogn)? + O(nloglogn).
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Portanto Y _; w(r)? = n(loglogn)? + O(nloglogn).
Assim, temos que

n

Z(w(r) —loglogn)? = Zw(r)2 — 2log lognZw(r) + n(loglogn)?
r=1 r=1

r=1
= n(loglogn)? + O(nloglogn)
— 2loglogn - (nloglogn + O(n)) + n(loglog n)?

= O(nloglogn).

Definigao 5.37. Seja f,g: N — R. Dizemos que a ordem normal de
f(n) é g(n) se podemos decompor N = AU B de modo que

#{keBlk<n} _ f(n)

lim 0 e lim —=% = 1.
n— o0 n ”n—éj‘o g(n)

Observe que esta particio de N implica que A contém quase todos os
numeros naturais.

Em particular, dado o > 0, B(n) = {r < n | |w(r) — loglogn| >
(loglog n)%“‘} é tal que #B(n) = O(n/(loglogn)?®). Temos assim que
a ordem normal de w(n) (e de (n) pois Y .-, [Qk) —w(k)| = O(n)) é
log log n. B

Erdés e Kac provaram em [52] que a distribuigao de probabilidade de
w(n)—loglogn

Vl1oglogn
dados a,b € R com a < b, temos

.1 w(k) — loglog k 1 /b 2/
lim — k< < <bp=— dt.
nl—>nolon#{ <nla< loglogk — Vor Ja ¢

5.8 A Funcao Nimero de Divisores d(n)

, n €N, é a distribuicdo normal usual. Mais precisamente,

A funcado d(n) =) djn 1 tem um comportamento bastante irregular.
Temos que d(p) = 2 para todo primo p, donde liminfd(n) = 2. Por
n—oo

outro lado podemos estimar a ordem méxima de d(n).

Proposigao 5.38. Se € > 0 entdo
d(n) d(n)

lim =0 e lim su = +00.
n—oo 2(1+4¢€)logn/loglogn n_wop 9(1—¢)logn/loglogn +
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DEMONSTRACAO: Para a primeira afirmacao, basta mostrar que

log 2logn
logd(n) < (14 ¢€)———7—

gd(n) < (1+ )loglogn
para algum € tal que 0 < € < e. Para isto, considere a fatoracao
candnica em primos n=pi*ps? - - - p*, de modo que d(n)= Hf:1(1+ai).
Temos

k

k
logd(n) = Z log(1 + ) e logn = Z a; log p;.
=1 =1

Seja § > 0. Dividimos em dois casos: primeiro, se p; > (log n)lf‘s, temos
logp; > (1—4)loglogn, e como 2% > 1+q; <= «;log2 > log(1+ «y),

_1log2 - a;logp;

log(1 + ;) < aijlog2 < (1 —9) o

Segundo, se p; < (logn)'~%, como 2% < n =— «; < logn/log2 —
log(1 + «;) < 2loglogn para n > 0, temos

1
Z log(1 + o) < 2(logn)! % loglogn = o (1(){%n> .
p;<(logn)1—9 oglogn

Somando sobre todos os primos, temos portanto

logd(n) = Z log(1 + a)

1<i<k
log 2 - . i1 ;
< 75)_1 0g Zlglgk Q@; 1og p; Yo logn
loglogn log log n
. log?2 - logn
1
< (O=9 7+ etogn

o que implica nossa afirmagao para n > 0 e § suficientemente pequeno.
Para a segunda afirmagao, considere o produto ny = pips - - pr dos
k primeiros primos. Basta mostrar que

log 2log ny,
logd —(1l—)——— —
ogd(ny) — (1 - 0 BT oo
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quando k — oo. Temos d(ny) = 2¥ donde log d(n;) = klog 2. Por outro
lado, pelo corolario 5.16, temos

k k
log ny = Zlogpj = ZlogO(j logj) = klogk + O(kloglogk)
j=1 J=1

de modo que logn, = (1 + o(l))klogk, loglogny = (1 + 0(1)) logk e

assim log)ig’;k = (1+o(1))k, o que implica o resultado. O

Vamos agora calcular a ordem média de d(n).

Proposicao 5.39. 137 d(k) =logn+2y— 1+ O0(-=) ondey é a

n
constante de Euler-Mascheroni

DEMONSTRACAO: Temos

Zd(k)zZZl:ZL J Z% n) = nlogn + O(n).
k=1

k=1 d|k d=1 d=1

Ty =,

Podemos estimar o termo de erro de forma mais precisa, contando
os pontos de coordenadas inteiras sob o gréfico de y = n/z, conforme a
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figura:

iLJ #{(z,y) € N>o x N5¢ | 2y <n}

d=1
= #{(z,y) € N5g X Nyg | z < V/n,zy < n}

+ #{(2,y) € N5g x N5g | y < V/n,zy <n}

— #{(z,y) € Nsg x Nyg | < v/n,y < /n}

Lvn] ) LfJ )
=2 ; LEJ — _2< Z d+0 ) (\/ﬁ+0(1))
= Qn(log\/ﬁ+7+0<ﬁ)> —n+0(v/n)
=nlogn + (2y — 1)n + O(y/n)

utilizando a estimativa mais precisa > % =logn + v+ 0(%) 0

1<j<n

Observacao 5.40. E possivel dar estimativas mais precisas para o
termo de erro nesta proposi¢io. Seja A(n) := Y, d(k) — n(logn +
2y — 1). A proposi¢ao anterior (que é devida a Dirichlet) diz que
A(n) = O(n'/?). O problema dos divisores de Dirichlet consiste em de-
terminar o menor 0 € R tal que A(n) = O(n*°),Ve > 0. Hardy provou
em [66] que 6 > %: de fato, ele mostrou que existe ¢ > 0 tal que, para cer-
tos valores arbitrariamente grandes de n, A(n) > en'/*, e, para outros
valores arbitrariamente grandes de n, A(n) < —en'/*. Por outro lado,
Huzley provou em [75] que 6 < % = 0,31490384615384615384615. .. .
Conjetura-se que 6 = 1/4.

Finalmente, para quase todo n € N, w(n) e £(n) sao da ordem de

log log n pela secao anterior, donde, se n = p{tps? ... pS*F & a fatoracdo
g g p (; 9 9 pl p2 pk g
canoénica de n,

k k
< H(l + ;) =d(n) < Hzaj — 29(n)
j=1 j=1

Assim, log d(n) é da ordem de log 2 -loglogn para quase todo n, ou seja,
d(n) = (log n)lOgQ < logn para quase todo n, apesar de a ordem média
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de d(n) ser logn. Isso se deve ao fato de, para alguns poucos valores de n,
d(n) ser muito maior que log n, lembrando que a ordem méaxima de d(n)
é 2(+o())logn/loglogn 5, 1551 para todo n € N. De fato, Ramanujam
mostrou que, para r > 1, esse efeito faz com que Y ;_,(d(k))" seja da
ordem C(r)n(logn)? ~! para uma certa constante C(r) € (0, 00).

5.9 A Funcao Ndamero de Partigoes p(n)

Uma particao de um inteiro positivo n é uma forma de escrever
n como soma de inteiros positivos, nao importando a ordem. Assim,
podemos identificar uma particdo de n com um vetor (ai,as,...,ax),
onde k,aq,a9,...,a; sao inteiros positivos, a1 > as > -+ > ap e
a1 + az + -+ + ar = n. Para cada inteiro positivo n, denotamos por
p(n) o nimero de partigoes distintas de n. Por exemplo, como as formas
de escrever 6 como soma de inteiros positivos sao 6 =5+ 1 =4+ 2 =
44+14+1=3+3=34+24+1=34+14+14+1=24+242=24+24+1+1=
2414+14141=1+14+1+1+1+1, temos p(6) = 11.

Uma particao pode ser representada por uma pilha de quadradinhos
onde a altura de cada coluna da pilha é mondtona nao crescente da
esquerda para a direita. Uma convencgao é de que as alturas das colunas
sdo os inteiros a; > ag > --- > ap. Na figura mostramos a particao
T+5+4+44+3+24+1+1+1 de28.

111

Nao é muito facil estimar com precisao a ordem de magnitude da fun-
¢ao p(n). Comegamos mostrando as seguintes estimativas elementares,
andlogas as estimativas mostradas em [73]:
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Proposigao 5.41. 21V21=2 < p(n) < | /n|n2Ve) wvn > 1.

DEMONSTRACAO: Essas desigualdades sao claramente validas para n =
1. Vamos supor a partir de agora que n > 1. A primeira desigualdade
pode ser mostrada considerando as particoes obtidas da seguinte forma:
Escolhemos k£ um ntmero natural tal que 1 +2+---+k+(k+1) <n
(para isto basta tomar k = |v/2n| — 2 para n > 2). Para cada conjunto
A=Aay,a9,...,a;} C{1,2,...,k}, podemos associar a partigao

n=a+a+--+a +n—-—a —a—---—a).

Note que n — (a1 +ag+--4+a,) >n—(14+2+---+k)>k+1éo0
maior termo da particao, o que mostra que, para n > 3, a subconjuntos
distintos de {1,2,...,k} correspondem partigdes distintas, e como ha
ok — olv2n|-2 subconjuntos de {1,2,...,k}, segue que p(n) > olvan]-2
para n > 2, e a primeira desigualdade estd provada.

J4 para a segunda desigualdade, a cada parti¢ao m = (a1, as,...,ax)
de n, com ay > as > --- > a, associamos o maior inteiro positivo ¢ =
q(m) tal que a; > ¢. Em outras palavras, ¢(m) é o lado do maior quadrado
contido no diagrama da parti¢ao: no exemplo da figura anterior, ¢(7) =
4 (e o quadrado est4 sombreado). Note que ¢(7)? < n. Assim, ha |/n]
possibilidades para ¢().

Por outro lado, uma vez determinado ¢(), temos que a, . .. s Qg(r) 2
q(m) satisfazem as desigualdades 0 < a; < n,Vi < g(7), que tém (es-
quecendo o fato de que os a; estdo em ordem decrescente) no maximo
na(™ < plval solugoes (pois hd no méximo n possibilidades para cada
a;). Além disso, como a; < ¢(m),Vj > q(m), os aj, para j > q(m)
estdo unicamente determinados pelos numeros b;,1 < i < ¢(w) da-
dos por b; = [{j > q(m);a; > i}|,1 < i < ¢(m), os quais satisfa-
zem Y, b = >  aj < n, e assim, como antes, hd no maximo

i<q(m) j>aq(m)
nd(™ < plvnl possibilidades para os b, 1 < i < q(m) e portanto para
0s aj,j > q(m). Assim, temos

pin) < Y (a9 < [Val (V)2 = [V - n2V,
1<q<|v/n]
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Para estimativas um pouco mais precisas, vamos usar a func¢do gera-
trizde p(n). Note que p(n) é o nimero de solugoes (my, mg, ms,...) com
o0s my, inteiros ndo negativos de ) ;- kmy = n. Assim, convencionando
p(0) = 1, temos a igualdade seguinte:

Sopman = TI(X ) =TT (+—).

n>0 k>1 m>0 E>1

A igualdade em principio é formal mas a estimativa acima garante a
convergéncia se |r| < 1. Assim, para todo N € N, e todo z € [0,1),

S pmat < 1S #) = 1 ().

n>0 k=1 m>0 k=1

Usaremos esses fatos para provar o seguinte

Teorema 5.42. Para todo N € N, temos p(N) < e™V 2N/3 - Além disso,
: logp(n) _ 2

N A

DEMONSTRACAO: Da discussao anterior, temos que, para todo z > 0,

p(N)xN < Zp(n)x" < H(l ka> = H(l ka)'
i1 k>1

n>0

Tomando z=e~¢, com £ > 0, obtemos p(N)e V< [] (1_6%516), donde

k>1
log p(N) —eN < 37 —log(1 — =) Temos que ¢ 3 —log(1 —e~*) ¢
k=1 =

a soma inferior de Riemann associada & particao {0,¢,2e,3e,...} para
a integral [~ —log(1 — e ")dt = %2 (essa ultima igualdade segue de

sendo a troca da ordem da soma e da integral justificada pelo fato de os

termos serem todos positivos), e logo & gl —log(1 —e~%F) < %2.
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Assim, logp(N) —eN < k; —log(1 —e~*F) < g—z, donde log p(N) <

eN + Lz, para todo € > 0. Escolhendo € = —Z=, obtemos
6e V6N

| N [2N
logp(NV) < 27 G =m 3

0 que prova a primeira parte do teorema.
Da estimativa da proposigao 5.41 (ou da primeira parte do teorema) e
da discussao sobre a fungao geratriz de p(n) segue que, Vz€[0, 1), a série

>~ p(n)a™ converge e vale a igualdade > p(n)z™ = [] (ljzk) Vamos
n>0 n>0 k>1

tomar x = e %, onde € = \/% (m > 1 vai ser escolhido posteriormente).

Temos log H( N S —L ) =3 —log(l —e*F) < g—j, como acima, e, por
k>1

outro lado, como € Y. —log(1 — e~¥) é a soma superior de Riemann
k>1
associada a particao {e,2e,3¢,...} para a integral

00 2
/ —log(1 — e )dt = % — O(eloge™),
3

1 2 _ m
log H (1—e€k> =6 O(loge™) = W’/E — O(logm),

e portanto Y p(n)z" = exp(my/F — O(logm)).

n>0
Por outro lado, temos, para cada n € N,

p(n)z" = p(n) exp(—en) < exp(—en + m/2n/3)

:exp<7r<—\/%+ 2n/3)):exp<\/gim(2\/m7—n>)

:exp(\/%(m_ (Vi = vim)?)).

Tomandom =N — N6 en=N+k, k>0,

S Je = N5/6+k>N1/3+1 [k
f+f 2WN+k 2  3VN’
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e logo
2
< exp( 2 (m— (V2L K
p(n)x™ < exp 0 m 5 s\ v
T N2/3 k
< exp \/ﬁim m — 1 _|_97
Assim,

n;vp(n)x" < exp (ﬂ/?) exp (— W:jg) kZZOeXp (-ﬁ%)

N ; <exp (=/%) exp<f:%6>zvm)
Y <exp ( m W’;S“)) .

Analogamente, se n < N — IN5/6 = m — N5/6,

m—n N5/6 N1/3 m1/3
—Vn= > = > :
VMo Vn = T T N 2 2
donde
2/3 1/6
p(n)z"™ < exp T m— = exp <7T m) exp _mm .
Vom 4 V6 46
Assim,

1/6

Y p(n)a" < Nexp (n\/?> exp(—”;”\/6 )

n<N—2N5/6
o o m 7rm1/6
= X i —_— .
p 6 10

Portanto, como ) p(n)z" = exp(r,/§ — O(logm)), temos
n>0

> pma" =o(Y pm)a"), D pma" =o Y p(n)a”),

n>N n>0 n<N-—2N5/6 n>0
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N-1
donde > p(n)z™ > 1 Y p(n)z", e portanto existe k com
n=N—-2N5/6 n>0

_ o N5/6 _
N-2N6<p<N-1,  pk)z* N5/6Zp
n>0

donde

= logp(k) + klogx

> log Zp — log(4N°/6) = Ty /?g O(logm),

km
log p(k) — Tom

n>0
e portanto
logp(k) > ”m O(logm) + hn
2
gp 6 g J6m
m T
=m /= —O(l + (m =0 (m°/6
™G (logm) + (m ( ) o
[2m
3

Como p(n) é crescente,

logp(N) > log p(k) > m/z?m — O(m1/3) =7 % - O(Nl/g).

Junto com a estimativa da primeira parte do teorema, isto implica a
segunda afirmacao do teorema. ]

Com métodos mais sofisticados, Hardy e Ramanujan provaram em
[70] que lim,, o0 47V/3 - p(n) exp(—m+/2n/3) = 1.

Posteriormente, Rademacher provou em [122] um resultado ainda
mais preciso, que fornece, para cada inteiro positivo n, uma série que
converge a p(n). Para cada inteiro positivo k, seja

h
Ag(n) = E exp <m’s(h, k) — 27rzn)
1<h<k k
mdc(h,k)=1
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=52 ({2) )

onde

.

(lembre que {z} =z — |z]). Entéao

4 [ sinh (7r 2(n — 1/24)/k>

1 [o¢]
ﬂ;Ak(n)ﬁdn Jn—1/24

Aqui a notagao % significa derivada em relagao a n, considerando a

expressao acima definida para todo ndmero real n > 1. Estimativas
cuidadosas mostram que este resultado implica que, para todo n > 576,
p(n) é o inteiro mais préximo a

2y/7/3] d exp <7r 2(n— 1/24)/l<:)

2mf Z Axlm Jn—1/24

E possivel mostrar que o erro da aproximacio acima de p(n) é O(n=3/8)
(veja o capitulo 14 de [123]).

5.10 A Fungao Custo Aritmético 7(n)

O custo de um numero inteiro é definido como o niimero minimo de
operagoes aritméticas necessarias para obter esse inteiro a partir de 1.
Mais precisamente, dado k € N, definimos 7(k) como o menor m € N
para o qual existe uma sequéncia (g, S1,...,Sy) onde s = 1, s, = k
e para cada [ > 1, existem 4,7 com 0 < 7,5 <[ com s; = s; * s;, onde
% € {+, —,-}. Essa funcdo tem um papel importante em [136], e também
é estudada em [100]. Esta se¢ao é baseada em [107].

Nao é dificil ver que |7(n) —7(—n)| < 2 para todo n € Z. Vamos nos
restringir ao caso n € N, e queremos dar estimativas assintéticas para
T(n), n € N.

Proposigao 5.43. logylogan + 1 < 7(n) < 2logy n.

DEMONSTRAGAO: Dada a sequéncia (sp, ..., Sy) como na defini¢ao de
7(n) temos que s < 92¢7! para todo k > 1, de fato, isso segue por
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indugao de s; < max{2s,s?}, onde s = max{|s;| : j < k}. Por outro
lado, como 7(2n) < 7(n) +1e 7(2n+ 1) < 7(n) + 2 para todo n € N,
por indugao segue que 7(n) < 2logyn para todo n > 1, assim temos a
segunda desigualdade. A primeira desigualdade nao pode ser melhorada

para todo n € N grande ja que T(22k) =k + 1 para todo k € N. O
Vamos provar que 7(n) > lol;ﬁ)gn para quase todo n € N. Mas

precisamente, temos

Teorema 5.44. Dado € > 0 temos que

logn log n-log log log n
1. 7(n) 2 foglogn + (1= G)W para quase todo n € N

logn log n-logloglogn .
2. 7(n) < Toglogn T (3+ 6)—(10g10gn)2 para n € N suficientemente

grande.

Na verdade o mesmo resultado vale se tivéssemos um nimero arbi-
trario de operagoes bindrias, incluindo +,-. Vamos dividir a prova do
teorema acima nos seguintes resultados

Proposigao 5.45. Suponha que temos s operagdes bindrias na defini¢ao
de 7. Entdo N(k) = #{n € N| 7(n) < k} satisfaz N(k) < A* - k¥, para
uma certa constante A = A(s) > 0.

DEMONSTRAGAO: Seja A = {x1,...,%s} 0 conjunto de operagoes. Se
7(n) = k entao existe (sg,...,sx) com sp =1, sp =n, e para cada [ > 1
existem ?; < s, 47,7 com 0 < 4y, 5y < I tais que s; = s;, %4, 55,. Devemos
ter {i1,J1,%2,j2, -9k, Jk} = {0,1,...,k — 1}, se nao terfamos criado
um s; desnecessério, e logo 7(n) < k. Além disso, se (r1,...,7) =
(i1, 41, ---,ik, Jk), Podemos supor que existe uma sequéncia 1 < I; <

lop < - <l <2k tal que r; =i —1, paral < ¢ < k. De fato, se
P(j) = min{i | r; = j} podemos supor sem perda de generalidade que
P(0) < P(1) < --- < P(k—1), ja que caso contrario, se P(j) > P(j+1),
entao s; nao é usado para criar sj;1, e portanto s;1 pode ser criado
antes de s;j. Assim, escolhendo (s, s1,...,s;) com M = max{m > 1 |
P(j) < P(j +1),¥j < m} méximo, devemos ter M = k — 1, pois, caso
contrario, P(M) > P(M + 1) e, trocando as posigoes de spr41 € Spr,
aumentariamos o valor de M, o que é uma contradicao. Podemos entao
tomar [; = P(i), para 0 < i < k — 1.
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Seja N'(k) = #{n € N | 7(n) = k}. Pelos argumentos acima, segue
que N'(k) < s*N"(k), onde
ri € {0,1,...,k — 1} e existe uma se-
N"(k) =4 < (r1,...,ro)|quéncia 1 < [} < -+ < [ < 2k com
r,=j—lparaj=1,...k

Por outro lado, N”(k) < (2;?)14,‘”C < 2% .k} = (4k)*, donde N'(k) <
(4sk)*. Portanto N (k) < Zfzo N'(r) < (4s + 1)* - kF, O

Corolério 5.46. Dado € > 0, temos, para quase todo n € N, 7(n) >

f(n) onde

logn logn - logloglogn

f(n) +(1—¢)

- loglogn (loglogn)?

DEMONSTRAGAO: Vamos estimar B(n) = #{k <n | 7(k) < f(k)}. Se
k € B(n) entao 7(k) < f(k) < f(n), e, pela proposigao acima, temos no
méximo N(f(n)) < (Af(n))/™ naturais k com essa propriedade, onde
A = 4s+ 1, mas entao para n grande, #B(n) é menor ou igual a

(Af(n))’™ = exp(f(n)log(Af(n)))

1
< exp (f(n) log <(log lo;gr:;l*ﬂ))

e logn (1 (1—e)logloglogn) "
loglogn loglogn

X (log logn — (l—g) logloglog n))

€ logn - logloglogn
exp | logn — =
2 log logn

IN

o o _Elogn-logloglogn — o(n)
y <E% loglogn N )

O

Se tivermos operagoes p-arias em vez de operagoes bindrias (p > 2)
temos um resultado andlogo trocando N (k) < A* . k¥ por N(k) < A" -
k(P=Dk no enunciado da proposigao 5.45 e f(n) por % no corolério.

Vamos agora obter a estimativa superior do teorema, usando somente

as operacoes + e -
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Proposicao 5.47. Dado € > 0, temos, para n suficientemente grande,
7(n) < g(n) onde

logn logn - logloglogn

+ (3+¢€)

g(n)

" loglogn (loglogn)?

DEMONSTRAGAO: Sejam B:L(bgi%wj e C=B* onde k = |loglogn|.

Nos célculos a seguir vamos omitir as partes inteiras. Tome

80:1, 81:2, SB_QZB—I,
SBflzB, SBZQB, 52373:(3—1).8
St—1)(B—1)=B", su_1yB-1)11=2B"1 ... spp_1)—1=(B-1)BF!

Sk(p—1)=DB

Considere agora a representacao de n na base C, isto é

n=ay+aC+---+aC", 0<a;<C—1,

. logn logn
~ |logC (loglogn)?’

e as representacoes dos a; na base B
a; =bj1 +bigB+--- -f-bikBk_l onde 0 < bij <B-1.

Observe agora que ja construimos os nimeros biij_l e logo podemos
construir cada a; fazendo k — 1 somas. Como temos r + 1 coeficientes a;,
gastamos no total (k — 1)(r + 1) operagdes para gerar todos os a;. Uma
vez gerados os a;, podemos gerar n com os seguintes 2r passos:

ar — a,C
— a,C' + ar_1
= (a,C + a,—1)C — - -+
—a,C" 4+ 4+a1C+ag=N.

O ndmero total de passos que usamos é no méaximo k(B — 1) +
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(k—1)(r — 1) + 2r, assim
logn
<k(B-1 E—1)(r—1)4+2r=rk —
7(n) < k( )+ ( J(r—1)+2r=r +O((loglogn)2>
_ logn -IOgC+O logn
logC| logB (loglogn)?
logn logn
= O
log B + ((log log n)2>
logn logn
= + -
loglog n — 3logloglogn (loglogn)?

_ logn 3logn -logloglogn logn < g(n)
~ loglogn (loglogn)? (loglogn)? gn)-

]
Usando a prova acima, podemos trocar g(n) por % se tivermos o
produto binério e a soma p-aria @(z1,z2,...,2p) = 21 + -+ + Tp.
Vamos agora considerar o caso em que temos apenas a operacao
soma: dado n € Ny g, definimos

I(s0,...,8m) com sg = 1,8, = n e, para
7+(n) =min{ m € N|cada [ > 1, existem 7,7 com 0 < 4,5 <le
51 = 5; + 8j

Nesse caso podemos provar o seguinte resultado devido a Erdds

Teorema 5.48. lim ™) — 1,
oo

DEMONSTRAGAO: Se (Sp,...,Sn) ¢ uma sequéncia como na defini¢ao
de 74 (n) entdo s; < 2/ para todo j < m. Em particular, se m = 74 (n),
temos n = s, < 2™ = 27+(™ donde 7, (n) > logyn para todo n € Ng.
Dado n € N*, fixamos k = k(n) > 1 e comegamos gerando os nimeros
so=1,81=2,50=3,...,8p%_1 = ok,

Escrevemos agora n na base B = 2F

n=ay+wB+---+a.B"
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onde

logn .
r:LogBJ e 0<a; <B-1, Vj<r.
Observemos que os a; ja foram gerados, assim fazemos agora

Sok =0y + ar=2a,, Sorky1=2a, + 2a,=4a,, ... 52k+k_1:2kar:Bar
2
Sokyp=Ba, +ar_1, Soripy1=2(Ba, +a,_1), ... Sgriox=DB%a, + Ba,_1

8ok 14 (kt1)r=DB"ar + B™'a,_y + -+ Bay + ap=n

Temos
k+1)logn logy 1
14 (k4 1)r <2k B Dlogn 2k .
+(k+1)r <2+ Fog2 0gyn + 2% + —
Escolhendo k = [logQ((loéol%n)Q)] = [log, logn — 2log, loglog n], temos
que
(1) < (1+ o(1)) logyn

0 que prova o resultado. O

Problemas Propostos

5.31. Mostrar que para todo n >0

n 2
Z alk) =12y O(nlogn).
P k 6

5.32. Mostrar que para todo o <0 en >0

" d(k) 1 T\ w4 -
=——-n %I — ).
Z s (1_a)n ogn+36+0(n )
k=1
5.33. Mostrar que
~ d(k)

1
Yo £ log?n + 2logn + O(1).
k=1
5.34. Prove que, para todo inteiro positivo n, existem exatamente 27!
vetores (ay,as,...,a), onde k,a1,as, ..., ar $Go inteiros positivos e a1+
as +---+ap =n.
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5.35. Seja P, o conjunto das particoes de n. Dada m = (a1,as,...a,) €
P,, definimos a(m) = |[{j < rla; = 1}|, o ndmero de termos iguais a 1
na particio © e b(w) = [{a1,aq,...,a,}|, o nimero de termos distintos
na particao .

Prove que, para todon €N, }  p a(m) =3 p b(m).

5.36. Prove que, para todon > 1,

n

nep(n) =Y L-pn—_tk)=> o(v)p(n—wv).

lk<n v=1
(Sugestao: use a fung¢ao geratriz de p(n).)

5.37 (OIbM1994). Demostrar que todo nimero natural n < 21000000
pode ser obtido a partir de 1 fazendo menos do que 1100000 de somas,
isto €, existe uma sequéncia finita de nimeros naturais tais que

Ty XL1y--.y Lk

com k < 1100000, tais que x9g = 1, xp = n, e para cada i = 1,2,...,k,
existem 1,8, com 0 <r,;s <1 ex; =2, + 5.

5.38 (OBM2009). Para n inteiro positivo seja f(n) o nimero de produ-
tos de inteiros maiores que 1 cujo resultado é no mdzximo n, isto €, f(n)
é o numero de k-uplas (a1,as,...,ax) onde k € algum natural, a; > 2 é
inteiro para todo i e ay-ag----- ar < n (contando a 0-upla vazia (), cujo
produto dos termos € 1).

Assim, por exemplo, f(1) = 1, por causa da 0-upla () e f(6) =9,
por causa da 0-upla (), das 1-uplas (2),(3),(4),(5) e (6) e das 2-uplas
(2,2),(2,3) e (3,2).

Seja o > 1 tal que Y oo ; 2z =2.

a) Prove que existe uma constante K > 0 tal que f(n) < K-n® para
todo inteiro positivo n.

b) Prove que existe uma constante ¢ > 0 tal que f(n) > c¢-n® para
todo inteiro positivo n.

5.39. Seja f(n) o nimero de inteiros entre 1 e n? que podem ser escritos
como um produto de dois inteiros entre 1 e n. Prove que

lim 1)

—5-=0.
n—+oo N
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Capitulo 6

Inteiros Algébricos

Neste capitulo, estenderemos o estudo das propriedades aritméti-
1+\/5]
2

cas dos inteiros a dominios mais gerais, como Z[i] e Z] . Veremos
que entender a aritmética destes anéis, além do interesse proprio, ajuda
também a resolver e compreender melhor varios problemas envolvendo
nimeros inteiros.

6.1 Inteiros de Gaufl e Eisenstein

O anel dos inteiros de Gauf$ é o subanel de C

2 Y2 +7 i={a+bieC|abeZ}

O mapa norma é definido por
N:Zli| — Z
z=a+bi— 2] =22 =d*+ b

Como o valor absoluto em C é uma funcao multiplicativa, temos que o
mesmo vale para a norma:

N(wz) = N(w)N(z) para todo w, z € Z]i].

Inteiros de Gaufl possuem propriedades aritméticas muito similares
as dos inteiros. Por exemplo, podemos definir divisibilidade exatamente
da mesma forma:

a| f <= existe v € Z[i] tal que 5 = ary.
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Assim, por exemplo, temos que 1414 | 54 3i pois 5+ 3i = (1 +1)(4 —1).
Note que, da multiplicatividade da norma, temos que « | 8 em Z[i]
implica N(«) | N(B) em Z.

Podemos definir congruéncias para inteiros de Gaufs:

a=f (mod~7) <= ~v|a—p.

As mesmas demonstracoes do caso Z mostram que congruéncias modulo
~ definem uma relagao de equivaléncia em Z[i] compativel com a soma,
a subtracao e o produto. Podemos portanto formar o anel quociente
Z[i]/ (), cujos elementos sao as classes de congruéncia médulo 7.

Exemplo 6.1. Mostre que (14 1)%°% + 1 ¢ divisivel por 2 +1i em Z[i].

SoLUGAO: Da “congruéncia tautolégica” 2 +¢ =0 (mod 2 + i), temos
= —2 (mod 2+14) <= 1+4+i=—1 (mod 2+14). Logo (1 + i)?99 =
(=1)%9 (mod 2 +1i) <= (14)?°? +1=0 (mod 2 +1). o

Dado v € Z[i], v # 0, quantas s@o as classes de congruéncia médulo
~v? Escrevendo v = a + bi com a,b € Z, o conjunto dos miltiplos de ~
em Zl[i] é dado por

2 v=Z-v+Z-iy=Z-(a+bi)+Z - (—b+ ai)

de modo que o ntmero de classes de congruéncia moédulo v é igual ao
indice em Z2? do subgrupo gerado pelos vetores (a,b) e (—b,a). Intuiti-
vamente, este indice é igual a razao entre as dreas dos “paralelogramos
fundamentais” do reticulado
AdéfZ-(a,b)—l-Z-(—b,a)

e do reticulado Z? (ver secao 4.2.4), que conta quantas vezes o subre-
ticulado A “cabe” dentro de Z2. A razdo entre estas areas ¢é igual ao
modulo do determinante

a b 92 2
det(_b a)—a +b°=N(v)
Por exemplo, para v = 3, temos que os N (3) = 9 elementos de Z][i]

{r+si|r,s=0,1,2}

formam um sistema completo de restos médulo v = 3. Estes elementos
correspondem aos pontos no interior do paralelogramo fundamental de
A de base (3,0) e (0,3), como mostra a figura a seguir:
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° ° ¢ ° °
° ° '
n n
n n
-o ® o
° ° ¢ ° °
° ° ¢ ° °

A préxima figura mostra outro exemplo, em que os multiplos de
v =2+ i correpondem a 1 em cada N(2 4 i) = 5 pontos do reticulado
Zl[i]. Um conjunto de representantes de classe médulo v =2+ é

{0,4,2i,1 + 4,1 + 2}

Em geral, temos

Lema 6.2. Seja vy € Z[i], v # 0. Entao hd exatamente N(v) classes de
congruéncia modulo ~:

Z[i)| _
‘(7) =N0)
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DEMONSTRACAO: Da discussao acima, basta mostrarmos que, dados
dois vetores (a,b) e (c,d) em Z?, linearmente independentes sobre R, o
indice do subreticulado

A7 (a,b)+Z (c,d)

de Z? é igual ao médulo do determinante

a b
det <c d)

Inicialmente, provemos o caso particular em que ¢ = 0. Neste caso,
temos a # 0 (pois (a,b) e (¢, d) sdo linearmente independentes sobre R)
e
def 2
R={(r,s)€Z’|0<r<|a|-1,0<s<|d -1}
é um sistema completo de classes de congruéncia médulo A, que possui

exatamente o numero desejado |ad| de elementos. De fato:

e TODO ELEMENTO (z,y) € Z? § CONGRUENTE A UM ELEMENTO
DE R MODULO A: podemos dividir & por a # 0, obtendo quociente
q e resto r:
xr=aq+r, 0<r<la—1

Assim,

(:z:,y):q-(a,b)—i—(r,y—qb) = (T7y_qb) (mOd A)

Analogamente, dividindo y — ¢b por d, obtemos resto s com 0 <
s < |d| — 1 e portanto subtraindo um miiltiplo adequado de (0, d)
obtemos

(SL’, y) = (’l“, Yy — qb) = (T7 S) (HlOd A)
como desejado.

e OS ELEMENTOS DE R SAO DOIS A DOIS NAO CONGRUENTES ENTRE
St: se (r,8) e (r',s") sdo dois elementos de R tais que
(r,s) = (r',s') (mod A) < (r—r',s—5") € A =Z-(a,b)+Z-(0,d),
entao existem inteiros u, v tais que
/
, , r—r' =ua
r—r,s—s)=u-(a,b)+v-(0,d <
( ) (a.0) (0.d) {s—s’—ub—i—vd

Assim, a | r—7', e como 0 < 7,7’ < |a| temos que r = r’ e portanto
u = 0. Desta forma, d | s — s’ e como 0 < 5,5 < [d|, temos s = .
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Para obter o caso geral, dentre todos os conjuntos de geradores w =
(a,b) e T = (c,d) de A (sobre Z), escolha um tal que |c| seja minimo. Se
¢ # 0, podemos dividir a por ¢ obtendo quociente ¢ e resto 7:

a=cq+r, 0<r<]|c

Mas agora 7 e w — g7 = (r,b — gd) é um conjunto de geradores com
|| <'|e|, o que contraria a minimalidade de |c¢|. Assim, ¢ = 0 e caimos
no caso anterior. O

Temos também

Lema 6.3 (Divisao Euclidiana). Sejam «,( € Z[i] com  # 0. En-
tao existem inteiros de Gauf$ q,r € Z[i] (quociente e resto da divisdo,
respectivamente) tais que

a=fqg+r com N(r) < N(B).
DEMONSTRACAO: Escreva % =z +yi com z,y € Q. Agora sejam
m,n € 7 os inteiros mais proximos de x e y, ou seja, sejam m e n tais
que |z—m| < % ely—n| < % Agora basta tomar ¢ = m+ni er = a—[fq,
pois temos

2 1 1
‘g—q‘ =|(z—m)+@y—n)iP=@-mP’+{y-n?<-+-<L1
3 474
Multiplicando por |3|?, temos portanto
N(r) = |a = Bq* < |B]> = N(B).
O

Note que, ao contrario da divisao euclidiana em inteiros, o quociente e

o resto na divisdo em Z[i] nem sempre estao unicamente determinados.
Por exemplo, dividindo-se o = 5 por 5 = 1 + ¢, temos mais de uma
possibilidade:

5 =(1+14)(2—-2i)+1 com 1=N(1)<N(1+i)=2

5 =(1+149)(2—-3i)+1i com 1=N(i)<N(l+1)=2.
Felizmente, poucas provas em 7Z utilizaram a unicidade da divisao eucli-
diana, de modo que os resultados se generalizam para Z[i] sem maiores
problemas.
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Nosso préximo passo sera obter o teorema fundamental da aritmética
para inteiros de Gaufl. Inicialmente, precisamos generalizar o conceito
de primo.

Definicao 6.4. Seja A um dominio. Dizemos que um elemento u € A
¢ uma unidade se ele possui inverso multiplicativo em A, isto €, existe
v € A tal que uv = 1. O conjunto de todas as unidades de A com a
operacao de produto € um grupo multiplicativo, o grupo de unidades de
A, que denotamos por A*.

Definicao 6.5. Seja A um dominio e sejam € A, m #0 emw ¢ A*.
Dizemos que m € irredutivel se toda fatoracdo de m em A € trivial, isto
é, ™ nao pode ser escrito como produto de dois elementos em A\ A*:

T=af = a€ A" oup e A"

Dois irredutiveis m1 e mo sao ditos associados se eles diferem de uma
unidade: ™ = umg com u € A*.

Por exemplo, em A = Z, as unidades sdo £1 e os elementos irre-
dutiveis sao os da forma +p, onde p é um ntmero primo; p e —p sao
associados. Intuitivamente, elementos associados devem ser vistos nao
como primos distintos mas como um “Unico primo” para efeitos de fato-
racao.

Primos em Z nao necessariamente sao irredutiveis em Z[i]. Por exem-
plo, temos que 5 = (2 4 i)(2 — 4). Por outro lado, 2+ ¢ e 2 — i possuem
norma N (2 +14) =5 prima e logo sao irredutiveis pelo seguinte

Lema 6.6. 1. Z[i|* = {x1,%i}. Em particular u € Z[i]* <+~
N(u) =1.

2. Sem € Z[i] € tal que N(m) é um nimero primo, entdo m € irredu-
tivel.

3. Sep € Z éum primop=3 (mod 4) entdo p € irredutivel em Z[i].

DEMONSTRACAO: E f4cil verificar que =£1, &3 sdo unidades. Por outro
lado, se u € Z[i]*, entao existe v € Z[i] tal que uv = 1, logo N(u)N (v) =
1. Como N(u),N(v) s@o inteiros positivos, temos N(u) = N(v) = 1.
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Escrevendo u = a+bi com a,b € Z, temos que N(u) =1 <= a?+b* =
1 < (a,b) = (£1,0) ou (a,b) = (0,%1), ou seja, u € {£1, £i}.
Agora suponha que N(7) seja primo. Se m = a8 com «, 3 € Z]i]
entao N(m) = N(a)N(B). Como N(7) é primo, ou N(a) =1 ou N(B) =
1, ou seja, ou « ou 8 é uma unidade e portanto 7 é irredutivel.
Finalmente, seja p =3 (mod 4). Se p pode ser fatorado como p = a3
com a, 3 € Z[i] \ Z[i]*, temos p?> = N(p) = N(a)N(B). Como a e 3 nao
sao unidades, N(«) # 1 e N(8) # 1, logo N(a) = N(B) = p. Porém,
escrevendo @ = a + bi com a,b € Z, temos que a® +b*> = p =3 (mod 4),
o que ¢ impossivel, visto que um quadrado perfeito é congruente a 0 ou
a 1 médulo 4, logo a? +b? é congruente a 0, 1 ou 2 médulo 4, mas nunca
a 3 médulo 4. ]

Exatamente a mesma demonstragao do caso Z fornece

Teorema 6.7 (Bachet-Bézout). Sejam « e (8 dois elementos em Z][i]
primos entre si, isto €, dois elementos cujos unicos divisores comuns
sao unidades. Entdo existem x,y € Z[i| tais que

ar + By = 1.

Exemplo 6.8. Encontre x,y € 7Z[i] tais que

(204 134) -z + (2 + 34) -y = 1.

SOLUCAO: Observe inicialmente que 20 + 137 e 2 + 3¢ sdo primos entre
si: se d é um divisor comum, temos

N(8) | N(20 + 13i) =569 e N(5) | N(2+3i) =13
e como mdc(569,13) = 1 temos N(J) = 1, ou seja, § é unidade.

Podemos aplicar agora o algoritmo de Euclides; fazendo as divisces
sucessivas, obtemos

[20 + 13i]=[2 + 3i]- (6 — 3i) +[—1 + ]
[2+3i]=[-1+i] (-2) +[d]
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Assim,

12+3i|— -1+ (—2i)
12+3i]— (20 + 13i|— |2 + 3i]- (6 — 34)) - (—2i)

~ 20+ 131 20) + 23] (-5 - 120

e dividindo por ¢ (que é uma unidade), obtemos finalmente

120 +13]- 2+ |2+ 3i |- (—12+5i) = 1

de modo que podemos tomar z =2 e y = —12 + 5i. ]
Note que, como no caso de Z, o teorema de Bachet-Bézout implica
Lema 6.9. Seja m € Z[i] um elemento irredutivel. Entdo
T|laf = 7w|la ou w|p
para a, 5 € ZJ[i].
Como “corolario”, obtemos a fatoracao tnica:

Teorema 6.10 (Fatoragdo tnica). Qualquer elemento o # 0 de Z][i]
admite uma fatoracdo
O =TT ...Tp

em elementos irredutiveis w;. Tal fatoragcao € unica a menos da ordem
dos fatores e de multiplicagdo por unidades (isto €, a menos de associa-

dos).

DEMONSTRAGAO: A prova da unicidade da fatoracdo é idéntica & dos
inteiros, utilizando o lema anterior. A prova da existéncia da fatoragao
¢é também similar, mas agora utilizamos indugao em N («): se N(«a) = 2
(base) entao « é irredutivel (ver lema) e se « é irredutivel, ndo ha nada a
fazer; caso contrario, existe uma fatoragdo o = 8y onde nem [ nem =y sao
unidades, isto é, N(5) # 1 e N(y) # 1. Como N(a) = N(S)N(y), temos
que [ e y possuem norma estritamente menor do que N («). Por hipétese
de inducao, B e v podem ser fatorados em irredutiveis e, combinando as
duas fatoragoes, obtemos uma fatoracao de . ]
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Exemplo 6.11. Escreva 50 e 6 + 7¢ como produto de irredutiveis em
Z[i].

SoLugAo: Como 50 = 2 - 52 e j& sabemos fatorar 5 = (2 +14)(2 — i)
em irredutiveis, basta agora fatorar 2. Temos que 2 = (1 +¢)(1 — i) =
i(1—14)% e 1 —i é irredutivel pois sua norma N(1 —i) = 2 ¢é prima. Logo
50 = i(1 —4)%(2 4 i)(2 — i)? é a fatoracio em irredutiveis de 50.

Se 7 é um fator irredutivel de 6 4 77, temos que N(w) | N(6 + 7i) =
8 =5-17. Como 5 = (2+14)(2—14) e 17 = (44 ¢)(4 — i) sdo as
fatoragoes em irredutiveis de 5 e 17 em Z[i] e como w | N(7) = 7T,
temos que 7 | 85 = m € {2+£4,4 £+ i}. Testando, obtemos que 2 —1i e
4 — i dividem 6 + 74, de modo que 6 + 7i = (2 —4)(4 — i) ¢é a fatorac@o
procurada. 0

Agora podemos novamente provar que todo primo da forma 4k + 1
¢é soma de dois quadrados (c.f. secao 4.2.1 e teorema 4.19).

Teorema 6.12. Qualquer primo p = 1 (mod 4) fatora-se como p =
(a + bi)(a — bi) com a,b € Z. Em particular, p pode ser escrito como
soma de dois quadrados perfeitos em 7.

DEMONSTRAGAO:  Como p =1 (mod 4), temos () = (-1 =1,
ou seja, existe € Z tal que 2 +1 =0 (mod p). Agora suponha que p
seja irredutivel em Z[i]. Entdo, de p | 2% +1 = (z +14)(x — i), temos que
plx+ioup|x—i Masisto é impossivel: um multiplo de p em Z][i]
é da forma p(a + bi) = pa + pbi com a,b € Z, isto é, possui parte real e
imaginaria multiplos de p, o que nao é o caso para x =+ 3.

Assim, temos que p é redutivel e existem (3, € Z[i] \ Z[i]* tais que
p = B7. Tomando normas, temos p?> = N(B)N(y) = N(B) = N(y) =
pja que B, ¢ Z[i]*. Escrevendo 5 = a+bi com a,b € Z, temos portanto
que p = N(B) = a® + b%, donde obtemos a fatoracdo p = (a + bi)(a — bi)
desejada. Note que a &£ b sao ambos irredutiveis pois possuem norma
prima. 0

Como 2 = i(1 — )%, combinando os resultados anteriores temos uma
caracterizacao completa dos irredutiveis em Z[i]:
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Teorema 6.13. Os elementos irredutiveis de Z[i] sao, a menos de as-
sociados,

e numeros primos p € Z tais que p =3 (mod 4);

e numeros da forma a+bi onde N(a+bi) é primo (necessariamente
igual a 2 ou congruente a 1 mddulo 4).

Podemos utilizar ainda inteiros de Gauf} na resolucao de problemas
sobre Z:

Exemplo 6.14. Resolva a equagdo diofantinag y> = x? + 4.

SorLugAo: Temos a fatoracao y® = (z + 2i)(z — 2i) em Z[i] e queremos
concluir a partir dela que x + 2i e x — 2i sdo cubos perfeitos em Z[i].
Observe primeiramente que se m é um irredutivel que divide = + 2i e
x — 2i, entdo 7 deve dividir a diferenca 4i = —i(1 —i)%, ou seja, 7 é
associado a 1 — 7. Assim, podemos escrever

r+2i=u-ny-wGE LW
T—20=u- T TG ... T

onde u € Z[i|* e os 7 sao irredutiveis dois a dois nao associados e m =
1 —i. Note que 7; também sao irredutiveis dois a dois nao associados
e que, com excecao de j = 1, 7; nao é associado a nenhum 7. Como
(z + 2i)(x — 2i) = y®, temos pela fatoracdo tnica que 7; e T; sdo os
irredutiveis que aparecem na fatoracao de y e que portanto 3 | e;, com
a possivel excecao de j = 1. Mas como 7T e 7 sao associados, temos
que 2e; deve ser divisivel por 3, logo 3 | e; também. Por outro lado,
toda unidade em Z[i] é um cubo perfeito em Z][i], assim concluimos que
x + 2i e x — 2i sao cubos perfeitos em Z[i].

Agora escrevendo x + 2i = (a + bi)® com a,b € Z e expandindo,
obtemos = = a® — 3ab® e 2 = 3a®b — b3. Da tltima equacio, temos
b | 2, e testando as possibilidades obtemos as solugoes (a,b) = (£1,—2)
e (a,b) = (£1,1), ou seja, (z,y) = (£11,5) ou (z,y) = (£2,2). O

Outros resultados sobre Z também sao facilmente estendidos para
Zl[i]. Por exemplo, dados u, v € Z[i] ndo nulos e primos entre si, o mapa
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natural de anéis

U AU

) W)

~v mod pv +— (y mod p,y, modr)

é injetor, pois se ¥ mod pv estd no kernel, entdao p | v e v | v, logo
puv | 7y ja que p, v sdo primos entre si (utilizando a fatoragdo tnica em
Zli]). Como ambos os anéis possuem a mesma quantidade de elementos
N(uv) = N(u)N(v), este mapa é um isomorfismo e assim como no caso
Z obtemos o teorema chinés dos restos para inteiros de Gauf}! Igualmente
facil é obter o

Teorema 6.15. Seja u € Z[i] nao nulo e seja

&) = ‘(iﬁ?)x

Note que por Bachet-Bézout {(u) € a quantidade de elementos mddulo
W que $Go primos com (.

= numero de inversiveis modulo

1. (Euler-Fermat-Gaufl) Se a, p € Z[i] sao primos entre si entdo

ot =1 (mod p).

2. A fungao & é multiplicativa: se p,v € Z[i] sao primos entre si,

entdo &(uv) = &(1)EW).

3. Se m € Z[i] € irredutivel, entdo

w=nw I (1-50)

|
7 irredutivel

DEMONSTRAGAO: As provas de 1 e 2 sao analogas ao caso Z: para
1, podemos tanto copiar a demonstracao do teorema de Fuler-Fermat
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como aplicar diretamente o teorema de Lagrange, enquanto que 2 segue
olhando para o grupo de unidades no isomorfismo do teorema chinés dos
restos acima. Finalmente, para mostrar 3, note que temos um morfismo
natural de anéis
Zli Zli
i _, 20

() (7)

~ mod 7€ — v mod 7

que é claramente sobrejetor. Além disso, como 7 é irredutivel, o kernel
deste morfismo, o conjunto dos multiplos de 7, é justamente o con-
junto dos elementos que nao sao primos com 7¢. Assim, como N(7) =
|Z[i]/ ()|, a razao entre a quantidade de elementos nao inversiveis moé-
dulo 7€ e o total de elementos em Z[i]/(7¢) é 1/N (), logo

§r) . 1 ) 1
2/ N@  N@e N
e o resultado segue. O

Outro anel com propriedades aritméticas interessantes é o anel de

inteiros de FEisenstein. Seja w = *HTM, que é uma raiz cdbica da
unidade. O anel em questao é definido como o subanel dos complexos

dado por
Zjw] ¥ {a +bw e C|a,be 7).

Definimos a norma de um inteiro de Eisenstein via

N:Zw| = Z
z=a+bw |2]> =22 =a® — ab+ b
(utilize o fato de que w e w? = W sdo as rafzes da equagdo 22 +x+1 = 0).
Novamente, como o valor absoluto em C é uma funcao multiplicativa,
temos que a norma também é multiplicativa: N(wz) = N(w)N(z) para
todo w, z € Z]w].

Do mesmo modo, temos a fatoragao unica em irredutiveis de Z[w].
As provas sao idénticas aos casos anteriores Z e Z[i], gragas ao
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Lema 6.16 (Divisao Euclidiana). Sejam «, 5 € Z|w] com B # 0. Entao
existem q,r € Zw| tais que

a=fqg+r com N(r) < N(B).

DEMONSTRAGAO: Como 1,w formam uma base do corpo Q(w) = Q +
Quw sobre QQ, podemos escrever % =2z +yw com x,y € Q. Sejam m
e n os inteiros mais préximos de x e y respectivamente, de modo que

1 1 Tome g = m+nwer =a—pFq Pela

o —m| < Sely—n| <}

desigualdade triangular temos

|
_q‘:|(x_m)+(?/—”>w|ﬁ\ﬂf—m\+\y—n|§§+f:1.

’oz
I} 2

Note que como 1,w sao linearmente independentes sobre R, a primeira
desigualdade é estrita, a menos que x —m = 0 ou y —n = 0, mas nestes

dois casos a segunda desigualdade é estrita. Assim, multiplicando por
8|, obtemos |r| < |5] = N(r) < N(5). O

Deixamos como exercicio ao leitor verificar a seguinte caracterizacao
de unidades e irredutiveis em Z[w]:

Teorema 6.17. 1. Z[w]* = {1, +w, +w?}.
2. Os irredutiveis em Zlw| sao da forma

(a) p € Z primo tal que p="5 (mod 6);

(b) a+bw onde N(a+bw) é um nimero primo (necessariamente
3 ou da forma 6k +1).

Vejamos uma aplicacao:
Exemplo 6.18. Resolver a equacdo diofantina y° = x> + x + 1.

SoLugAo: Como y° = (v —w)(x —w?) = N(r —w), é natural trabalhar
em Z[w]. Seja é € Z[w] tal que d | (z—w) e § | (z—w?). Entdo § | (w—w?);
como w é unidade e 1 —w ¢é irredutivel (N(1 —w) = 3 é primo), temos
que £ —w e T — w? tém no maximo 1 — w como fator comum. Como o
produto de x —w e x —w? é uma quinta poténcia e os elementos de Z[w]*
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também sdo quintas poténcias perfeitas, podemos concluir utilizando a
fatoragdo tinica que z —w = (1—w)*a® com a € Z[w]. Tomando normas,
temos y° = 3*N(a)?, e assim k também é um miltiplo de 5. Concluimos
portanto que x — w = 3° para algum 3 € Z[w].

Agora escrevendo § = m + nw, m,n € Z e usando w? = —1 — w,
obtemos que  —w = 3° é igual a

(m® — 10m®n? +10m?n3 — n®) + (5m*n — 10m>n? + 5mn* — n’)w.

Portanto n(5m* — 10m3n + 5mn3 — n*) = —1 e assim n = +1; verifi-
cando as possibilidades, obtemos (m,n) = (0,1) ou (m,n) = (1,1), que
correspondem as solugoes (z,y) = (—1,1) e (z,y) = (0,1). O

Observagao 6.19. Seja d um inteiro livre de quadrados. Considere os
subanéis de C (ver prézima se¢ao)

ZVA € Z+7Z-Vd={a+b/d|abe T}

sed=2 ou3 (mod4) e

Z[Lﬁ] défz_i_z 1+2ﬁ:{a+b%]a,b€Z}

sed=1 (mod 4).

E fdcil modificar as provas acima para mostrar que também temos
divisao euclidiana para estes anéis sed = —1,—2, -3, —7,—11,2,5, onde
agora a comparacdo do “tamanho” entre B e o resto r € feita utilizando-se
o modulo da funcdo norma, definida por

N(a+b/d) ¥ (a+bvd)(a — bVd) = a® — b%d
sed=2 ou3 (mod4) e
N(a+b-%4) ¥ (a4 b. 158) (a+ b 15/8) = ¢ + ab+ b? - 15¢

se d =1 (mod 4). No jargio da Algebra, dizemos que estes anéis sao
dominios euclidianos. Sabe-se (ver [87]) que estes anéis sao dominios
euclidianos com o maodulo da fung¢do norma se, e so se,

d=—-1,-2,-3,—-7,—11,
2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33, 37,41, 57 ou 73
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6.2 Extensoes Quadraticas e Ciclotomicas

Seja d um inteiro que nao é um quadrado perfeito. O conjunto
ZIVd) < {a+bVd | a,b e 7}

é um subanel de C: este conjunto é claramente fechado por soma e
subtracao e também por produto, ja que

(a1 + b1\/g)(a2 + bg\/g) = (alag + blbgd) + (a1b2 + agbl)\/;i.

Como no caso dos inteiros de Gaufl e Eisenstein, podemos tentar esten-
der o estudo de propriedades aritméticas a este anel também. Alguns
conceitos se estendem de forma imediata. Por exemplo, podemos definir
divisibilidade da maneira usual: dados o, 8 € Z[V/d],

o| B <= existe v € Z[Vd] tal que 8 = .
Da mesma forma, definimos a relagdo de congruéncia
a=f (modd) < d|la—p

e 0 anel quociente Z[v/d]/(J), cujos elementos sdo as classes de congruén-
cia médulo §. Por exemplo, temos a seguinte generalizacao do pequeno
teorema de Fermat:

Teorema 6.20. Seja p € Z um nimero primo tal que p # 2 e p 1 d.
Para todo elemento o € Z[V/d],

o =a (mod p).

DEMONSTRACAO:  Escrevendo o« = a 4 bv/d com a,b € Z, temos
(c.f. proposigao 1.38, o “sonho de todo estudante”)

of =(a+bVd)P = ) (f) P=HbVA) = aP + WP(Vd)P  (mod p)

0<i<p

pois p | (’;) para i = 1,2,...,p — 1. Porém, pelo pequeno teorema de
Fermat, p | a® —a e p | P — b em Z (e portanto em Z[/d] também).
Assim,

o =a+b- (Vd)P (mod p).
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Elevando novamente a p, obtemos portanto
o =a+b- (@~ HP*HD/2\/d  (mod p).

Como p # 2 e p1d, temos que (p+1)/2 é inteiro e pelo pequeno teorema
de Fermat (dP~ 1)(p+1)/2 =1 (mod p). Assim, o’ = a (mod p). O

Se n é um inteiro positivo, temos que o anel Z[v/d]/(n) possui n?

elementos:
ZIVd]/(n) = {a—i—b\/g la,b=10,1,2,...,n — 1}.

A seguinte proposicao fornece um critério para decidir quando este anel
é um corpo:

)

Proposigao 6.21. Seja p um primo tal que p { d. Entdo Z[\d]/(p) ¢

um corpo (com p* elementos) se, e somente se, (;%l) = —1.
DEMONSTRAGAO: Suponha inicialmente que (p) = —lesejaat+bV/d #
0 (mod p), a,b € Z, ou seja, ou a ou b nao é divisivel por p. Temos que
a® — b?d é invertivel médulo p: isto é claro se b = 0 (mod p) (pois
neste caso a Z 0 (mod p)); e se b Z 0 (mod p) entdo a? — b*d = 0
(mod p) = (%)? =d (mod p), o que contradiz (%) = —1. Logo
—b
(a + bVd) - = _;é; =1 (mod p)

mostra que a + bv/d também ¢ invertivel médulo p, logo Z[Vd]/(p) é
Corpo.
d

Reciprocamente, se (E) =1lea®=d (modp), a € Z, entdo a +

v/d mod p seriam nao nulos em Z[v/d]/(p) mas nio teriam inversos pois

(a+Vd)(a—Vd) =0 (mod p).

Quando d =1 (mod 4), podemos definir também o subanel de C

Z[1+\/3} def {a 1+2\/;i

5 b )a,bez}
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que é claramente fechado por soma e subtracdo, mas também produto:

note que 6 = 1+T\/& satisfaz a equagdo monica com coeficientes inteiros

1-— —1
92—9+Td:0 <~ 92:9+dT

de modo que
d—1
(a1 + ble)((:LQ + bg@) = (a1a2 + b1by - T) + (a1b2 + agb; + blbg) - 0.

Exemplo 6.22. Seja F,, o n-ésimo numero de Fibonacci e p # 5 um
nimero primo. Mostre que p | LRI P

SoLUCAO: O resultado é claro para p = 2, logo podemos assumir que
p # 2,5. Sejam o = 1+—2‘/5 e = 1_2\/5 = 1 — « as raizes do polinémio
22 — x — 1. Trabalhando no anel Z[a], basta mostrar que

ap’~1 _ gp*=1
Fop i =—F—
p°-1 a—p

=0 (mod p)

pois se F2_; é miiltiplo de p em Z[a], entdao F2_; é miltiplo de p em Z:
se a,b € 7 sao tais que Fj2_1 = p-(a+ba), entdo b = 0 e F2_; = pa pois
1 e a sao linearmente independentes sobre Q (i.e., a ¢ Q). Note ainda
que a — B = /5 é invertivel médulo p pois (\/5)2(1’*1) =1 (mod p) pelo
pequeno teorema de Fermat. Assim, o problema se resume a mostrar
que

o’ "1 = gr*-l (mod p).

Mas como na demonstracao do teorema anterior, aplicando o “sonho de
todo estudante” e o pequeno teorema de Fermat (p # 2,5 por hip6tese),
obtemos

2 17+ (/B > 1++5

o (mod p) <= of 5 = o (mod p).

Qv

Como « ¢ invertivel em Z[a] (aff = —1), obtemos portanto a? ~! = 1
(mod p). Analogamente, Bp2_1 =1 (mod p), o que completa a prova.
O
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Um outro subanel de C que ¢é particularmente interessante do ponto
de vista aritmético é o anel de inteiros ciclotomicos. Seja p um primo e
Cp = e2™/P uma p-ésima raiz primitiva da unidade. Definimos

def _
Z[Cp] é {(10 +a1€p+a24§ + - +ap—2<-£ 2 ’ ap,at, ... ,0p-2 € Z}

Por exemplo, quando p = 3, temos que o anel acima é o anel de inteiros
de Eisenstein.

O conjunto Z[(p] é claramente fechado por soma e subtragao; para
mostrar que ele também é fechado por produto, basta utilizar a relagao

Cgfl+<572+<£*3+...+120
=G =G g g (120)

que permite expressar qualquer poténcia de (, de expoente maior ou
igual a p — 1 em funcao de poténcias com expoente menor.

Vamos mostrar uma aplicagdo dos inteiros ciclotémicos fornecendo
uma nova demonstracao da lei de reciprocidade quadratica. O caso (z%)
com p primo impar serd o primeiro a ser analisado. Para isso, denotemos
por (g uma raiz oitava primitiva da unidade, isto é, (g € raiz do polinémio
z* +1 = 0, e portanto GG+ C8_2 = 0. Se denotamos por w = (g + CB_I,
segue que w? = 2. Pelo “sonho de todo estudante” sabemos que

- —1\p — /P, =D _ G+ Gt se p=+1 (mod 8)
Wt P =G TR ) S {—CS — Cg_l se p=+3 (mod 8),

e como w é invertivel médulo p, pois 2 é invertivel, segue que WP~ =
(=1)®*=D/8 (mod p). Portanto

donde concluimos que (%) — (—1)(1’2*1)/ 8,
Observe que neste caso w é uma raiz quadrada de 2. Este é o ponto
chave da demonstracao do caso geral, isto é, determinar “explicitamente”

uma féormula para a raiz quadrada de =£p:
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Proposicao 6.23 (Soma de GauB). Seja p um primo e seja (, uma
p-€sima raiz primitiva da unidade. Seja

a
s= ¥ (e
a€Z/(p)

Entao
§2 = (—1)P=/2p,

DEMONSTRAGAO: Observe que

- 5,0 5,06 5, 0

a€Z/(p) bEZ/(p) a,b€Z/(p)

- > > ()¢

neZ/(p) ac€Z/(p)

T O

neZ/(p) a€(Z/(p))™
. na~ ! —1
-y ¢ ¥ (=)
nez/(p) a€(Z/(p))*™

Para n # 0 fixo, na™! = nb™! <= a = b, assim a expressdo na '

percorre todos os elementos de (Z/(p))* quando a percorre (Z/(p))*.
Logo, como hé o mesmo nimero de residuos e nao residuos quadréticos,

p p

s ) 5 ()-en3)

a€(Z/(p))* a€(Z/(p))
Portanto, como ¢5 " + ¢4 %+ ¢4 +--- +1 =0, temos

w0 iG)-(5)_5, o) r v

ne(Z/(p))

temos que, para n # 0,

> (5)--G) 2

a€(Z/(p))* a€Z/(p)
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Agora podemos completar a demonstragao da lei de reciprocidade
quadrética. Sejam p,q dois primos impares distintos. Médulo ¢, pelo
critério de Euler e pela proposicao anterior temos

<p(_1)p;1> =(p-(-1)"7)T (mod g)

Assim, basta calcular S9! mod ¢q. Pelo “sonho de todo estudante”,

temos
a q a a a
7= Ge- X G
a€Z/(p) a€Z/(p)
q aq\ .q
-(0) = (5)s
a€Z/(p)

= (2)5 (mod q),

j& que ag mod p percorre um sistema completo de residuos médulo p (g
é invertivel médulo p). Como S? = £p, temos que S é invertivel médulo
q e portanto

S1 = @s (mod ¢) < S9! = @ (mod q).

Substituindo na primeira expressao temos

(G () man

=)=

o que completa a demonstracao, ja que ambos os lados da expressao sao
41, logo a congruéncia acima é uma igualdade.

A proposicao anterior também é importante para a demonstragao do
seguinte resultado:
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Teorema 6.24 (Pélya-Vinogradov). Seja p primo. Para quaisquer 0 <

p

k=m

< +/plogp.

D
DEMONSTRAGAO: Como (%) =0e,paral<s<pe-—-p<j<p,
k=0

-1 .
pz:erSm/p: p sej=0o0us=0
- 0 AT
s=0

caso contrario
temos
m+n k p 1 m+np—1
E:() §:§:§:<) rkswz/p
k=m k 0 r=m s=0

p 1 m+n
72 Z 2rs7rz/pz< ) 72k’sm'/p.

slrm

- , p-l A
Como, para 1 < s < p—1, | Z (%)6_%87”/1) |= N S (%)6—%57”/?
k=0 k=0

nao depende de r, segue que

m-+n p—1 |m+n
kz: (p) \fz; Z 2rsmi/p| _ \fz; ZO 2rsrrz/p —

P 2(nt1)smifp _ 4 sen((n + 1)sm/p)
y 2| e WZ sen(s />p'S
- 2/ f p
= z:: sen 57T/p ' Z sen STF/p ’ Z \[Z

(usamos na pentultima passagem a desigualdade sen(x) > 2x/m, Vahda
para 0 <z < 7/2). Para x > 1, temos

1 1 2z+1 dt 1 1 1 d
0g(2z +1) — log(2z —1) /2‘,,3_1 t /0 (Q:E—t + 21:+t>

U 4 Lar 1
= | 42 pi> | —=_
o 4x?—t 0o T
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p—1 p—1
2 1 2
donde \/ﬁz 5 < \/f)Z(log(Qs +1) —log(2s — 1)) = /plogp. O
s=1 s=1

Problemas Propostos

6.1. Determine os possiveis restos da divisao em Z[i] de
(a) (2 + 78)1990 por 3 + 5i;
(b) (1 —3i)2°% por 13 + 2i.

6.2. Encontre as fatoragoes em irredutiveis de 50, 7+ 41 e 11 + 2i em
Zl[i].

6.3. Utilize o algoritmo de Fuclides para calcular o mdc de 5+ 12i e
7—10i em Z[i]. Em seguida, expresse este mdc como combinagdo linear
destes dois numeros.

6.4. Sejam n um numero inteiro positivo com todos seus fatores primos
da forma 4k +1 e n = p{'---pp* sua fatoracio em fatores primos.

Mostrar que o nimeros de solugoes inteiras de x> +y> =n comx <y €

{(a1+1)..-2(ak+1)+1J'

6.5. Resolva a equacgdo diofantina y> = x> + 9.

6.6. Seja n um nimero inteiro maior que 1. Mostre que x™ — y?> = 1
nao possui solugoes inteiras nao nulas.

6.7. Prove que existem duas sequéncias estritamente crescentes (ay) e
(bn) tais que
an(an +1) | b2 + 1

para todo n.

6.8 (OBM2010). Encontre todos os inteiros positivos a,b tais que 3% =
202 + 1.
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6.9. Suponha que (g) = —1. Demonstrar que, em Z[\/d]/(p),
H oa=-1

onde a percorre todos os elementos ndo nulos de Z[\/d]/(p).

6.10 (IMO2001). Sejam a,b,c,d inteiros com a > b > ¢ > d > 0.
Suponha que

ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c).

Prove que ab + cd nao é um nimero primo
6.11. Em Z[i], mostre que

(a) o — o é mailtiplo de 3 para todo o € 7Z]i].

(b) o® — a é mailtiplo de 2 + i para todo o € ZJi].
Vocé consegue generalizar estes resultados?
6.12. Seja F,, a sequéncia de Fibonacci. Demonstrar que

(a) se p € um nimero primo da forma 5k £ 1 entdo p | Fp—1;

(b) sep éum primo da forma 5k + 2 entdo p | Fp41.

6.13. Considere o anel Z[\/3] o {a+bV3 | a,b € Z} e seja N: Z[\/3] —

Z a fungao dada por N(a + b\/§) = a® — 3b? para a,b € Z.
(a) Mostre N ¢é multiplicativa, isto é, N(xy) = N(x)N(y) para todo
r,y € Z[/3].
(b) Mostre que Z[/3]* = {£(2+ V3)" | n € Z}.

6.14. Mostre que a fatoragdo unica em irredutiveis vale em Z[%ﬁ]
Utilize este fato para resolver a equacgao diofantina de Ramanujan-Nagell
2n =22 7,

6.15. Sejam a, b e c inteiros positivos, tais que existe um triangulo T
de lados \/a, Vb e \/c. Prove que sio equivalentes:

(a) Existe um triangulo congruente a T cujos vértices tém coordenadas
inteiras em R2.

(b) T tem drea racional e existem x ey inteiros com a = x2 + y>.

(¢) T tem drea racional e existem u e v inteiros com mdc(a,b,c) =
u? + %
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6.3 Alguns Resultados de Algebra

Nesta se¢ao, faremos um breve resumo de alguns resultados algébri-
cos classicos que serao utilizados nas secoes subsequentes.

6.3.1 Polindmios Simétricos

Um polinémio p(z1,...,2,) é chamado de polindmio simétrico se
ele é invariante por qualquer permutacao das varidveis z1,...,z,. Por
exemplo, os seguintes polindmios s;, somas de todos os produtos de %
varidveis, sao simétricos:

$1(x1yeoyTp) =21 F 22+ -+ Ty
52(21,...,%n) = T1T2 + 213 + - + Tp_1Ty
Sp(X1,. . Tn) = 2122 ... Ty

Estes sao os chamados polinémios simétricos elementares. E claro que
um produto e uma soma de polinomios simétricos também é um po-
linbmio simétrico, entao a partir dos polindmios simétricos elementares
podemos construir uma infinidade de polindmios simétricos. O principal
resultado sobre polindmios simétricos diz que esta é a inica maneira de
obtermos polinémios simétricos. Por exemplo, temos que o polindmio
simétrico

2 2
.171 + - + xn
pode ser escrito como s? — 2ss.
Teorema 6.25. Todo polinomio simétrico p(x1,...,x,) pode ser escrito

como um polinémio nos s;(x1,...,xy).

DEMONSTRAGAO: Vamos definir uma relacao de ordem total nos po-
lindbmios simétricos em n varidveis. Primeiro, comparamos monomios:
€SCrevemos

azS' .. xtn = bt

se

Loer+--Fen> fit- 4 fus
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2.oue+--+e, = fi+ -+ fne(er,...,en) é lexicografica-
mente maior que (fi,..., fn), ou seja, existe um ¢ tal que e; =
fi,...,ei-1 = fi_1 mas e; > f;.

Para polinémios, escrevemos p(z1,...,oy) = q(x1,...,Ty) Sse 0 maior
monoémio de p(z1,...,Z,) (seu termo inicial) é maior do que o maior
monomio de ¢(x1,...,z,). Note que em um polinémio simétrico, seu
termo inicial ax{ ... z& é tal que e; > eg > -+ > e,,.

A demonstracao do teorema é por indugdo com relagao a ordem to-
tal acima definida, sendo a base constituida pelos polinémios constantes
(que sao simétricos!), para os quais a proposicao é trivialmente verda-
deira. Agora, dado um polinémio simétrico p(x1,...,2,) com termo
inicial az{' ... z5", considere o polinémio simétrico

e]1—eg €e2—es3 €n—1—€n _en
as| 55 P Sy
cujo termo inicial é
ax( T (x1me) TR L (m1xe . 1) O (12 ) =] L

ou seja, o mesmo de p. Assim,

—eg e2—e3 Sen—lfen

€n
52 e Sn—1 STL .

€1

p = p— as]

oA . — — €en—1—€ ;. s . . 7

Como o polinémio p—as§! ~%2s27% . s-" 17 " gén ¢ simétrico, por hipd-
1 2 n—1 n )

tese de inducéo ele pode ser escrito em funcao de polindmios simétricos
elementares. Logo o mesmo vale para p, como desejado. O

Observe que a demonstragao acima fornece um algoritmo, que pode
ser efetivamente utilizado para escrever polindmios simétricos em fungao
de polindmios simétricos elementares.

6.3.2 Extensoes de Corpos e Numeros Algébricos

Dada uma extensao de corpos L D K, definimos o grau [L : K] de
L sobre K como a dimensao de L visto como K-espaco vetorial. Por
exemplo, [C: R] =2 pois 1 e ¢ formam uma base de C sobre R.

Proposicao 6.26. O grau € multiplicativo: se M D L D K sao exten-
soes de corpos, entdo

[M:K|=[M:L] [L:K].
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DEMONSTRAGAO: Sejamm = [M : Llen = [L: K] esejam wy,...,wn
eT,..., Ty respectivamente bases de M sobre L e de L sobre K. Basta
entao mostrar que os mn elementos w;7j, 1 <i <mel < j < n, formam
uma base de M sobre K.

Primeiramente temos que w;7; sao linearmente independentes sobre
K, pois se a;; € K sao tais que

Z Z a;jjw;T; =0 < Z (Z aijTj)wi:O

1<i<m 1<j<n 1<i<m 1<j<n
entao Zlgjgn a;j7; = 0 para i = 1,2,...,m pois 0s w; sao linearmente
independentes sobre L. Agora, para cada i fixo, temos também que
a;; = 0 para j = 1,...,n, pela independéncia linear dos 7; sobre K.

Agora vamos mostrar que todo elemento o € M é uma K-combinagao
linear dos w;7j. Como os w; formam uma base de M sobre L, existem
b; € L tais que

a=biwi + -+ bpwp.

Da mesma forma, para cada ¢ fixo, existem a;; € K tais que
bi = ai1Ti + -+ + AinTh.

Assim, & = Y1 cip D 1< j<p QijWwiTj, como desejado. O

Definigcao 6.27. Seja L O K uma extensdo de corpos.

1. Um elemento o € L € dito algébrico sobre K se existe um polino-
mio nao nulo f(x) € K|x] tal que f(a) = 0. Um nimero a € C é

s

algébrico se ele € algébrico sobre Q.

2. Se a € L € algébrico, entdo um polinémio monico f(x) € K|[z]
de grau minimo que admite o como raiz € chamado de polinomio
minimal de o sobre K.

Por exemplo, i, /2 sdo ntimeros algébricos com polinémios minimais
sobre Q dados por 22 +1 e 22 — 2, respectivamente. Pode-se demonstrar
que 7 e e nao sao algébricos, ou seja, nao satisfazem nenhum polinémio
nao nulo com coeficientes racionais.
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Teorema 6.28. Seja L O K uma extensao de corpos e o € L um
nimero algébrico sobre K com polinémio minimal p(x) € K[x]. Entao
se f(x) € K[z],

fla) =0 — p(z) | f(z).

Em particular, isto mostra que o possui wm unico polinémio minimal.

DEMONSTRAGAO: E claro que se p(z) | f(x) entdo f(a) = 0. Agora
suponha que f(a) = 0 e sejam ¢(z) e r(x) o quociente e o resto na
divisao euclidiana de f(z) por p(x):

f(z) = q(z)p(z) + r(x), degr(z) < degp(z).

Substituindo z = «, obtemos r(«) = 0. Pela minimalidade do grau de
p(x), temos portanto que r(x) é o polinomio nulo, ou seja, p(z) | f(x).

Para a tltima assercao, se houvesse dois polinémios minimais p;(x)

e pa(z) de a, terfamos que p1(x) | p2(x) e p2(x) | p1(xz). Mas como p;(x)

e pa(x) sdo monicos por defini¢ao temos que isto implica p;(x) = pa(z).

O

Note que o polindémio minimal p(z) € K[z] de um nimero algébrico
a é sempre irredutivel em K[z, pois caso ele pudesse ser escrito como
produto de dois fatores de graus menores do que degp(x), « seria raiz
de algum desses fatores, uma contradicao. Por outro lado, o teorema
implica que se f(z) é um polinémio monico e irredutivel em KJz| tal
que f(a) = 0, entdo p(z) | f(@) —> pla) = f(2), ou seja, f(x) &
o polinomio minimal de «. Por exemplo, vimos que pelo critério de
Eisenstein e pelo lema de Gauf}, para p primo o polinémio

e S EEE S |

é irredutivel sobre Q[z], logo ele é o polinémio minimal de ¢, = e2mi/p
sobre Q.

Definicao 6.29. Seja L O K uma extensao de corpos e seja o € L
um namero algébrico sobre K com polinémio minimal p(x) € K[x]. As
raizes de p(x) em L sdao chamadas de conjugados de c.

Por exemplo, sobre Q os complexos ¢ e —i sao conjugados entre si,
bem como v/2 e —v/2. A importancia dos conjugados é que eles sdo,
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do ponto de vista algébrico, indistinguiveis. Mais precisamente, temos
o seguinte corolario do teorema anterior:

Corolario 6.30. Seja L D K uma extensdo de corpos e seja o € L um
nimero algébrico sobre K. Sejam o seus conjugados. Se f(x) € K[x] €
um polinomio tal que f(a) =0, entdo f(a;) =0 para todo i.

Se L D K é uma extensao de corpos e o € L, denotamos por
K[a] o menor subanel de L que contém K e «, ou seja, K[a] con-
siste nos polinémios em « com coeficientes em K. Por outro lado, es-
crevemos K («) para o menor subcorpo de L que contém K e «, isto
é, K(«a) consiste em todas as expressoes da forma f(a)/g(«), onde
f(z),9(x) € K[z] e g(a) # 0. Analogamente, para aq,...,a, € L,
denotamos por Klai,...,a,] e K(ai,...,ay) os menores subanel e sub-
corpo de L contendo K e aj,...,q,. Se existe a tal que L = K(«),
diremos que L é uma extensdo simples de K.

O fato notavel é que, quando « é algébrico, podemos nos livrar do
“denominador” nas expressoes f(«a)/g(a) € K(a):

Proposigao 6.31. Seja L O K uma extensdo de corpos e seja o € L
um namero algébrico sobre K com polinémio minimal p(x) € Klz| de
grau n. Entao

K(a) = Kla] Z{a0+a1a+---+an_1a”_l | a; € K}.

Em particular, [K(a) : K] = n.

DEMONSTRAGAO:  Observe que se p(z) = 2" + c,_12" 1 + -+ + co,
temos, para j > 0,

n 1

a = —cp1a” neltg

gy = o™ = ¢ ja o~ g
e utilizando repetidamente esta relacao podemos expressar qualquer ele-
mento de K[a] como um polinémio em « de grau menor ou igual a n—1.
Assim, basta agora mostrar que o anel K[a] é um corpo, pois neste caso
ele serd claramente o menor subcorpo de L contendo K e a.

Para mostrar que todo elemento nao nulo ag +aja+---+ap_1a""
de Kla] é invertivel, considere o polindomio (ndo nulo) correspondente
g(z) = ap+arz+- - -+a,_12" 1. Note que g(x) e p(x) sdo primos entre si,

1
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pois p(x) é irredutivel e nao divide g(x), ja que deg g(x) < n—1. Assim,
pelo teorema de Bachet-Bézout, existem polinémios r(x), s(z) € K|x]
tais que

r(z)g(x) + s(x)p(r) = 1.

Substituindo = «a, obtemos r(a)g(a) = 1 com r(a) € Kla], como
queriamos.

Finalmente, [K(«) : K| = n pois K[a] é um K-espago vetorial de
dimensdo n com base 1, ...,a" ! este conjunto claramente gera K [o]
e, além disso, é linearmente independente sobre K, pois caso contrario
« seria raiz de um polinémio de grau no maximo n — 1, contrariando a

minimalidade de n = degp(z). O

Agora podemos dar uma caracterizagado mais intrinseca de um nu-
mero algébrico:

Proposicao 6.32. Seja M D K uma extensao de corpos.

1. Um numero o € M ¢€ algébrico sobre K se, e somente se, o per-
tence a uma subertensao finita L de M D K, ou seja, M D L D K
e [L: K] € finito.

2. O subconjunto de M formado por todos os niumeros algébricos sobre
K € um subcorpo de M.

DEMONSTRAGAO: Para provar (1), ja vimos que se « é algébrico sobre
K e seu polinémio minimal tem grau n entdo [K(«) : K| = n, logo pode-
mos tomar L = K («a). Reciprocamente, se « € L com n = [L : K] finito,
entdo os n+1 elementos 1, o, a2, . .., o™ sdo linearmente dependentes so-
bre K. Mas isto é o mesmo que dizer que « satisfaz um polindmio nao
nulo com coeficientes em K, ou seja, que « é algébrico sobre K.

Para provar (2), note que dados dois niimeros «, 8 € M algébricos
sobre K, temos que K (a, ) possui dimensao finita sobre K. De fato,
temos [K(a, ) : K] = [K(a, ) : K(o)][K(«) : K] e ambos os fatores
sao finitos: [K(a) : K] < oo pois a é algébrico sobre K e [K(a,f) :
K(a)] < oo pois 8 é algébrico sobre K, logo sobre K(a) também, e
K(a,B) = K(a)(8) é extensao simples de K(«). Como « + ﬁ,aﬁ,% €
K (o, B) (com /8 # 0 no dltimo caso), o resultado segue do item (1). O
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6.3.3 Imersoes, Traco e Norma

O seguinte teorema permite reduzir o estudo de extensoes finitas de
Q ao estudo de extensdes simples (o que ja foi feito no final da subsegao
anterior):

Teorema 6.33 (Elemento Primitivo). Seja K D Q uma extensdao finita
de corpos (i.e. [K : Q] € finito). Entao existe um elemento 6 € K tal

que K = Q(0).

DEMONSTRAGAO: Como K é finitamente gerado sobre Q (por exemplo,
por uma base de K sobre Q), por indugao no niumero de geradores
bastard mostrar que se K = Q(a«, ) é gerado por dois elementos a,
entao existe 6 tal que Q(«, 8) = Q(A). Vamos tomar 0 = o + ¢f para
algum ¢ € QQ conveniente. Assim, bastard mostrar que S € Q(6), pois
neste caso o = 6 — ¢ff € Q(0) e portanto Q(«, 3) C Q(0), sendo a outra
inclusao trivial.

Sejam a1 = a, 2, ..., am e P = 5,02, ..., 0, 0s conjugados de a e 5.
Escolha ¢ € Q de modo que os elementos a; +¢cfj, 1 <i<m, 1 < j < n,
sejam dois a dois distintos. Isto é possivel pois ha apenas um niumero
finito de restrigoes, mas ha uma infinidade de possiveis escolhas de ¢ € Q.
Sejam p(x),q(z) € Q[z] respectivamente os polinémios minimais de «
e 0 (que sao numeros algébricos pois pertencem a uma extensao finita
de Q). Temos que 8 ¢ raiz de p(6 — cx) € Q()[z], logo o polindmio
minimal de 8 sobre Q(0) divide mdc(p(0 — cx), q(x)). Mas as raizes de
q(z) sao os f;, e 0 — ¢f; # oy a ndo ser que i = j = 1, logo a Unica raiz
comum de p(6 — cx) e g(z) é . Mas toda raiz do polinémio minimal
de S sobre Q() é uma raiz comum destes dois polinémios, logo este
polinémio minimal é x — 3 e portanto 8 € Q(0). O

Definicao 6.34. Seja K D Q wma extensao finita de corpos. Uma
imersao o: K — C € uma funcdo injetora que preserva soma e produto
de elementos em K:

o(a+0b) =oc(a)+ o(b) e o(a-b) =0o(a)-o(b)
para todo a,b € K.

Observe que qualquer imersao o: K — C é a identidade quando
restrita a Q. De fato, temos que 0(0+0) = 0(0) +0(0) = o(0) =0e



270 [CAP. 6: INTEIROS ALGEBRICOS

o(l-1)=0(1)-0(1) = o(1) =1 (c(1) # 0 pois o é injetora). Assim,
utilizando repetidamente a compatibilidade com a adi¢@o, temos o(n) =
n para todo n € N, e da relacdo o(—n) + o(n) = ¢(0) = 0, temos que
o(n) = n para todo n € Z. Analogamente, de o(r) - o(r=!) = o(1) =1
para todo 7 € Z nao nulo, concluimos finalmente que o(q) = ¢ para todo

q€Q.

Teorema 6.35. Se [K : Q]=n, existem eratamente n imersoes
o:K—=C.

DEMONSTRAGAO: Escreva K = Q(f) para algum elemento primitivo.
Note que para qualquer polinomio p(z) € Q[z] e qualquer imersdo
o: K — C temos o(p(d)) = p(c(d)). De fato, se p(z) = amz™ +
Am—_12"" 4+ -+ ag, a; € Q, temos
o (p(0)) = o (amb™ + am—10™"" + - + ag)
= ano(0)" + ap-10(0)""" + -+ ag = p(c(9))

Como qualquer elemento de K = Q(f) escreve-se como um polinémio em
6 com coeficientes racionais, a conta acima mostra que o estd unicamente
determinado pelo valor de o(f). Mas se p(z) é o polinémio minimal de
6 sobre Q, entdo p(f) =0 = 0 = o(p(d)) = p(c(6)), ou seja, o(b)
s6 pode ser uma das raizes de p(x), logo hd no méximo n = degp(z) =
[K : Q] imersoes 0: K — C.

Reciprocamente, vamos mostrar que, para cada conjugado 6; de 6 so-
bre Q, podemos definir uma imersao com o;(0) = ;. Como 1,0,...,0" !

¢ uma base de K sobre Q, cada elemento de K = Q(#) pode ser unica-
mente escrito como ag + a1 + -+ + an—10""1, a; € Q, e basta definir

oi(ag + a0+ +a, 10" =ag+arb + -+ an_lﬂzn*l
e é imediato verificar que o; preserva somas. Por outro lado, se
(ag+ -+ an 10" 1) - (bo+ - +bp 10" ) =co+ -+ cp16™!
com aj, bj,c; € Q, temos
(ag+ -+ an100 1) - (bo+- +bp10 ) =co+ -+ 16"
para todo ¢ pelo corolario 6.30 aplicado ao polinémio

f(@) = (ao+--Fan12" ") (bo+- - +bp12" ") = (co+- - Fep1z" ).
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Portanto

(a0 +a10 + -+ + 10" (bo + b160 + - - + bp1677H))
=0 (CO +c10+---+ cn_le’“l) =co+ci10; +---+ Cn—lgf_l
= (a0 + @10+ + @107 1) - (bo + bubi + -+ bo16) )
=0 (ao +ar0+ -+ an_10”*1) - 05 (bo b0+t bn_lgnfl)_

Assim, para concluir a prova basta mostrar que hd n = degp(z)
conjugados #; em C, ou seja, que p(z) ndo tem raizes miltiplas ou ainda
que mdc(p(x),p’(z)) = 1. De fato, p(z) é irredutivel em Q[z], logo p(z)
e p/(x) sdo primos entre si pois a derivada p/(z) possui grau estritamente
menor do que o grau de p(z). O

Uma variacao da demonstracao acima fornece a seguinte generaliza-
¢ao, cuja prova deixamos como exercicio para o leitor.

Proposigao 6.36. Sejam L O K D Q extensdes finitas de corpos. Dada
uma imersao o: K — C, existem exatamente [L : K| imersoes 6: L —
C que estendem o, i.e., tais que 6|x = 0.

Definicao 6.37. Seja K D Q uma extensdo finita de corpos e o € K.
Sejam 0;: K — C, i = 1,...,n todas as n = [K : Q] imersoes de
K em C. O traco Trg/g(a) e a norma Ngg(a) de a sdo definidos
respectivamente por

Trgyqg(a) = Z oi() e  Ngjpgla)= H oi(a).

1<i<n 1<i<n

Por exemplo, para K = Q(¢), as imersoes sao a identidade e a con-
jugacao complexa, de modo que, para a,b € Q,

Try/g(a+0bi) =a+bi+a—bi=2a e
Nicjgla + bi) = (a+ bi)(a — bi) = a® + b*.

Ou seja, a norma definida acima coincide com a norma dos inteiros de
Gauf}, quando restrita a Z][i].
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Proposigao 6.38. Com a notacdo acima, sejam «, 3 € K. Temos

1. O traco € aditivo e a norma, multiplicativa:

Trgg(a+ B) = Trgjg(a) + Trgp(B8) e
Nk jo(af) = Nk jg(a) Nk q(B)-

2. Trgg(a) e Ngjg(a) sdo mimeros racionais.

3. se Ty: K — K denota a transformacgdo Q-linear dada pela mul-
tiplicagdo por o, entdo Tri g(a) e Ng/g(a) sdo respectivamente
1guais ao traco e ao determinante de Ty,.

DEMONSTRAGAO: O primeiro item é consequéncia direta das definigoes.
O segundo item é consequéncia imediata do terceiro. Uma outra prova é
a seguinte: escreva K = Q(f) para algum elemento primitivo 6 e sejam
01 = 01(0),02 = 02(0),...,0, = 0,(0) os seus n conjugados. Podemos
escrever a = p(f) para algum polinémio p(z) € Q[z]. Temos portanto

Trggla) = D oi(a)= > oip®)= > ploi(0)) = > p0).

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

Assim, Trgg(a) é uma expressdo simétrica dos conjugados 6; de 0,
logo pelo teorema 6.25 pode ser escrita em termos dos coeficientes do
polinémio minimal de 6, que sdo polindomios simétricos elementares em
0;. Mas os coeficientes do polindmio minimal de 6 sdo racionais, logo
Try /() € Q. A prova de que N g(a) € Q é andloga.

Finalmente, seja m = [Q(«) : Q] o grau do polinémio minimal de «

p(z) = 2™ + cpo1™ T+ + 0o, ¢ € Q,

n=[K:Q(a)] ews =1,ws,...,w, uma base de K sobre Q(«). Entao

1, «, o, ..., am!
2 m—1

w2, OQWwy, o W2, ..., « w9
2 m—1

Wn, OWp, Q“Wp, ..., « Wn

é uma base de K sobre Q. Nesta base, a matriz de T,, é dada por n
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blocos na diagonal compostos por matrizes m x m da forma

00 -~ 0 —c
1 0 -0 —C1
0 1 0 —C9
00 -+ 1 —cpma1

Assim, o polinémio caracteristico de T, ¢é p(z)" e temos Tr(7,) =
—nem—1 e det(T,) = (—1)""cj. Assim, pela proposicao anterior, te-
mos que dado um conjugado o’ de a, existem n imersoes o de K em C
tais que () = o e, portanto, quando o percorre todas as imersoes de
K em C, o(«) percorre todos os m conjugados de «, cada um n vezes.
Portanto, das relagoes entre coeficientes e raizes de p(x), temos

Try g(a) = —nep—1 = Tr(Tw) e

Ngjgla) = (=1)"™"cg = det(Ta).

Problemas Propostos

6.16. Calcule os graus das sequintes extensoes:
(a) [Q(¥2) : Q]
(b) [Q(v2,v3): Q]
(¢) [Q(e*™/™) : Q] paran = 3,4,5,6,7,8
(

(d) [Q(cos36°) : Q]

6.17. Mostre que sen <& 2” e cos%7r sao numeros algébricos sobre Q para

todo inteiro positivo n (Dz’ca: use a férmula de Moivre e = cos® +
isenf).

6.18. Seja o € C um nidmero algébrico sobre Q. Mostre que se

[Q(c) : Q] ¢ mpar, entio Q(a) = Q(a?).
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6.19. Seja p(X) € Q[X] um polinémio irredutivel de graun e seja L O Q
uma extensdo de grau m onde mdc(m,n) = 1. Prove que p(X) também
é irredutivel em L[X].

6.20. Seja f(X) um polinémio irredutivel em Q[X] de grau n e seja
9(X) € Q[X] um polinémio qualquer. Mostre que todo fator irredutivel
de f(g(X)) tem grau divisivel por n.

6.21 (Identidades de Newton). Seja s; o i-ésimo polindmio simétrico
elementar e ‘ ' .

ti(z1,...,2p) =]+ 5+ .
Prove que, para todo k > 1,

k
i—1
ksg(z1,...,2n) = E (=1)" “sp—i(x1y ..y xp)ti(T1, ..o Tn).
i=1
Conclua que 0s polindomios simétricos podem também ser escritos como
polinomios em t;.

6.22. Seja p(x) um polinémio irredutivel em Q[z] de grau maior do que
1. Prove que se p(x) admite duas raizes v e s cujo produto é 1 entao o
grau de p(z) € par.

6.23. Sejam p(x),q(x) € Qx| polindmios maénicos irredutiveis e sejam
a e b tais que p(a) = q(b) =0 ea+b € Q. Prove que o polinémio
p(z)? — q(z)? possui uma raiz racional.

6.24. Seja p(x) um polindmio irredutivel em Qx| de grau impar. Sejam
q(x),r(z) € Q] tais que p(x) divide q(x)? + q(x) - r(z) + r(x)?. Prove
que na verdade p(x)? divide q(x)? + q(z) - r(x) + r(z)?.

6.25. Seja f(x) um polinémio de coeficientes racionais e « tal que o —

20a = (f(a))® — 21f(a) = 7; por exemplo, podemos tomar f(x) =
(22 — 22 — 14)/3 (verifique!). Prove que, para todo n > 1,

(@) ~21- /() =7,
onde f(a) = f(I(.... f(0))).

——

n vezes

6.26. Seja p(z) € Z[z] um polindmio ménico irredutivel tal que |p(0)]
ndo é um quadrado perfeito. Mostre que p(z?) também é irredutivel em
Z]zx].
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6.4 Inteiros Algébricos

Queremos estender o estudo anterior para outros subanéis de C. O
primeiro passo é identificar os elementos que assumirao o papel de “in-
teiros” neste contexto mais geral.

Definigcao 6.39. Seja B O A uma extensdo de anéis. Um elemento
0 € B ¢ dito integral sobre A se ele € raiz de um polinomio maonico em

Alx]:
0" +ap1-0" " +a,9-0"2+--+ay=0 (a; € A).

Um nuimero complexo 0 que € integral sobre Z é chamado de inteiro
algébrico.

Por exemplo, qualquer inteiro n € Z é um inteiro algébrico (pois n é
raiz do polinémio z —n). Os nimeros o = 1+—2‘/5 ef = 1_—2‘/5 também sao
inteiros algébricos pois sao raizes do polinémio moénico com coeficientes
inteiros 2 —x — 1 = 0.

Uma das principais motivagoes para esta defini¢do é o seguinte lema,
que caracteriza os elementos de Z como sendo exatamente os inteiros

algébricos que moram dentro de Q:
Lema 6.40. Se 6 € Q € um inteiro algébrico, entdo 0 € 7.

DEMONSTRAGAO:  Seja f(z) = 2™ + ¢, 12" 1 + -+ + ¢o € Z[x] um
polinémio ménico tal que f(6) = 0 e escreva § = a/b com a,b € Z
primos entre si. Temos

f(0)=0 < a"+c, 10" b+ Cn2a™ 202 4+ - 4 b = 0.

Como b divide todos os termos a partir do segundo, temos que b divide
a”™ também. Mas como a e b sao primos entre si temos que isto s6 ocorre
se b= =1, logo 0 = +a € Z. ]

O préoximo lema permite “limpar os denominadores” de um ntmero
algébrico arbitrario:
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Lema 6.41. Se 6 é um nuimero algébrico, existe um inteiro a € Z\ {0}
tal que af € um inteiro algébrico.

DEMONSTRACAO: Suponha que a,0" + ap_10""' 4+ - -4+ a9 = 0 com
a; € 7, a, # 0. Multiplicando por a”~! obtemos (a,0)"+a,_1(a,0)" '+
4 a" tag = 0, logo podemos tomar a = ay,. ]

Se B D A é uma extensao de anéis e 61,...,0,, € B sao elementos
quaisquer, denotamos por A[f1,...,60,] o menor subanel de B que con-
tém A e 61,...,0,. Se 6 é um inteiro algébrico, raiz de um polindémio
monico f(z) = 2" + cp_12" L+ - + ¢y € Z[z] de grau n, temos que

Zl0) ={ap+a10+--- + 10" 1 | a; € Z}.
De fato, aplicando varias vezes a relagao

f(0) =0 <= 0" = —c,_ 16" — .. — ¢

— 9n+i _ _Cn_10n+ifl _ .. - 0091'

para ¢ > 0 podemos escrever qualquer poténcia em 6 de grau maior
ou igual a n em termos de poténcias de grau menor do que n. Note a
importancia do fato de f(x) ser monico, o que dispensa a necessidade
de dividir a relagdo acima pelo coeficiente lider de f(x).

Assim como no teorema 6.32, a observacao anterior permitird obter
uma caracterizagdo mais intrinseca dos inteiros algébricos, com a qual
poderemos provar que o conjunto de todos os inteiros algébricos forma
um anel. Primeiro, precisamos de uma

Definicao 6.42. Uma extensao de anéis B D A € dita finita se existem
elementos wy,...,w, € B tais que qualquer elemento de B se escreve
como combinacao A-linear dos w;:

def
B=Aw; 4+ Aw, = {aqw1 + -+ + anwy | a; € A},

Por exemplo, temos que se § é um inteiro algébrico entao Z[f] é
finito sobre Z. Observe que a representacao acima como combinagao
linear dos w; nao é, necessariamente, tnica (i.e., 0s w; ndo precisam ser
“linearmente independentes” sobre A).
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Teorema 6.43. Seja C D A uma extensdo de anéis.

1. Um elemento 0 € C' € integral sobre A se, e somente se, 0 pertence
a uma subextensdo finita B de C' D A, isto €, 0 € B onde B € um
subanel de C tal que B D A € uma extensao finita de anéis.

2. O subconjunto de C' formado por todos os elementos integrais sobre
A é um subanel de C. Em particular, o conjunto de todos os
inteiros algébricos € um subanel de C.

DEMONSTRAGAO: (1) Se 6 € C é integral sobre A, basta tomar C' =
Alf]. Para mostrar a reciproca, vamos aplicar o chamado “truque do
determinante”. Suponha que # € B, onde B é uma extensao finita de A:

B=Awi 4+ Aw,

com w; = 1, digamos. Ent@o, como B é um anel, temos que 0w; € B
para i = 1,2,...,n, ou seja, existem a;; € A tais que

Owi = ajqwr + -+ - + a1nwn

Owy = agiwi + -+ - + agpwy

Owp = aniwi + - -+ + Appwn

Seja M = (a;;) a matriz n x n formada pelos a;; e I,, a matriz identidade
de ordem n. Se w é o vetor coluna formado pelos w;, podemos reescrever
o “sistema” acima em forma matricial como ([,,0 — M) -w = 0. Como o
sistema homogéneo na varidavel w possui solucao nao trivial, temos que
det(1,0 — M) = 0 (multiplique (1,6 — M) -w = 0 pela matriz adjunta de
(In0 — M)). Em outras palavras, 6 é raiz do polinémio caracteristico de
M, que é monico e com coeficientes em A, logo 6 é um integral sobre A.

(2) Sejam « e 8 dois elementos integrais sobre A, raizes de polinomios
monicos em Afx] de graus m e n respectivamente. Entao o subanel de C

é finito sobre A, como é facil ver utilizando as relagoes monicas satisfeitas
por a e 8. Como a £ f3,af € Ala, ], o resultado segue do critério ja
provado acima. 0
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Exemplo 6.44. Seja F,, o n-ésimo numero de Fibonacci. Mostre que

SOLUQAO: Sejam o = 127‘/5 ef= 1;2‘/5 as raizes da equacdo z2 — x —
1 = 0. Suponha que m | n, digamos n = mk com k € Z. Temos

F, 7 Fim B akm _ Bkm
ﬁ B Fm B am _Bm
— (am)kfl 4 (am)ku(IBm) + (am)k73(/8m)2 R (ﬁm)kfl

Como « e 3 sao inteiros algébricos e os inteiros algébricos formam um
anel, temos da expressao acima que F,,/F,, é um inteiro algébrico. Mas
F,/F,, € Q também, logo F,,/F,, € Z, ou seja, F,, | F,. O

Exemplo 6.45. A sequéncia de Perrin € definida por

Snp+3 = Sn+1 + Sn para todo n > 0.

Prove que p | sp, para todo p primo.

SoLUGAO: Seja f(z) = 23—z —1 o polinémio caracteristico da recursao
(ver apéndice) e sejam «, 3, as suas raizes. Afirmamos que s, = o™ +
8" + ~™. De fato, temos que esta ultima expressao satisfaz a relagao
Sn+3 = Sn+1 1 Sn, assim basta verificar que os valores iniciais coincidem.
Mas isto é claro a partir das relagoes entre coeficientes e raizes:

o’ + 87 +4% =3 = s
a1+ﬁ1—|—7120281
@’ +874+7° = (a++7)° —2(af+Br+ay) = 0P=2- (—1) =2 = s

Como «, 3,7 sao inteiros algébricos, basta mostrar que s, = 0 (mod p)
no anel Z[a, B,7], ja que neste caso s,/p € Z[a, 3,7] seria um inteiro
algébrico racional, portanto inteiro. Mas pelo “sonho de todo estudante”
temos

sp=0a’+ '+ =(a+f+7)"=0 (modp)

e o resultado segue. O
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Observagao 6.46. A reciproca do resultado acima ndo € verdadeira. Os
naturais n ndo primos tais que n | s, sao os chamados pseudoprimos de
Perrin. Hd infinitos pseudoprimos de Perrin [61]. Os primeiros sao:

271441 = 521 .521
904631 = 7-13-9941
16532714 = 2-11-11-53 1289
24658561 = 19-271-4789
27422714 = 2-11-11-47-2411
27664033 = 3037 -9109
46672291 = 4831 -9661
102690901 = 585117551
130944133 = 6607 - 19819
196075949 = 5717 - 34297

Agora seja K O Q uma extensao finita de corpos. Denotamos por
Ok o conjunto dos inteiros algébricos pertencentes a K. Este conjunto é
um subanel de K, chamado de anel de inteiros de K. Este anel Ok estd
para K assim como Z esta para Q e é o ambiente para o qual queremos
estender os resultados obtidos em Z.

Um corolério imediato do fato de Ok ser um anel é o seguinte

Corolario 6.47. Seja K D Q uma extensdo finita de corpos e 6 € Ok .
Entao Tri/g(0) € Z e N g(0) € Z. Além disso, o polinomio minimal
de 0 sobre Q também possui coeficientes inteiros.

DEMONSTRAGAO: Sejam o;: K < C,1=1,...,n, as n imersoes de K
em C e sejam 6; = 0;(0). Se p(x) € Z[x] é um polindémio ménico tal que
p(f) = 0, entao o;(p(f)) =0 <= p(6;) = 0 também, logo os #; também
sao inteiros algébricos. Assim, Trg/g(f) ¢ um inteiro algébrico, sendo
soma de inteiros algébricos. Mas como Trg/q(f) € Q, temos portanto
que Trg () € Z. O mesmo raciocinio mostra que N /p(f) € Z e
também que os coeficientes do polinomio minimal de 6 estao em Z.

O

Temos a seguinte propriedade, que generaliza o fato de os inteiros
algébricos racionais serem inteiros e que serd importante no desenvolvi-
mento a seguir.
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Proposicao 6.48. O anel Ok ¢ integralmente fechado em K: se 0 ¢
integral sobre Ok, entao 0 € Ok.

DEMONSTRAGAO: Seja p(z) = 2" + ay,_ 12" ! + - - + ag um polindémio
monico com coeficientes em Ok e tal que p(f) = 0. Do fato de os a;
serem inteiros algébricos e da relagao moénica satisfeita por 6, temos que o

anel Zlag, . .., an—1, 0], o menor subanel de C que contém ay, . .., an_1,0,
¢ finito sobre Z. Como 0 € Zlag,...,an—1,0], temos que 6 ¢é inteiro
algébrico e estd em K, ou seja, pertence a O ]

O primeiro resultado interessante sobre Ok é que este anel é finito
sobre Z e, ainda melhor, admite uma chamada base integral: existe
uma base wi,...,w, € O de K sobre Q tal que qualquer elemento de
Ok se escreve (de maneira unica) como combinagao linear dos w; com
coeficientes em Z. O passo essencial nesta demonstragao é o seguinte
lema, que fornece um limitante global (isto é, um limitante uniforme
para todos os elementos de O ) para os “denominadores” dos elementos
de O K-

Lema 6.49 (“Sanduiche”). Seja n = [K : Q]. Entdo eziste uma base

Wi, ...,w, de K sobre Q e um inteiro D € Z nao nulo tal que
w1 w
Z-w1+---+Z-wnC(’)KCZ'B+~-+Z-5”

(isto é, qualquer inteiro algébrico é combinacao Z-linear dos w;/D e
qualquer combinacao Z-linear dos w; é um inteiro algébrico)

DEMONSTRAGAO: Seja wq,...,w, uma base de K sobre Q. Como os
w; sao algébricos (pois pertencem a uma extensao finita de Q), podemos
multiplica-los por um inteiro conveniente de modo a torné-los inteiros al-
gébricos, logo podemos assumir sem perda de generalidade que w; € Ok
para ¢ = 1,...,n. Assim, como Og é um anel, ji4 temos automatica-
mente que Z - wy + -+ Z - wy, C Ok.

Por outro lado, seja o € Og. Como os w; formam uma base de K
sobre Q, podemos escrever a« = ajwi + - -+ + apwy, com a; € Q. Va-
mos aplicar novamente o “truque do determinante” (c.f. teorema 6.43):
multiplicando a relagao anterior por w; e tomando tragos, obtemos o
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“sistema linear” nos a;:

TTK/Q(OMI) =a TI“K/Q(MM) + - +ap TrK/@(wnwl)
TI“K/Q(OéWQ) =a TI“K/Q(W1LU2) + -t ap TI"K/Q(wan)

Trgg(awn) = a1 Trg g(wiwn) + - + an Trg /g (wnwn)

Note que como aw; e w;w; sao todos inteiros algébricos, todos os tragos
sao inteiros. Assim, o determinante D = det(Tr g4 (wiw;)) (chamado de
discriminante da base w;) pertence a Z. O lema a seguir mostra que
D # 0. Pela regra de Cramer temos que a; € Z - D71, logo O C
L3+ L P O

O seguinte lema sobre discriminantes termina a prova do lema ante-
rior.

Lema 6.50. Sejam wq,...,w, € T1,...,T, bases de K sobre Q e seja
C = (cij) a matriz de mudanca de base:

W; =Ci1T1 + -+ CinTn 1=1,...,n.

Sejam A(wi, ... ,wp) = (TrK/Q(wiwj)) e A(T1,...,Ty) = (TI‘K/Q(TZ‘TJ'))
0s discriminantes das duas bases. Entao

Awi, ... ,wn) = A(T1, ..., T) - (det C)?

e ambos os discriminantes sao nao nulos.

DEMONSTRAGAO: Sejam o;: K < C as imersoes de K em C e considere
a matriz §(wi, . ..,wy) = (0;(w;)). Multiplicando pela transposta, temos

S(wis ey wn) 0w, ... wp)T = ( Z ak(wi)ak(wj)> = <TrK/Q(wiwj)>.
1<k<n

Por outro lado,

O(wiy...ywp) = ( Z CikO'j(Tk)> =C-(71,...,Tn).
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Assim,

Awr, ... wp) = (det 5(wy, . ..,wp))? = (det C)? - (det 8(7y,. .., T))>
= (det C)? - A(71,...,7)

Como det C' # 0, para mostrar que estes discriminantes sdo nao nulos,
basta mostrar isto para uma base especifica. Escrevendo K = Q(0)
(teorema do elemento primitivo 6.33), temos que 1,6,...,0"! é uma
base de K sobre Q. Sendo 6; = 0;(0) os conjugados de €, temos o
determinante de Vandermonde

det §(1,0,6%,...,0"") = det(0; ") = H (6; — 6;) # 0.

1<i<j<n

Este determinante, e portanto A(1,6,...,0" 1) = det§(1,0,...,6"1)2,
sao nao nulos pois os conjugados #; sao dois a dois distintos (ver final
da demonstragao do teorema 6.35). O

Agora podemos completar a prova do

Teorema 6.51 (Base Integral). Seja n = [K : Q]. Entdo existe uma
base de K sobre Q wy,...,w, € Ok tal que qualquer inteiro algébrico
em Ok se escreve (de maneira unica) como combinagdo linear dos w;
com coeficientes em 7Z:

Ok = Zwy + - + Zwn,.

DEMONSTRAGAO: J4& sabemos que existe uma base 71,...,7, € Ok de
K sobre Q e um inteiro positivo D tal que
Tn

1
. ) R T .
Z-mm+--+7Z -1, COg CZ D+ +ZD

Agora, para i =1,2,...,n, defina

T T,
N; = {aiﬁz +--'+an5n € Ok | @i, Qjr1y--- 0y € Z}.
Note que como 7; = D - 5 € N;, temos que N; # {0}. Escolha w; € N;
tal que o coeficiente a; > 0 de 7 seja minimo.

Vamos mostrar que os elementos w; assim obtidos geram O sobre Z.
Seja B um elemento qualquer de Ok e escreva =013 +--- + b, 5 €
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Ok, b; € Z. Seja a1 o coeficiente de T—l em wj. Dividindo b; por aq,

obtemos quociente ¢; e resto ri: by = a1q1 +7r1 com 0 < ri < aj.
Como Ok é um anel, 8 — qqwi1 € Ok e como o coeficiente de T—l neste
elemento é ri, pela minimalidade de a; devemos ter r; = 0, de modo
que B — quw1 € Ns. Procedendo analogamente, obtemos ¢» € Z tal
que B — w1 — qowo € N3, e assim sucessivamente até que finalmente
tenhamos g —qwi —- - - — grnwy, = 0, mostrando que B é uma combinagao

Z-linear dos w;. Assim,
O =Zw1 + -+ + Zwy.

Como qualquer elemento de K é o quociente de um elemento de Ok e
um inteiro, temos que os w; geram K sobre (. Como ha n elementos,
os w; formam portanto uma base de K sobre Q. ]

Exemplo 6.52. Mostre que 1, H‘[

teiros em Q(v/5).

€ uma base integral do anel de in-

SOLUGAO: Temos que 1 ew = 127‘/5 formam uma base de Q(+/5) sobre
Q. Como sao inteiros algébricos, temos OQ( VB) 2 7 + Zw. Recipro-

camente, seja « € (9@( VB)" Podemos escrever a como o = “+b‘*’ para
a,b,d € Z e sem fatores comuns. Temos

2a+b a® + ab — b?
Trgmle) = —7—€Z e Ny @)= ——7— €L

Queremos mostrar que d = £1. Suponha que nao e seja p um fator
primo de d. Temos b = —2a (mod p) e a®> +ab—b* =0 (mod p), donde
obtemos 5a? = 0 (mod p). Se p | a, entdo de b = —2a (mod p) temos
que p | b, o que contradiz o fato de a, b, d ndao terem fatores comuns. Logo
a tinica possibilidade é p="5com 5fa e 51b. Mas de a®> +ab—b> =0
(mod 25), temos que ($)*+%—1=0 (mod 25), que ndo possui solugao,
uma contradicao. O

6.5 Ideais

A aritmética do anel de inteiros de extensoes finitas de Q nao é tao
simples como os casos estudados no inicio deste capitulo. Um dos prin-
cipais empecilhos é a falta de fatoragao Uinica em elementos irredutiveis.
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Considere por exemplo K = Q(iy/5), cujo anel de inteiros é O =
Z[i+/5]. Temos
3-7=(1+2iVv5)(1 - 2iV5)

e todos os fatores 3,7, 142iy/5 sdo irredutiveis em Z[iv/5]! Por exemplo,
suponha que 14+2iv5 = aff com o, § € Z[z\/g] Entao, tomando normas,
obtemos 21 = N(142iv/5) = N(a)N(B) e portanto N(a) € {1,3,7,21}.
Escrevendo o = m + niv/5 com m,n € Z, temos m?> +5n =1, 3, 7 ou
21 e checando as possibilidades concluimos que « ou 3 € igual a +1. Da
mesma forma, mostra-se que 3,7, 1 — 2i1/5 sdo também irredutiveis.

O que deu errado? O problema é que os elementos irredutiveis ainda
nao sao os “blocos atémicos”, ou seja, a fatoragao acima ainda pode ser
refinada. Por exemplo, 3 e 1 + 2iv/5 nao sdo “relativamente primos”:
se este fosse o caso, esperariamos que a equagao 3« + (1 + 21\/5) =1
tivesse solugéo em «, 8 € Z[i\/g], 0 que nao ocorre: se o = a + bi\/5 e
B =c+div5 com a,b,c,d € Z, temos

1 = 3(a+ biv5) + (1 + 2iV5)(c + div/5)
— 1= (c— 10d) + (2¢ + d)iv5 (mod 3)
c—d=1 (mod 3)
{20—1— d=0 (mod 3).

Mas multiplicando a primeira equacao do sistema por 2, obtemos 2c+d =
2 (mod 3), o que é impossivel.

O “conserto” se da considerando-se fatoragoes nao em elementos mas
sim nos chamados ideais, que sao subconjuntos de Og que generalizam
a nogao de conjunto de miltiplos. No exemplo acima, o conjunto {3« +
(1+2iv/5)3 | a, B € Z[in/5]} tomard o papel de “mdc” entre 3 e 1+ 2iv/5

e assim poderemos recuperar a tao preciosa fatoracao tnica.

Definigao 6.53. Seja A um anel comutativo. Um subconjunto a C A €
chamado de ideal se

1. a é um subgrupo aditivo de A, i.e., a,b€a — a+b,a—b € a;

2. a € fechado por multiplicacdo por elementos arbitrdrios de A: se
a€aercA entiorac€a.

Por exemplo, dados elementos ai,...,a, € A, o conjunto de suas
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combinacoes A-lineares

def
(a1,...,ap) = {a1-x1+ - +an x4 | 21,...,2, € A}

é um ideal de A, chamado ideal gerado por ai,...,a,. Em particular,
temos que (d) é o conjunto dos multiplos de d. Ideais que podem ser
gerados por um tnico elemento sao chamados de ideais principais. Por
exemplo, em Z temos que o ideal (12,21) é principal, pois ele é igual ao
ideal (3), j& que o conjunto das combinagoes Z-lineares de 12 e 21 é o
conjunto dos multiplos de mdc(12,21) = 3. Mais geralmente, a mesma
demonstracao do teorema de Bachet-Bézout mostra que

Proposicao 6.54. Nos anéis Z, Z[i], Z|w] e K[z], K um corpo, todos
0s ideais sG0 Principais.

Em jargao algébrico, dizemos que todo dominio euclidiano é dominio
de ideais principais. Veremos mais tarde (teorema 6.79) que o contrario
nao é necessariamente verdadeiro, por exemplo o anel de inteiros de
Q(iv/19) é principal mas nao euclidiano.

Ideais nao sao muito diferentes de niimeros. Por exemplo, podemos
somar e multiplicar ideais: dados dois ideais a e b, definimos

a+b ot blacabeb)
ab % {a1by + - -+ apby | a; € a,b; € b}
Por exemplo, para ideais finitamente gerados temos

(al,...,am)-(bl,...,bn) = (albl,albg,...,aibj,...,ambn)
(al,...,am)Jr(bl,...,bn):(al,...,am,bl,...,bn)

Observe que (1) funciona como identidade para multiplicacao de ideais.
Por exemplo, em Z temos que (a) + (b) = (a,b) = (mdc(a, b)) pelo
teorema de Bachet-Bézout e que (a) - (b) = (ab). Por outro lado, (a) D
(b) <= a|b. Assim, estas operagoes com ideais generalizam operagoes
numéricas usuais, e € bom ter em mente o seguinte “dicionério”:

nimeros ideais
alb a>b

mdc(a,b) a+b
a-b a-b
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Podemos ainda definir congruéncias para ideais: se a é um ideal do
anel A, escrevemos

a=b (moda) <= a—bea

para a,b € A. Naturalmente, se a = (¢) é principal, a definigdo acima
nada mais é do que a nossa velha congruéncia médulo ¢, mas a nova
definicao se aplica a mais casos e sem dificuldades adicionais. Temos
ainda as mesmas propriedades bem conhecidas:

a+c=b+d (mod a)
a=b (mod a)
— qa—c=b—d (mod a)
c=d (mod a)
ac=bd (mod a)

Por exemplo, vamos provar a ultima congruéncia. Por hipotese, temos
a—béeaec—de a Logo, multiplicando a primeira relagdo por c e
a segunda por b, obtemos ac — bc € a e bc — bd € a. Somando as duas
relagoes, obtemos ac — bd € a <= ac = bd (mod a), como queriamos.

Como a relacao de congruéncia é compativel com a soma e o produto,
podemos formar o anel quociente A/a, cujos elementos sao as classes de
congruénciaa = {b € A|b=a (mod a)} para a € A. As operagdes sdo
definidas de maneira natural

a+b=a+b e a-b=ab

e nao dependem da escolha dos representantes a e b pelas propriedades
de congruéncia médulo a acima.

Agora precisamos decidir quais ideais farao o papel dos “blocos ato6-
micos”. Dois candidatos surgem naturalmente:

Definigao 6.55. Seja A um anel comutativo.

1. Um ideal p C A € dito primo se p é um ideal proprio (i.e. p # A)
eabep < a€poubcyp;

2. Um ideal m C A € dito maximal se m € maximal dentre os ideais
proprios de A, ordenados por inclusdo, ou seja, A 2 a D m —>
a=nm.

Lembre que um anel comutativo A é chamado de dominio se A # 0
eab=0 = a=0oub=0. Por exemplo, Z é um dominio e Z/n é
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um dominio se, e somente se, n é um numero primo, pois se n = ab com
a,b>1lentdioa#0eb#0masa-b=0em Z/n. Em termos de anel
quociente, temos portanto que um ideal p de A é primo se, e s6 se, A/p
é um dominio. Assim, um ideal (n) de Z é primo se, e somente se, n = 0
ou n é um nimero primo.

Podemos também caracterizar um ideal maximal em termos de quo-
cientes. Suponha que m seja maximal e seja a ¢ m. Entao (a) +m = (1),
pois o ideal (a) + m contém propriamente m. Assim, existe b tal que
ab = 1 (mod m), ou seja, mostramos que todo a # 0 (mod m) pos-
sui inverso multiplicativo médulo m, ou que A/m é um corpo. A reci-
proca também é verdadeira: se A/m é corpo e a é um ideal que contém
propriamente m, entdo a = A. De fato, tome a € a\ m e seja b tal
que ab = 1 (mod m), que existe pois @ nao é zero em A/m. Assim,
ab—1€emCa = —1 € apois a € a. Mas entao todo elemento de
A pertence a a. Utilizando este critério, temos que um ideal (n) de Z é
maximal se, e sé se, n é um nimero primo.

Lema 6.56. Seja A um anel comutativo.

1. Um ideal p € primo se, e sé se, A/p é um dominio. Um ideal m é
mazximal se, e sé se, A/m € um corpo. Em particular, como todo
corpo é dominio, todo ideal maximal € primo.

2. Seay,...,a, sdo ideais arbitrdrios e p € um ideal primo entdo
pDay---a, = P Da; para algum 1

(ou seja, se um ideal primo p “divide” um produto de ideais, entdo
ele “divide” um destes ideais)

DEMONSTRAGAO: Temos s6 que provar (2). Suponha, por absurdo,
que p nao contém nenhum a; e sejam a; € a; \ p. Mas entao ngz’gn a; €
[li<i<,, @ C p embora nenhum a; pertenca a p, uma contradicao. ]

Como provaremos no final desta secao, para anéis “aritméticos,” como
os anéis de inteiros Ok de uma extensao finita K de Q, os dois conceitos,
ideal primo e ideal maximal, coincidem a menos do ideal (0), que é primo
mas nao maximal. Na proxima subsegao, mostraremos que todo ideal
nao nulo em Ok se fatora de maneira dnica (a menos da ordem dos
fatores) em um produto de ideais primos.
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Exemplo 6.57. Em Z[i\/5], encontre uma fatoracio dos ideais (3) e
(7) em ideais maximais.

SoLUGAO: De 3-7 = (1 — 2iv/5)(1 + 2i/5), temos que um bom inicio
é tentar olhar para os ideais (3,1 & 2iv/5) (o “mdc” de 3 e 1 4 2iv/5)
e (7,1 + 2iy/5). Todos estes ideais sdo maximais. Por exemplo, vamos
mostrar que Z[iv/5]/(3, 1 + 2iv/5) é um corpo, isomorfo a Z/(3). Temos

= —2iv5 (mod (3,1+2iV5)) = 1=iv5 (mod (3,1 + 2iV5))
Assim, para a,b € Z temos
a+bivs5=a+b (mod (3,14 2iV5)).

Isto mostra que todo elemento de Z[iv/5]/(3,1 + 2iv/5) pode ser re-
presentado por um inteiro médulo 3, de modo que o mapa Z/(3) —
Z[iv/5]/(3,142iv/5) dado por a mod (3) + a mod (3, 1 +2i1/5) é sobre-
jetor. Ele também é injetor, pois, como ja vimos no comecgo desta secao,
1¢ (3,1+2iv5),e2¢ (3,1+2iV/5) = 1=3-2¢c (3,1+2iV5),
que também é impossivel. Logo este mapa é um isomorfismo.

Temos agora

(3,1 +2iv5)(3,1 — 2iV5) = (9,3 + 6iv/5,3 — 6iV/5,21)
= (3)- (3,1 +2iv5,1 —2iv5,7) = (3)

pois (3,1 4 2iv/5,1 — 2iv/5,7) = (1) jd que 1 = 7 — 2-3. Da mesma
forma, temos que uma fatoracao de (7) em ideais maximais é

(7,1 + 2iv5)(7,1 — 2iv/5) = (7).

Isto “explica” a falha da fatoragao tinica em irredutiveis dada por 3-7 =
(1 — 2iv/5)(1 + 2i+/5), pois rearranjando os fatores obtemos

(3)-(7) = (3,1 + 2iv/5)(3,1 — 2iV/5) - (7,1 + 2iV5)(7,1 — 2iV/5)

= (3,1 4+ 2iV5)(7,1 + 2iV5) - (3,1 — 2iv/5)(7,1 — 2iV/5)
= (14 2iV5) - (1 — 2iV5)
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Precisamos s6 de mais um conceito, que servird de substituto para
o PIF e para o principio da boa ordem quando estivermos trabalhando
com ideais. Observe que em inteiros positivos, nao podemos ter uma
sequéncia infinita dy | d1, ds | da, d4 | d3, ... a menos que a sequéncia
estabilize, isto é, d; = d;;1 para todo ¢ suficientemente grande. Tradu-
zindo isto em termos de ideais, temos a

Definigao 6.58. Um anel comutativo A € noetheriano se satisfaz qual-
quer uma das sequintes propriedades equivalentes:

1. todo ideal a de A € finitamente gerado;

2. toda cadeia ascendente de ideais estabiliza, isto €, dada uma cadeia
de ideais
g Cap CayCag C---

entdo a; = a;11 para i suficientemente grande;

3. todo conjunto nao vazio L de ideais possui um ideal a que é mazi-
mal em I com relacao a inclusao, i.e., b€ ebDa = b =a.

As equivaléncias entre as condigoes acima sao simples:

e (1) = (2) Tome a = |J;>( @, que é um ideal de A: dados a,b € a
er € A, escolha i grande o suficiente para que a,b € a;, de modo
quea+b€a Caera€a; Ca. Sejam ay,...,a, € A geradores
de a. Entao existe um 7o grande suficiente tal que a1, ..., a, € a;,,
logo a = a;, e portanto a; = a;41 para todo ¢ > 7.

e (2) = (1) Seja a um ideal e tome a; € a. Se (a1) # a, tome
az € a\ (a1). Se (ai1,a2) # a, tome az € a\ (a1,a2). E assim
por diante. Como a cadeia (a1) C (a1,a2) C (a1,a2,a3) C ---
estabiliza, temos que a = (aq, ..., a,) para algum n.

e (2) = (3) Suponha que Z nao possua elemento maximal e seja
ap € Z. Entao existe a; € 7 tal que a9 € a;. Repetindo este
procedimento, obtemos uma cadeia ascendente estrita ag C a; C
ag C ---, 0 que é um absurdo.

e (3) = (2) Dada uma cadeia ascendente ayp C a; C ag C ---,
tome Z = {a; | i > 0}. Se a;, ¢ um elemento maximal de Z entao
devemos ter a; = a;41 para todo i > 7.
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O PIF pode ser utilizado para demonstrar que todo inteiro positivo
pode ser fatorado como produto de primos. Como ilustracao do “prin-
cipio de indugdo noetheriana”, vamos mostrar que todo ideal nao nulo
“divide” um produto de ideais primos nao nulos:

Lema 6.59. Seja A um dominio noetheriano. Entdo todo ideal a # (0)
contém um produto de ideais primos ndao nulos.

DEMONSTRAGAO: Suponha que isto seja falso e seja Z o conjunto dos
ideais nao nulos que violam o enunciado. Seja b um elemento maximal
em Z. Por hipétese, b nao é primo, logo existem a,b ¢ b tais que ab € b.
Como (a)+b 2 be (b)+b 2 b, pela maximalidade de b em Z temos que
ambos os ideais (a) + b e (b) + b contém produtos de ideais primos nao
nulos. Mas neste caso, como ab € b, temos que b O ((a)+b) - ((b)+b) e,
assim, b também contém um produto de ideais primos nao nulos, uma
contradicao. ]

Seja O o anel de inteiros de uma extensao finita K de Q. Seja
w1, - ..,wWn uma base integral de Ok . Observe que dado um ideal nao
nulo a e um elemento a € a, a # 0, temos

Zawr + -+ + Zaw, C a C Zwy + -+ - Zwny,

e portanto a mesma prova do teorema 6.51 mostra a existéncia de uma
base integral para a, i.e., uma base 7, ..., 7, de K sobre Q tal que

a=24Zm+ -+ Zry.

Isto mostra em particular que todo ideal de Ok é finitamente gerado,
ou seja, que Ok é noetheriano.
Escrevendo os 7; em funcao dos w;, obtemos

T; = Z AijWs, ajj € Z
1<i<n
para ¢ = 1,...,n. Da prova do teorema 6.51, podemos supor que a
matriz (a;;) é uma matriz triangular superior, de modo que é fécil ver
que os elementos da forma » ., riw; com 0 <r; < |az|, i =1,...,n,
formam um sistema completo de restos médulo a e assim

Ok /al = T lail = | det(ai;)].

1<i<n
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Em particular, os anéis quociente O /a sdo sempre finitos! Note ainda
que se temos outra base integral T]’~ para a, escrevendo B e C para as
matrizes (com entradas inteiras) de mudanga de base de 7']( para T; e
vice-versa, temos que BC' = I =— detBdetC = 1, logo detB =
det C = £1 e assim a féormula |Og /a| = |det(a;;)| é véalida para todas
as bases integrais de a (e ndo s para a base “triangular superior” da
prova do teorema 6.51).
Resumimos a discussao acima em um

Lema 6.60. Seja K uma extensdo finita de Q e seja a um ideal nao
nulo de Ok. Entao o anel quociente Ok /a € finito. Além disso, se
Wi, ...,Wn €TL,..., Ty SG0 bases integrais de Ok e a, respectivamente, e

ai; € Z sao tais que
T, = E aijwj
1<j<n

entdo |Ok /a| = | det(asj)].

A seguinte proposicao serd fundamental na demonstracao da fatora-
¢ao Unica em ideais primos:

Proposicao 6.61. Seja K uma extensdo finita de Q. Entao
1. Ok € integralmente fechado;
2. Ok € noetheriano;

3. todo ideal primo ndo nulo de Ok € mazimal.

DEMONSTRACAO: O primeiro item é o contetdo da proposicao 6.48 e
o segundo decorre da discussao acima, tendo sido repetidos aqui apenas
por conveniéncia. Para o terceiro item, seja p # (0) um ideal primo.
Entao ele é maximal, pois um dominio finito D = Ok /p é sempre um
corpo: se d € D e d # 0, as poténcias 1,d,d?, ... formam um conjunto
finito, logo existe i > j tal que d* = &’ <= d’(d*7 —1) =0 e como D
é dominio, temos d*7 = 1 com i —j > 0, logo d é invertivel em D. O
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Observagao 6.62. Um dominio que satisfaz as trés condi¢des da propo-
si¢ao anterior € chamado de dominio de Dedekind. Pode-se mostrar, por
exemplo, que o anel de polindmios K[z| com coeficientes em um corpo
K € um dominio de Dedekind. Como veremos a seguir, os trés ariomas
acima sdo exatamente os ingredientes necessdrios a prova da fatoracdo
unica em ideais primos, que vale em qualquer dominio de Dedekind.

6.5.1 Fatoragao Unica em Ideais Primos

Seja K uma extensao finita de Q. Nesta secao, vamos provar a
existéncia e unicidade da fatoracao em ideais primos. Para isto, é con-
veniente estendermos ligeiramente o conceito de ideal:

Definigao 6.63. Um subconjunto f C K € chamado de ideal fracionario
de Ok se existe um ideal a C O e um elemento nao nulo d € Ok tal

que
f—1 adﬁf{glaea}
d  ld '

Por exemplo, dados elementos arbitrarios ai,...,a, € K temos que

def
(a1,...,an) = {aqz1 + -+ apxy | z; € O}

é um ideal fraciondrio de Ok. lIdeais fracionarios podem ser somados e
multiplicados da mesma forma que ideais comuns.

Lema 6.64. Sejam | um ideal fraciondrio de Org. Se a € K é um
elemento tal que af C f, entao a € Ok.

DEMONSTRAGAO: Vamos novamente utilizar o “truque do determi-
nante” (c.f. teorema 6.43). Como todo ideal de O é finitamente gerado,
o0 mesmo vale para seus ideais fracionarios, de modo que podemos escre-
ver

f=(wiy...,wn), w; € K

Como af C f, temos o “sistema” linear nas “varidveis” w;:

aw; = E My;W; mi; € Ok.
1<j<n
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Sendo M a matriz (m;;), temos que a é uma raiz do polinémio ménico
caracteristico p(z) = det(xz - I — M) com coeficientes em Og, logo a
¢é integral sobre Ok. Como Og ¢ integralmente fechado, temos que
a€ Ok. O

O passo essencial na prova da fatoragao tinica é a seguinte proposicao,
que permite “inverter” ideais primos:

Proposicao 6.65. Seja p wm ideal primo ndo nulo de Ox. Seja p~' o
ideal fraciondrio

p L f e K |ap c Okl

Entao pp~! = (1).

DEMONSTRACAO: Observe primeiramente que para qualquer d € p,
temos que dp~! é um ideal ordinario de O, logo p~' é de fato um ideal
fracionario. Note também que p~' O Ok e que pp~! é um ideal ordinério
de Ok que contém o ideal maximal p, logo para provar que pp~—! = (1),
basta mostrar que pp~! # p.

Suponha por absurdo que pp~! = p. Pelo lema, isto implica que
p~! = Og. Vamos mostrar que isto leva a uma contradicio. Tome
qualquer elemento nao nulo a € p. Pelo lema 6.59, existem ideais primos
nao nulos p; tais que (a) D pj ... px; podemos assumir que k é minimal
com esta propriedade. Observe que p D (a) logo p D p1, digamos, e como
ambos os ideais sd0 maximais, temos p; = p. Agora, pela minimalidade
de k, existe b € pa...px tal que b ¢ (a), i.e., b/a ¢ Ok. Como (a) D b-p,
temos (b/a) -p C Ok. Mas entdo b/a € p~!, contradizendo p~! = O.

O

Teorema 6.66 (Fatoracao Unica). Qualquer ideal nao nulo de Ok es-
creve-se como produto de ideais primos. Esta fatoracao € inica a menos
da ordem dos fatores.

DEMONSTRACAO: Primeiramente vamos mostrar a existéncia desta fa-
toracao por indugao noetheriana. Suponha que o conjunto S dos ideais
nao nulos que nao admitem tal fatoragao seja nao vazio e seja a um
elemento maximal de S. Entao a nao pode ser um ideal maximal em
Ok, assim existe um ideal maximal p D a (utilize novamente inducao
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noetheriana, desta vez no conjunto dos ideais préprios de Ok que con-
tém a). Temos que p~—!p D p~'a, logo p~'a é um ideal ordindrio de O
Além disso, como p~! O Ok, p~'a D a e esta inclusdo é prépria, pois
caso contrario o lema afirma que p~! = O, o que nao ocorre pela prova
da proposicdo anterior. Pela escolha de a, temos portanto que p~'a ¢ S,
isto é, existem ideais primos p; tais que

pla=pi...pp = a=pp la=pp...p,
o que contradiz a defini¢ao de a. Logo S = ).
Agora provaremos a unicidade. Suponha que tenhamos duas fatora-

coes

P1...-Ppr=4d1...9s
com p; e q; ideais primos nao nulos. Como p; contém o lado esquerdo,
temos que ele contém o produto da direita e portanto contém algum dos
fatores, digamos p; D q1. Porém, como ambos os ideais sao maximais,
devemos ter p; = q;. Assim, multiplicando a igualdade acima por pl_l,
obtemos

P2...Pr=02...(s.

Por indugao no nimero de fatores, podemos portanto concluir que r = s
e (apds reordenamento dos fatores) que p; = q; para i = 2,...,r = s.
Isto conclui a prova. ]

O seguinte coroldrio conecta os dois sentidos de divisibilidade para
ideais:

Corolario 6.67. Dados ideais ordindrios a e b de O, temos que

aDb < existe um ideal ordindrio ¢ de Ok tal que b = ac.

DEMONSTRAGAO: A implicagao <= é clara. Para a outra implicagao,
faremos uma inducdo no numero n de fatores primos de a. Se n = 0,
entdo a = (1) e podemos tomar ¢ = b. Agora suponha n > 0 e seja p
um fator primo de a. Entdo a D b = Ok D p~'a D p~'b. Como
p~'a tem n — 1 fatores primos, temos que existe um ideal ¢ tal que
p o =plac = b=ac O

Obtemos ainda o seguinte corolario para ideais fracionarios:
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Corolario 6.68. Qualquer ideal fraciondrio f # 0 de Ok se escreve, de
maneira unica, como

f= ] s ecz

1<i<n

onde p; C O sao ideais primos distintos.

Vamos encerrar esta segao com uma discussao sobre normas de ideais.
Lembre-se de que o anel quociente Ok /a é sempre finito para um ideal
a# 0 (lema 6.60).

Definicao 6.69. Seja a um ideal nao nulo de Ok. A norma N(a) de a
é definida como o nimero de elementos do anel quociente O /a.

Proposicao 6.70. Sejam a e b ideais ordindrios de Ok . Entdo
1. N(ab) = N(a)N(b);
2. N((a)) = |N(«@)| para todo a € Ok.

3. N(a) €a

DEMONSTRAGAO: Pela fatoracao tnica, para mostrar (1) é suficiente
mostrar que N(a)N(p) = N(ap) para um ideal primo p e um ideal a
qualquer. E como |Ok /ap| = |Ok /a|-|a/ap| basta mostrar o isomorfismo
de grupos abelianos O /p = a/ap. Pela fatoragao tnica, temos a # ap
e assim existe um elemento w € a\ ap. Em outras palavras, w é um
elemento de a tal que (w) é divisivel pela mesma poténcia de p que
divide a. Note que isto implica (pense no mdc de (w) e ap)

a=(w)+ ap.

De fato, a inclusao D é clara, de modo que a | (w) + ap. Por outro lado,
(W) +ap Dap < (w)+ap | ap. Das duas relagoes de divisibilidade,
concluimos que (w)+ap = a ou (w)-+ap = ap, mas a dltima possibilidade
nao ocorre pela escolha de w.

Agora considere o mapa ¢: Ok /p — a/ap dado por a mod p
aw mod ap, a € O, que estd bem definido pois se a € p entdo aw € ap.
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Pelo provado acima, ¢ é sobrejetor, assim para mostrar que ¢ é um
isomorfismo basta mostrar que ele é injetor. Mas se ¢(a + p) é zero, isto
é, aw € ap, entdao como (w) é divisivel pela mesma poténcia de p que
divide a, devemos ter p | (a) <= a € p. Isto completa a prova de (1).

Para provar (2), seja wi,...,w, uma base integral de O. Temos
entdo que awi, ..., aw, é uma base integral do ideal principal («), e es-
crevendo aw; em funcao dos wj, temos aw; = Y, -, a;jw; com a;j € Z.
Mas a matriz (a;;) é a matriz da transformacdo linear T, com relagdo &
base w;, na notagdo da proposicao 6.38. Assim, por esta 1ltima propo-
sicao e pelo lema 6.60, temos

N((a)) = [Ok /()| = | det(aij)| = | det Ta| = [N (e)|.

Finalmente, para (3) basta notar que como N (a) é a quantidade de
elementos em Ok /a, temos que N(a) -z = 0 (mod a) para qualquer
x € Ok pelo teorema de Lagrange, em particular para z = 1 obtemos
N(a) € a. O

6.6 Grupo de Classe e Unidades

COHIGQ&IIIOS com uma

Definicao 6.71. Seja K uma extensao finita de Q de graun = [K : Q).
Uma imersdo o: K — C € dita real se a imagem de K estd contida em
R, caso contrario o € dita complexa. Imersoes compleras sempre vém
a0s pares 0,7, pois podemos compor o com a conjugac¢do complexa para
obter uma mova imersao compleza.

De agora em diante, utilizaremos r para denotar o niimero de imer-
soes reais de K e 2s para o numero de imersées complexas, de modo que
r+2s =n=[K :Q]. Convencionaremos a seguinte enumeracao destas
imersoes

01,02,--.307;,  Op41,0741,0742, 0742, -+, Opts, Optgs -

imersoes reais pares de imersoes complexas conjugadas

Por exemplo, para K = Q(/2), temos trés imersoes em C, sendo r = 1
real e 2s = 2 complexas, dadas por 01(\3/5) = V2, 02(\3/5) = wv?2
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e 52(V2) = WV/2, onde w = *1%“/3 é uma raiz cubica primitiva da
unidade.
Vamos agora definir um mapa

i K — R"

a— (o1(a),...,op0(a),Roryi1(a), Sorii(a), ..., Roprys(a), Soris(a))

onde Rz e &z denotam a parte real e imaginaria do niimero complexo
z. Observe que 1 é injetor e é um morfismo de grupos abelianos, isto é,
¥(a+b) =(a) + 1 (b) para quaisquer a,b € K. Afirmamos que a ima-
gem de Ok por ¥ é um reticulado em R”. De fato, seja wy,...,w, uma
base integral de O, vamos mostrar que os vetores coluna 1 (w;) sao line-
armente independentes sobre R, ou seja, que det(¢(w1),. .., ¥ (w,)) # 0.
Recombinamos o, ; com So,4; para reobter o,4;: multiplicando a
(r 4+ 7 + 1)-ésima linha por 7 e somando com a (r 4 j)-ésima linha e, em
seguida, multiplicando a (r + j)-ésima linha por —% e somando com a
(r +j + 1)-ésima linha, para j = 1,3,...,2s — 1, obtemos, na notagao
da prova do lema 6.50,

1\s
det(p(w1), -, ¥(wn)) = (=3 ) +detd(wi,...,wn) #0.
De quebra, obtemos que

VOI(T/)(OK)) = |A(w1, - ,wn)|

é o volume deste reticulado. Como aplicagdo, vamos mostrar o seguinte

Lema 6.72. Seja a um ideal de Ok . Entdo existe um elemento a € a,
a # 0, tal que

INijo(a)] < (2) Niso(o) VIAGar, - wn)l

DEMONSTRAGAO:  Observe que (a) também é um reticulado, cujo
volume é N(a) = |Ok/a| vezes maior do que o do reticulado ¥(Ok).
Queremos aplicar o teorema de Minkowski 4.18 com o reticulado ¢ (a) e
o conjunto convexo e simétrico V' C R"™ definido pelas desigualdades

2 2 2 2 2 2
lz1] <o < e T T g SC X9 ] Ty SC
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onde ¢" = (2/7)° N g(a) (a)v/]A(wi, ... ,wy)|. O volume de V é
/ ... / / / dri...dz,
[z1]<c |z |<c I3+1+x$+2§02 m$+l+x$+2§c2

= (/;idm)r(/r2+y2§cz dxdy)s

= (2¢)"(nc?)® = 2w

Como 2"7%c" > 2" - Ng g(a) 275/ A(wy, ..., wy)| = 2" vol(i(a)) pela
escolha de ¢, pelo teorema de Minkowski existe a € a tal que a # 0 e
Y(a) € V, isto é, |oi(a)] < cpara i = 1,...,7 e opyj(a) - oprj(a) =
lor45(a)]? < c? para j=1,...,s. Logo

‘NK/Q(GH = |o1(a)- - or(a) - ory1(a)Fri1(a) - - - oris(a)Fris(a)] < "

0 que termina a prova. ]

Definicao 6.73. O grupo de classe de Og ¢é o grupo cujos elementos
sao classes de equivaléncia [a] de ideais fraciondrios a # (0) de Ok,
sendo dois ideais a e b equivalentes se eles diferem entre si por um ideal
principal:

[a] =[b] < a=0b-(c) para algum ¢ € K*.

E fdcil checar que a relagdo acima € uma relagdo de equivaléncia no
grupo multiplicativo dos ideais fraciondrios, compativel com o produto
deste ultimo grupo, de modo que podemos definir

def
[a] - [6] = [a - b].
Esta operacao nas classes de ideais torna este conjunto um grupo; a
identidade € a classe [(1)] (ou de qualquer ideal principal) e [a] =1 = [a™1].

O grupo de classe é uma medida da “falha da fatoragdo tinica” em
elementos irredutiveis. Por exemplo, para Z e Z[i], o grupo de classe é
trivial, pois todos os ideais sao principais. Um resultado importante é
que para o anel de inteiros Ok esta “falha” é limitada:
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Teorema 6.74 (Finitude do Grupo de Classe). O grupo de classe do
anel de inteiros O € finito.

DEMONSTRACAO: Ha uma quantidade finita de ideais com norma me-
. 2\ . . .

nor ou igual a C' = (2)"/|A(wy, . ..,wy)|, pois hd apenas um nimero

finito de inteiros m entre 1 e C' e se um ideal tem norma m, pela propo-

sicao 6.70 ele divide o ideal principal (m), que possui um numero finito

de divisores.

Seja .S este conjunto de ideais com norma menor ou igual a C. Basta
mostrar que qualquer ideal a de Ok é equivalente ao inverso de um ideal
em S. Porém pelo lema anterior existe a # 0 em a tal que |N(a)| <
C-N(a). Como a € a <= a| (a), existe um ideal b de Ok tal que
ab = (a), isto é, [a] = [b7!]. Por outro lado, N(a)N(b) = |N(a)| =
N(b) < C, ou seja, b € S, como querfamos mostrar. |

Exemplo 6.75. Mostre que o grupo de classe do anel Z[z\/g] possus dois
elementos.

DEMONSTRACAO: O discriminante da base integral 1 e iv/5 é
e | () Te@VE)| 2 0]
AL iv5) = Tr(iv/5)  Tr(—5) ‘ B ‘o —10‘ =2
Como ha apenas s = 1 par de imersdes complexas, pela demonstragao
acima, basta olhar para os ideais com norma menor ou igual a C =
%\/ﬁ < 2.85, ou seja, com norma menor ou igual a 2. Temos que (2) =
(2,14+14v/5)2, logo [(2,1+iv/5)]? = [(1)] e [(2, 1+i+/5)] é possivelmente o
tinico elemento nao trivial do grupo de classe de Z[iy/5]. Para terminar,
devemos mostrar que (2,14 41/5) ndo é principal. Mas se (2,14 iv/5) =
(d), terfamos que d | 2 = N(d) | N(2) =4ed|1+iV/5 = N(d) |
N(1+iv5) = 6, ou seja, N(d) = 2. Porém, N(a+bi\/5) = a® +5b> = 2
nao possui solucdo com a,b € Z. Assim, o grupo de classe de Z[iv/5] é
constituido das classes [(1)] e [(2,1 +iv/5)]. O

Vejamos como aplicar os conceitos acima na resolucao de equagoes
diofantinas:
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Exemplo 6.76. Resolva a equacio diofantina y° = x> + 5.

DEMONSTRAGAO:  Trabalhamos em Z[iy/5], pois neste anel temos a
fatoracdao y° = (z +iv/5)(x —iv/5). J4 vimos que o grupo de classe deste
anel possui apenas dois elementos. Além disso, temos que Z[Z\/g] X =41,
pois se a+biv/5 € Z[iv/5]*, a,b € Z, temos que N (a+biv/5) = a®+5b% =
1, logo a = £1 e b = 0. Observe ainda que x deve ser par e y, impar,
pois caso contrério terfamos y par, logo y* = 0 (mod 8), e x impar, logo
22 =1 (mod 8) = 22+ 5 = 6 (mod 8), um absurdo. Da mesma
forma, é facil mostrar que y nao é um multiplo de 5 também.

Sejam a = (z +iv/5) e b = (x —i+/5) os ideais principais gerados por
x £ iv/5. Reescrevendo a fatoracio acima em termos de ideais, temos

(v)° = ab. (+)

Se p é um ideal primo que divide a e b, entdo p divide z+iv/5—(z—iv/5) =
2i1/5 e temos a fatoracdo em ideais primos (2iv/5) = (2,1 +iv/5)%(iV/5).
Logo p = (2,1 +iv/5) ou p = (iv/5). Mas o primeiro caso ndo pode
ocorrer, pois caso contrario de (x) temos p | (y) = 2= N(p) | N(y) =
y? e y é impar; analogamente o segundo caso ndo ocorre pois 5 1 y.

Assim, a e b sdo primos entre si, de (*) temos pela fatoragao unica
em ideais primos que a = ¢ e b = 03 para ideais ¢, d de Z[i/5]. Como o
grupo de classe s6 possui dois elementos, o quadrado de qualquer classe
é trivial, e como a é principal, temos que a = ¢3 = [(1)] = [¢], isto &,
¢ é principal. Analogamente 0 é principal também. Resumindo, existem
a,b € 7Z tais que temos a igualdade de ideais

a=(a+biv5)? < (z+iV5) = (a+biV5)3.

Como dois elementos geram o mesmo ideal principal se, e somente se,
eles diferem de uma unidade, temos que z + iv/5 = ((a® — 15ab®) +
(3a?b— 5b%)iv/5). Daqui temos 3a?b—5b% = +£1 = b = +1. Testando
os valores, vemos que nao ha solugao inteira para a. Logo a equacgao
y3 = 22 + 5 nao possui solucodes inteiras. 0

Exemplo 6.77. Mostre que os anéis de inteiros O de K = Q(v/—n)
para n = 19,43,67,163 sao dominio de ideais principais.
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SOLUGAO: Devemos mostrar que o grupo de classe é trivial para estes

anéis. Temos, pelo exercicio 6.27, que O = Z + Zw onde w = Lt —,
de modo que o discriminante é dado por A(1,w) = —n. Assim, como ha

apenas s = 1 par de imersoes complexas, pela demonstracao do teorema
de finitude do grupo de classe, basta mostrar que os ideais primos p
com norma menor que C = % n sdo principais. Note que p | N(p)
(proposigao 6.70) e como Ok /p é um corpo finito, entao N (p) é poténcia
de algum nimero primo, assim p deve dividir (p) para algum nimero
primo p < C. Assim, basta mostrar que os ideais (p) sdo maximais, o
que pode ser feito exatamente como na proposicao 6.21 utilizando o fato
que () = —1. O

Os anéis acima sao exemplos de dominios de ideais principais que
nao sao euclidianos. Para mostrar isto, seja D um dominio e denotemos
por D o conjunto das unidades de D juntamente com o elemento zero.
Um elemento u € D\ D é chamado um divisor universal se para todo
z € D existe z € D tal que u | © — z. Por exemplo, 2 e 3 sao divisores
universais em Z.

Lema 6.78. Seja D um dominio que nao é um corpo e tal que D ndao
possui divisores universais. Entao D nao € um dominio euclidiano.

DEMONSTRACAO: Suponhamos por contradicao que D é euclidiano
com funcao euclidiana d (isto é, d: D \ {0} — N e para todo a,b € D,
b# 0, existem g e 7 com a =bg+ 17 er =0 oud(r) < d(b)). Definamos

S={d(v)|ve D\D}cCN.

Como D néo é um corpo, D # D e S é ndo vazio, logo possui minimo.
Seja u € D\ D tal que d(u) é minimo em S. Para cada z € D existem
q,r € D tais que £ = ug + r onde r = 0 ou d(r) < d(u). Pela mini-
malidade de d(u) sabemos que r € D e como u | z — 7, u é um divisor
universal, o que é absurdo. O

O seguinte teorema completa a prova da afirmagao de que os anéis
do exemplo anterior sao principais mas nao euclidianos.
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Teorema 6.79. Os anéis de inteiros de Q(v/—n) onde n = —5
(mod 24) nao sao euclidianos.

DEMONSTRAGAO: Como —n =1 (mod 4), temos que o anel de inteiros
de K = Q(v/—n) é D,, = Z + Zw onde w = @ Suponhamos que
D,, possui um divisor universal u. Como D,, = {—1,0,1}, segue que u
que divide um dos nimeros 2 — 1, 2+ 0 ou 2+ 1, isto é, u divide 2 ou 3.
Mas 2 e 3 sao irredutiveis em D,, (verifique!), logo u = £2 ou u = £3.
Porém, nenhum destes ntimeros divide quaisquer dos nimeros

3++vV-n 1++v—n —-1++/—n
IR R e P e s YN Wt o i
2 2 2
ja que nem 2 nem 3 dividem as normas
2
3++v/— 9
' "~ e 1 (mod 6)
2 4
¢ 2
+1+4+ - 1
’ tvony _ltn_ (mod 6),
2 4
logo tal divisor universal nao pode existir, assim pelo lema D,, nao é
euclidiano. 0

Queremos utilizar os métodos geométricos acima para estudar o
grupo de unidades de Ok. Vamos agora definir uma versao “multi-
plicativa” do mapa 1 anterior. Seja
p: Ox — R

a— (logloi(a)l,.. . loglor(a)],2log|ovi1(a)l, . .., 21og |oris(a)])
Temos que p é um morfismo de grupos: p(ab) = u(a) + w(b) para todo
a,b € Op. Além disso, a imagem de p estd contida no hiperplano
T1 + 22+ + Xpps = 0 pois Ng/g(a) = 1 (a é unidade) e assim

log |0 (a)| + -+« + log o (a)| + 210g |0y11(a)| + - + 2log or+5(a)]

= log ’01(0’) y _ O'T(G)O'T+1((I)ET+1((I) T O’T+S(Q)ET+5((I)‘
= log ]NK/Q(a)] =logl =0

O mapa p nao € injetivo como v, porém o seu kernel é finito:
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Proposicao 6.80 (Kronecker). Seja a € O tal que p(a) = 0, isto
é, lo(a)] = 1 para toda imersao o: K — C. Entao a € uma raiz da
unidade.

DEMONSTRAGAO: Para m > 1, a™ satisfaz o polinémio

H(a: —o(@)™) =z"+c " -+

g

onde o percorre todas as imersces de K em C. Note que como os coefi-
cientes ¢; deste polindomio sao funcoes simétricas elementares em o(a™),
que sao todos inteiros algébricos de médulo 1, temos que os coeficientes
¢; sao todos inteiros (c.f. demonstracao da proposigao 6.38) e satisfazem
a desigualdade |¢;| < (7:) Portanto s6 hd um numero finito de tais po-
linébmios! Assim, pelo principio da casa dos pombos, existem mj > mso
tais que a™ = a2 <= ™" =1, isto é, a é uma raiz da unidade.

O

Note que s6 hd um numero finito de raizes da unidade em uma ex-
tensao finita K de Q pois como 1(Of) é um reticulado, ha apenas um
nimero finito de elementos a € Ok com |o;(a)| = 1 para todo i. Note
ainda que o grupo de todas as raizes da unidade contidas em K é ciclico,
isto é, existe uma raiz da unidade (; em K tal que todas as demais se
escrevem como poténcias ¢} desta; a demonstracao deste fato é idéntica
a demonstragao da existéncia de raizes primitivas para um primo p, e é
deixada como exercicio para o leitor.

Vamos agora mostrar que p(Oj) é um reticulado no hiperplano

HY (@1, 2rs) €ER™ |2+ + 2y0 = O}

Como ja sabemos que p(O) é um subgrupo de H, ¢ suficiente mostrar
que a imagem de p € discreta e que existe um conjunto limitado B C H
tal que os transladados p(u) + B, u € O, cobrem todo o H.

O fato de que pu(Oy) é discreto é simples: se ||u(u)|| < R, entdo
|o;(w)] é limitado para todo i. Como 9 (Of) é um reticulado, temos que
h& apenas um numero finito de tais u’s, logo a interseccdo da imagem
de p com cada bola aberta é finita e portanto p(O%) é um conjunto
discreto.
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Para mostrar a existéncia de B, utilizaremos a seguinte notagao:
para a = (ay,...,a,) € R" denotaremos pelo mesmo simbolo a trans-
formacao linear dada por

a: R" - R"
(331, cee xn) — (CLlIl, ey QpTry Q41 Tp41 — Or42Tr42, Qr42Tp4+1+
+ Arp1Tr4+2, - -+ Qr425—1Tr425—1 — Qr4+25Tr2s,

Or4+2sTr42s—1 1 a7‘+25—1$7‘+25)

de modo que 9 (ab) = (a)(b) = ¥ (b)y(a) (vistos como transformagoes
lineares) para todo a,b € K. Note que quando a = 1(a), o determinante
desta transformacao linear é exatamente N (a), de modo que se a € OF,
esta transformacao preserva volumes.

Vamos reescrever nosso problema em notacao “multiplicativa”. Seja

H'={(z1,. .., 2n)€R" | 1 ... 2p(2) 11420 40) - (2710 1 +27405)= £ 1}

a “hiperficie dos elementos de norma +1”. Note que ¥(u) € H' e
Y(u)H' C H' para todo u € OF. Para mostrar a existéncia do conjunto
B é suficiente mostrar a existéncia de um conjunto limitado B’ C H’ tal
que

H= ] ¢wB.
uGO;;
Precisamos de um
Lema 6.81. Dado C > 0, existem elementos aq, ...,an em O tais que

se Ngjg(a) < C entdo o € associado a algum o, isto ¢, existe u € Oy
para o qual o = uay;.

DEMONSTRAGAO: HA& um nimero finito de ideais com norma menor ou
igual a C, em particular hd um nimero finito de ideais principais com

norma igual a C, digamos (aq), . .., (). Assim, dado a com N(«a) < C,
temos que () = («o;) para algum i e portanto @ = uc; para alguma
unidade wu. ]

Ja sabemos como produzir elementos de norma pequena pelo
lema 6.72. Na notacao da prova daquele lema, aplicado ao ideal a = (1),
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considere o conjunto VCR™ 14 definido e seja C=(2)*\/|A(w1, ..., wy)|-
Sejam «; como no lema anterior. Definimos

B'=Hn |J "V

1<i<h

Vamos agora mostrar que os conjuntos ¥ (u)B’, u € O, cobrem H'.
Tome x € H'. Considere o conjunto x 'V, que possui mesmo volume
que V e ainda é convexo e simétrico. Assim, existe a € O, a # 0,
tal que ¢¥(a) € x V. Isto implica que N(a) < C e portanto existem
u € O e q; tais que @ = ua;. Assim, Y(ue;) € x 1V «— x¢€
Yu (o YV Cp(u!)B.

Agora podemos dar a caracterizacao completa do grupo de unidades
do anel de inteiros de uma extensdo finita de Q:

Teorema 6.82 (Dirichlet). Seja K uma extensao finita de Q, r o nu-
mero de imersoes reais de K e s igual a metade do nimero de imersoes
complezas de K. Entdo o grupo de unidades Oj; € finitamente gerado
de posto r+ s —1, isto €, existem unidades uy, ..., Up1s—1 € uma raiz da
unidade (¢ € K tal que toda unidade de Ok se escreve de maneira unica
como
Fugt . oute a€Zjt ee; €L

DEMONSTRAGAO: Temos que p(Of) é um reticulado de H, logo exis-
tem unidades ug,...,ur+s—1 tais que

/L(OIX() =Z- :u(ul) ++Z- :UJ(urJrsfl)'

Além disso, existe uma t-ésima raiz da unidade {; que gera o kernel de p.
Assim, dada uma unidade u € O, existem inteiros e; € Z, unicamente
determinados, tais que

—€r4s—1

p(u) = erp(ur) + -+ erps—1p(Urps—1) = N(uul_el e Upysq )=1

. o o —e1 —€r4s—1 __ a
e agora existe um tnico a € Z/t tal que vu; ... u "7 = (', e o

resultado segue. O

Por exemplo, como hé duas imersoes reais de Q(v/2) em C, temos
que o grupo de unidades de Z[ﬂ] tem posto r—1 = 1. E de fato, temos
que Z[v2]* = {£(1 ++/2)" | n € Z} pois as unidades correspondem s
solugoes da equacao de Pell N(z + y\/i) =22 — 2y% = +1.
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Problemas Propostos

6.27. Seja d um inteiro livre de quadrados. Mostre que o anel de inteiros

de Q(vd) é Z + Zw, onde

{\/& sed=2,3 (mod 4)
w= :

1+T\/& sed=1 (mod 4)

6.28. Determine o anel de inteiros de Q(+/2).

6.29. Fatore os sequintes ideais de Z[iv/5] em produto de ideais primos:

(2), (3), (5), (7), (11), (23), (7 + 3iv/5).
6.30. Seja (5 uma raiz quinta primitiva da unidade.

(a) Mostre que 1+ (s, 1+ (5 + 2 e 1+ (5 + 2+ ¢ sdo unidades
em Z[Cs]. Mostre que (1 — (5) € um ideal mazimal em Z[(5] e que

(5) = (1—¢)*

(b) Mostre que o anel de inteiros algébricos de Q((s) € Z[(5) = Z+ 75+
Z$E + 7GE.

Dica: Utilize a base (1 — (5)! e analise médulo (1 — (s).
(c) Fatore em ideais primos de Z[(s]: (2), (3) e (T+(5).
(d) Determine o grupo de classe de Z[(s)].

6.31 (Teorema Chinés dos Restos). Seja A um anel comutativo qualquer
e sejam ay, ..., a, ideais dois a dois coprimos, isto €, a; +a; = (1) para
i # j (esta condicao € por exemplo satisfeita se os a; sdo todos mazximais
distintos). Mostre que

(CL) anN---Na,=a0ay-...-0a,
(b) Temos um isomorfismo

A A
ai-...-ay arnN---Nay a ap

dado pelo mapa natural a mod a; N---Na, — (a mod ajy,...,a mod
an).
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6.32. Mostre que qualquer ideal a no anel de inteiros Ok de uma ez-
tensdo finita K de Q pode ser gerado por 2 elementos.

6.33. Determine o grupo de unidades e o grupo de classe do anel de
inteiros de Q(+/14). Encontre todas as solu¢oes da equagdo diofantina
2?2 — 14y% = 22.

6.34. Determine todas as solucées inteiras (x,y,n) da equagdo 5x*+1 =
y?" 1 comn > 1.

6.35. Neste exercicio, mostraremos que

ZIV2 = {£(V2-1)" | n€Z}

Para isto, seja w = €2™/3 (uma raiz cibica primitiva da unidade) e

sejam o @(\3/5) < C as trés imersoes de Q(3/2) em C dadas por
0j(V2) = wlV/2 para j =0,1,2.

(a) Verifique que ¥/2 — 1 € Z[v/2]*.

(b) Seja u € Z[V2]*. Mostre que existe k € 7 de modo que uma das
sequintes unidades

v (V21w (Y2
s (V2-1F e (Y2

pertenca ao intervalo aberto (3,1).

(¢) Defina o “tamanho” ||a|| € R>q de um elemento o € Q(3/2) por
def
e = foo(@)* + lor(a)? + |oz2(a)]? = [af* + 2|01 ()]
Verifique que, para a,b,c € Q, temos
la+ 092+ ¥4 = 3- (a® + (b52) + (c¥/4)?)
(d) Utilize o fato que, para todo u € Z[v/2]*,
1= [ Ng 20 @)] = Jul - o1 ()
para mostrar que se 3 < u < 1 entdo ||u||? < 5. Conclua que u = %1.

(e) Conclua que Z[/2]* = {£(V2 - 1)" |n € Z}.



Capitulo 7

Primos

Desde tempos remotos, problemas concernentes a nimeros primos
tém fascinado os matemadticos. De fato, Karl Friedrich Gauf} (1777-
1855) chegou a afirmar em seu Disquisitiones Arithmeticae (1801): “O
problema de distinguir ntimeros primos de compostos e de decompor
esses ultimos em seus fatores primos é conhecido como sendo um dos mais
importantes e uteis na aritmética...... a dignidade da propria ciéncia
parece requerer que todos os meios possiveis sejam explorados para a
solucdo de um problema tao elegante e tao celebrado” (traduzido de
Knuth [83]).

Este capitulo aborda primos sob diversos aspectos: o analitico, o al-
gébrico e até mesmo o computacional. Veremos algumas conjecturas e
problemas em aberto sobre primos que ainda hoje desafiam os matema-
ticos profissionais.

7.1 Sobre a Distribuicao dos Nimeros Primos

Nesta segao estudaremos alguns resultados sobre a distribuicao dos
nimeros primos.

7.1.1 O Teorema dos Numeros Primos

J& vimos que existem infinitos primos; o teorema dos niimeros primos
dé uma estimativa de quantos primos existem até um inteiro x, ou seja,
descreve a distribui¢@o dos primos. Defina 7(x) como sendo o nimero de
primos p com 2 < p < z. J4 sabemos pelo teorema de Chebyshev 5.15
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que 7(x) estd entre cx/logx e Cx/logx para duas constantes ¢ < C.
Na verdade, temos um resultado muito mais preciso:

Teorema 7.1 (Teorema dos Nimeros Primos).

lim ) _
z—o0 1/ log x

Este resultado foi conjecturado por varios matematicos, inclusive por
Legendre e Gauf}, mas a demonstragao completa s6 foi encontrada em
1896, por de la Vallée Poussin e Hadamard (independentemente). Nao
demonstraremos este teorema aqui: as demonstragoes elementares co-
nhecidas sao todas bastante dificeis (lembramos que uma demonstragao
é dita elementar quando nao usa ferramentas avancadas: muitas de-
monstragoes elementares sao longas e sofisticadas). Uma demonstragao
deste teorema, que utiliza ferramentas de Analise Complexa, encontra-se
no apéndice A deste livro, que reproduz, com pequenas modificacoes, a
dissertacao de mestrado de Jorge Aarao.

Uma aproximacao mais precisa para 7(x) é dada por

Li(z) = / G
0 logt

onde tomamos o valor principal desta integral, ou seja,

1—¢ T
dt dt
Li(z) = lim/ o +/ —;
e=0 /), logt 14e logt

lim Li( )
eioo Tog(a) [

claramente

Sabe-se entretanto que

|m(x) — Li(z)| < O pe—(logz)*/3(loglogz) =1/

para algum valor das constantes a e C' (independente de x). Em parti-
cular, para qualquer k£ > 0 existe C' > 0 tal que, para todo x,

r(r) ~ Li(o)] < C sy,
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o que mostra que Li(x) (e mesmo z/(logz — 1)) é uma aproximacao de
7(x) bem melhor do que z/log .

Em 1901 von Koch mostrou que a hipdtese de Riemann, ja mencio-
nada, equivale a dizer que para todo € > 0 existe C' com

(@) — Li(2)| < Ca'/24,

ninguém sabe demonstrar que esta estimativa seja correta sequer para
algum valor de e < 1/2. A hipé6tese de Riemann também implica que
existe C' com

|7 (x) — Li(z)| < C2'/?log z,

o que daria uma estimativa para o tamanho deste erro muito melhor
do que as que se sabe demonstrar. Por outro lado, sabe-se demonstrar
que nao pode existir nenhuma estimativa muito melhor do que esta para
|7(z) — Li(x)|: Littlewood provou em 1914 que, para todo M > 0,
existem inteiros x1 > M e x5 > M com

1 /z1logloglog x1
3 log x1
1 \/z2logloglog x2
3 log o ’

m(x1) — Li(z1) <

)

7r(x2) — Li(xg) >

7.1.2 Primos Gémeos e Primos de Sophie Germain

Dizemos que p e ¢ sdo primos gémeos se p e ¢ sao primos e [p—q| = 2.
Conjetura-se, mas nao se sabe demonstrar, que existem infinitos pares
de primos gémeos. Sao conhecidos pares de primos gémeos bastante
grandes, como 65516468355 - 2333333 + 1 que tém 100355 digitos cada.
Brun, por outro lado, provou em [23] que primos gémeos sao escassos no
seguinte sentido: se

mo(z) =#{p <z | pep+2sao primos}

é o numero de pares de primos gémeos até x entao

Em particular, isto implica que

Z 1<—i—oo,

p primo gémeo
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enquanto sabemos que a soma sobre todos os primos Ep primo %

(teorema 5.24). Brun provou posteriormente em [24] que

diverge

1002
(log z)?

para x suficientemente grande. Acredita-se, mas nao se sabe demonstrar,
que mo(x) seja assintético a Cw/(log x)? para alguma constante positiva
C'. Deixamos como exercicio provar a seguinte caracterizacao de primos
gémeos devida a Clement. Seja n > 2; os inteiros n e n + 2 sdo ambos
primos se, e somente se,

7'('2(1’) <

4(n—=1)!'+1)+n=0 (mod n(n+2)).

Os primos p para os quais 2p + 1 é primo sao chamados de primos
de Sophie Germain. Este nome é usado porque Sophie Germain provou
o chamado primeiro caso do Ultimo teorema de Fermat (demonstrado
completamente por Wiles e Taylor) para primos p desta forma.

Proposicao 7.2 (Sophie Germain). Sep e 2p+1 sao primos comp > 2,
entdo nao existem inteiros x,y, z com mde(z,y,z) =1 e pf xyz tais que
P +yP + 2P = 0.

DEMONSTRAGAO: Observe inicialmente que 2p + 1 | zyz: caso con-
trario, pelo pequeno teorema de Fermat, 2’ = 1 (mod 2p + 1), o que
equivale a (2P — 1)(2P + 1) = 0 (mod 2p + 1). Assim, temos que P =
+1 (mod 2p + 1) e analogamente y? = +1 (mod 2p + 1) e 2P = +£1
(mod 2p+1). Mas a? + 4P + 2P = +1+£1+1 # 0 (mod 2p + 1), um
absurdo.

Por outro lado, temos

(2l = (y+ )@~y 2 — g R )

Vamos mostrar que os dois fatores da direita sao primos entre si. Se
g é um primo que divide ambos os termos, entdo y = —z (mod q) e
portanto 0 = yP~1 — yP "2z 4 ... 4+ 271 = pyP~! (mod q); temos q # p
pois q | z, assim ¢ | py?~! = ¢ |y, masentdo 2= —y =0 (mod q) e ¢
dividiria simultaneamente z, y, z, contrariando a hip6tese mde(zx,y, z) =
1. Assim, pela fatoragdo tnica em primos existem inteiros a, d tais que

a? =y+z e AP =yP P2 P2 g P
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e analogamente
W=z+z2 e I R S
-1 -2 -2 -1
Cp::L“i'y e fp::va _:L»p y+_xyp +yp

para b, c, e, f inteiros.

Como 2p + 1 | xyz, podemos supor sem perda de generalidade que
2p+1| x. Assim, de 2z = b’ + P — aP, temos que 2p+1 | P + P —aP e
o mesmo argumento no inicio da demonstracdo mostra que 2p + 1 | abe
também. Masse 2p+1|b=x+zou2p+1|c=z+y, como2p+1|zx
e aP + yP + zP = 0 terfamos que 2p + 1 | mde(zx,y, z) = 1, um absurdo.
Por outro lado, temos f? = y?~! (mod 2p + 1) e se 2p + 1 | a, entdo
2p+1fdey=—z (mod 2p+1) = dP = py?~! (mod 2p+1). Assim,
2p + 1| f, pois caso contrario terfamos +p = pfP = pyP~! = dP = +1
(mod 2p + 1), um absurdo. Mas neste caso, 2p + 1 | z também, o que é
impossivel ja que mde(z, y, z) = 1, completando a prova. o

Alguns primos de Sophie Germain bastante grandes sdo conhecidos,
como 183027 - 2265440 _ 1 " que tem 79911 digitos. Sabe-se também que
se mgg(x) denota o nimero de primos de Sophie Germain menores do
que x entao existe C' tal que para todo x

TSG (x) <C @
Acredita-se que msg(z) seja assintético a cx/(logz)? para algum ¢ >
0, mas nao se sabe demonstrar sequer que existem infinitos primos de
Sophie Germain.

Em geral, dados a, b, c nimeros inteiros positivos, dois a dois pri-
mos entre si e com exatamente um de tais niimeros par, denotamos por
Tabc(z) a quantidade de pares de niimeros primos (p, ¢) que satisfazem
a condicao aq — bp = ¢ com p < x. Hardy e Littlewood conjecturaram
em [69] a seguinte estimativa assintdtica para 7, p (2):

Conjetura 7.3 (Hardy, Littlewood).

2C «x p—1
)~ e 11 (553):

plabc
p primo>2

onde C = ] (l—ﬁ)

p primo
p>2
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Em particular, se a = 1, b = 1 e ¢ = 2 temos que 7112 = 72, € se
a=1,b=2ec=1temos que 7 2,1(z) é o nimero de primos de Sophie
Germain menores do que ou iguais a .

Nesta secao, provaremos o corolario do teorema de Brun, segundo o
qual a série dos inversos dos primos gémeos converge. Pelo mesmo argu-
mento se prova que a soma dos inversos dos primos de Sophie Germain
converge, 0 que mostra que os primos gémeos, assim como os primos de
Sophie Germain, sao bem mais raros que os primos.

Antes de enunciar a proposi¢ao fundamental desta se¢do, precisamos
dos seguintes lemas.

Lema 7.4. Sejam m el numeros naturais com | > 1. Entdo

> <Y ud < Y ud),
dlm

dlm dlm
w(d)<2l—1 w(d)<2l

onde w(d) denota o nimero de fatores primos distintos de d.

DEMONSTRAGAO: Se m = 1, os trés termos sao iguais a 1. Se m > 1,
o termo do meio é igual a 0 pelo lema 5.8. Agora seja k = w(m). Como
p(d) # 0 implica que d é produto de primos distintos, para todo s temos

que
> ua@ =Y 3 wa =3 (5)ey
widres S =

pois se d é produto de j primos distintos entao u(d) = (—1)7 e existem
(l;) produtos de j primos distintos que dividem m. Por outro lado,

% (e = [(57)+ G- (")

S

S . .
em particular, se s é par ) (?)(—1)3 >0, eseséimpar Y, (’;.)(—1)] <
j=0 =0

0, como queriamos demonstrar. 0
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Lema 7.5. Sejam m um produto de primos distintos e b, ¢ inteiros pri-
mos entre si. O numero de solugdes de x(bx+c) =0 (mod m) contadas
modulo m é

def d(m) w(m)—w(mdc(m,bc))
= """ = 2 ?
Foe(m) d(mdc(m, bc))

onde d(n) e w(n) denotam o nimero de divisores de n e o nimero de
fatores primos distintos de n, respectivamente.

DEMONSTRAGAO: Note que toda solugao de z(bz + ¢) =0 (mod m) é
solucao do sistema de congruéncias

x= 0 (modr)
br = —c (mod m)

para algum r | m. Por outro lado, para cada r|m, temos que mdc(r, 7)=1
pois m é um produto de primos distintos, assim pelo teorema chinés
dos restos o sistema acima possui uma unica solucdo x, moédulo m se
mdc(b, 7*) = 1 <= mdc(m,b) | r, ou nenhuma caso contrdrio, uma
vez que mdc(b,c¢) = 1. Assim, devemos contar o niumero de solugoes
x, distintas médulo m quando r percorre os divisores de m tais que

mdc(m, b) | r.
Sejam 7 e s dois divisores de m que sao multiplos de mdc(m,b) e
suponha s = x, (mod m). Temos que t = ﬁrgs((g’ss)) (a “diferenca si-

métrica” dos primos que dividem r e s) divide simultaneamente zs e
brs + ¢, logo t | ¢ e como 7,5 | m temos que t | mde(c,m). Reciproca-

mente, dado r como antes e um divisor ¢ de mdc(m, ¢), podemos definir
mme(r,t)
mdc(r,t)
é tal que x5 = z, (mod p) para todo primo p | m, ou seja, temos x5 = x,
(mod m). Assim, utilizando a multiplicatividade de d(n), temos que o
nimero de solucoes é

5= , de modo que mdc(m, b) | s | m; a solugao correspondente x

d(m/mdc(m, b)) d(m) gw(m)

— oW (m)—w(mdc(m,bc))

d(mdc(m,c))  d(mdc(m,bc))  2w(mde(mbe)
O

A seguinte proposigao é baseada na exposigao de Y. Motohashi [109]

sobre o chamado método do crivo. Ela implica que 7o (z)=0 (x(%ﬁ) ;
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Brun provou um resultado mais forte para primos gémeos, a saber

ma(x) = O(W). A proposicao seguinte, no entanto, tem uma prova
mais simples, e ja é suficiente para garantir que a série dos inversos dos

primos gémeos converge, como veremos no final desta segao.

Proposigao 7.6. Sejam a,b, c inteiros positivos, primos relativos dois
a dois e com exatamente um deles par. Entao

Tape(z) =0 (53 <lolg01go§x)2)

DEMONSTRAGAO: Seja z < /% e defina

def R . . ~ ..
P,(z) = produto dos primos menores ou iguais a z que nao dividem a

[§]

Cfkbk+e)| 1<k <z}

bk + ¢

Observemos que se y = k(bk +¢) € A com k e

b
v > —k > z e portanto mdc(y, Pa(2)) = 1. Assim, temos que
a

primos e k > §2

entao

a

Tape(®) < #{y € A | mde(y, Pa(2)) = 1} + mape(2)

< #{y € A|mde(y, Pa(2)) = 1} + 32

De fato, esta ultima parcela z < %\/% nao afeta nossa estimativa, logo
basta limitar o tamanho da primeira parcela. Para isso, observemos que
pelos lemas 5.8 e 7.4, temos, para todo [ > 1,

#yeAlmde(y, Pu(2)) =1} =) > pu(m)

y€A m|mdc(y,Pa(2))

<> pm)

y€A m|mdc(y,Pa(2))
w(m)<2l

= 3 u(m)|Anl

m|Pq(2)
w(m)<2l
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onde A, def {y € A | m divide y}. Mas do lema 7.5 segue que

Am - %fbc(m) < fbc(m)7

pois de cada conjunto de m inteiros consecutivos k, exatamente fp.(m)
deles sao tais que m | k(bk 4 ¢). Assim

#{yGA\de(y, a(2)) =1} <

z 30 pw(m) foc(m) fbc +O<Z Foolm )

m|Pq(z) m|Pq(z)
w(m) <21 w(m)<21

Como m | P,(2) e w(m) < 2] implica que m é produto de no méximo
21 primos distintos menores ou iguais a z, segue que m < z2! e o dltimo
somando pode ser limitado como

D felm) < 3 d= 3 D1
:;n(‘rfslé;)l 1<r<22 1<r<22t d|r
ZQZ 21 Z2l
_ z ol 1
- >5[ =23
d=1 d=1

= O(z*log(*))

Portanto, o propdsito é escolher z e [ adequados, de tal forma que o
termo limitado por z%log(z%) seja pequeno comparado com o outro.
Tal escolha sera feita mais para frente e dependerd também da limitacao
do somando principal

Z :u fbc Z H fbc( )_ Z H( )fbc( )7

m|Pq (z) m|Pa m|Pgq (z)
w(m)<21 w(m)>21+1

assim, temos que dar valores a z e [ de tal forma que cada um destes

termos seja dominado por O((%)Q)

¢ multiplicativa, e as-

Para isto, observemos que a fungao W

sim > u(m)f bC(m também é multiplicativa (teorema 5.4), logo podemos
mln



[SEC. 7.1: SOBRE A DISTRIBUICAO DOS NUMEROS PRIMOS 317

utilizar o teorema 5.24 de onde temos que

3 p(m) foc(m) fbc _ <1+M q) foc(q > AH (1_)

m|Fa(z) ) 3<q<z
= Aexp Z log 1 2)
q primo q
3<g<lz
= exp( -2 Z )
g primo
q<z

= exp(O(1) — 2loglog z) = O((log z) ?)

onde

1 1 2) ! s
5 Il (1 — 5) (1 - 5) se A é impar
g primo
| 3<q<z,q|bc
g 1 2\ 7!
I (1—5) (1—5) se A é par.
3<%z albe

Para estimar o termo restante, observe que w(m) > 20 + 1 implica
Foe(m) > L=, donde fyo(m) < %272 fo(m)2. Assim,

Z p(m) foe(m) < @2721 Z (fbc(m))Q.
m|Pq(2) ' 2 m|Pq(z) m
w(m)>21+1

(fbc( )) )

é multiplicativa, segue que > M
mln

Como é multiplicativa e
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portanto
(fbc(m))2 (fbc
Z T = H 1+ ~— | =8B H
m|Pa (Z) g primo q primo
q|Pa(z) 3<q<z
4
= Bexp( Z log (1 + ))
g primo q
3<g<z
:exp< )+4 Z ) = exp(O(1) + 4loglog z)
q p!‘lﬂ]O
q<z
= O(log" 2),
onde
-1
3 11 (1 + %) <1 + %) se a é fmpar
g primo
B = 3<g<z,qlbc \ .
I (1—1—5) (1+§> se a é par.
3<q<zqlbe

Desta forma obtemos que

#y € Al mde(y, Pa(2)) = 1} =
= O(z(log 2)™2) + O(22 % log™ 2) + O(2% log(z?)).

Precisamos escolher z e [ de tal forma que a ordem de grandeza dos
somandos a direita sejam simultaneamente “pequenos”. De fato, fazendo

1 1
og ) . l:{ og T

_— = |blogl
201oglog x 4log zJ [5loglog z],

z = exp(

temos que

log



[SEC. 7.1: SOBRE A DISTRIBUICAO DOS NUMEROS PRIMOS 319

O(xz27 % 1og" z) = O(x exp(—101log 2loglog z) - log* z)

_ log = 4
— 6 ..
_O<mlog ’ (10g10g$> )

x
=0 ,
< (loglog )4 log? x>

pois 10log2 > 6. Isto completa a prova, pois as fungoes /zlogx e

T

2
TlogTog 2)T1og%= sao dominadas pela funcao z (M> . O

log z

Corolario 7.7. > % < 00.

p,p+2 primos
DEMONSTRAGAO:
- 1 & m(2n)
Y ;=2 D8 ST
p,p+2 primos n=0 p,p+2 primos n=0
2n§p<2n+1
00 2n+1(log(n+1))2
o n+1
-0 (3 A
n=0
00
log(n +1)\2
oy (len Y
() <

7.1.3 Outros Resultados e Conjeturas sobre Primos
Nesta secao veremos o enunciado de alguns resultados classicos sobre

numeros primos. Também veremos varios problemas em aberto famosos.

Teorema 7.8 (Dirichlet). Dados naturais a,d com mdc(a,d) =1, exis-
tem infinitos primos da forma a 4+ dn (com n natural).

A demonstracdo usual deste teorema, dada no apéndice A, usa va-
ridveis complexas. Muitos casos particulares admitem demonstracoes
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elementares mais ou menos simples. O leitor nao deve ter dificuldade
em demonstrar, por exemplo, que existem infinitos primos da forma
4n + 3 ou 6n + 5.

A seguir mostramos um caso particular do teorema de Dirichlet, no
qual usaremos ferramentas elementares para sua prova. Usaremos o
polinémio ciclotémico ¢y, (x) definido indutivamente pela férmula

H(Z)g(x) =z™—1.

Lm

Verifica-se facilmente que ¢,,(z) é o polinémio ménico de grau ¢(m)
cujas raizes s@o exp(2kmi/m), 0 < k < m, mdc(k,m) = 1. Além disso,

Om(x) € Z[x].

Teorema 7.9. Para todo inteiro positivo d, existem infinitos primos na
progressao aritmética S = {dn + 1},¢eN.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que em S existe apenas um nidmero
finito de primos p1,...,p; e definamos a = 2dp; - - - p;. Seja ¢ um divisor
primo de ¢4(a). Dado que q | ¢4(a) | a® —1, temos que a? =1 (mod q).
Mostremos que d = ordg a. De fato, se e = ord, a é um divisor préprio
de d, como o polinémio (2¢ — 1)¢g4(z) divide 2% — 1 entdo a mod q serd
raiz dupla de 2¢ —1 € Z/(q)[x]. Mas q | a?—1 e d | a implica q { d, assim
todas as raizes de % — 1 sdo simples porque sua derivada dz?~! s6 é nula
emz =0 (mod q), que nio é raiz de z? — 1. Portanto d = ord, a e assim
d|g—1,isto é, g =nd+1 € S, mas q # p; pois ¢ | a® —1 = q1ta,
logo q ¢ S, o que é uma contradicao. ]

Existem vérios refinamentos conhecidos do teorema de Dirichlet. De-
finimos mq4(z) como sendo o nimero de primos da forma a + dn no
intervalo [2, z]. De la Vallée Poussin provou que

lim Wd,a(x) _ L’
z+oo m(z)  p(d)
isto é, todas as possiveis classes médulo d tém aproximadamente a
mesma proporcao de primos. Uma prova deste resultado, utilizando
variaveis complexas, encontra-se no apéndice.

Por outro lado, Tchebychev observou que para valores pequenos de

z, m32(x) — m31(x) e my3(x) — ma1(x) s@o positivos. Um teorema de
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Littlewood, entretanto, demonstra que estas fungoes mudam de sinal
infinitas vezes. Em 1957, Leech demonstrou que o menor valor de x
para o qual m43(x) — mg1(z) = —1 é 26861 e em 1978 Bays e Hudson
demonstraram que o menor valor de x para o qual w3 2(z) —731(z) = —1
é 608981813029.

Seja p(d,a) o menor primo da forma a + dn, n inteiro e

p(d) = max{p(d,a) | 0 < a < d,mdc(a,d) = 1}.

Linnik (1944) provou que existe L > 1 com p(d) < d* para todo d
suficientemente grande. A melhor estimativa conhecida para L é L <
5,5, devida a Heath-Brown (1992), que também conjecturou que

p(d) < Cd(log d)?.

Por outro lado, ndo se sabe demonstrar que existam infinitos primos
da forma n? + 1; alids, ndo existe nenhum polindémio P em uma varidvel
e de grau maior que 1 para o qual se saiba demonstrar que existem
infinitos primos da forma P(n), n € Z. Mas, existem muitos polinémios
em mais de uma varidvel que assumem infinitos valores primos: por
exemplo, prova-se facilmente que todo primo da forma 4n + 1 pode ser
escrito também na forma a®+b%, a,b € Z (ver teoremas 4.6, 4.19 e 6.12).
Recentemente, Friedlander e Iwaniec provaram um resultado muito mais
dificil: que existem infinitos primos da forma a? + b*.

Um dos problemas em aberto mais famosos da Matematica é a con-
jectura de Goldbach: todo niimero par maior ou igual a 4 é a soma de
dois primos. Chen demonstrou que todo nimero par suficientemente
grande é a soma de um primo com um ndmero com no maximo dois
fatores primos. Vinogradov demonstrou que todo impar suficientemente
grande (por exemplo, maior do que 3315) é uma soma de trés primos.
Mais recentemente, H. Helfgott anunciou ([68]) uma demonstragao de
que todo impar maior do que 5 é soma de trés primos.

Seja p, 0 nm-ésimo nimero primo. O teorema dos ntimeros primos
equivale a dizer que (c.f. corolario 5.16)

Pn

lim =1
n—oo nlogn

Por outro lado, sabe-se muito pouco sobre o comportamento da fungao
dyp = pPn+1 — Pn- Por exemplo, a conjectura de que existem infinitos
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primos gémeos equivale a dizer que liminf d,, = 2. Seja

L = liminf dn ;
log pn

Erdds provou que L < 1 e Maier que L < 0,248. Apenas em 2005, D.
A. Goldston, J. Pintz e C. Y. Yildirim provaram que L = 0 (ver [57]).
De fato eles provaram bem mais (ver [58]): por exemplo, temos

dy,

B e pulog ogp)?
E, em 2013, Y. Zhang realizou um avango muito importante, provando
que liminfd, < 70000000 (ver [155]). Erdés também provou que o
conjunto dos pontos de acumulacao de d,/logp, tem medida positiva.
Por outro lado, pelo postulado de Bertrand, sempre existe pelo menos
um primo entre m e 2m, ou seja, d, < p,. Em 1931, Westzynthius
provou que

y d,
im sup log p = 00,
n

e em 1963 Rankin, completando um trabalho de Erd&s, mostrou que

d,,(loglog log py, )?

> e’ =~ 1,78107
log p,, - log log py, - logloglog log p, — ¢ ’

lim sup

onde 7 é a ja mencionada constante de Euler-Mascheroni. Este resultado
foi melhorado por Pomerance e posteriormente por Pintz, que provou que
o lado esquerdo é maior do que ou igual a 2¢” (ver [115]). Conjetura-se
que
lim sup -y =C
(log pn)?

para alguma constante positiva C'. Observamos que a primeira vez que
dy, > 1000 ocorre para p, = 1693182318746371, quando d, = 1132, o
que foi descoberto recentemente por T. Nicely e D. Nyman.

Outra conjectura famosa é que sempre ha pelo menos um primo entre
n? e (n + 1)2. Por outro lado, sabe-se que existe um primo entre n3 e
(n+1)3 para todon > e (ver [33]). Mais ainda, para  suficientemente
grande, sempre existe um primo no intervalo (z,x +z") onde w = 0.525
(ver [11]).

Ben Green e Terence Tao provaram em [62] que existem progres-
sOes aritméticas arbitrariamente grandes formadas exclusivamente por
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nimeros primos (veja [7] para um texto expositério sobre este teorema
e outros resultados relacionados). A maior progressao aritmética conhe-
cida formada exclusivamente por nimeros primos, que tem 26 termos,

7

[§]

43142746595714191 + 5283234035979900 - n =
43142746595714191 + 23681770 - 234 - n,

para n = 0,1,...,25, onde n# denota o produto dos primos menores
do que ou iguais a n. Esta progressao aritmética foi descoberta em
12 de abril de 2010 por Benoat Perichon usando um programa desen-
volvido por Jaroslaw Wroblewski em Geoff Reynolds, em um projeto
distribuido do PrimeGrid, que é um projeto cooperativo para procu-
rar primos grandes de diversos tipos - veja http://www.primegrid.com/
para mais informagoes.

Sierpinski provou que existem infinitos niimeros naturais k tais que
k- 2" + 1 é composto para todo natural n e Riesel provou o mesmo
resultado para k - 2" — 1. Conjetura-se que os menores valores de k
com as propriedades acima sao respectivamente 78557 e 509203. Ha
um projeto cooperativo, que consiste em procurar primos grandes, para
demonstrar estas conjecturas (veja observagao a seguir).

Também existem infinitos naturais impares k& que sao simultanea-
mente nimeros de Sierpinski e de Riesel, os chamados nimeros de Brier.
O menor niimero de Brier conhecido é 143665583045350793098657. Veja

http://oeis.org/A076335

e as paginas e referéncias 14 mencionadas para mais informagoes.
O leitor interessado em aprender mais sobre problemas em aberto
em teoria dos nimeros pode consultar [63].

Observagao 7.10. Um sumadrio de vdrios projetos cooperativos para en-
contrar primos grandes pode ser visto em http://www.prothsearch.net/
Projetos ativos que pretendem provar que 78557 e 509203 sao os menores
numeros de Sierpinski e Riesel podem ser encontrados respectivamente
em

http://www.seventeenorbust.com/ e http://www.rieselsieve.com/.

O projeto Seventeen or Bust tem obtido resultados particularmente bons
nos ultimos anos. O fato de que 78557 € wm numero de Sierpinski foi
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provado em 1962 por John Selfridge (veja o exercicio 7.4). Quando o
projeto comegou, em 2002, havia 17 nimeros menores que 78557 sobre
08 quais nao se sabia se eram niumeros de Sierpinski ou nao: 4847, 5359,
10223, 19249, 21181, 22699, 24737, 27653, 28433, 33661, 44131, 46157,
54767, 55459, 65567, 67607 e 69109.

Desde entdo, os participantes do projeto encontraram os sequintes
Primos

Primo Descubridor Data
46157 - 2098207 11 [ S. Gibson 27/11/2002
65567 - 21013803 1 | J. Burt 3/12/2002
44131 - 2999972 1 1 | equipe deviced 6,/12/2002
69109 - 21157446 4 1 | S, DiMichele 7/12/2002
54767 - 21337287 1 1 | P. Coels 22/12/2002
5359 - 25094502 1 | R, Sundquist 6,/12/2003
28433 - 27830457 4 1 | equipe TeamPrimeRib | 30/11/2004
27653 - 29167433 1 1 | D. Gordon 8/06,/2005
4847 - 23321063 1 1 | R. Hassler 15/10/2005
19249 - 213018586 4 1 | K. Agafonov 5/05/2007
33661 - 27031232 1 1 | S, Sunde 17/10/2007

Sobraram portanto os 6 numeros 10223, 21181, 22699, 24737, 55459 e
67607. Veja http://www.seventeenorbust.com/ para mais informa-
¢oes (em particular sobre como participar do projeto).

7.2 Foérmulas para Primos

Nao se conhece nenhuma férmula simples para gerar primos arbitra-
riamente grandes. Uma palavra imprecisa mas importante nesta frase
é “simples”. Existem férmulas que geram nimeros primos, mas que sao
tao complicadas que nao ajudam muito nem a gerar numeros primos
explicitamente nem a responder perguntas tedricas sobre a distribuicao
dos primos. Um exemplo de férmula para p,, o n-ésimo primo, é

1 1 p(d)
| 4 1 _Z
b og2 2727 2 1|
d|Pp—1
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onde P,_1 = p1p2 - pn—1; deixamos a demonstracao a cargo do leitor.
Outra férmula é

pn = [102"¢) — 102" 102" '¢],

onde
o

Pn
102"

n=1

= (0.0203000500000007 ... ..

CcC =

A inutilidade desta ultima férmula vem do fato que para calcular ¢ deve-
mos encontrar todos os primos; a férmula se tornaria mais interessante
se existisse outra interpretagao para o niimero real ¢, o que parece muito
improvavel.

Por outro lado, Mills provou que existem numeros reais A > 1 tal
que | A%" | é primo para todo n € N. Mais geral ainda,

Teorema 7.11. Se S = {a,} C N ¢ uma sequéncia com a propriedade
que: existem numeros reais g e w com 0 < w < 1, tais que para todo
x > xg o intervalo aberto (xz,x + xv) contém um elemento de S. Entao
para todo nimero real ¢ > min{l/(1 — w),2}, existe um nimero A tal
que | A" | é uma subsequéncia de S.

DEMONSTRAGAO: Definamos uma subsequéncia {b,} de S recursiva-
mente por
1. b1 o menor elemento de S tal que b > .

2. bp4+1 o menor elemento de S que satisfaz b, < b,+1 < bS, + bY°.

1
Como ¢ > 1= € C 2> 2, segue que

S < bpy1 < 14bppr < 1405+ b2 < 140+ 5571 < (14 by)°

n+1)

tomando a ¢~ -ésima poténcia na desigualdade anterior temos que

" < b5 < (L4 b)Y < (@b

0 que mostra que a sequéncia {bf;n} converge para um numero real A.
Segue que b, < A" < 1+ b, e portanto b, = LAC"J. 0



326 [CAP. 7: PRIMOS

Corolario 7.12 (Mills). Eziste uma constante A tal que | A3" | € primo
para todo n € N.

DEMONSTRAGAO: Pelo teorema anterior tomando S a sequéncia de
primos, é conhecido (ver [11]) que entre (x,z 4+ ") sempre existe um
primo com zx suficientemente grande e w = 0.525. O

Um tipo de férmula para primos, de certa forma mais intrigante,
sao polindmios de coeficientes inteiros em S varidveis com a seguinte
propriedade quase mégica: a interseccdo da imagem de N¥ com N ¢é
exatamente o conjunto dos numeros primos. Note que se tomarmos
um ponto de N “ao acaso”, o valor do polinémio neste ponto quase
certamente serd negativo; assim, é dificil usar o polindomio para gerar
primos. A titulo de curiosidade, vejamos um exemplo de polinémio com
estas propriedades; aqui S = 26, o valor do polinomio é P, as varidveis
chamam-se a,b,...,z e A, B,..., N sao expressoes auxiliares:

P=(k+2)(1-A>-B>-C?—... - N?),
A=wz+h+j—gq,
B=(gk+29+k+1)(h+j)+h—z
C=16(k+1>3k+2)(n+1)2+1— f%
D=2n+p+qg+z—e,

= 16r2y*(a® — 1) + 1 — u?,
(a+u?(u? —a))? —1)(n+4dy)* + 1 — (z + cu)?,

n
=p+l(a—n—1)+b2an+2a—n?—2n—2) —m,

q+yla—p—1)+s2ap+2a—p* —2p—2) -z,
N =z +pl(a —p) +t(2ap — p* — 1) — pm.

Algumas observagdes simples: a tnica forma de P ser positivo é se A =
B = --- = N = 0; neste caso seu valor serd k+ 2. Vemos assim que para
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produzir um nimero primo P com este polindmio devemos antes de mais
nada tomar kK = P — 2. As expressoes auxiliares viram equacoes: como
A =0 temos ¢ = wz + h + j. Assim, dado k para o qual k£ + 2 é primo,
precisamos procurar valores para as outras letras que satisfacam estas
equacgoes. Estes valores de certa forma codificam uma demonstragao de
que P =k + 2 é primo.

Problemas Propostos

7.1. a) Sejam x inteiro e p um divisor primo de 20z% —1. Prove que p =
+1 (mod 10).

b) Mostrar que ezistem infinitos primos que terminam no digito 9.

7.2. Mostrar que existe um intervalo de 1000 ndmeros inteiros positivos
consecutivos contendo exatamente cinco numeros primos.

7.3. Mostrar que ndo existem polinémios P e Q tais que m(x) =

para todo x € N.

7.4. Prove que 78557 € um numero de Sierpinski, e que existem infinitos
numeros de Sierpinski a partir das congruéncias

78557-2°4+1=0 (mod 3)

78557-2' +1=0 (mod 5)
78557-2"+1=0 (mod 7)
78557 -2 +1=0 (mod 13)
7855723 +1=78557-2% +1=0 (mod 73)
78557 -2 +1=0 (mod 19)
78557-22"+1=0 (mod 37).

7.5. Mostre que o teorema do niumero primo € de fato equivalente a

. Pn
lim =1
n—oo 1 logn

onde p, denota o n-€simo numero primo.
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7.6. Mostrar que se p é um numero primo, entao pP — 1 tem um fator
primo que é congruente a 1 mddulo p.

7.7. Seja pn 0 n-ésimo numero primo. Mostrar que para todo n > 6

7 (\/P1P2 - Pn) > 2n.

7.8. Mostrar que o niumero de primos entre n e 2n € menor do que
2n
logyn *

7.9. Seja t, a soma dos primeiros n primos. Mostrar que para cada
n > 1 o intervalo [ty,t,+1] contém quadrados perfeitos.

7.10. Mostrar que existem dois quadrados consecutivos tais que existem
ao menos 1000 primos entre eles.

7.11. Mostrar que para todo n > 9 entre n e 2n — 7 sempre existe um
nuUMero primo.

7.12. Seja ®(z,y) = #{n < x| todo divisor primo de n € maior que y}.
Prove que, se y < exp(logx/10loglogz) entao

B(my) =0 <lozy>'

Sugestao: Adapte a prova da proposi¢do 7.6.

7.13. Mostrar que nao existem 11 primos, todos menores que 20000 e
em progressao aritmética.

7.14. Prove que numa progressao aritmética formada por n primos, a
razao deve ser um multiplo de (n — 1)#, e, a menos que n seja primo e
o0 menor termo da progressao seja n, sua razao deve ser um multiplo de
n#.

Obs.: Lembramos que m# denota o produto dos primos menores do que
oU 1gUaIs a m.

7.15. Mostrar que, salvo os numeros 1, 4, e 6, todo numero natural pode
ser escrito como uma soma de primos distintos.

7.16. Mostrar que para cada primo p no intervalo (n, %"] , p divide

>(7)

Jj=0
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7.3 Testes de Primalidade

Uma questao relacionada com a de gerar ntmeros primos é a de
testar se um determinado nimero é primo. Com o advento dos com-
putadores, a partir da década de 60, surgiram intimeras tentativas de
se obter um algoritmo eficiente para o teste de primalidade de um nu-
mero. A relevancia desse problema tem crescido imensamente em anos
recentes devido a utilizagdo intensa de ntimeros primos em algoritmos
de criptografia, como os algoritmos RSA e El Gamal para criptografia
publica. Dessa forma o problema do teste de primalidade se tornou um
importante problema para a ciéncia da computacao tedrica. Sobre esse
ponto de vista duas coisas sao requeridas: um certificado de prova de
que o algoritmo realmente produz a resposta correta; e uma medida da
eficiéncia do algoritmo, isto é, quao bem o algoritmo faz uso dos recursos
computacionais (como o tempo ou nimero de passos executados, espago
ou memoria utilizada) em fun¢ao do tamanho da entrada do problema
para a obtencgao da solugao.

Existe um algoritmo bastante simples para testar se qualquer inteiro
positivo n é primo, devido ao matemético grego Eratdstenes (ca. 240
A.C.): calcule o resto da divisdo de n por cada inteiro m com 2 < m <
v/n. Se o resto for 0 em algum caso entao n é composto e encontramos
um divisor; se isto nunca ocorrer, n é primo. O inconveniente deste
algoritmo é que ele é muito lento. O tamanho da entrada do algoritmo
para um dado nimero n é o tamanho da sua codificacdo em bits, que
é aproximadamente k = logyn pois 28 < n < 2F1 Portanto, em
termos do tamanho da entrada k, temos que o nimero de operagoes
6 O(y/n) = 0(2F/?), ou seja, o algoritmo tem complexidade de tempo
exponencial no tamanho da entrada. Assim, mesmo para um inteiro de
200 digitos, terfamos que fazer aproximadamente 10 divisdes, o que
nao sé6 estd fora do alcance da tecnologia atual mas fora do alcance de

qualquer tecnologia plausivel de acordo com o que se conhece de Fisical.

!Bem, esta frase parecia verdadeira h4 uns dez anos atrds mas hoje suspeita-se que
alguns aspectos da Fisica quantica possam ser explorados para colocar um compu-
tador especial em um estado de superposicao em que ele faz vérias contas diferentes
em paralelo. Desta forma seria possivel ndo apenas testar primalidade rapidamente
mas até fatorar rapidamente inteiros muito grandes. Alguns computadores quanticos
(é assim que sdo chamadas estas mdquinas) extremamente rudimentares (com uns
poucos g-bits de memdria) ja foram construidos mas néo se sabe com certeza se é re-
almente possivel construir computadores quéanticos capazes, por exemplo, de fatorar
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Alguns teoremas de Teoria dos Numeros podem ser usados para tes-
tar a primalidade de um inteiro positivo n. Pelo teorema de Wilson, por
exemplo, podemos testar a primalidade de n calculando (n — 1)! mod n;
infelizmente, esta conta parece ser tao dificil de efetuar quanto a busca
de divisores pelo algoritmo anterior. Observe que dizemos apenas que a
conta parece dificil: nao estd excluida a possibilidade de alguém inventar
um algoritmo rapido para calcular (n — 1)! mod n.

Uma ideia mais bem sucedida é a de usar o pequeno teorema de
Fermat: tomamos a, 1 < a < n, e calculamos a" ! mod n. Se n for
primo teremos a" ! = 1 (mod n); qualquer outro resultado indica que
n é composto mesmo sem termos encontrado um fator de n. Observe que
para calcular ¢”~! mod n nio precisamos calcular a-a---a, n— 1 vezes.
Podemos fazer esta conta com menos de 4log, n operagdes envolvendo
inteiros menores do que n?: sen—1=73 ., 02", N = [logy(n—1)],
entao definimos N

Pk = aXoosi<k PN-k+i2 mod p

e temos pg = 1, py = a" ! mod n, e podemos calcular p;,1 a partir de
pr com uma operacao de elevar ao quadrado, tomar o resto da divisao
por n, possivelmente multiplicar por a e novamente de tomar o resto da
divisao por n.

Se a"' = 1 (mod n), por outro lado, ndo demonstramos que n é
primo; se n for composto satisfazendo a"~! = 1 (mod n) dizemos que
n é um pseudoprimo na base a. Pseudoprimos existem mas sao raros
(ver [34]): o menor pseudoprimo na base 2 é 341 = 11 - 31 e existem
apenas 21 853 pseudoprimos na base 2 menores do que 2,5- 10 (contra
1091 987405 primos). Pomerance (melhorando um resultado anterior de
Erdés) provou que se Pr,(x) é o nimero de pseudoprimos até x na base
a temOS log x log log log «

Prg(z) <x-e = Zloglogas
para z suficientemente grande. A proposi¢do abaixo exibe uma familia
infinita de pseudoprimos na base a (para qualquer a > 1 dado); assim a
simples verificacdo a” ! = 1 (mod n) ndo demonstra a primalidade de
n.

rapidamente inteiros grandes; se isto for possivel, o impacto cientifico e tecnolégico
serd imenso. Por outro lado, ndo se sabe exatamente quais tarefas seriam rapidas
para um computador quantico; suspeita-se que alguns problemas, como o de verificar
se um grafo pode ser pintado com trés cores de modo que nao haja vértices adjacentes
de mesma cor, seriam dificeis mesmo para este novo tipo de equipamento.
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Proposicao 7.13. Seja a > 1 e p primo, p > 2, p ndo divide a® — 1.

FEntao
_a2p—1_ap—1 al +1
n_a2—1_a—1 a+1

€ um pseudoprimo na base a.

I
S

DEMONSTRAGAO: Como a + 1 s@o inversiveis médulo p e a? =
(mod p) pelo pequeno teorema de Fermat,

a? -1 a’+1

a—1 " a+1

1 (mod p)

e verifica-se facilmente que estes nimeros sao impares (considere a maior
poténcia de 2 que divide a + 1 e proceda como na prova da proposi-
¢ao 1.75), donde n =1 (mod 2p), ou n = 2kp+ 1 para k inteiro. Assim,
como a® = 1 (mod n) temos a” = a*?*! = (a®’)* - 4 = a (mod n).

O

Uma ideia natural é a de testar varios valores de a. Claramente,
se mdc(a,n) > 1, teremos a”~ ! # 1 (mod n); entretanto, se n for um
produto de uns poucos primos grandes os valores de a para os quais
mdc(a,n) > 1 sdo raros e se formos obrigados a encontrar um tal valor
de a teremos feito muito pouco progresso em relagao aos primeiros algo-
ritmos. Alids, uma vez encontrado a com mdc(a,n) > 1 é ficil encontrar
mdc(a,n) pelo algoritmo de Euclides, o que nos d4 uma fatoragao (par-
cial) de n. E um fato interessante que existam alguns raros numeros
compostos n, chamados nimeros de Carmichael, com a propriedade de
que se 0 < a < n e mdc(a,n) = 1 entdo a"! = 1 (mod n). Foi até
demonstrado recentemente por Alford, Granville e Pomerance que se
CN(z) é a quantidade de ndmeros de Carmichael menores do que x
entao

CN(z) > 2?7

para x suficientemente grande, o que implica na existéncia de infinitos
nimeros de Carmichael. Ha apenas 2163 nimeros de Carmichael meno-
res do que 2,5-10'0 e os primeiros sdo 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601,
8911, 10585, 15841, 29341, 41041, 46657, 52633, 62745, 63973 e 753612

*Veja ftp://ftp.dpmms.cam.ac.uk/pub/Carmichael para a lista dos nimeros de
Carmichael menores do que 10'°.
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7.3.1 O teste probabilistico de Miller-Rabin

Podemos refinar o conceito de pseudoprimo para definir pseudopri-
mos fortes na base a. Para definir quando n é um pseudoprimo forte na
base a inicialmente escrevemos n — 1 = 2% . b, com b fmpar. Sen > 2 é
primo deve existir um menor valor de j para o qual (a®)? =1 (mod n)
(observe que por Fermat (a’)2" = 1 (mod n)). Se j = 0 isto significa

que a® = 1 (mod n); caso contrério temos (a?)? " = —1 (mod n) j4
que —1 é o tnico valor de z diferente de 1 (médulo n) para o qual
2?2 = 1 (mod n). Assim, dizemos que n composto fmpar é um pseu-

doprimo forte na base a se ou a® = 1 (mod n) ou existe j' < k com

(ab)yl = —1 (mod n). Claramente todo pseudoprimo forte na base a é
um pseudoprimo na base a mas pseudoprimos fortes sao mais raros do
que pseudoprimos.

Observe que se n for pseudoprimo mas nao pseudoprimo forte na
base a, entao o teste acima nao apenas demonstra que n é composto mas
produz uma fatoragdo parcial de n. De fato, seja ¢ = (ab)y_l; temos
c—1#0 (modn),c+1#0 (modn) mas (c—1)(c+1)=c>-1=0
(mod n). Assim, n = mdc(n,c— 1) - mde(n, ¢+ 1).

Existem infinitos pseudoprimos fortes em qualquer base a > 1: Po-
merance provou que, se SP7,(z) é o nimero de pseudoprimos fortes na
base a menores ou iguais a = entao

SPry(x) > elo8 @)>/14

para todo x suficientemente grande (ver [118]). Nao existem “ndmeros
de Carmichael fortes”: para todo niimero composto impar n existe 0 <
a < n com mdc(a,n) = 1 e tal que n nao é um pseudoprimo forte na
base a. Melhor ainda, os valores de a que servem de testemunha para a
ndo-primalidade de n sao sempre relativamente frequentes.

Teorema 7.14. Seja

a(n) = ) {a |0 < a<n,n éum pseudoprimo forte na base a} .
o(n

Entao para todo nimero composto impar n > 9 temos a(n) < 1/4. A

igualdade vale exatamente para os compostos n das sequintes formas:

n=p1pa, p1,p2 primos, pr =3 (mod 4), p2 = 2p1 — 1;
N=p1p2Ps, P1, P2, P3 primos, p; =3 (mod 4), n nimero de Carmichael.
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DEMONSTRAQAO: Como acima, escreve n— 1 = 2¥b, b fmpar. Seja n =
pit...p5r a fatoracdo canonica de n. Escreva p; — 1 = 2kip;. b; fmpar.
Pelo teorema chinés dos restos e pela existéncia de raizes primitivas
médulo p5?, temos um isomorfismos de grupos abelianos (Z/(n))* =
G = G2 ® Gy, @ G, onde

Go=Z/(2") @ ®Z/(2"m),
Gy =2Z/(b1) & - D Z/(b),
Gp=Z/(p? )@ - L/ (P ).

Dado a € (Z/(n))", seja (@21, -, a2,m, Qpys - - -, Abyys Apys - - -5 Ap,,,) & MaA-
gem de a em G ® Gy @ Gp. Assim, a imagem de a?’?) nesta soma
direta é (27bay 1, ..., 2'bag m, 2'bay, , . .., 2 bay,,, 2'bay, , ..., 27bay,,.) e n
¢é pseudoprimo forte na base a se e somente se

(bag1,...,bag m,bap,, ..., bap, ,bay,, ..., bay,. )
=(S1,--+,5m,0,...,0,0,...,0)

onde ord(sy) = - - = ord(s,,) = 2/, j < k. Em outras palavras, n é pseu-
doprimo forte na base a se e somente se ord(az 1) = - - - = ord(ag,,) = 27,
J < k, ord(ap,)|b, ..., ord(ap,,)|b, ord(a,,)|b, ..., ord(ap,,)|b. Devemos

contar para quantos a € (Z/(n))* valem as condig¢oes acima.
Convem usar a linguagem de probabilidades: «(n) é a probabilidade
de que n seja pseudoprimo forte na base a. Os eventos

ord(ap, )b, ..., ord(ap,,)|b,ord(ap,)|b, ..., ord(ayp,,)|b
sao independentes e tém probabilidades
mdc(b, by) /by, . .., mde(b, by, ) /bm, 1/p$ .. 1/pem 1

m

(note que mdc(b,p;) = 1). Seja kyin = min(ky, ..., kn, k), K = k1 +

.-+ + kp,. A probabilidade de que ord(azi) = --- = ord(ag,,) = 1 ¢é
igual a 275 a probabilidade de que ord(as;) = -+ = ord(azm) = 2
é igual a 2~ K+m(i—1) go (0 < J < kmin; assim, a probabilidade de que
ord(ag,1) = --- = ord(ag,,) é igual a

27 K1 +142m 4+ o(m) 4 .4 2((kmin—1)m)) < 9~ (m=1)9—(K—mkmin)
< 2-(m=1)
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Resumindo,
a(n) < 2_(m_1)2_(K_mkmin) de(b, bl) o de(b, bm) 1 o 1 '
- b1 bm p?—l pem1

Vamos agora considerar varios casos de n composto e verificar em quais
deles vale a(n) > 1/4.

Se m =1en =pi entdo a(n) < l/pgelfl). O tnico caso em que
esta estimativa nao implica o < 1/4 é paran = 9.

Sem >2ee >1temos a(n) < 1/(2p;) < 1/4; podemos portanto
nos restringir ao caso em que n é livre de quadrados. Se m > 4 temos
a(n) < 1/8; podemos portanto nos restringir aos casos n = pip2 €

n = p1p2p3-
Se n = p1pops temos

< 1 mde(b, b1) mde(b, bp) mde(b, b3) |
4 bt ba b3 ’

a(n)

temos portanto a(n) < 1/4. Para que a(n) = 1/4 devemos ter k1 =
ko = ks = 1 e by1|b, ba|b, b3]b donde (p1 — 1)|(n — 1), (p2 — 1)|(n — 1),
(p3—1)|(n—1) e n = p1p2ps é um nimero de Carmichael com p; = ps =
p3 =3 (mod 4).

Finalmente, considere n = p1p2, p1 < p2. Observe que

mdc(py — 1,n— 1) =mde(py — 1, (p1 — 1)p2 + p2 — 1)
=mdc(p; — 1,p2 — 1)
=mdc(p2 — 1,n —1).

Em particular, (p2—1)/ mdc(pe—1,n—1) > 1. Se existir um primo impar
g com ¢|(p2 —1)/mdc(p2 —1,n—1) temos a(n) < 1/2¢ < 1/4. Podemos
portanto supor que (p2 — 1)/ mdc(ps —1,n— 1) = 2¥27%_ Analogamente,
podemos supor que (p; —1)/mde(p; — 1,n — 1) = 2M~F ¢ portanto que
k =k < ko donde pp —1 = 2(p; —1),1 = ky — k; > 0. Neste caso
temos a(n) = 272M N1 4 1+ 4 4o 4 4F1=Dy = 1/20(1/4 4+ 1/16 +
o4 1/4" 4+ 1/4%) que é menor ou igual a 1/4, com igualdade apenas
no caso | = 1, k1 = 1 que equivale a py =3 (mod 4), po = 2p; — 1. 0

Os menores exemplos de nimeros compostos n da primeira forma
para a qual a(n) = 1/4sdon =15=3-5,n =91 =7-13 en =
703 = 19-37. O menor exemplo de niimero composto da segunda forma
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émn =8911 =7-19-67. Sabe-se que existem menos do que CN1/2+¢)
nimeros compostos n destas formas menores do que N; conjectura-se
que o numero de compostos n da primeira forma seja maior do que
CN (/29 Na maioria dos casos a(n) é muito menor.

O teorema acima serve de base para certos testes de primalidade
probabilisticos, como o chamado o algoritmo Miller-Rabin, que agora
descrevemos. Dado n, tomamos t valores de a ao acaso no intervalo
1 < a < n e verificamos para cada a se n passa no teste de primalidade
na base a. Se n for impar composto, a probabilidade de que um dado a
acuse a nao-primalidade de a é maior do que 3/4 (pelo teorema); assim,
a probabilidade de que n escape a t testes é menor do que 47°.

Um problema relacionado é aquele em que escolhemos um inteiro
impar com k bits ao acaso e aplicamos o teste de Miller-Rabin ¢ vezes:
se o inteiro falhar descartamos e sorteamos outro até obtermos um inteiro
n que tenha passado em ¢ testes. Queremos estimar a probabilidade py ;
de que n seja composto: a idéia é que esta probabilidade seja pequena
e que possamos declarar que n é “provavelmente primo”(ver [47]). O
teorema dos niimeros primos nos diz que ha pelo menos C12*/k primos
na faixa acima (onde C} é uma constante positiva). Como vimos no
paragrafo anterior, a probabilidade de que um n composto passe por t
testes é menor do que 4~*. Podemos daf estimar que py ¢ < Cok4d™" (para
algum Cy > 0), o que ja é bem pequeno. Na verdade, py ; é muito menor
do que este valor e tende a decrescer quando k cresce. Isto se deve ao
fato de pseudoprimos serem muito mais raros do que primos e a(n) ser
em geral muito menor do que 1/4.

Este tipo de teste é extremamente titil em aplicagoes (como em crip-
tografia) onde é importante criar primos relativamente grandes mas nao
existe a preocupagdao com demonstracées ou com perfeicdo absoluta.
Trataremos de testes de primalidade deterministicos (i.e., que demons-
tram matematicamente a primalidade) na préxima secao.

Existe uma variacao do conceito de pseudoprimalidade forte. Supo-
nhamos que n — 1 = p¥ - b, p t b. Seja a um inteiro, 0 < a < n. O
pequeno teorema de Fermat diz que se n é primo devemos ter (ab)pk =1
(mod n). Suponhamos que isto ocorra: nosso teste refinado consiste
em considerar o dltimo termo nao congruo a 1 médulo n da sequéncia
ab, (ab)P, (a®)P°,. . ., (ab)pk: chamemos este termo de ¢ (se ocorrer a® = 1
(mod n) nado podemos aplicar o teste). Temos claramente ¢ — 1 =
(P 1+ +c+1)(c—=1)=0 (modn) ec—1=% 0 (mod n); se n for
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primo devemos obrigatoriamente ter ¢?~! 4+ .- + ¢+ 1 = 0 (mod n).
Em outras palavras, se ' +---+c+1% 0 (mod n) sabemos que n é
composto. Assim como no caso de pseudoprimos fortes, se n for pseudo-
primo na base a mas falhar este teste para algum primo p acabamos de
obter uma fatoragao para n: n = mdc(n,c—1)-mdc(n,c? "1 +-- -4 c+1).

Em [144], Solovay e Strassen obtiveram um outro algoritmo proba-
bilistico em tempo polinomial utilizando residuos quadraticos. Desde
entdo, varios algoritmos probabilisticos tém sido propostos.

7.4 Testes deterministicos

Nosso principal ponto de vista neste livro é o de um matematico:
queremos nao apenas um teste probabilistico mas uma demonstragao da
primalidade de n.

O teste de Miller-Rabin apresentado na se¢ao anterior é uma variagao
probabilistica, devida a Rabin ([121]), de um teste deterministico criado
anteriormente por Miller que dependia de uma famosa generalizacao da
hipétese de Riemann. Uma maneira de modificar o algoritmo de Miller-
Rabin para torna-lo deterministico é testar todos os valores da base a em
um intervalo suficientemente grande: essa generalizacao da hipdtese de
Riemann implica que o intervalo de 1 até 2(logn)? j4 é grande o bastante
([8]). Este algoritmo é rapido e geral, mas infelizmente depende de uma
conjectura.

Um grande avango ocorreu em 1983 com o trabalho de Adleman,
Pomerance e Rumely [1], que obtiveram um algoritmo deterministico
e incondicional em tempo sub-exponencial (logn)?(ogloglogn) (enquanto
todos os outros algoritmos deterministicos e incondicionais anteriores re-
queriam tempo exponencial), apesar de ser muito menos eficiente que o
algoritmo de Miller-Rabin. Em 1986, Goldwasser e Kilian [59] propuse-
ram um algoritmo probabilistico baseado em curvas elipticas com tempo
esperado polinomial em quase qualquer entrada (ou qualquer entrada as-
sumindo uma hipétese que se acredita ser verdadeira) e que produz um
certificado de primalidade (até entao, todos os algoritmos probabilisticos
produziam certificados apenas de que o niimero era composto). Adleman
e Huang [2] modificaram o algoritmo de Goldwasser-Kilian obtendo um
algoritmo probabilistico em tempo polinomial que sempre produz um
certificado de primalidade.

Mas foi somente em agosto de 2002 que um grupo de pesquisadores
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do Indian Institute of Technology, formado por um professor (Manindra
Agrawal) e dois alunos de graduacao (Neeraj Kayal e Nitin Saxena),
provou que o problema de teste de primalidade pertence a classe P ao
obterem o primeiro algoritmo deterministico polinomial para tal pro-
blema: o algoritmo decide se N é ou nao primo em tempo que é da
ordem de um polindmio com relagao ao numero de bits £ = log, N da
entrada. Em particular o algoritmo nao executa nenhuma escolha ale-
atéria como fazem todos os algoritmos eficientes conhecidos até entao.
Esta descoberta deixou a comunidade de cientistas da area surpresos
pelo fato de que, ndo apenas esse algoritmo resolve um problema de
longa data, ele também o faz de uma maneira brilhantemente simples.
Fica no ar a pergunta sobre o que mais tem sido deixado passar de forma
semelhante.

A partir de entao, esforgos tém sido feitos para implementar o algo-
ritmo de forma eficiente, acarretando no surgimento de diversas varian-
tes, que agora sdo mencionados como pertencentes a classe AKS. Dentre
essas variantes, pode-se destacar as de Lenstra [88], Pomerance [119],
Berrizbeitia [16], Cheng [32], Bernstein [14] e Lenstra e Pomerance [89).
A tendéncia geral é a reducao do expoente de complexidade k, cujo valor
rigoroso ¢ atualmente k = 6 + ¢, resultado obtido por [89], embora valo-
res de até k = 4 + € tenham sido obtidos para determinados valores de
entrada, ou para qualquer valor de entrada assumindo hipéteses como a
HGR e/ou heuristicas.

O algoritmo AKS sera explicado mais tarde nesta secao.

7.4.1 Testes de Primalidade Baseados em Fatoracoes de
n—1

Veremos inicialmente alguns algoritmos deterministicos que funcio-
nam para valores especiais de n, para os quais uma fatoragao (talvez
incompleta) de n — 1 é conhecida.

Proposicao 7.15. Seja n > 1. Se para cada fator primo q de n — 1
existe um inteiro aq tal que ap~' =1 (mod n) e a,(ln_l)/q # 1 (mod n)
entdo n € primo.

DEMONSTRACAO:  Seja ¢" a maior poténcia de ¢ que divide n — 1.
A ordem de a, em (Z/(n))* é um miltiplo de ¢*7, donde (n) é um
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miiltiplo de ¢*¢. Como isto vale para todo fator primo g de n — 1, p(n)
é um multiplo de n — 1 e n é primo. O

Proposicao 7.16 (Pocklington). Se n — 1 = ¢*R onde q ¢ primo e
existe um, inteiro a tal que a”~' =1 (mod n) e mdc(a™® /9 —1,n) =1
entdo qualquer fator primo de n € congruo a 1 mddulo g".

DEMONSTRAGAO: Se p é um fator primo de n entdo a” ! =1 (mod p)
e p nao divide a®1/4 -1, donde ord, a, a ordem de a médulo p, divide
n — 1 mas ndo divide (n — 1)/q. Assim, ¢* | ordya | p —1, donde p =1
(mod ¢"). O

Corolario 7.17. Sen—1= FR, com F > R e para todo fator primo g
de F existe a > 1 tal que ' =1 (mod n) e mde(a™ /7 -1, n) =1
entdo n € primo.

DEMONSTRACAO:  Seja ¢ um fator primo de F e ¢* a maior poténcia
de ¢ que divide F’; pela proposicao anterior, todo fator primo de n deve
ser congruo a 1 médulo ¢*. Como isto vale para qualquer fator primo
de F', segue que qualquer fator primo de n deve ser congruo a 1 moédulo
F. Como F > \/n, isto implica que n é primo. O

De fato, basta conhecer um conjunto de fatores primos cujo produto
seja maior do que (n — 1)1/ 3 para, usando o resultado de Pocklington,
tentar demonstrar a primalidade de n (o que deixamos como exercicio).
Os seguintes critérios cldssicos sao consequéncias diretas das proposicoes
acima.

Fermat conjecturou que todo nimero da forma F,, = 22" + 1 fosse
primo e verificou a conjectura para n < 4. Observe que 2" + 1 (e em
geral ™ + 1 com a > 2) nao é primo se n nao é uma poténcia de 2: se
p é um fator primo impar de n, podemos escrever a” +1 = b + 1 =
(b4+1)(P~1 =P 2 ... 4b?> —b+1) onde b = a™?. Euler mostraria mais
tarde que F5 nao é primo (temos F5 = 4294967297 = 641-6700417) e ja se
demonstrou que F), é composto para varios outros valores de n; nenhum
outro primo da forma F,, = 22" 4+ 1 é conhecido. Até outubro de 2011 o
menor nimero de Fermat que se desconhece se é primo ou composto é
F33, mas se conhecem muitos primos (alguns bastante grandes) da forma
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n ~ . . .
a®" 4 1, que sdo conhecidos como primos de Fermat generalizados. O

teste a seguir mostra como testar eficientemente a primalidade de F,.

Corolario 7.18 (Teste de Pépin). Seja F,, = 22" + 1; F,, € primo se, e
somente se, 3n~D/2 = —1 (mod F,).

DEMONSTRAGAO: Se 3(Fn=1/2 = _1 (mod F,) entdo a primalidade de
F,, segue da Proposicao 7.15. Por outro lado, se F}, é primo entao pelo
critério de Euler e a lei de reciprocidade quadratica temos

= (3 () ) -- wan

Teorema 7.19 (Proth (1878)). Sejan = h-2F 4+ 1 com 2% > h. Entdo
n € primo se, e somente se, existe um inteiro a com a®=D/2 = 1

(mod n).

DEMONSTRACAO: Se n é primo, podemos tomar a qualquer com (%) =

—1; ou seja, metade dos inteiros entre 1 e n—1 serve como a. A reciproca
segue do corolario 7.17 com F = 2F, ]

Corolério 7.20. Sen = h-¢* +1 com q primo e ¢* > h. Entio n é
primo se, e somente se, existe um inteiro a com o™ ' = 1 (mod n) e
mdc(a»D/7 -1, n) =1,

DEMONSTRAGAO: Se n é primo, podemos tomar a qualquer que nao
seja da forma z? médulo n (que existe pois n admite raiz primitiva); ou
seja, uma propor¢ao de (¢ — 1)/q dentre inteiros entre 1 e n — 1 serve
como a. A reciproca segue do corolério 7.17 com F = ¢*. ]

Muitos dentre os maiores primos conhecidos estao nas condigoes do
teorema de Proth (ver tabelas). Isto se deve ao fato de primos desta
forma serem frequentes (mais frequentes do que, por exemplo, primos
de Mersenne) e que sua primalidade é facilmente demonstrada usando
este resultado.
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7.4.2 Teste de Agrawal, Kayal e Saxena

Todos os algoritmos eficientes conhecidos até o momento, sejam de-
terministicos ou probabilisticos, baseiam-se no pequeno teorema de Fer-
mat: um ndmero p é um nimero primo se, e somente se, para todo
nimero natural 1 < a < p temos que a?~! — 1 é divisivel por p, isto &,

péprimo < a”'=1 (mod p) para todo 1 < a < p.

Para a reciproca, basta observar que se p é composto, entao a congruén-
cia acima ¢ falsa para todo divisor a de p com 1 < a < p.

No algoritmo AKS, o fundamento matematico de fato nao é diferente:
Suponhamos que x é uma variavel, ¢ um inteiro e p um nimero primo.
Usando o binomio de Newton temos que

(x + a)? Zp: <P> P=igd

=0 ™

mas nos casos em que j é diferente de 1 e p, o coeficiente binomial (z;) é
divisivel por p, logo todos os termos intermedidrios desta expansao sao
divisiveis por p, assim

(r+a)f=2P+a? =2 +a (mod p)

onde na tdltima igualdade usamos o teorema de Fermat. Reciprocamente,
se (x+a)N =2V +a (mod N) para todo a < N, entdo tomando a = 1
vemos que N divide todos os coeficientes binomiais (]]V ) com0<j<N.
Se N fosse composto e ¢ é um fator primo de N, entao

<N> N =1)...(N—q+1)
qa) qg—1)...1

Vemos que os tnicos termos que sao multiplos de ¢ nesta expressao sao
o N no numerador e o ¢ no denominador, assim se ¢* é a maior poténcia
de ¢ que divide N, temos que ¢~ { (]Z), logo N ¢ (];[), absurdo. Assim,
N é primo. Desta forma obtemos o seguinte critério de primalidade:

N éprimo <= (z4a)¥ =2V +a (mod N), para todo a < N

— (z4a)N=z"+a (mod N), para algum a<N, com mdc(a, N)=1.
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Este critério, por enquanto, é ineficiente, porque temos que calcular
todos os coeficiente de (z + a) e mostrar que todos os coeficientes
intermedidrios sao divisiveis por N. Outra observagao importante é que
se os polinomios (z+a)™ e 2V +a sdo iguais médulo N, entdo eles deixam
o mesmo resto médulo N quando divididos por qualquer polinémio. Em
particular, se dividimos por " — 1 temos que

(z+a)¥N =2V +a (mod 2" —1,N)

N é primo =
P para todo a < N,r € N

O fato importante, mostrado por Agrawal, Kayal e Saxena, é que para
garantir a primalidade de IV s6 precisamos testar que esta congruéncia é
véalida para um valor especial de r (na versao original um r primo para
o qual 7 — 1 tem um fator primo ¢ > 44/rlog N, o qual divide a ordem
de n médulo r) que depende polinomialmente de log NV e alguns poucos
valores de a. Assim, na versao original do AKS [3] se mostra, usando
um teorema nao elementar devido a Fouvry (ver [54]), a existéncia de
um tal 7 da ordem O((logy N)5).

Mostraremos o seguinte resultado (o qual aparece na versao final [3]
do artigo de Agrawal, Kayal e Saxena), que é uma simplificacao do AKS
obtida por H. Lenstra, no qual nao é preciso usar o teorema de Fouvry.

Teorema 7.21 (Agrawal, Kayal, Saxena, Lenstra). Sejam N, r e v
inteiros maiores que 1, com r poténcia de primo. Seja S um conjunto
finito com s elementos. Suponhamos que

1. N er sao primos relativos e a ordem de N mddulo r € v, i.e., v €
o minimo tal que N’ =1 (mod r).

2. mdc(N,a —b) =1 para quaisquer elementos a,b € S, a # b.

3. (SJFZ*l) > NVU2 para todo t divisor de o(r) que seja miltiplo de
v.

4. (x+a)¥N =2 +a (mod 2" — 1, N) para todo a € S.
Entdao N € poténcia de um primo.
DEMONSTRACAO: Pela condicao 1, podemos escolher um divisor primo

p de N tal que ord,p > 1. Por hipétese, (z 4+ a)V = 2V 4+ a no anel
F,[z]/(z" — 1) para todo a € S (aqui F,, = Z/(p) denota o corpo com
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p elementos). Substituindo 2 por z' temos que (zV' + o)V = 2N 4

a no anel Fplz ]/(z"™N" — 1) para todo a € S, e logo tambem no anel

Fp[z]/(z" —1). Assim, indutivamente obtemos que (z + a)V' = =2V +a
no anel F,[x]/(z" —1) para todo a € S. Pelo teorema de Fermat obtemos
(z+a)V'P = 2N +a)? =2N'? + a no anel Fplz]/(2" — 1) para todo

a € S. Daf segue que temos também (z 4 a)V/P)'P = g (N/P)'P" 4 ¢ no
anel F,[z]/(z" — 1); de fato, elevando os dois lados a p’ temos igualdade,
e elevar um polinémio em F,[z] a p’ é uma fungao injetora.

Seja G o subgrupo multiplicativo de (Z/(r))* gerado pelas classes
de congruéncia de N e de p médulo r, e seja t = |G|. Note que ¢ | ¢(r)
e que v | t (pois G contém o grupo gerado pela classe de congruéncia
modulo r de N em Z/(r), que, por defini¢ao, tem v elementos).

Mostraremos que existem mais do que t pares ¢,7 > 0 tais que
(N/p)ip) <N V72 Considere o triangulo 7" formado pelos pontos (z,y)

com z,y € R,xz,y,> 0 tais que (N/p)*p¥ < NVY2 A 4rea de T,
tlog?(N)
4log(N/p)logp

[i,i+1] % [j,j +1] com 4, j > 0 inteiros tais que (N/p)'p! < NV? pois
esses quadrados cobrem T'. Isso prova a nossa afirmacao.

que é > t, é menor que o numero de quadrados da forma

Y i

~
~

s‘(‘/P/‘
. . . os‘(‘&/%
\:&3/
. . . . . \\\\
N
. . . . . . s\l/g/>

Como temos mais do que |G| tais pares (i,7) ¢ G = (N,D) (mod r) =

<N/pa p> (mod 1) existem pares (Zaj)#(kal) tais que (N/p)lp]E(N/p)kpl
(mod 7). Escrevendo w = (N/p)'p’ e u = (N/p)*p' temos que |w —u| <
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NVY2 e g% = g% em Fy[z]/(2" — 1), logo (z +a)¥ = 2¥ +a=a"+a =
(x +a)* em Fplx]/(z" — 1).

Seja r = ¢%, q primo. Seja h(x) um polinémio irredutivel em F[x]
que divide

d
z?9 —1

AN L [
z¢ =1

d_ ,d—1 d_o,d—1
244 4z 2q

O corpo K = F,[z]/(h(z)) possui p?° @) elementos, e em seu grupo
multiplicativo z tem ordem r = ¢% pois 247 =1 implica em ¢ = 0 em
F,, uma contradi¢ao. Assim, r | pdee(®) _ 1 pelo teorema de Lagrange
e portanto ord, p | deg h(x). Concluimos que degh > 1.

Seja G o subgrupo de K* gerado pelos elementos z+a,a € S. A con-
dicao 2 acima garante que os elementos x + a sao todos distintos em K.
Dizemos que um polinémio f € [, [y| é introspectivo se valerem em I, [y]
as congruéncias f(y”) = (f(y))? (mod y" —1) e fy™NP) = (f(y)N/?
(mod y" — 1). Como discutido acima, temos f(y™) = (f(y))™ para
todo m € G, onde G C (Z/(r))* é gerado por N/p e p. O produto
de polindmios introspectivos é introspectivo e ja vimos que y + a é in-
trospectivo para a € S. Considere os multi-indices E = (e4)qes, com
eq € N para todo a € S, satisfazendo ), geq, <t — 1; para cada tal
E seja Pp(y) = [l,eq(y +a)® € Fyly]; estes polindmios também sao
introspectivos. Pela fatoracao tnica em irredutiveis temos que os polino-
mios Pp sao todos distintos: afirmamos que os elementos Pg(z) € K
também sao todos distintos. De fato, suponha Pg, () = Pg,(x); seja
H(y) = Pg,(y) — Pr,(y) € Fply] C K[y]: o grau de H é menor do que
t e para m € G temos H(z™) = Pg,(2"™) — Pg,(z™) = (Pg, ()™ —
(Pg,(z))™ = 0 e portanto H tem ¢ raizes distintas em K, logo H =0
e F1 = E5. Assim, G tem no minimo (5+i_1) > NV2 > |w — ul
elementos. Por outro lado, ja vimos que para todo g € G temos que
g* = g, mas se w # u esta equacao pode ter no maximo |w — u| so-
lucoes nao nulas num corpo. Logo w = u, isto é, (N/p)'p? = (N/p)*p!,
mas i =k = j =1, e como (i,7) e (k,1) sao diferentes, temos ¢ # k
e portanto de (N/p)'p’ = (N/p)*p! concluimos que N tem que ser uma
poténcia de p. O

Note que se a condicao 2 é falsa, significa que foi encontrado um
fator de N, que portanto nao seria primo.



344 [CAP. 7: PRIMOS

Observemos que, se v > (log2 N)?% tomando S = {0,1,...,¢}, onde
0= |\/p(r)/2logy N elementos,:cemos que r e s satisfazem a condicao
3 do teorema. De fato, tomando ¢ := |\/t/2logy, N| < £, temos

stt—1\ _ (e+t) _ (C+t) _ ({+t
s T \t-1) T \t-1) U+
20+ 1 i
> 4 2
—<e+1>>

> NVi2,
Note que, como ¢ > v > £(logy N)?, temos (= ]\/t/2logy, N| < t.

Lema 7.22. Seja N > 9 um inteiro. Ewiste uma poténcia de primo r
menor do que (logy N)® tal que v =ord, N > %(logy N)2.

DEMONSTRAGAO: Considere o niimero

1032

M = NBlogloga NI _ 1) (N2 —1)... (N2 1)
e tome r como o menor nimero que nao divide M. Note que r é uma
poténcia de primo. Temos

logg N

J)<2 2

Og2

M < N(logzlogy N+1+42+-4|

Pelo corolario 5.14, sabemos que, para todo k > 2, o minimo multiplo
comum dos ntmeros menores que 2k ¢ maior que 2F. Portanto r <
(logy N)®. Temos mdc(r, N) = 1, pois, se r é uma poténcia de um
primo que divide N, o expoente deve ser maior que 5log, logy, N (senao
r dividiria M), e entdo r > 2519821082V — (]og, N) , absurdo. Como r

nao divide N7 — 1 para todo j com 1 < j < Llog? |, temos ord, N >
3(logy N)2. O

O pseudo-cédigo associado a este teorema com estas escolhas de 7 e
S fica da seguinte forma.
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Algoritmo AKSL
1. Entrada N > 6.
2. Se N =ab com b > 1, retorna COMPOSTO.
3. Encontrar o menor r tal que ord, N > 3(logy N)?.
4. Se mdc(a,N) > 1 para algum primo a < r, retorna COM-
POSTO.
5. Se VN < r, retorna PRIMO.
6. Para a =1 até [\/¢(r)/2logy N| faca
Se (x+a)N # 2N +a (mod 2" —1, N), retorna COMPOSTO;
7. Retorna PRIMO.

Observagao 7.23. Em relagdo ao passo 3, o lema anterior garante
que, para todo N > 9, encontraremos um inteiro positivo r menor do
que (logy N)3 com mdc(r,N) = 1 tal que ord, N > 3(logy N)2. Pode
ser que antes disso encontremos um divisor primo proprio de n, € nesse
caso podemos encerrar a busca e retornar COMPOSTO.

Implementacao e Complexidade

Nesta se¢ao mostraremos uma possivel implementacao de cada passo
do algoritmo anterior, assim como analisaremos a complexidade de cada
passo. No que segue O(k™) significa O(k™P(logk)), onde P é um po-

linomio. Observe que para todo € > 0, O(k") < O(k™T¢).

Determinar se N = a®

Observemos que se N é uma poténcia perfeita, isto é N = a® com

b> 2, como a > 2 entdo N = a® > 2°, portanto b < log N, o que gera
o seguinte algoritmo que retorna 1 caso seja poténcia perfeita e 0 caso
contrario.

Algoritmo PotenciaPerfeita
Entrada N
1. Para b =2 atélog N faca {
2. 8« [N
3. Se S = N retorna 1}
4. Retorna 0.

Existem varias formas de implementar o passo 2. Uma das mas simples
é usando o método de Newton encontrado em qualquer livro de CA&l-
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culo elementar: “a sequéncia {z,} definida recorrentemente por x,; =
Ty — f,((a;z)) converge para uma raiz de f(z) = 0 para todo ponto inicial
suficientemente préximo dessa raiz”, além disso a velocidade de conver-
géncia é quadratica. Em nosso caso f(z) = z® — N, e nosso ponto inicial
é um valor a direita da raiz. Dado que estamos interessados somente em
raizes inteiras, o algoritmo fica da seguinte forma:

Algoritmo RaizInteira
FEntrada N,b
1. P =2[BM/ // qqui B(N) denota o nimero de bits
de N
2. Faga{
b—1
3. O« (b 1)P+IEN/P JJ

4. Se Q > P retorna P
5. P+ Q}

Dada que a convergéncia do método de Newton é quadratica, em cada
passo do loop obtemos o dobro de digitos (em base dois) significativos,
e no segundo passo ja temos no minimo um digito significativo. Isso sig-
nifica que tal loop se repete no méaximo log([B(N)/b]) = O(log(log N))
vezes para obter a raiz. Dado que para calcular AP preciso no méa-
ximo de 2log B multiplicagoes e uma divisao inteira tem complexidade
equivalente a multiplicagdo, o algoritmo anterior tem complexidade
O(log N loglog N). Portanto podemos determinar se um nimero N é
poténcia perfeita com complexidade O((log V)2 loglog N) no ntimero de
multiplicacOes de inteiros com no méximo log N digitos. Como a multi-
plicacdo de inteiros com k bits, tem complexidade (k?) usando o método
cléssico, ou (klogk) usando Transformada Répida de Fourier (FFT),
temos que a complexidade de determinar se um numero é raiz perfeita é
O((log N)?(loglog N)?) = O((log N)?). Este valor est4 longe do 6timo.
De fato, em [15], Bernstein mostra um algoritmo nao elementar, usando
aritmética de ponto flutuante, mas com complexidade

logNeXp(O(\/log log N logloglog N) = O(log N),

isto é, quase linear.

Ordem N moédulo r

O seguinte é um algoritmo simples para determinar a ordem de N
modulo 7, que verifica passo a passo qual é o menor inteiro j tal que
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N7 =1 (mod r).

Algoritmo Ordemmaéddulo
Entrada N, r
1. Se mde(N,r) # 1 retorna —1.
2. A+ N (mod )
3. B+ A
4. 141
5. Enquanto B # 1 faca{
6. B+ A-B (modr)
7 i< i+1}
8. Retorna 1

Pelo teorema de Euler-Fermat sabemos que a ordem de N médulo 7 é
um divisor de ¢(r) < r, assim o passo 5 se repete no maximo r vezes. No
passo 6 temos que fazer um produto de niimeros com log r digitos e redu-
zir médulo r, logo a complexidade do algoritmo Ordemmaodulo usando
FFT para multiplicar é O(rlogrloglogr) = O(r). Assim como no passo
3 do algoritmo AKSL testamos todos os valores desde %(log N)? até o
menor 7 que cumpre a condi¢ao. Temos que a complexidade é no ma-
ximo O(r% log rloglog r) = O(r?) para determinar , que mostramos ser

menor do que (logy N)?.

Calculo de MDC

O seguinte algoritmo € cléssico, e estd baseado no algoritmo de Eucli-
des do capitulo 1: “seja 7 o resto ao dividir A por B, entdo mdc(A, B) =
mdc(B,r)”. Usando iterativamente este algoritmo até obter resto 0, ob-
temos o seguinte algoritmo.

Algoritmo MDC
Entrada A, B
1. R+ A— B|4]
2. Enquanto R # 0 faca {
3. A+~ B
4. B+ R
5. R+ A-B|4|}
6. Retorna B.

E f4cil provar que o ciclo do algoritmo tem no méximo logy min{ A, B}

1+V5
2

passos, onde ¢ = é a razao aurea, e este nimero é obtido exata-
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mente quando tomamos dois termos consecutivos da sequéncia de Fi-
bonacci (ver por exemplo [113]), assim a complexidade do passo 4 do
algoritmo AKSL é O(rlogr) em nimero de multiplicagoes de nimeros
com logr digitos, logo a complexidade usando FFT para multiplicar é

O(r(logr)?loglog r) = O(r).

Célculo de (z +a)Y médulo (2" —1,N)

Este passo é, de fato, o mais complicado de implementar e também
tem a maior complexidade algoritmica, que ilustramos no seguinte algo-
ritmo.

Algoritmo PotenciaPolinomio
FEntrada N,a,r onde N = bib;_1...bg em base 2

1. Plx] «+ 1
2. Parai=1 até 0 faca{
3. P[] « P[z]?

4. Se b; =1 faca
5. Plz] < Plz] - (z + a).
6. Plz] < P[z] (mod 2" —1,N)}
7. Retorna P|x]

Como estamos interessados em polindémios médulo (z" — 1, N) cada
polinémio pode ser implementado como um vetor com 7 entradas meno-
res do que N. Assim, se P(x) é um polinémio de grau menor ou igual a
r — 1 entdo (P(x))? é um polindmio de grau menor ou igual 2r — 2, isto

é, (P(x))? = Z?Z)Q a;jx?. Observemos que

r—1 r—1
(P@)* = (aj+ajir)a? + (@ = 1)) aja?
7=0 7=0

logo (P(x))? = Z;;é(aj + ajir)2? (mod 2" — 1), assim aplicar mé-
dulo " — 1 é uma operagao com complexidade linear com relacao a r.
Agora, a multiplicagdo de polinémios de grau r pode ser feita usando
o método clssico com r? multiplicacoes e  somas, ou rlogr multipli-
cacoes usando FFT, onde estamos multiplicando niimeros com log NV
bits. Assim a complexidade dos passos 3, 4, 5 e 6 do algoritmo é

O(rlogrlog Nloglog N) = O(rlog N) e, portanto, a complexidade do
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algoritmo ~ PotenciaPolinomio ¢é O(rlogr(log N)2loglog N) =
O(r(log N)?).
Com isto concluimos que a complexidade do passo 6 do algoritmo

AKSL 6
O(r3/?logr(log N)*loglog N) = O(r*/*(log N)?).

Dado que a complexidade maxima do algoritmo AKSL ocorre no
passo 6 temos que a complexidade do algoritmo é O(r*/?(log N)?) =
O((log N)21/2).

conjectura-se que na verdade r = O((log N)?). Se esta conjectura
estiver correta, a complexidade do algoritmo fica igual a O((log N)©).
Esta conjectura seguiria, por exemplo, da conjectura 7.3 (no caso par-
ticular de primos de Sophie Germain). De fato, se valer essa conjec-
tura, terfamos, entre log? N e 2log? N (estritamente), da ordem de

% > log N primos ¢ tais que 2¢ + 1 também é primo. Para
um tal primo ¢, temos que ordag+1(N) < 2 ou ordag+1(N) > g > log2 N.

Como ordag+1(N) <2 = 2¢+1 | N?~1, o niimero de tais primos 2q+1
é O(log N) <« %, e portanto existe um primo r = O(log? N)
com ord,(N) > log? N (r serd um dos primos da forma 2g + 1 que
consideramos acima, para o qual ordag41(N) > g > log® N).

Posteriormente ao trabalho original de Agrawal, Kayal e Saxena,
Lenstra e Pomerance obtiveram uma algoritmo inspirado nas idéias
do AKS que trabalha com polinémios mais gerais e tem complexidade
O((log N)®) (ver [89]).

O algoritmo AKS é interessante do ponto de vista tedrico, ja que
mostrou que o problema de determinar a primalidade de um nimero esta
na classe P, mas na pratica o tempo de processamento é muito inferior
com relacao aos algoritmos probabilisticos classicos, tais como Miller-
Rabin e Solovay-Strassen, que sao altamente eficientes e amplamente
usados nos métodos de criptografia. De fato, escolhendo aleatoriamente
20 primos que validam os testes, temos que a probabilidade do niimero
escolhido ndo ser primo é menor do que 9 - 10713, Por outro lado, caso
a Hipotese de Riemann Generalizada seja verdadeira, o teste de Miller-
Rabin torna-se um teste deterministico, mas esta conjectura ainda esta
em aberto. Ela é uma generalizacao da Hipotese de Riemann classica
(cujo enunciado, em duas versoes equivalentes, ja foi apresentado nas
segoes 4.2 e 6.1.2), que é considerada um dos problemas mais dificeis e
importantes da Matematica.
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Varios dos resultados desta segdo e diversos outros aspectos algorit-
micos e computacionais de niimeros primos sao apresentados na referén-
cia [44].

7.5 Primos de Mersenne

Em abril de 2010, os nove maiores primos conhecidos sao da forma
M,=2P —1 para p = 43112609, 42643801, 37156667, 32582657, 30402457,
25964951, 24036583, 20996011, 13466917. Estes sao os Unicos primos
conhecidos com mais de 4000000 de digitos.

Primos da forma 2P — 1, com p primo, tém sido estudados ha séculos
e sao conhecidos como primos de Mersenne; nao é dificil demonstrar que
2P —1 86 pode ser primo quando p é primo. Parte do interesse em primos
de Mersenne deve-se a sua estreita ligacdo com nimeros perfeitos. Um
numero perfeito é um inteiro positivo que é igual a soma de seus divisores
préprios (como 6 = 1+4+2+3 e 28 =142+ 4+ 7+ 14); os nimeros
perfeitos pares sdo precisamente os niimeros da forma 2P~1(2” — 1) onde
2P — 1 é primo (um primo de Mersenne).

Talvez o primeiro resultado nao trivial sobre primos de Mersenne seja
devido a Hudalricus Regius que em 1536 mostrou que 2P — 1 nao precisa
ser primo sempre que p for primo: 2! — 1 = 2047 = 23 -89. Em 1603,
Pietro Cataldi tinha corretamente verificado a primalidade de 217 — 1 e
219 — 1 e afirmou (incorretamente) que 2P — 1 também era primo para
p = 23, 29, 31 e 37. Em 1640, Fermat mostrou que 22 —1 e 237 — 1
sao compostos. Em 1644, o monge Marin Mersenne (1588-1648) afirmou
por sua vez (também incorretamente) que 2P — 1 era primo para

p=2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 e 257

e composto para os demais valores de p < 257. Esta afirmagao demoraria
séculos para ser completamente corrigida.

Em 1738, Euler mostrou que 22° — 1 é composto e em 1750, verificou
que 23! — 1 é primo. Lucas desenvolveu um algoritmo para testar a
primalidade de niimeros de Mersenne e em 1876 verificou que 2127 — 1 ¢
primo; este nimero permaneceria por muito tempo como o maior primo
conhecido (ver [94]). S6 em 1947 a lista dos primos até 257 foi varrida:
os valores de p nesta faixa para os quais 2P — 1 é primo sao

p=23571317,19,31,61,89,107 e 127.
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O algoritmo de Lucas foi posteriormente melhorado por Lehmer para dar
o seguinte critério: sejam So =4, Sy =42 —2=14, ..., Sp11 = S,? —2;
dado p > 2, 2P — 1 ¢ primo se e somente se S,_o ¢ multiplo de 27 — 1.
Esta sequéncia cresce muito rapido, mas basta fazer as contas médulo
2P — 1: temos assim o chamado critério de Lucas-Lehmer (ver [86]).

Em 1951, computadores eletronicos comecaram a ser usados para
procurar grandes nimeros primos. Desde entao foram encontrados os
seguintes valores de p para os quais M, é primo:

521,607,1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937,
21701, 23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433,
1257787,1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917,
20996011, 24036583, 25964951, 30402457, 32582657,
37156667,42643801, 43112609, 57885161.

Em todos os casos foi usado o critério de Lucas-Lehmer. Os tultimos
doze foram encontrados com a ajuda de computadores pessoais: se vocé
tem um computador vocé também pode participar da busca do préximo
numero de Mersenne (veja as instrugdes em www.mersenne.org).

Note que um numero de Mersenne M, é escrito na base 2 como
111...111, com p digitos. Uma generalizacao natural seriam os niime-
ros escritos como 111...111 em outra base, isto é, niumeros da forma
(B” —1)/(B — 1), onde B é a base. E fécil ver que um tal ntimero
s6 pode ser primo se p for primo. No caso B = 10 estes ntimeros sao
conhecidos como repunits. Nao se conhece um critério andlogo ao de
Lucas-Lehmer para testar a primalidade de niimeros deste tipo quando
B > 2. O maior primo conhecido desta forma ¢é (288398317 — 1)/28838,
que tem 37090 digitos. Os tnicos repunits (comprovadamente) primos
conhecidos sao para p = 2,19,23,317,1031. Recentemente (entre 1999 e
2007), foram descobertos os seguintes valores de p para os quais os repu-
nits correspondentes sao provavelmente primos, i.e., passam por diversos
testes probabilisticos de primalidade: 49081, 86453, 109297 e 270343. De
acordo com os testes ja realizados, qualquer outro repunit primo deve
ter mais de 400000 digitos.

Um ntmero de Mersenne ¢ um nimero da forma M, = 2P — 1. Os
maiores niimeros primos conhecidos atualmente sao primos de Mersenne.
Uma tabela contendo os recordes atuais encontra-se no final deste capi-
tulo. O critério de Lucas-Lehmer, que apresentaremos nesta secao, é um
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dos fatores para que isso ocorra pois fornece um teste de primalidade
bastante rapido para niimeros de Mersenne. Vejamos primeiramente que
2P — 1 86 tem chance de ser primo quando p é primo.

Proposigao 7.24. Se 2" — 1 € primo entdo n € primo.

DEMONSTRAGAO: Se n = ab com a,b > 2entao 1 <2*—1< 2" —1
e2n —1=2%_1=(2"-1=1"-1=0(mod 2% —1) e 2" —1¢
composto.

Por outro lado, nao se sabe demonstrar nem que existam infinitos
primos de Mersenne nem que existem infinitos primos p para os quais
M, é composto. conjectura-se, entretanto, que existam infinitos primos
p para os quais M), é primo e que, se p, ¢ o n-ésimo primo deste tipo,

temos
log pp,

0<A< ——<B<+o0
n

para constantes A e B. Existem algumas conjecturas mais precisas
quanto ao valor de

lim {/py;

n—oo
Eberhart conjectura que este limite exista e seja igual a 3/2; Wagstaff
por outro lado conjectura que o limite seja

2¢7" ~ 1,4757613971

onde v é a ja mencionada constante de Euler-Mascheroni.

Primos de Mersenne sao interessantes também por causa de numeros
perfeitos. Um inteiro positivo n é dito perfeito se o(n) = 2n, onde o(n)
é a soma dos divisores de n. Os primeiros nimeros perfeitos sao 6, 28 e
496. Nosso proximo resultado caracteriza os nimeros perfeitos pares.
Proposicao 7.25. Se M, é um primo de Mersenne entdo 2p*1Mp é

. . . . : . 1
perfeito. Além disso, todo nimero perfeito par € da forma 2P~ M, para
algum primo p, sendo M, um primo de Mersenne.

DEMONSTRAGAO: Se M, é primo entao

o(2P7IM,) = (207 - o(My) = (2P — 1)(M, + 1) = 2- 2P~ M,
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Por outro lado seja n = 2Fb, com k > 0 e b fmpar, um nimero perfeito
par. Temos o(n) = 2n = 0(2¥)a(b) donde 2F+1b = (281 —1)o(b). Como
mdc(2Ft! — 1,2F1) = 1, temos b = (287! — 1)c para algum inteiro ¢ e
assim o(b) = 281, Mas 1,281 —1, ¢, b sdo divisores de b = (287! —1)¢;
se ¢ > 1 entdo o(b) = 2" e > 14281 — 1 +b, 0 que implica ¢ > 2F+1
mas neste caso o(b) = 28+1c > 14 281 — 1 4+ b4 ¢, um absurdo. Logo
c=1eb=2F1_16 primo pois o(b) = 2**!. Pela proposicio 7.24,
pzk—i—léprimo,b:Mpen:QP*IMp. O

Por outro lado, um dos problemas em aberto mais antigos da Mate-
matica é o da existéncia de ntumeros perfeitos impares. Sabe-se apenas
que um numero perfeito impar, se existir, deve ser muito grande (mais de
300 digitos) e satisfazer simultaneamente vérias condigoes complicadas.

Conjetura 7.26. Ndo existe nenhum niumero perfeito impar.

Nosso préximo resultado é o critério de Lucas-Lehmer, a base dos
algoritmos que testam para grandes valores de p se 2P — 1 é ou nao
primo:

Teorema 7.27. Seja Sy a sequéncia definida por So = 4, Sp+1 = S,f —2
para todo natural k. Sejan > 2; M, = 2" — 1 € primo se, e somente se,
Sn_9o € multiplo de M,.

DEMONSTRAGAO: Observemos inicialmente que
S0 =2+ V3 +(2- V3

para todo natural n. A demonstracao por inducgao é simples: claramente
So=4=02+V3¥+2-v3)%e
Sk =SE—2=(2+V3)* +(2-v3)¥)? -2
= (2+V3)¥)P2+2-2+v3)¥  2-V3) +(2-Vv3)¥)? -2
—2+V3)¥T 4+ 2-Vv3)¥,
Suponha por absurdo que M, | (2+ v3)¥" + (2 - v3)?" " e que

M,, seja composto, com um fator primo ¢ com ¢> < M,. Teremos
(24v3)¥" " +(2—3)2"° =0 (mod q) donde, no grupo multiplicativo
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G = (Z[V3]/(g))*, temos (24+v3)2" " = —(2—v/3)2" . Como 2—/3 =
(2 + v3)~! esta equacdo pode ser reescrita como (2 + v/3)¥" = —1
(ainda em @), o que significa que a ordem de 2+ /3 em G é exatamente
2™, Isto é um absurdo, pois o nimero de elementos de G é no maximo
¢*> — 1 < 2". Fica portanto demonstrado que se S,_s é miltiplo de M,
entao M, é primo.

Suponha agora M, primo, n > 2. Lembramos que neste caso n é
primo. Basta provar que, em Z[v/3], M,, divide S, 5 = (2 + \/§)2n_2 +
(2—+/3)2" %, pois neste caso S,,_s /M, serd um inteiro algébrico racional,
portanto inteiro pelo lema 6.40. Assim, devemos mostrar que

(2+ \/§)2n_2 =—(2- \/3)271_2 (mod M,,)
— 2+v3)?" '=-1 (mod M,)

utilizando novamente o fato que (2 4+ v/3)(2 — v/3) = 1. Note ainda que
24+ 3 = (1++/3)?/2 e que 2 é invertivel médulo M, logo temos que
provar que

(1+V3)Metl = 22" (mod M,,)

Como M, é primo, temos
1+ V3)Mr =14 (VB)Mr = 1 4 3123

z1+(]\jn>x/§zl—\/§ (mod M,,)

ja que por reciprocidade quadratica temos (Min) = —(%) = —(%2) =

—1. Substituindo na expressao acima, devemos agora provar que

2n71

(1-vV3)(14+v3)=-2""" (mod M,) < 22" "' =1 (mod M,)

Como n é primo, 2! — 1 é um miiltiplo de n pelo pequeno teorema de
Fermat. Porém, como 2" = 1 (mod M,), isto implica que 22" ~! =1
(mod M,,) também, o que encerra a prova. O

Mesmo quando M, nao é primo, podemos garantir que seus fato-
res primos serao de certas formas especiais. Isto é muito util quando
procuramos primos de Mersenne pois podemos eliminar alguns expoen-
tes encontrando fatores primos de M,,. Isto também pode ser 1til para
conjecturarmos quanto a “probabilidade” de M, ser primo, ou, mais pre-
cisamente, quanto a distribuicao dos primos de Mersenne.
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Proposicao 7.28. Sejam p > 2 e q primos com q um divisor de M)y.
Entao g =1 (mod p) e g =+1 (mod 8).

DEMONSTRAGAO: Se ¢ divide M, entao 2P = 1 (mod ¢), o que significa
que a ordem de 2 médulo g é p (pois p é primo). Isto significa que p
é um divisor de ¢ — 1, ou seja, que ¢ = 1 (mod p). Por outro lado,
2 = 2rtl = (2+1)/2)2 (mod ¢), donde (2) = 1, o que significa que

q
g = =1 (mod 8). O

Os vérios valores de p para os quais a primalidade de M, foi testada
sugerem que para a ampla maioria dos valores de p, M, nao é primo. Isto
é apenas uma conjectura: nao se sabe demonstrar sequer que existem
infinitos primos p para os quais M), seja composto. Vamos agora ver uma
proposicao que serve para garantir que para certos valores especiais de
p, alguns muito grandes, M, ndo é primo.

Proposicao 7.29. Seja p primo, p =3 (mod 4). Entdo 2p+1 € primo
(i.e. p € primo de Sophie Germain) se, e somente se, 2p+ 1 divide M,,.

DEMONSTRAGAO: Se ¢ = 2p+1 é primo entao M), = 2P -1 = 20a-1)/2 _
1= (%) —1 (mod ¢). Mas p = 3 (mod 4) significa que ¢ = 7 (mod 8),
donde (%) = 1. Assim, M, = 0 (mod ¢), o que demonstra uma das
implicacoes da proposicao.

Por outro lado, se 2p + 1 nao é primo, ele tem fatores primos r com
r # 1 (mod p) (pois 7 < p). Se 2p + 1 dividisse M, r seria um fator
primo de M, contrariando a proposicao anterior. O

7.6 Sequéncias Recorrentes e Testes de Prima-
lidade

Nesta secao veremos aplicagoes de certas sequéncias recorrentes li-
neares a testes de primalidade. Para uma exposicao mais geral sobre
sequéncias recorrentes lineares, veja o Apéndice B.

Suponha dados inteiros n > 1, P e Q tais que D = P? — 4Q néo é
um quadrado médulo n. Seja

P+VD
o=
2 bl
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raiz da equacao X2 — PX +Q = 0. E f4cil provar por inducao que
B 2

para todo natural m onde U, e V,, sao definidos recursivamente por

Uy =0, Uy =1, Unt2 = PUpy1 — QU
Vo =2, Vi =P, Vit = PViyp1 — QVip.

Tais sequéncias sao denominadas sequéncias de Lucas. Se

~ P—+D
a:72

é a segunda raiz da equacio X2 —PX+Q = 0, podemos também escrever

m __ am
/D ?
como se demonstra facilmente por inducao. Segue destas formulas que

PU,, + Vi, DU,, + PV,
2 Vint1 = - W2

Unp = Vin =™ +a™,

Um+1 s

Usm = UnVin,  Vam = V2 —2Q™.

Estas férmulas nos permitem calcular U,, e V,, moédulo n em
C'log m operagoes (para alguma constante positiva C): escrevemos m =
> a;2' com a; € {0,1}, definimos

0<i<M
i
my = E Qi M k2
0<i<k
e calculamos sucessivamente Up,,, Vin,s - ., Uy Vings -+ -3 Uy, = Unn,
Vinyr = Vin.

Lembramos (proposigao 6.21) que se p > 2 é primo e d nao é um
quadrado médulo p entdao K = Z[+/d]/(p) é um corpo com p? elementos.
Além disso, em K temos pela féormula do binémio que

(a+b)P =aP + 0P a,be K

ja que p divide todos os coeficientes binomiais (1]”) com 0 < j <p.
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Proposicao 7.30. Se n ¢ primo e D ndo é um quadrado mddulo n
entdo a™ = a em K = Z[v/D]/(n).

DEMONSTRAGAO: Temos em K
n  Pr+D0V2/D p—/D

o = on 5 =,

pois P"=P (mod n), 2"=2 (mod n) e D("_l)/2z(2)z —1 (mod n).

n

O

Analogamente, temos a@” = o em K. Assim, ainda em K, o"t! =

a1 = a@. Segue da férmula para U, que U,+1 =0 (mod n). Procla-
mamos este resultado como uma proposicao:

Proposigao 7.31. Se n € primo impar, (%)
e Vin sao definidas pelas recorréncias

= —1 e as sequéncias Uy,

Uy =0, Uy =1, Un+2 = PUpy1 — QUp,
Vo =2, Vi =P, Vit = PVip1 — QVp.

entao Upy+1 =0 (mod n).
DEMONSTRACAO: Acima. |

Esta proposicao nos d4 mais um algoritmo para testar a primalidade
de n.

Proposicao 7.32. Sen # 2 € primo, n t Q, n 1 D e D é quadrado
modulo n entdo U,—; =0 (mod n).

DEMONSTRAGAO: No anel K = Z[v/D]/(n), 2 é invertivel, assim como
De+vD. Em K temos, portanto,

., P"+DTVD P+VD
donde a"~! =1 em K (pois « é invertivel em K: de fato, aa = Q, que

é invertivel em K). Do mesmo modo, @"~! = 1 em K e portanto temos,
em K,

(07

(an—l _ an—l) =0,

1
Up-1= ——=
1 \/5

ou seja, U,—1 =0 (mod n). O
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Em suma, se n # 2 é primo, n {1 @, n{ D entao Un_(g) é multiplo

de n, o que se deve ao fato de o™ ser igual a @™ se m = n — (%) no

anel K = Z[vD]/(n). Observemos agora que se o™ = @™ em K entdo
existe um inteiro r tal que

o™ =am +nrvD

. m__—=m
pois &2

€ 7Z. Vamos usar este fato para mostrar por indugao o
seguinte resultado.

Proposicao 7.33. Sen # 2 € primo, n1 Q e n t D entao, para todo

natural k > 1, U, k-1 € maltiplo de n¥, onde m = n — (%)

~ . - k=1 k-1
DEMONSTRACAO: Vamos supor, por inducao, que ™™ =a™"™ +
n*r,v/D, 1, € Z. Elevando os dois lados da equacéo & n-ésima poténcia
temos

™™ = @+ nFr VD)t = @™ +nf VD

onde 41 pertence a Z[v/ D] por um lado, e por outro nFHlr g = U,k

é um inteiro, o que implica que rg1 € Q N Z[VD] pelo lema 6.40, e
portanto é inteiro, o que conclui a prova da afirmacgao, que equivale ao
enunciado. O

Proposigao 7.34. Sejam r > 1 com mdc(r,@Q) = 1. Se
A, = {k e N* | Uy € maltiplo de r}

é nao vazio entdao existe a € N* tal que r | Uy se, e somente se, a | k.
Tal a serd denotado por ord, U.

DEMONSTRAGAO: Observemos inicialmente que para todo m,n € N,
n # 0 temos Upyn = UpUpi1 — QUp—1U, . De fato, considerando
m fixo e n varidvel, os dois lados da igualdade satisfazem a mesma
recorréncia de segunda ordem Xyi90 = PXpi1 — QXg, Vk € N e temos,
paran =0, Upto = Up - Ur — QUyp—1 - Uy (pois Uy = 1 e Uy = 0), e,
param = 1, Upy1 = Uy - Uz — QUyp—q - Uy (pois Us = P, U =1 e
Umn+1 = PUp, — QU,_1), o que implica a igualdade para todo n € N.



[SEC. 7.6: SEQUENCIAS RECORRENTES E TESTES DE PRIMALIDADE 359

Como consequéncia, se r | Uy, e r | U, entdo r | Upyyn . Por ou-
tro lado, se r | Up e 7 | Us, com £ < s entdo, como (fazendo m = ¢,
n=s—1V0)Us=UUs_yy1 — QUp_1Us_y temos que r divide QU;_1Us_y,
mas mdc(Q,r) = 1 e mde(Uy_q,Up) divide Q' (o que pode ser facil-
mente provado por inducado a partir de Uy = PU; — QUy_1), donde
mdc(r, Up—1) também ¢é igual a 1, logo r | Us_y. Assim, m,n € A, =
m+née€A,el,se€ A, <s=s—{€c A, oque implica que A, é
da forma descrita, com a = min A, (de fato, se existe k € A, que nao
seja multiplo de a, existiriam b e ¢ naturais com k =ab+ ¢, 0 < ¢ < a,
mas k € A, e, como a € A, ab € A,, logo ¢ = k — ab pertenceria a A,,
contradizendo a definigao de a). O

Teorema 7.35. Seja n > 1 um inteiro impar. Se existe um inteiro d
primo com n tal que para todo fator primo r de n+1 existem P, Q") ¢
m(") inteiros com mde(m("),n) =1 e D) = (P()2 —4Q") = d(m(")?
(mod n) tais que a sequéncia de Lucas associada (U,gr)) satisfaz UT(QI =0

(mod n) e U& # 0 (mod n) entao n € primo.

DEMONSTRAGAO: Sejan+1 =r'ry? ... r*" afatoracdo prima de n+1.
As hipéteses implicam que 77 divide ord, U i) para i = 1,2,...,k.

Por outro lado, se n = €f1€§2 0% 6 fatoracao prima de n, segue
da Proposicao 7.33 que Ordgfj U divide Kfj _l(ﬂj — (%)) (A hipétese

4t Qi) é satisfeita. De fato, como mdc(n,d) = 1, ¢; nao divide D) e,
se {; dividisse Q). ¢; nao dividiria PUi) e terfamos UIE") = (P("i))k*1
(mod ¢;) para todo k > 1, e £; nao dividiria Ué”) para nenhum k > 1,
contradizendo o fato de n dividir Ué@l) Assim, se M = mmc{ﬁf Fl(fj -
(£)),1 < j < s} temos que ij divide U](\;i), paral <j<s,1<i<k.
J

Isso implica que n = Efl N .gfs divide U](\/r[i) para 1 < i < k, e portanto
rit | ordy, U | M para 1 < i < k, donde n+ 1 divide M. Temos agora
duas possibilidades:

1. s = 1. Nesse caso temos que n + 1 divide M = E’fl_l(ﬁl - (%))

o que é absurdo se (%) = 1, pois teriamos M < Efl =n, e se

(%) = —1 temos que Efl + 1 divide Eflfl(él + 1), o que implica
B1 =1, ou seja, n é primo.
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2. s > 2. Nesse caso

B Bi—1 d .
M—mmc{ﬁjj (Ej— (@)), 1<5< 5}

Bi—1 d
(- (&)
:2mmc{ J i (E,) , l§j§8}

2

s 07N g~ (&) a3
j J £ +1
SQH z gan Jgj )
Jj=1 j=1

que é sempre menor que n (pois 2 - % : 1% < 1) e portanto é um
absurdo que n + 1 divida M.
]

A seguinte proposicao, devida a Morrison, é analoga ao resultado de
Pocklington:

Proposicao 7.36. Seja N > 1 um inteiro impar e N +1 = FR. Se
existe um inteiro d primo com N tal que para todo fator primo r de F
existe uma sequéncia de Lucas UT(LT) associada a inteiros P, Q) e um
inteiro m™) primo com N e D) = (P(M)2 —4Q") = d(m™)? (mod N)
tal que N | UJ(\;-)1-1 e mdc(U&,N} = 1 entdo cada fator primo £ de N

satisfaz € = (%l) (mod F).

DEMONSTRAGAO:  Se F = r{'ry?...r* é a fatoracdo canonica de F
entao ordy Uri | N+ 1 para 1 <i < k. Se £ é um fator primo de N,
também temos ord, U(") | N + 1. Como mdc(N, U@) = 1 segue que

T

04 Ugi)l, donde ord, U ¢ NT—‘fl, e portanto 7" divide ord, U("*) para

1 < i < k. Por outro lado, ord, U (ri) divide ¢ — (%), donde rf” divide
E—(% paral <i<k — Fdivideé—(%) — 65(%) (mod F). O

Corolario 7.37. Nas condi¢oes da proposicdo, se F' > R entao N ¢é
Primo.
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DEMONSTRAGAO: Qualquer fator primo de N deve ser congruente a
1 ou a —1 médulo F', mas, se N é composto, deve ter um fator primo
menor ou igual a sua raiz quadrada, que deve, pois, ser igual a F' — 1.
Como F > /N +1, F?—1> N, logo % < F'+1, donde o outro fator
primo de N também deve ser igual a F' — 1, e terfamos N = (F —1)? =
N +1=F?—-2F +2, que s6 seria multiplo de F se F fosse igual a 2, e
F — 1 igual a 1, absurdo. ]

Proposicao 7.38. Seja n > 1 um inteiro impar. Se para todo fator
primo r de n+ 1 existem P Q") inteiros com mde(D™),n) =1 onde
D) = (P2 —4Q") tais que a sequéncia de Lucas associada (U,gr))
satisfaz U7(Q1 =0 (mod n) e mdc(U&,n) =1 entao n € primo.

DEMONSTRAGAO: Seja £ um fator primo de n. Para cada fator primo
r de n+ 1 temos que 757_21 =0 (mod /) e U& # 0 (mod ¢). Assim, se
r® é a maior poténcia de r que divide n+ 1, entao r®" divide £ — (DT(T)),
como acima. Em particular, 7% divide 2 —1 = (£ — 1)(¢ + 1), donde
n+ 1 divide 2 — 1. Assim, £2 —1 > n+ 1 donde ¢ > \/n, o que implica
na primalidade de n pois n nao tem nenhum fator primo menor ou igual
a sua raiz quadrada. O

Vamos agora dar outra prova do critério de Lucas-Lehmer usando os
resultados anteriores.

DEMONSTRACAO: A sequéncia de Lucas associada a P =2, Q = —2, é
dada pela férmula Uy, = 2—\1/5((1 +v/3)F — (1—+/3)%). Temos (1++/3)F =

% + UpV/3, onde Vi, = (1 4+ v/3)F + (1 — /3)*. Além disso, Uy, = Ui Vi
para todo k € N.
Para r > 1 temos

Vor =(1+V3)2 +(1—-V3)2 =(d+2V3)2 " +(4—-2v3)2"
_ 227‘—1((2 + \/3)27‘—1 + (2 . \/§)2r—1) _ 22r—1ST_1
(onde Sop = 4, Sy = 52, -2, Vm € N). Sen >2e M, = 2"~ 1

divide S,,—2 entao M, divide V,n-1, logo também divide Upy, 41 = Uan =
Ugn-1Von-1, e, como Unpr1 = Upn-1, € V,f — 12U,§ = 4(—2)F, segue que
2

V22n,1 — 12U22n,1 = 22%1*2, e, se algum fator de M, divide U a,+1, divide
2



362 [CAP. 7: PRIMOS

também 22n71+2, logo ¢ igual a 1. Assim, pela proposicao anterior, M,
é primo.
Por outro lado, se M,, é primo, como D = 12, (12) = (i) =

M,
—(%) =1, logo M,, divide Uy;, +1 = Uan, €, como

Mp+1
2

V2 =Von +2(=2)%" = Van +2-2

My —

3 2
:‘/2n+42 21:‘/2n+4<M>:‘/2n+4 (mOdMn),

n

pois 2 = 27t = (2%1)2 (mod M,,) (ja sabemos que n deve ser um
primo impar). Temos

Von = (14 V3)* + (1 - v3)*" = (1 4+ V3)MHl 4 (1 — VB)MH,

que é igual a (1 —v3)(1+V3) + (1 +V3)(1 —V3) = 4 em K =
Z[V/3]/(M,,) (pois (Min) = —1) donde V2, = Van +4 =0 (mod M,) e
portanto M, | Von-1 = 22" . Assim, M, divide S,,_», o que conclui
nossa nova demonstracao do critério de Lucas-Lehmer. ]

Se N é um primo impar e d nao é quadrado médulo N, entdo K =
Z[Vd]/(N) é um corpo finito com N? elementos e portanto existem
inteiros a e b tais que = a + bv/d é uma raiz primitiva de K. Sejam
T=a—0b/de param €N, Uy, = (2™ —T™)/2bv/d. Temos Uy = 0,
Up =1 e Upyo = 2aUp 11 — (a®> — db*)U,, para todo m € N. Temos
ainda b # 0 em K, sendo x pertenceria a Z/(M) C K e ordg x dividiria
N — 1. Assim, b e V/d sio invertiveis em K e, se P = 2a, Q = a® — db?
entdo D = P? — 4Q) = 4db® satisfaz (%) = —1. Pela proposicao 7.31,
Un+1 =0 (mod N). Por outro lado, se m é menor que N + 1, caso N
divida Uy, terfamos 2™ = Z™ em K, donde terfamos em K, (Z/x)™ = 1.
Pela proposicao 7.30, = z'V, logo (V=™ = 1_absurdo, pois ordg = =
N2—1=(N-1)(N+1)> (N —1)m. Assim, ordyU = N + 1. Isto
fornece reciprocas para os resultados desta secao.

Problemas Propostos

7.17 (Lucas-Lehmer-Riesel). Sejam a e M, , = a-2" —1 ndmeros primos
com 6 tais que 2" > a. Definimos recursivamente a sequéncia {S;} onde
So=(2+V3)*+(2—-V3)* e Sj41 = S]2~ — 2. Mostre que My, q € primo
se, e somente se, Sy_o € dwvisivel por M, 4.
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7.7 Aspectos Computacionais

Nas secoes anteriores demonstramos varios critérios de primalidade.
Aqui faremos vérias consideracoes quanto ao valor pratico destes cri-
térios, sendo nosso objetivo dar uma ideia geral do funcionamento dos
programas que encontraram os maiores numeros primos conhecidos. Ve-
remos que uma das nossas principais preocupagoes serd a de saber mul-
tiplicar inteiros rapidamente e os melhores algoritmos para esta tarefa
estao baseados na transformada de Fourier discreta. A parte deste capi-
tulo referente a este tema esta fortemente baseada no livro de M. Clausen

e U. Baum [35].
No endereco

ftp://ftp.mat.puc-rio.br/pub/users/nicolau/mersenne/mersenne.tgz

encontram-se implementagoes de alguns destes algoritmos escritas na

linguagem C. Estes programas sao de cunho puramente pedagdgico,
muito além do ideal, principalmente em termos de velocidade, e tém
apenas o propodsito de ilustrar os principais aspectos matematicos de
uma boa implementacao dos testes de primalidade.

7.7.1 O Algoritmo de Multiplicacao de Karatsuba

A forma de multiplicar inteiros ensinada na escola é simples e con-
veniente para inteiros relativamente pequenos, mas vejamos seu custo.
Para multiplicar dois inteiros de n digitos na base d procedemos basica-
mente a partir da férmula:

O aid) (O bid?) = aib;dt -
7 J ,J

calculamos (ou olhamos na tabuada) todos os produtos de um digito de
um dos inteiros com um digito do outro, multiplicamos pela poténcia de
d apropriada (o que equivale a acrescentar zeros a direita) e somamos
as n’ parcelas obtidas. Efetuamos no processo n? multiplicacdes e um
numero comparavel de somas; assim, o tempo gasto com este algoritmo
¢é aproximadamente An? para alguma constante positiva A. Se isto fosse
o melhor que pudéssemos fazer, o tempo para checar a primalidade de
M, seria aproximadamente Ap3. Existem entretanto outros algoritmos
de multiplicacao: examinemos primeiro um algoritmo relativamente sim-
ples, o algoritmo de Karatsuba, usado pela biblioteca gmp (e portanto
por nossos programas acima).
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Sejam A e B dois inteiros com n digitos cada um. Se m = [n/2],
podemos escrever

A=A d™ + Ao,
B=Bid"+ By e
AB = AlBlde + (AlBo + A()Bl)dm + Ay By.

Pelo algoritmo anterior, calculariamos os quatro produtos de inteiros
com m digitos. Entretanto, os produtos A1 By e AgB1 ndo sao necessarios
individualmente, e podemos calcular sua soma da seguinte forma:

A1By + AgB1 = (A1 — Ao)(Bo — B1) + A1B1 + AgBo.
Em outras palavras, podemos escrever
AB = A1 By (d*™ +d™) 4 (A1 — Ag)(Bo — By)d™ + AgBo(d™ +1).

Assim, podemos calcular os trés coeficientes com apenas trés multipli-
cacoes (ao invés de quatro) e algumas somas. Mesmo que o nimero
de somas aumente, ja sabemos que somas sao rapidas e portanto pode-
mos esperar que este algoritmo represente uma melhora substancial em
relagao ao anterior.

Mais precisamente, repetimos este processo para diminuirmos o ta-
manho dos inteiros. Assim, se denotarmos por f(n) o tempo necessario
para multiplicar inteiros de n digitos temos f(n) ~ 3f([n/2]) + An e
provamos facilmente que

onde a = (log3)/(log?2).

7.7.2 Multiplicacao de Polinomios Usando FFT

Suponha que queiramos multiplicar dois polinémios P, @ € Clz], de
grau menor do que n, representados pelos seus coeficientes:

P(ﬂf): Z ajxj:a0+a1x+...+an_1mn71’
0<j<n
Q(x): Z bjl'j:b0+b1x—|—...+bn_1mn71.

0<j<n
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O método aprendido na escola exige n? multiplicacoes; o método de Ka-
ratsuba pode ser adaptado para este problema e exige aproximadamente
n® multiplicac¢oes, com « = (log 3)/(log2). Veremos agora como efetuar
esta multiplicacao com um ndmero muito menor de operagcoes.

Uma ideia é a de considerar os polindémios como representados nao
pelos seus coeficientes e sim pelos seus valores em n pontos distintos
£0,---,&n—1. Temos evidentemente (P - Q)(&;) = P(&;) - Q(&): se o
produto P@Q tem grau menor do que n entdo PQ é o unico polindémio
que assume estes n valores. A dificuldade em usar este método estd em
calcular os valores de P e ) nos n pontos &, ...,&,—1 € em recuperar
PQ a partir de seu valor nestes mesmos pontos. Se os valores ; forem
escolhidos sem critério este método pode acabar sendo mais lento do
que os outros que ja apresentamos. Veremos que certas escolhas de n
e & tornam o algoritmo rdpido: uma das mais simples é tomar n uma

poténcia de 2 e §; = w?, onde w = 2™/™ ¢ yuma raiz da unidade de
ordem n.
Suponha que & = —¢§; # 0 entao as poténcias pares de &; e &

coincidem, enquanto as poténcias impares diferem pelo sinal. Isto nos
permite economizar multiplicacoes quando calculamos P(§;) e P(&) =
P(—¢&;) simultaneamente. Se n é par, podemos escrever

P(&) = Pp(&) + & P_(&),
P(—=¢) = Pr(&) — &P-(£)),

onde

Py(x) = Z azja?,

0<j<n/2

P_ (x) = Z a2j+1mj, .

0<j<n/2

Ou seja, reduzimos o problema de calcular um polindémio de grau n
em dois pontos ao problemas de calcular dois polinémios de grau n/2
em um mesmo ponto, seguido de uma multiplicacdo, uma soma e uma
subtracao. Se os §; sempre ocorrerem aos pares, com por exemplo
i+(n/2) = —§j, o cdleulo de P(&p), ..., P(&,) reduz-se ao cdlculo de

Pi(€)s- s Pr(&lyay1)s P-(€0)s- -y P—(&00/0)-1)

seguido de 3n/2 operagoes.
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O ideal é que pudéssemos repetir o processo acima, ou seja, que n
. ’ . s . 2 2 a

seja multiplo de 4 e que também no conjunto &g, ... ,§(n/2)_1 0s nume-
ros ocorressem em pares diferindo apenas por sinal. Reordenando os
termos, podemos reformular esta condigdo como 5]2. (nja) = —5]2-, ou,
sem perda de generalidade, como &;_ (,,/4) = i§;. Para podermos repetir
este processo um nimero maximo de vezes, devemos tomar n como uma
poténcia de 2 e {1 = wkfj, onde w = €2™/™_ Devemos assim tomar
§j = w!&o e a escolha § = 1 parece particularmente simples.

Fagamos agora uma estimativa de 7T'(n), o nimero de operagoes
usadas neste algoritmo para calcular P(&p),...,P(§,). Ja vimos que
T(n) = 2T (n/2) + 3n/2; claramente 7'(1) = 0. Dal temos 7'(2) = 3,
T(4) = 12 e, por uma inducao simples, T(2¥) = 3k - 2¥=1. Assim, ¢é
possivel calcular P(1),..., P(w" ') muito rapidamente.

Reformulemos este problema na linguagem de algebra linear. Temos

P(1) 1 1 1 1 ag

P(w) 1 w w? wh ! al

Pw? | = w? w w2(m—1) az |,
P(wn—1> 1 w1 21 (n1)? A1

a matriz de ordem n e coeficientes w”, 0 < i,j < n, é chamada de
DFT,, a transformada de Fourier discreta . O que aprendemos nos pa-
ragrafos acima foi a multiplicar DF'T,, por um vetor rapidamente (pelo
menos quando n é uma poténcia de 2). Em termos algébricos, apren-
demos a escrever DF'T,, como um produto de logy n matrizes esparsas
cujos coeficientes nao nulos sao poténcias de w; cada matriz esparsa
correspondendo a uma etapa do algoritmo FFT.

Falta aprender a recuperar os coeficientes de um polinémio P a partir
de

ou seja, a multiplicar (DFT,,)~! por um vetor. Mas para isto basta



[SEC. 7.7: ASPECTOS COMPUTACIONAIS 367

observar que

100 0 0
00 0 0 1
00 0 10
(DFT,)* = :
001 ...00
010 ..00

pois o coeficiente (i, k) de (DFT,)? é
Z Wik — Z w(H—k)]

que é igual a n se i + k = 0 (mod n) e 0 caso contrario pois se n { ¢,
wt#1e
2 —1
D= =0

Assim, o coeficiente (4,5) de (DFT,)~! é (1/n)w™" e este processo de
FFT inversa (ou interpolacao) é tao facil e rapido quanto FFT (ou eva-
luacdo). Temos portanto um algoritmo para multiplicar polinémios de
grau n fazendo aproximadamente Cnlogn operagoes (onde C é uma
constante positiva).

Reproduzimos abaixo o pseudo-cédigo de [35] para este algoritmo:

Input: O comprimento n (uma poténcia de 2); uma raiz
primitiva da unidade w de ordem n; um vetor (ag, ..., an—1)
de coeficientes complexos.

Output: O vetor (Ao, ..., Ap_1) = (DFT,)(ag,...,an_1)"
procedure FFT(n,w,ap,ay,...,an—1;40,A1,...,40-1);

begin
if n=1 then
Ag = ap;
else

FFT(n/Q,wQ,aO,aQ,...,an,g;Eo,...,En/Q_l);
FFT(n/Q,w2,a1,a3,...,an_l;Oo,...,On/g,l);
for k=0 to n/2—1 do
A =E; + kak;
Ajinj2 = By — whOy;
end
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Até agora consideramos polinémios com coeficientes em C mas o
leitor atento ja deve ter percebido que podemos usar o mesmo algoritmo
para multiplicar polinémios sobre qualquer corpo K desde que exista
em K um elemento w que seja uma raiz da unidade de ordem n. Um
exemplo de corpo onde existe um tal w é Z/(p) se p =1 (mod n). Na
verdade nao é sequer necessario que os coeficientes estejam em um corpo:
podemos trabalhar sobre qualquer anel A onde exista w com as seguintes
propriedades:

1. W =1,
2. n é invertivel em A,
3. se 0 < ¢ < n entdo w’ — 1 é invertivel em A.

Na proxima secao veremos uma situagao onde serd interessante trabalhar
com A =7Z/(2K +1).

Lembramos que este algoritmo calcula corretamente o produto dos
polinémios P e ) desde que este produto tenha grau menor do que
n. Mais geralmente, estaremos encontrando o tnico polindmio de grau
menor que n que coincide com PQ em &y, &1, ...,&,—1. Como estamos
tomando sempre §; = wi&y temos

(z—&)(x—&) - (z=&n1) =2" = &

e nosso algoritmo calcula PQ mod (™ — &).

7.7.3 Multiplicacao de Inteiros Usando FFT

Quando escrevemos um inteiro a na base d,
a= Z akdk,
k
podemos pensar que estamos escrevendo
a=P(d), P(z)= Zakxk.
k

Se desejarmos calcular ab onde

b=Q(d), Qx)=) b
k
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podemos usar o algoritmo da se¢do anterior para calcular os coeficientes
¢ do produto

(PQ)(z) = ch$k7 cp = Zajbk—j
k j

e temos ab = (PQ)(d). Os ¢, em geral ndo serdo digitos aceitaveis
para uma expansao na base d do inteiro ab mas isto pode facilmente
ser corrigido: escrevemos ¢ = ¢y + deg, ¢| = c1 —eg +deq, ..., ¢, =
ci — ex—1 + dey, ..., onde a cada passo tomamos ¢j como sendo um
digito aceitdvel. Ao final, teremos

ab = Z c.dk,

k

a expansao de ab na base d.

A dificuldade maior reside no fato que as contas descritas na se¢ao
anterior envolvem ntimeros complexos, e as partes real e imaginéria des-
tes niimeros complexos sao irracionais. Uma alternativa é fazer as contas
usando varidveis do tipo double; teremos inevitavelmente erros de trun-
camento mas o fato de sabermos que a resposta final é um inteiro nos
d4 uma oportunidade de corrigir estes erros. E claro que precisamos ter
o cuidado de evitar que os erros de truncamento somem mais do que
0,5: neste caso acabariamos arredondando a resposta final para o in-
teiro errado. Esta possibilidade desastrosa pode ser evitada tomando d
pequeno (e portanto grau grande, o que implica em uma transformada
de Fourier de comprimento maior); também ajuda muito tomar o con-
junto dos digitos aceitaveis simétrico em relagdo ao zero, pois assim os
produtos a;jby_; serao menores e terao sinais diferentes, o que evita que
os coeficientes ¢ sejam grandes demais. Mesmo para inteiros bem mai-
ores do que o maior primo conhecido existem valores de d que garantem
o bom funcionamento deste método, um dos mais rapidos para multi-
plicar inteiros grandes (em parte porque a maioria dos computadores é
capaz de multiplicar doubles com grande rapidez). Por isso, ele é usado
pelo programa mprime-prime95, que encontrou os ultimos 4 primos de
Mersenne.

Uma segunda alternativa é escolher um primo p e fazer a multiplica-
¢ao de polindmios considerando os coeficientes como elementos de Z/(p).
Para recuperarmos os verdadeiros coeficientes do produto (que sao in-
teiros), precisamos ter o cuidado de garantir que |cx| < p/2 onde ¢ =



370 [CAP. 7: PRIMOS

> ajby—j. Um primo usado em alguns programas® é p = 264 — 232 1 1,
que tem alids varias propriedades especiais que o tornam particularmente
apropriado para nossa tarefa. Com este valor de p, como 232 | p — 1,
podemos fazer FFTs de comprimento 232 com d = 2'6, o que permite
(em principio) multiplicar inteiros de médulo menor do que 216'232_1, ou
seja, inteiros com alguns bilhoes de digitos; o simples armazenamento
de um tal inteiro exige memoria maior do que a que tem a maioria dos
computadores atuais.

Mas estas alternativas, apesar de computacionalmente atraentes, nao
satisfazem ao matematico puro pois funcionam para inteiros menores
do que um certo tamanho fixo (apesar de muito grande). A segunda
alternativa apresentada acima pode ser levada adiante tomando primos
cada vez maiores, mas nao sera facil provar que existem sempre primos
com as propriedades desejadas. Veremos agora como multiplicar inteiros
de tamanho arbitrario em tempo baixo fazendo as contas néao em Z/(p),
mas em Z/(25 +1) (mesmo 2% + 1 ndo sendo primo) e assim evitaremos
esta dificuldade. Uma outra vantagem deste método é que serd muito
facil multiplicar por poténcias de w (assim tornando répidas as FFTs).

Mais precisamente, mostraremos como multiplicar inteiros (dados
por suas expansoes bindrias) médulo 2%V 4 1; esta é a versdo simplificada
de Schonhage de um algoritmo devido a Schénhage e Strassen. Se N
for tomado suficientemente grande este algoritmo multiplica inteiros.
Consideraremos apenas valores de N > 320 da forma

N=v-2" n—-1<v<2n, n>4;

estes valores de N serao chamados de aceitdveis. Supomos que ja sabe-
mos multiplicar médulo 2% + 1, onde K = k- 2*¥ < N também é um
valor aceitavel (a ser escolhido).

Para usar a multiplicacao de polinomios, escrevemos os inteiros a e
b a serem multiplicados na base d, i.e.,

a= Y ad, b= Y bd, 0<a,b;<d,
0<i<2m—1 0<j<2m—1

onde m = |n/2] +1ed=2N?". Temos d*" =2V = -1 (mod 2V +1).
Assim, podemos escrever ¢ = ab (mod 2V 4 1) com

Cc = Z budu, CH = Z aibj — Z aibj.

0<p<2m—1 i+j=p it j=pt2m

3Em particular no StrongARM, veja http://www.axis.demon.co.uk/armprime/
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Pela secao anterior e por inducao, sabemos efetuar estas contas médulo
2K 4+ 1 mas novamente precisamos do valor de cada ¢y como inteiro,
ou seja, precisamos escolher K de tal forma que possamos garantir que
lc,| < 2571 B fécil verificar que podemos escolher £ = [(v +1)/2] e
k = [n/2] + 1; observe que K = £ - 2% é de fato aceitavel.

Sejam @ = 25/2" ¢ w = 2. Como w?" ' = —1 (mod 2K +1) temos
que w é uma raiz da unidade em Z/(2% + 1) de ordem 2™: este valor de
w pode ser usado para fazer FFT como na secao anterior; temos

a > (@'a;)(@'b;)  (mod 25 +1).
i+j=p  (mod 2™)

Cu

Note que podemos efetuar tanto FFT quanto FFT inversa pois 2™ e
w’ — 1 sdo inversiveis médulo 2% + 1 (o que deixamos como exercicio).

Falta apenas estimar o nimero de operacoes gasto por este algoritmo;
note que por operagao aqui queremos dizer uma operacao sobre bits.
Em todo o algoritmo, efetuamos duas FFTs de comprimento 2™ sobre
7./(25 4-1), 2™ multiplicagdes ponto a ponto (também sobre Z /(2K +1))
e uma FFT inversa de comprimento 2™. Observe que como w é uma po-
téncia de 2, as multiplicagoes por poténcias de w que ocorrem nas FFT's
sao rapidas pois sao apenas translagoes dos digitos; mais precisamente,
exigem no méximo C'K operagoes cada uma (para alguma constante po-
sitiva C'). Assim, cada FFT exige no maximo C'm - 2™ K operagoes. O
numero total T'(N) de operagoes satisfaz assim a recorréncia

T(N)<2"™T(K)+Cm-2"K
donde podemos demonstrar que, para alguma constante positiva C,
T(n) < CNlog N loglog N.

Finalmente, mencionamos ainda que existem alternativas assintoti-
camente mais eficientes para multiplicar inteiros. O algoritmo de Firer
(ver [56]) tem complexidade nlogn 200°¢"™) onde log* n denota a fun-
¢ao definida recursivamente por

" 0 sen <1,
log*n =
1+log*(logn) sen >1

. . * ’ ~
Na vida real, entretanto, a diferenca entre loglogn e 21°8" ™ é tdo pequena
que apenas se faz sentir para nimeros astronomicamente gigantes.
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7.7.4 A Complexidade das Operagoes Aritméticas

Vimos na segdo anterior que o nimero de operagoes (e portanto o
tempo) necessario para multiplicar inteiros de N digitos é aproximada-
mente (a menos de um fator constante) N log N loglog N se utilizarmos
um dos algoritmos descritos. Nao se conhece nenhum algoritmo que
seja assintoticamente mais rapido mas também nao se sabe demonstrar
que nao existe um tal algoritmo. Mostraremos nesta secao que o tempo
necessario para realizar qualquer uma das operacoes abaixo é assintoti-
camente o mesmo (isto é, difere por uma constante multiplicativa). Note
que adigoes e subtracgoes sao mais rapidas e desprezaremos o tempo exi-
gido por essas operagcoes.

1. Multiplicar inteiros de N digitos.
2. Elevar ao quadrado um inteiro de N digitos.

3. Inverter, ou seja, encontrar os primeiros 2N digitos depois da vir-
gula de 1/n, onde n tem N digitos, ou ainda, calcular |Q%" /n]
(se trabalharmos na base Q).

4. Fazer a divisao com resto de dois inteiros de IV digitos, i.e., dados
nem encontrar ger comn=qgm+7r, 0 <r < m.

Estas operagoes podem ser reduzidas uma as outras com a mesma ordem
de grandeza de tempo, i.e., multiplicando o tempo necessario por uma
constante. Faremos isto da seguinte forma:

(a) Quem sabe multiplicar sabe elevar ao quadrado.
(b) Quem sabe elevar ao quadrado sabe multiplicar.

¢) Quem sabe multiplicar sabe inverter.

(
(d) Quem sabe inverter sabe elevar ao quadrado.

e) Quem sabe multiplicar e inverter sabe dividir com resto.

)
)
)
)
()
(f)

Quem sabe dividir com resto sabe inverter.

Os itens (a ) (e) e (f) s@o triviais. O item (b) segue de mn =
((m+n)2—(m—n)?)/4. Oitem (d) segue de 22 = (27! —(z+1)"1) "1 —z.
O item (c) segue do fato que se x = n/QY € (1/Q, 1] (z um nimero real
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dado com uma certa precisao) e se y € [1,Q) é uma aproximagao para
1/x com k casas de precisao entdao ¢y’ = y(2 — zy) é uma aproximagao
para 1/x com aproximadamente 2k casas de precisao. De fato temos
y —1/x = —x(y — 1/x)? donde |y — 1/x| < |y — 1/z|?. Este algoritmo
pode ser visto como uma aplicagdo do método de Newton para a fungao
f(t) = —z + 1/t. Note que as primeiras aproximagoes para 1/x po-
dem ser calculadas com poucos digitos de precisao, donde as primeiras
multiplicacoes podem ser feitas com poucos digitos; isto garante que o
tempo total para obter N digitos de 1/z é comparavel ao tempo de uma
multiplicacao de inteiros com N digitos.
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7.8 Tabelas

Nesta tltima se¢ao apresentaremos algumas tabelas indicando alguns
dos maiores primos conhecidos no momento da conclusao do livro (24 de
Junho de 2013). Estas tabelas se tornam obsoletas rapidamente, entao
ao leitor recomendamos consultar a pagina

http://primes.utm.edu/largest.html

para uma lista mais atualizada contendo os recordes de primos.

Maiores pares de primos gémeos conhecidos

Primo Numero de digitos Data
3756801695685 - 2666669 4 1 200700 2011
65516468355 - 2333333 + 1 100355 2009
2003663613 - 2195000 4 1 58711 2007
194772106074315 - 2171960 + 1 51780 2007
100314512544015 - 2171960 + 1 51780 2006
16869987339975 - 2171960 4+ 51779 2005
33218925 - 2169690 4 1 51090 2002
22835841624 - 794321 4 1 45917 2010
1679081223 - 2151618 4 1 45651 2012
84966861 - 2140219 4 1 42219 2012
12378188145 - 2140002 4 42155 2010
23272426305 - 2140001 4 1 42155 2010

8151728061 - 2125987 4 1 37936 2010
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Maiores primos de Sophie Germain conhecidos

Primo

18543637900515 - 2066667 _ 1
183027 - 2265440 _ 1
648621027630345 - 2253824 _ 1
620366307356565 - 2253824 _ 1
607095 - 2176311 1
48047305725 - 2172403 _ |
137211941292195 - 2171960 _ 1
31737014565 - 2140003 _ 1
14962863771 - 2140001 _ 1
33759183 - 2123458 1
7068555 - 2121301 _ 1
2540041185 - 2114729 _
1124044292325 - 2197999 _ 1

Maiores primos de Mersenne conhecidos

Numero de digitos

200701
79911
76424
76424
53081
51910
51780
42156
42155
37173
36523
34547
32523

Primo Numero de digitos
957885161 __ | 17425170
943112609 _ | 12978189
942643801 _ | 12837064
937156667 _ | 11185272
932582657 _ | 9808358
930402457 _ 9152052
925964951 _ | 7816230
924036583 _ | 7235733
920996011 __ | 6320430
913466917 __ | 4053946

Data

2013
2008
2009
2008
2006
2005
2005
2004
2003
2001

Data

2012
2010
2009
2009
2009
2007
2006
2010
2010
2009
2005
2003
2006

375

Denote por n# o produto dos primos menores do que ou iguais a n.
Primos da forma n# 4 1 sao chamdos de primoriais, enquanto que os
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da forma n! £+ 1 sao chamados de fatoriais.

Maiores primos primoriais conhecidos

Primo Numero de digitos Data
1098133+# — 1 476311 2012
843301# — 1 365851 2010
392113# + 1 169966 2001
3664394 + 1 158936 2001
145823# + 1 63142 2000
42209# + 1 18241 1999
240294 + 1 10387 1993
23801# + 1 10273 1993
185234# + 1 8002 1989
15877# — 1 6845 1992
136494 + 1 5862 1987

Maiores primos fatoriais conhecidos

Primo Numero de digitos Data
150209! 41 712355 2011
110059! + 1 507082 2011
103040! — 1 471794 2010
94550! — 1 429390 2010
34790! — 1 142891 2002
26951! + 1 107707 2002
21480! — 1 83727 2001
69171 —1 23560 1998
6380! + 1 21507 1998
3610! — 1 11277 1993
3507! — 1 10912 1992
1963! — 1 5614 1992

1477+ 1 4042 1984
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O maior primo conhecido ao longo da histdria

Primo Algarismos Data Descobridores
217 1 6 1588  Cataldi
219 1 6 1588  Cataldi
231 1 10 1772  Euler
999999000001 12 1851  Loof
(259 —1)/179951 13 1867 Landry
(253 +1)/(3-107) 14 1867 Landry
2127 _ 1 39 1876  Lucas
(2148 +-1) / 7 44 1951  Ferrier
180(2127 —1)2 + 1 79 1951  Miller & Wheeler
2521 _q 157 1952  Robinson
20607 _ 1 183 1952  Robinson
2oV I 386 1952 Robinson
22203 __ 1 664 1952 Robinson
222 687 1952 Robinson
3217 969 1957 Riesel
24423 _ 1 1332 1961 Hurwitz
29689 _ 1 2917 1963  Gillies
29941 _ 1 2993 1963  Gillies
pLly | 3376 1963  Gillies
3T _ 1 6002 1971  Tuckerman
221701 _q 6533 1978  Noll & Nickel
223209 _q 6987 1979 Noll
44497 _q 13395 1979 Nelson & Slowinski
286243 _ 1 25962 1982  Slowinski
2132049 _q 39751 1983  Slowinski
2216091 _ 1 65050 1985  Slowinski
91581 - 2216193 _ 65087 1989  Amdahl Six®*)
2756839 _ 227832 1992  Slowinski & Gage
2859433 _ 1 258716 1994  Slowinski & Gage
Q1257787 _ 1 378632 1996  Slowinski & Gage
21398269 _ 1 420921 1996  Armengaud, Woltman, et al.
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Primo
92976221 _ |
23021377 -1
96972593 _ |

913466917 _ |
920996011 _ 1
924036583 _ |
925964951 _ |
930402457 _ |
932582657 _ |
937156667 _ |
943112609 _ |

257885161 -1

Algarismos

895932
909526

2098960
4053946
6320430
7235733
7816230
9152052
9808358
11185272
12978189

17425170

Data

1997
1998

1999

2001

2003

2004

2005

2005

2006

2008

2008

2013

Descobridores

Spence, Woltman,
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et al.

Clarkson, Woltman,

Kurowski, et al.

Hajratwala, Woltman,

Kurowski, et al.

Cameron, Woltman,

Kurowski, et al.
Shafer, Woltman,
Kurowski, et al.

Findley, Woltman,

Kurowski, et al.
Nowak, Woltman,
Kurowski, et al.

Cooper, Boone, Woltman,

Kurowski, et al.

Cooper, Boone, Woltman,

Kurowski, et al.
Elvenich, Woltma
Kurowski, et al.

1,

E. Smith, Woltman,

Kurowski, et al.
Cooper, Woltman
Kurowski, et al.

Y

) O grupo Amdahl Six é formado por J. Brown, C. Noll, B. Parady, G. Smith, J.
Smith e S. Zarantonello
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Maiores primos conhecidos

Primo Numero de digitos Data
57885161 __ 17425170 2013
243112609 __ 1 12978189 2008
242643801 __ 1 12837064 2009
937156667 _ 1 11185272 2008
932582657 __ | 9808358 2006
30402457 __ 9152052 2005
925964951 __ 7816230 2005
924036583 _ 1 7235733 2004
920996011 __ 1 6320430 2003
13466917 __ 4053946 2001
19249 - 213018586 3918990 2007
475856724288 4 1 2976633 2012
356926724288 4 1 2011151 2012
341112524288 4 1 2900832 2012
27653 - 29167433 4 2759677 2005
00527 - 29162167 4 1 2758093 2010
75898524288 4 1 2558647 2011
28433 - 27830457 4 2357207 2004
3.927033641 4 4 2117338 2011
33661 - 27031232 4 1 2116617 2007
96972593 _ 2098960 1999
6679881 - 26679881 4 q 2010852 2009
1582137 - 26328550 4 1 1905090 2009
3. 26090515 __ 1 1833429 2010
7. 25775996 4 1 1738749 2012
252191 - 25497878 _ 1 1655032 2012
258317 - 25450519 4 1 1640776 2008
773620262144 4 1 1543643 2012
3. 25082306 4 1529928 2009
676754262144 4 1528413 2012
5359 . 25054502 4 1 1521561 2003
525094262144 4 1 1499526 2012
265711 - 24858008 4 1 1462412 2008
1271 - 24850526 _ q 1460157 2012

361658262144 4 1 1457075 2011
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Primo

9. 24683555 —1
121 - 24553899 -1

145310262144 4 1
353159 - 24331116 _ 1
141941 - 24299438 1
15 - 24246384 1

3. 24235414 -1

191 - 24203426 -1

40734262144 41
9. 24005979 -1

27 . 23855094 -1

24518262144 4 1
123547 - 23804809 _ 1
415267 - 23771929 1
11 - 23771821 +1
938237 - 23752950 _ 1
65531 - 23629342 ]
485767 - 23609357 1
5. 23569154 -1

1019 - 23536312 -1
7.93511774 4
428639 - 23506452 1
Q. 93497442 4 1

1273 - 23448551 -1
191249 - 23417696 _ 1
59 . 23408416 -1

81 - 23352924 +1
1087 - 23336385 -1
464253 - 23321908 _ 7
191273 - 23321908 _ 7
3139 - 23321905 -1
4847 - 23321063 +1
293 . 23264459 -1

g . 93259381 _ 1
211195 - 23224974 4
94373 - 23200717 4 1
113983 - 23201175 _ 1
1087 - 23164677 -1

Numero de digitos

1409892
1370863
1353265
1303802
1294265
1278291
1274988
1265360
1208473
1205921
1160501
1150678
1145367
1135470
1135433
1129757
1092546
1086531
1074424
1064539
1057151
1055553
1052836
1038121
1028835
1026038
1009333
1004355
1000000
1000000
999997

999744

982703

981173

970820

965323

963655

952666
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Data

2012
2012
2011
2011
2011
2013
2008
2012
2011
2012
2012
2008
2011
2011
2013
2007
2011
2008
2009
2012
2008
2011
2012
2012
2010
2010
2012
2012
2013
2013
2008
2005
2012
2011
2013
2013
2008
2012
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Primo

15 - 23162659 +1
19 - 23155009 -1

3. 23136255 -1

1019 - 23103680 -1
5. 23090860 -1

21 - 23065701 +1
5. 23059698 -1

383731 - 23021377 _ 1
93021377 _ 1

7. 93015762 4 |

43 . 22994958 +1

1095 . 22992587 _ 1

15 - 22988834 +1

39 . 92978894 +1
4348099 - 22976221 _ 1
92976221 _ 1

198677 - 22950515 1 |
17 - 22946584 -1

925 . 92927222 +1

7. 22915954 |
427194 - 113427194 41
63 - 22898957 1

11 - 22897409 +1

51 - 22881227 +1
1207 - 22861901 _ 1
222361 - 22854840 4 1
177 - 22816050 +1

96 - 10346519 _ ¢

63 - 22807130 41

43 . 22795582 +1

15 - 22785940 +1

57 . 92765963 +1

57 . 22747499 1

17 - 22721830 -1

165 - 22717378 -1

45 . 92711732 41

Numero de digitos

952057
949754
944108
934304
930443
922870
921062
909531
909526
907836
901574
900862
899730
896739
895939
895932
888199
887012
881184
877791
877069
872675
872209
867338
861522
859398
847718
846521
845033
841556
838653
832640
827082
819354
818015
816315

Data

2012
2012
2007
2012
2012
2012
2008
2011
1998
2008
2013
2011
2012
2013
2008
1997
2012
2013
2013
2008
2012
2013
2013
2013
2011
2006
2012
2011
2013
2013
2012
2013
2013
2010
2012
2012

381



Capitulo 8

Aproximacoes Diofantinas

Neste capitulo, veremos alguns resultados da chamada teoria de apro-
ximagoes diofantinas. Ja vimos alguns resultados desta teoria quando
estudamos fragoes continuas. Os resultados deste capitulo complemen-
tam aquele estudo.

8.1 Teoria Métrica das Aproximacoes Diofanti-
nas

O problema bésico da teoria de aproximacoes diofantinas é o de es-
tudar boas aproximacdes de niimeros reais por nimeros racionais. A
principal técnica utilizada s@o as fragoes continuas, que fornecem todas
as boas aproximacoes de um irracional « por racionais.

Dado um ntmero irracional o, um resultado classico de Dirichlet
(que ja provamos usando fragoes continuas, ver o teorema 3.11) afirma
que existem infinitos racionais % tais que |a — %] < q%. Vejamos outra
prova simples (c.f. exemplo 0.10): dado N € N, consideramos os N + 1

elementos de [0,1) da forma {ja} 3 ja — |ja] (parte fraciondria de
ja), com 0 < j < N. Como [0,1) = ,]fV;Ol [ﬁ krl) | existem dois desses

N>
elementos, digamos {jia} e {joa} num mesmo intervalo [%,%) e,

portanto, se ji < j2, ¢ = j2 — j1 e p = |j2a] — |j1cr], temos

1
0< —p < = =
lga — p N

Hurwitz e Markov provaram (teorema 3.13) que de fato |a— §| < \/%qQ
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tem infinitas solugoes € Q, para todo irracional «, e que v/5 é a maior
constante com essa proprledade Markov provou que, para todo ¢ > 3, o
conjunto dos a € R tais que |a — £ | << 2 tem apenas um numero finito

de solugoes % eQé enumerével mas o conjunto dos o € R tais que

la — B | < 2 tem apenas um numero finito de solucoes tem o mesmo
cardlnal que R.

Nosso propésito é estudar desigualdades do tipo
f9)

' < =, (1)

’ p
.,
q

q

onde f: N — RT é uma funcao decrescente, do ponto de vista da teoria
da medida. Vamos provar o teorema de Khintchine, segundo o qual, se
> ae1 f(@) = +oo entdo (1) tem infinitas solucdes 2 € Q, para quase
todo a € R, mas se > 2, f(g) < +oc entdo (1) tem apenas um nimero
finito de solu(;oes € Q, para quase todo a € R.

Note que do ponto de vista topoldgico a situacao é diferente: qual-
quer que seja a funcao positiva f, (1) tem infinitas solugoes g € Q para
a € Ry, onde Ry é um conjunto residual, i.e., contém (de fato é) uma
intersecao enumeravel de abertos densos.

Uma extensao natural dos problemas acima é o estudo de aproxima-

¢oOes simultaneas de n nimeros reais por nimeros racionais com o mesmo

denominador: dados a1, 009, .. Ozn € R queremos encontrar nimeros ra-
cionais %1, %2, cee q “ tais que \az ' | seja pequeno para todo i < n. Em

geral, sempre é possivel encontrar racionais tais que |a; — %] < ﬁa o}
que estende o teorema de Dirichlet e pode ser provado de modo analogo:
dado N € N consideramos os N™ 4+ 1 pontos

r; = (1j — [ong], aef — aoj], ..., anj — [anj]), 0<j < N"

no hipercubo [0,1)". Dividimos [0,1)" em N" cubos de lado 3. Ha-
verd necessariamente dois pontos x;, e z;, num mesmo cubo dessa de-
composicao, e, se j1 < j2, ¢ = j2 — Jj1, pi = [J20i] — [J10s], teremos
la; — %| < N%] < %1/”, para todo 7 < n.

Infelizmente nao ha um substituto satisfatério para a teoria de fra-
¢oes continuas em dimensao maior que um, mas é possivel provar uma
versao n-dimensional do teorema de Khintchine (provada originalmente
em [79]), o que faremos mais adiante.

Para maiores informagoes sobre aproximagoes diofantinas, veja [28]
e [128].
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8.2 Aproximacgoes Nao-Homogéneas

Vejamos alguns resultados sobre a distribuicdo das partes fraciona-
rias de um multiplo de um irracional o. O primeiro destes resultados é
a seguinte

Proposicao 8.1. Se a« € R\ Q entao Y = {m+na |m € Z,n € N} é
denso em R.

DEMONSTRAGAO: Seja X = {m + na | m,n € Z}. Vamos provar
inicialmente que X é denso em R. Dado £ > 0 existem p, ¢ inteiros com
p.q > 1/¢ tais que [a — | < q% = 0< |ga—p| < % <e. Dadoz eR
existe k € Z tal que x estd entre k(qa — p) e (k + 1)(¢a — p), donde
|z — k(qa—p)| < e. Como k(qa —p) = —pk + gka € X, o resultado esta
provado.

Seja agora f € R. Como X é denso em R, dado € > 0 existem
m,n € Z com | — (m + na)| < /2. Por outro lado, existem p,q
inteiros com ¢ > |n| tais que |ga — p| < £/2 (note que, se ¢ é negativo,
lg| > |n| e |ga—p| < /2, podemos trocar ¢ por —q e p por —p: teremos
—q =lq| > [n| e |(=@)a — (=p)| = [ga —p| < €/2). Assim, n+g€Ne
[B—((m—p)+(n+q)a)| <|B8—(m+na)|+|qga—p| <e/2+c/2=e. O

Exemplo 8.2. Mostre que existe uma poténcia de 2 que se inicia com
2009 quando escrito na base decimal.

SOLUCAO: Temos que 2¥ comeca com 2009 se existe n natural tal que
2009 - 10" < 2 < 2010 - 10". Tomando logaritmos na base 10, obtemos

n+ 3 +log;n 2,009 < klogip2 < n+ 3+ logyy 2,010

O problema portanto se reduz a encontrar um k inteiro tal que a parte
fraciondria de klog, 2 esteja entre log;q 2,009 e log;,2,010. Isto é pos-
sivel pelo teorema anterior pois log;, 2 € irracional: se p,q € N sao tais
que p/q = logyy 2 entdo 107 = 29, o que é impossivel pelo teorema fun-
damental da aritmética.

O
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O proéximo resultado, devido a Kronecker, estende a proposicao an-
terior para dimensao qualquer.

Proposicao 8.3 (Kronecker). Seja a = (aq, ag, ..., a,) € R™. Suponha

que 1,aq, ..., a, sejam linearmente independentes sobre Q, isto €, k +
miaq + moag + -+ + mpay, = 0 com k,mq,...,m, € Z implica k =
mi1=---=my, = 0. Entao

Y ={ka+mie; + moea +---+mpe, | k€N, mq,... ,m, €Z}

¢ denso em R™, onde ey = (1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) sao os
elementos da base canonica de R™.

DEMONSTRACAO: Seja
X = {ka +mie; + moea + - - -+ mpe, | k, my,...,m, € Z}

e seja X C R” o fecho de X, e V C X um subespaco vetorial maximal
de R™ contido em X. Suponhamos por absudo que V # R".

Seja V+ o complemento ortogonal de V, e seja m: R* — V=& a
projecdo ortogonal sobre V. Para todo z € X, n(z) € X, pois
7(z) =2+ (n(x) — ), 7(z) —x € V. C X e X é invariante por adi¢io
(pois X também ¢é).

Seja k = dim V. Escolhemos vetores €i1» €igs - - - €, de tal maneira
que 7(e;, ), m(€i), .., m(ei,) geram V+. Se fizermos eg = a, para todo
i = 0,1,...,n escrevemos m(e;) = Z?:l Aijm(ei;). Nao podemos ter

Ai1 € Q para todo 7, sendao podemos definir um funcional linear f da
seguinte forma: dado x € R™ escrevemos 7(x) como Z?:l Bim(ei,), e
tomamos f(x) = 1. Se A\i1 = f(e;) € Q para todo i, terfamos

Aot = fla) = Zaif(ei) = Z ity € Q,
pa] i1

contradizendo a hipétese da proposicgao.
Seja entao ip tal que Aj;1 ¢ Q. Tomamos v = (Xig1, ..., Aigk) € RF.
Pelo teorema de Dirichlet multidimensional, existem

Im = dm7Y — (p1m7p2ma ce 7pkm) 7é 0
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COM Gy Plms - - - s Pl € Z € n%l_{noo || < Tr}gnoo lgm|~1/% = 0, e portanto,
se
et k
€
Wi = qmT(€iy) Zp]mw ei;) € Xnvt,
7j=1

lim w, = 0 (e wy, # 0, Ym). Como a esfera unitaria S" ! = {z €
m—r0o0

R™ | ||z|| = 1} é compacta, passando a uma subsequéncia, se necessario,
podemos supor que hm W — 5 € S*1. Para todo t € R, temos que

oo [wm]

ti = lim LLme eX VmeN.
m—o0 LWy, |
Portanto, como X é invariante por adicao, o subespago V= {v+ tw |
v eV teR} étal que V c X e V contém propriamente V', absurdo.
Finalmente, para concluir que Y ¢é denso a partir do fato de que X é
denso, dados 8 = (1, 52, .., 0n) € R" e e > 0, existem k, my,...,m, €
Z com |fB — (ka+mie; +maea + -+ - + mpey)| < £/2. Também existem

q > ||k], p1,p2, . - - , pn inteiros tais que [ga+pre;+paea+- - +ppen| < €/2.
Temos entdo g+ k€ N e

1B — ((g+k)a+ (p1 +mi)er + (p2 + ma)ea + -+ + (pn + mp)en)| <

18— (ka+mier +maea+ -+ +mpepn)| +|qa+pirer +poea+ -+ ppen| <

g g __
§+§—E O

Observagao 8.4. A hipotese da proposicao 8.3 ¢ mecessdria, pois se
existem inteiros k, mq, ..., my ndo todos nulos tais que k+myjaq+-- -+
mpoy, = 0 entao

X c{(z1,...,2n) ER" | miz1 + maz2 + - - - + mux, € Z},

que € um fechado com interior vazio.

O teorema de Kronecker possui a seguinte generalizacao, devida a
Weyl. Antes necessitamos de uma
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Definigdo 8.5. Uma sequéncia (an)n>0 com an, € [0,1]¢ é dita uni-

formemente distribuida se para qualquer paralelepipedo retangular C' C
[0,1]¢, temos
|1<5< e’

lim#{]‘ =4 S B }:

n—o00 n

m(C)7

onde m(C) € o volume de C.

Observacao 8.6. Caso uma seqiiéncia (ap)n>o0 com a, € [0,1]¢ seja
uniformemente distribuida, entdo a propriedade da definicdo valerd nao
somente para paralelepipedos retangulares, mas também para qualquer
conjunto C C [0,1]% com volume (& la Riemann) bem definido (o que
requer que o conjunto seja J-mensurdvel, i.e., que sua fronteira tenha
medida nula,).

Teorema 8.7 (Weyl). Seja a = (a1, ..., aq) € R? onde as coordenadas
sao tais que 1,aq, ..., aq sao linearmente independentes sobre Q. Entao
a sequéncia

{na} déf (nal — I_anJ, o, nog — LnadJ)

¢ uniformemente distribuida no cubo [0,1)%.

DEMONSTRAGAO: Sejam Cf, Cy C [0,1)¢ dois cubos abertos tais que o
lado de Cy é menor que o lado de Cy. Entéo o fecho Cy de Cs esté contido
em um transladado de C; (Cy C C1+v, Jv € R?). Como existem vetores
¥ arbitrariamente préximos de v, com ¥ = (qay + p1,--.,90q + Pa),
q,P1,---,Pd € Z, tomando um tal ¥ de modo que sua distancia a v seja
menor que a distancia de Cy & fronteira de Cy + v, temos que

{ma} € Cy = {(m—q)a} € Cy—0CCh.

Se definirmos, para cada paralelepipedo retangular C', N (n,a,C) =
#{j|1<j<ne{jacC}, teremos entao N(n,a,Cs) < N(n,a,Cy)+
lg| para todo n € N.

Seja entdo N um numero natural grande dado e C' um cubo dado de

d
lado % Considere a decomposicio [0,1)% = <U2V:0 [%, %)) como
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a unido de (N + 1)? cubos de lado ﬁ Seja C a colecao desses cubos.
Para cada cubo CecC dessa~ colecao, existe um inteiro ¢ tal que
N(n,a,C) <N(n o, C) 4 |¢'©)| para todo n € N. Se ¢ é o maximo dos
ntimeros |¢(“)|, podemos usar o fato de que, para todo n € N, existe um
cubo C € C com N(n,o,C) > (N+1)d para concluir que N(n,a,C) >

— ¢,Vn € N, de onde obtemos hm 1an(n a,C)/n >

(N+1) N+1)
Analogamente, considerando a decompomgao
N—2
k k+1\\¢
e (U0
[0,1) L_J [N—l’N—l)

como a uniao de (N — 1) cubos de lado ﬁ, podemos provar que
limsup N (n,«, C)/n < <1 1)d.

n—o0

Seja agora B = Hle[ai,bi) um paralelepipedo retangular dado.
Para cada numero natural grande N, B contém uma uniao disjunta
de ]_[Z 1IN (b; = a;)| cubos de lado 1/N. Assim, da discussao acima,
segue que

.. .N(n,a,B) 1 L
lim inf > (N+1)di1_ILNb

n—o0 n
d
N \d 1
>\ bi — i—*),
—<N+1> Hl< YN

=

e, fazendo N tender a infinito, obtemos

Por outro lado, B estd contido numa uniao de H?:l [N(b; — a;)] cubos
de lado 1/N, donde, pela discussao acima,

lim sup
n—oo

N(n,n *B) & 1 e Hm(m —ai)]
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e, fazendo N tender a infinito, obtemos

d
limsup N (n,a, B)/n < H(bl —a;) = m(B).
i=1

n—oo

Portanto li_>m N(n, e, B)/n =[]L, (b — a;) = m(B). O

Observagao 8.8. E possivel provar o teorema anterior com técnicas de
andlise de Fourier. Dizemos que uma sequéncia (wy,)n>0 com wy, € RY ¢
dita uniformemente distribuida médulo 1 se ({wp})n>0 € uniformemente
distribuida em [0,1]%, onde, para w = (wy,ws, ..., wy) € R, {w} :=
({w1}, {ws}, ..., {wq}). E possivel provar que (wy)n>o € uniformemente
distribuida mddulo 1 se, e somente se, para todo vetor v € Z* com

U#(0,0,...,O),

1
lim — exp(2mi(wy,v)) =0
Irg. 5, Y et
(onde {u,v) denota o produto interno dos vetores u ev). Nao é dificil ve-
rificar esta condi¢dao para a sequéncia w, = na, onde & = (aq,...,0q) €
R? € tal que 1, a1, ..., aq sao linearmente independentes sobre Q.

Esta caracterizacdo de sequéncias uniformemente distribuidas md-
dulo 1 pode ser usada para provar o sequinte fato: uwma condi¢do sufici-
ente (mas ndo necessdria) para que uma sequéncia (wy)n>0 com wy, € R
seja uniformemente distribuida mddulo 1 é que, para todo inteiro posi-
tivo h, a sequéncia (Wy4+n—Wn)nen Seja uniformemente distribuida. Este
fato, por sua vez, pode ser usado para provar (por indu¢ao no grau) que,
para todo polinomio p(x) = agr?® + ag_129 1 4+ g que tenha algum
coeficiente ndo constante «j,j > 1 irracional, a sequéncia (p(n))nen €
uniformemente distribuida maodulo 1.

Veja o capitulo IV de [28] ou [145], pdginas 105-113 para mais de-
talhes.



390 [CAP. 8: APROXIMACOES DIOFANTINAS

8.3 O Teorema de Khintchine

8.3.1 O Caso Unidimensional

Teorema 8.9 (Khintchine). Seja f: N — R wma fungdo decrescente
tal que h(n) = nf(n): N — RT também seja decrescente.

(a) Se ;2 f(n) < +oo entdo a equagdo |a— 2| < qq) tem apenas um
numero finito de solugdes racionais p/q, para quase todo o € R\ Q.

(b) Se> .2y f(n) = +oo entdo a equagdo [a— 2| < 19D yerm wm niimero
infinito de solugdes racionais p/q, para quase todo o € R\ Q.

Observagao 8.10. A condi¢io de nf(n) ser decrescente nao é de fato
necessdria, como veremos mais adiante, mas simplifica a prova. Por
outro lado, nao podemos retirar a hipétese de f ser decrescente (veja

[29]).

Antes de proceder com a demonstragao do teorema de Khintchine,
precisamos dos seguintes lemas.

Lema 8.11. Sejamn,k € N, e seja a = [0; a1, az, ...] a expansao de um
numero o € [0,1) como fragao continua. A probabilidade de um termo
an4+1 Ser tgual a k dado que a1 = ki, ap = ka,...,a, = k, estd entre

1/(k +1)(k +2) e 2/k(k + 1), Vki1, ko, . .., kn € Nog.

DEMONSTRAGAO: Considere as convergentes

Pn—1 Pn

:[0;(11,(12,...,(1”_1] € 7:[0;01170’27'”7@71—1)@71]
dn—1 Gn
Se a € [0,1), escrevendo a = [0; a1, az, ..., ap, Apt1] com a,q1 € [1, +00)
5 PntPn—1 pn 4 :
entao o € P o qn)’ e além disso

an+1—k:>ae[p+p 1 (bt Dpntp 1)

an + gn—1 ’ (k + 1)Qn + gn—1

e valem as reciprocas (as ordens dos extremos dos intervalos podem es-
tar trocadas). Os comprimentos dos referidos intervalos sdo, respectiva-

1 1 : —
mente’ Qn((In‘i’qnfl) € (an+q7L71)((k+1)Qn+(Infl) (pOIS ‘ann—l_pn—1Qn| o 1)
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e portanto a razdo entre seus comprimentos é

Qn(Qn+Qn—1) 1+a

(an + Qn—l)((k + 1)qn + Qn—l) (k + a)(k + 1 + a)’

onde @ = ¢n—1/gn € [0,1]. Portanto a razao pertence a [1/(k + 1)(k +
2),2/k(k +1)]. O

Como 3~ m < %4-1 e ik ﬁ = 2, obtemos o seguinte
Corolario 8.12. A probabilidade de an+1 > k, nos termos do lema
acima, pertence a [1/(k +1),2/k].

Lema 8.13. Para quase todo o € R existe ¢ € R tal que g, < c*, para
todo n € N.

Antes de provar o lema vamos mostrar como termina a prova do
teorema de Khintchine.

DEMONSTRAGAO: (DO TEOREMA DE KHINTCHINE)

Observe inicialmente que podemos supor sem perda de generalidade que
a € [0,1). Note ainda que |a — 1q3| < % tem infinitas solugdes racionais

p/q se, e somente se, existem infinitas convergentes p,/q, de « tais
que |o — g—zl < %. De fato, se £ satisfaz a desigualdade acima e

Gn < q < @n+1 entao pelo teorema 3.15 temos

a  fla) _ flan)
qn q9 = n .

‘ Pn
o — —
an

q
— | —
an

p
q

<

‘ <

(a) Suponhamos agora que Y f(n) < oo e seja v = 1+T\/5 Se a aproxi-

macao p,/qn, de « é tal que |a — Z—:| < &:) entao pela proposicao 3.4

q
temos (na notagao da proposicao)

1
- ‘a_@ < flan)
(an-‘rl R Bn—l—l)qn an dn
1
= Gpt1 +2 > apt1 + Bnp1 > ——
qn.f(qn)

Por outro lado, temos que ¢, = anGn_1 + Gn—2 > Gn_1 + ¢n_2 € por
inducdo temos facilmente que ¢, > 7", ¥n € N. Como nf(n) é de-
crescente, temos portanto que a1 +2 > W, logo ant1 > A(n)
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onde A(n) = W — 2. Assim, para mostrar que ha somente um

ndmero finito de convergentes tais que |a — 2= \ < ) para quase todo

«, basta mostrar que com probabilidade total Qn+t1 S A(n) para todo n
suficientemente grande.

Pelo corolédrio 8.12, a probabilidade de an+1 < A(n) é pelo menos
1-— % para todo n € N, e a hipétese de Y7, f(n) < oo implica que

(o]
Yo A( 7 < 00, por comparagao com

o0

(0.@)
A k+1 k+1 Y
Y < -G f(n) < +oo.
1200 I s 2

> AR =
k=1

Y-

Temos portanto [[77(1 — ﬁ) > 0, logo para cada ¢ > 0 existe
no € N tal que [[>2
a para os quais a,+1 < A(n) para todo n suficientemente grande é maior
do que 1 —¢e. Como ¢ > 0 é arbitrario, o resultado segue.

(15 ﬁ) > 1—¢, donde a propor¢ao dos niimeros

(b) Suponhamos agora que Y f(n) = +o0o, fixemos ¢ > 0 e vamos nos
restringir ao conjunto X, dos a € [0, 1] tais que ¢, < ¢" para todon € N
(a uniado dos conjuntos X, para todo ¢ € N tem probabilidade total em
[0, 1], pelo lema anterior).

Se apy1 > m entao a pertence ao intervalo cujos extremos sao

1

Pn qnf(qn)p”er”_1 _ Pn f(gn) n 1
m C T donde |« qn| < S Como ¢, < c", aFan <
W' Vamos mostrar que com probabilidade total temos apy1 >
W para infinitos valores de n € N. Isso segue do coroldrio 8.12
e de [[>7, <1 - W) = 0, onde B(n) = c"fl(c")’ que por sua vez
segue de

oo oo o0

Z Af(c) >t z:(c""'1 — M) f(c") >t Z f(n) = +oo.

n=1 n=1 n=1

Portanto, para todo ng € N, temos H;O:no (1 — W) = 0, e, com

probabilidade total, existe n > ng com a,y1 > donde a equacao

1
cfen)’
la— p ~ | < q") ¢ satisfeita com probabilidade total para infinitos valores
de n E N. O
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DEMONSTRAGAO: (DO LEMA)
Sejam n, k € N. A probabilidade de que k aparega pelo menos 4n/k(k +
1) vezes entre aj, az, ..., a, é limitada por 3% ( ) (%)](1 £)"7, onde

_ : 3
5= 7 Este nimero, por sua vez, ¢ menor que ()% R para k(k+1)

4
k(41
grande: de fato, se j > 3an,

n—j s 4—3s s 4-3s 2

= - < : = <
n—j j+1 2—s 3s 2—s 6-—3s 3’
logo, como Y7o (") (3)(1 — 3" = 1, para j = B, (I)(3)(1 -

%)”‘j < 1, donde aplicando reiteradamente a desigualdade acima obte-
mMos (n)(ﬁ)sn(l )(1 s)n < ( )sn/4
sn/\2 2

S () 0-97 <@ @ =)™
_ 3<§)n/k(k+1) _ (Z)ﬂ/k(k—&-l)’

se n/k(k + 1) é suficientemente grande.
Portanto a probabilidade de que, para algum k < |v/n|, k apareca

pelo menos 4n/k(k+1) vezes entre a1, as, . . . , a, é no méaximo v/n-(3) %,
que converge a zero quando n — +o0. Por outro lado, procedendo como
na demonstracado anterior e utilizando o fato de que )’ # converge,
temos, com probabilidade total, que a,, < n? para todo n suficientemente
grande. Um célculo similar ao acima, que deixamos como exercicio para
o leitor, mostra que também com probabilidade total o niimero de termos
maiores ou iguais a y/n entre aj,as,...,a, é no miximo 4n/+/n, para
n suficientemente grande. Assim, com probabilidade total, para todo n
grande,

n < H(ak + 1) < (H(T + 1)%) . (712)4”/%
k=1 r=1

Como lim (8logn)/+/n = 0, temos com probabilidade total
n—oo

o.)
) 4log(r+1)
lim sup /q,, < ex ( 7> < +00.
msup {/g, < exp ; D
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Observagao 8.14. Pode-se provar com métodos de teoria ergddica que
para quase todo a € R vale

lim /gy = e™ /12172 ~ 3 2758229 ...

n—oo

1
. B 4> log” g
apenas um numero finito de solugoes g € Q, e portanto |a — §| <

tem

Corolario 8.15. (i) Para quase todo o € R, |aw — %\ <

—— tem apenas um nidmero finito de solu¢ées racionais £, para
gt i q
todo € > 0. Em particular ord oo = 2 para quase todo oo € R onde

1
orda = sup{u >0 ‘ ‘oz — ]2‘ < — tem infinitas solugoes P € Q}
q q q

1
q*logq
racionais p/q, e portanto, para todo k € R, |a — g\ <

(i) Para quase todo o € R, |av — §| < tem infinitas solugoes

1

W tem

infinitas solugoes % € Q.

8.3.2 O Teorema de Khintchine Multidimensional

Teorema 8.16 (Khintchine). Sejam f1, fa,..., fn: N — RT fungoes
decrescentes e F: N — R dada por F(k) = f1(k)f2(k) ... fu(k). Seja

a=(ag,...,a,) € R™. O sistema de aproximagoes simultineas
‘@-—& PIC) (%)
q q
€ tal que

(a) Se E;il F(q) < 400 entao, para quase todo o € R™, (x) tem apenas
um numero finito de solucdes (%1, e %") eQn

(b) Se > .21 F(q) = +oo entdo, para quase todo o € R™, (x) tem infi-
nitas solucoes (%1, ey %") e Q.

Antes de provar o teorema acima, vamos demonstrar primeiro o se-
guinte resultado auxiliar sobre a funcao ¢ de Euler.
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N\ k
Lema 8.17. Para todo k € N eziste ¢, > 0 tal que Z?Zl (%) > cpn

para todo n.

DEMONSTRAGCAO: O caso k = 1 segue da proposicao 5.29, que implica
im L3 20 _ O
n—>oo n = j N 7'('
Como h(zx) = 2* é convexa para k > 1, temos
NY 1. .
1 ¢~ (#l) 1 o= p()*
e & ) 2\ > )
j=1 j=1
donde segue o resultado no caso geral. 0

DEMONSTRAGAO: (DO TEOREMA DE KHINTCHINE)
(a) Dado gy € N, consideremos o conjunto

SURTE (R R!

q>q0 0<p1,...,pn<qi=1

que é o conjunto dos « € [0,1)" para os quais o sistema (*) do enunciado
do teorema tem alguma solucao com g > ¢ e, portanto, S = ﬂqoeN S(qo)
é o conjunto dos o € [0,1)" para os quais () tem infinitas solugoes
(%1, e ”) € Q". Particionando R" em (uma quantidade enumerdvel
de) cubos de aresta 1, é suficiente mostrar que S tem medida nula.

Zq _2”ZF

9=4q0 9=q0

Temos

que tende a 0 quando gy — oo, pois Z;il F(q) converge. Portanto
m(S) = 0.

b) Em primeiro lugar, vamos substituir as fungoes f1, ..., f, por fungoes
g
g1,---,9n: N — RT tais que cada g; é decrescente, hm ?’qu =0e
—o0 Ji

G=g1g2- - gn: N = RT satisfaz

lim ¢G(q) =0 e > G(g) =

— 00
q o
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Para isto, basta tomar

Gi(k)=(F(1)+---+ F(k))"' - F(k) e
G(k) = (G1(1) + G1(2) + - - - + G1(k)) ' G4 (k),

para todo k € N. E f4cil verificar que G; e G sao decrescentes, G1(k) <
1/k, kG(k) — 0, ¥G1(k) = 0o, XG(k) = oo. Definindo g¢;(q) = fi(q) -
(G(q)/F(q))*", todas as condicdes acima so satisfeitas.

Agora, para gg € N, definimos os conjuntos

A= U H(pl_iiJrgz‘(q))

4290 0<p1,...,pn<q 1=1 9 9

Aso = (] Alg)

qeN

Afirmamos que para finalizar a prova de (b) basta mostrar que m(As) >

0. De fato, se @ = (@, ag, ..., ap) € A, 0 sistema |a; — pz\ < gzé D =
1,2,...,n, tem infinitas solucoes (p1 1;2,..., . Brn) e Q. Como m(As) >

0, dado ¢ > 0 existe um cubo ) = Hz:l[é’ b+1] CR" CeN,b; €7,
0<b;<C,tal que m(Ax N Q) > (1 —e)m(Q). Se T: R* — R" é dada
por

T(X1,...,X,) = (CX1 —by,CXs —ba,...,CXp, — by),

temos T(Q) = [0,1]" e m(T(Q N Ax)) > 1 —e. Além disso, se o =
(a1, ...,0n) €ET(QNAx) com a =T(a), @ = (a1,...,0,) € A NQ,

CQI(Q) ( fz(‘I) )

temos que |a; — ™ \ < e portanto o sistema original |a; —** \ <

tem infinitas solu(;oes

<7"1 r 7“) <(7m_b1f7q_b2,...,05”_bn> cQ,

) 9y 9y
qa q q q

e como ¢ > 0 pode ser feito arbitrariamente pequeno e R™ pode ser
particionado em translages de [0, 1)", isto completara a prova do item
(b).

Para provar que m(A) > 0 basta mostrar que existe ¢ > 0 para o
qual m(A(qo)) > ¢ para todo gp suficientemente grande. Fixemos agora
qo € N grande e definamos

so = so(qo) = min{s € N| G(qo) + G(qo + 1) +--- + G(s) > ¢},
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onde ¢ é uma constante que escolheremos posteriormente. Note que

como G é decrescente e limg_,, ¢G(g) = 0 temos limy_o SOT@ = +00.
Para cada s fixado, g9 < s < so, e cada ponto (“%,...,"), 0 <

ri < s, mde(ry,s) = 1, 1 < i < n, consideremos o bloco [, (% —
—fhgs), Loy giT(S)), contido em A(qp). Para dar um limitante inferior para

m(A(qo)), devemos estimar o niimero de “blocos novos” para cada s, isto
é, blocos disjuntos dos associados a pontos com denominadores estrita-
mente menores do que s. Para isto, fixado s, vamos estimar o nimero
de (%1,%2,,%”) eQ"comr; € Z,0<r; <s,1<i<n, tais que

existem g com gy < q < s, p1,P2,...,pn € Z, 0 < p; < q, satisfazendo

r . Sl ,
i _ 28 < 9i(s) _i_gz(q) para todo i =1,2,... n. ()
s q s
(ou seja, os blocos associados a (%1, 2o, %") e (%, %2, cel %") se in-
terceptam). Como cada g; é decrescente, (xx) implica

lriq — pis| < 2sgi(q), i=1,2,...,n.

Se qo < g < s, o numero de solugoes de |r;q — p;s| < 2sg¢i(q) com
0<pi<gq,0<r; <sénomaximo 4sg;(q) desde que mdc(r;,s) = 1.
De fato, nessas condicoes ;¢ — p;s nao se anula, senao teriamos % =1,
que é uma fracao irredutivel de denominador s > ¢, absurdo. Seja
d = mdc(s,q). Dado k € Z, a equacao diofantina rq — ps = k sé tem
solugdo se d | k e neste caso tem d solugoes com 0 < r < s. Portanto
0 < rq — ps < x (respectivamente —z < rq — ps < 0) tem no maximo
d| 5] < x solugdes (p,7) com 0 < r < s, o que claramente implica a
afirmagdo. Portanto o niimero total de solugdes ((p1,71);---; (Pn,7n))
do sistema de desigualdades acima é no méximo 4"s"G(q). Portanto
a quantidade de pontos (%, F2,..., %") satisfazendo as condicbes acima
nao ultrapassa 4"s" ZZ;;G G(q).

Ha ¢(s)™ pontos (%, cee %"), 0<r;<s, mde(ry,s)=1,1<i<n.
Assim, ha pelo menos ¢(s)™ — 4™s™ ZZ;}IO G(q) blocos novos associados

a pontos com denominador s. Como cada um destes blocos novos tem
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2" G(s)

volume , obtemos

(A = 35 (oo - s 3 i) L)

$=4q0 a=qo0
L& (s _nso s—1
_22(;)(8)(} 8%((}2(]0(})

Para estimar o primeiro termo, temos pelo lema anterior e pela de-
finicdo de so = min{s > qo | >_;_, G(q) > ¢} que

> (%)

5=4qo

so—1 s

A Zq: s+1))3%(“0§”)"+c;(so)§j;(¢?)"
so—1

> > (G(s) = G(s + 1)) (cns — qo) + G(s0)(cn50 — o)

=cn Y G(s)— (1 - cn)qoG(q)

s=qo+1

> cpC+er

onde €1 — 0 quando gy — oo pois lim ¢oG(qo) = 0.
qo—00

Por outro lado, novamente pela definicao de sg, temos

S0 s—1
Z(ZG(Q)> <CZG ) < é(é+e9)

$§=q4o \g=qo $=40

onde g2 = G(s9) — 0 quando gy — oc.

Assim, m(A(qo)) > 2"(cnC + €1) — 8"¢(¢ + £2). Tomando ¢ = 4+
temos que, se g é suficientemente grande (e logo ¢; e g9 suficientemente
pequenos), o volume de A(qg) é pelo menos c2/2"*3 > 0, como querfa-
mos demonstrar.

O
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8.4 Numeros de Liouville

Vimos no corolario 8.15 do teorema de Khintchine que orda = 2
para quase todo a € R. Dado a € R\ Q, dizemos que a é um nimero
de Liouville se ord @ = 00, isto é, se para todo n > 0 existem infinitos
racionais g com |a — §| < q%- O conjunto dos nimero de Liouville é

portanto dado por

=N U UG- 5ot z)

neN ¢>2 peZ

Assim, L é uma intersecao enumerdvel de abertos densos e portanto é
um conjunto genérico no sentido de Baire, embora, como vimos, tenha
medida nula.

Uma parte do interesse dos nimeros de Liouville é motivado pelo
seguinte resultado, que implica que todo nimero de Liouville é trans-
cendente (a reciproca entretanto é falsa, j& que o conjunto dos niimeros
algébricos é enumeravel e portanto o conjunto dos nimeros transcen-
dentes tem medida total).

Proposicao 8.18. Seja o € R\ Q um nimero algébrico de grau n, isto
€, a € raiz de um polinomio ndo nulo de grau n com coeficientes inteiros.
Entao existe ¢ > 0 tal que

para todo p/q € Q. Em particular, ord < n.

DEMONSTRAGAO: Seja P(z) um polindémio de grau n com coeficientes
inteiros tal que P(a) = 0. Existe um d > 0 tal que P(x) # 0 para todo
0 < |z —a| <d. Sejam

1
k= max |P'(x)] e c:min{l,d,%}

lz—a|<1

Se |a — §| < q%, com p,q € Ny, terfamos |a — Q] < ¢ < d, donde
P(2) # 0. Assim, como ¢"-P(%) € Z, ‘q”-P(%){ >1 <— ‘P )| > &

qn
Por outro lado,

()= o (2) e = i (2 )
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para algum y estritamente entre a e %’, pelo teorema do valor médio,
mas [y — af < |a — [ <c <1 implica |P'(y)| < k, logo

w2 PO st <<
q" q q qa — q"

o que é absurdo. O

Um teorema nao trivial devido a Roth (e que lhe rendeu uma medalha
Fields) mostra que, de fato, ord @ = 2, para todo « algébrico (veja por
exemplo [90]).

Lembramos que, usando a fracdo continua de e, é possivel provar que
ord(e) = 2 (veja o capitulo 3), isto é, o nimero e ¢é transcendente, mas
“nao muito”.

Problemas Propostos

8.1. Mostre que a sequéncia (a,) com a, € [0,1]% é uniformemente
distribuida se, e s se, para qualquer funcdo continua f: [0,1]¢ — R,
temos

lim f(a1)+f(a2)+---+f(an):/ f
[0,1]

n—oo n

o0

8.2. Prove que v = ) ﬁ € um numero de Liouville e, portanto, €
n=1

transcendente.

8.3. Mostrar que se a e B sGo numeros irracionais positivos satisfazendo
1,1 _ ~ A
a T 5 =1, entao as sequéncias

LaJ7L2aJ7L3aJ"" € LﬁJ,LQ/BJ;LB,BJ,
Juntas contém todo inteiro positivo erxatamente uma vez.

8.4. Mostrar que se a e b sdo numeros inteiros positivos arbitrdrios,
entao

1
lav2 — b| > Natb)



[SEC. 8.4: NUMEROS DE LIOUVILLE 401

8.5. Construa uma sequéncia infinita limitada xg, x1, T2, . .. tal que para
todos os niumeros naturais i e j com i # j se tenha

@i — x;]li — jl = 1.

Obs.: Uma consequéncia imediata deste fato € que, dado um real a > 1,
eriste uma sequéncia infinita limitada xg, 1, T2, . . . tal que para todos 0s
nimeros naturais i e j com i # j se tenha

|wi — x5]lt — j|* = 1.
O problema 6 da IMO de 1991 consistiu em provar esta ultima afirma-
¢ao.
8.6. Sejam a, b, ¢ inteiros ndao todos nulos. Mostrar que

1 .
Via + V/2b + .

<
4a2 4+ 3b2 + 2¢2 — |

8.7. Mostrar que a sequéncia {a,}n>1 definida por a, = |nv/2] contém
um numero infinito de termos que sao poténcias de 2.

8.8. Seja {a,} uma sequéncia crescente de inteiros positivos tais que
para todo K existe um n € N tal que any1 > Kan. Mostrar que

Y one 1279 € um ndmero de Liouville (e portanto é transcendente).

8.9. a) Prove que existe n € N tal que os 2010 primeiros digitos de 2"
sao iguais a 1.

b) Prove que existe n € N tal que os 2010 primeiros digitos de 2" sao
igquais a 1 e os 2010 primeiros digitos de 3™ sao iguais a 2.

8.10. Prove que, para todo inteiro a com 1 < a <9 temos

i #{j |1 <j<n e o primeiro digito de 2/ é a}
0o n

_ log(a+1) —loga
N log 10 '




Capitulo 9

Introducao as Curvas
Elipticas

Este capitulo é uma breve introdugao a teoria de curvas elipticas.
Além de ser um belo tépico que combina Algebra, Anélise, Topologia
e Geometria, curvas elipticas tiveram e continuam a ter um papel cen-
tral na Teoria dos Numeros contemporanea, sendo um dos ingredientes
centrais na prova do iltimo teorema de Fermat. Aqui, limitamo-nos aos
aspectos mais elementares desta teoria.

9.1 Curvas Elipticas como Curvas Projetivas
Planas

Em capitulos anteriores (ver exemplo 4.5), vimos como estabelecer
uma bijecao entre os pontos racionais de uma conica e os pontos racionais
de uma reta acrescida de um “ponto no infinito”, ou seja, uma reta
projetiva. Nesta secao, novamente serd conveniente trabalharmos no
mundo projetivo, entao faremos um breve resumo dos conceitos que
utilizaremos.

Dado um corpo k, o espago projetivo P} de dimensao n sobre k é
definido como o conjunto de todas as direcoes no espaco afim k"*! de
dimensao n + 1. Em outras palavras, um ponto em PP} pode ser repre-
sentado como um vetor ndo nulo (ag,ay,...,a,) € k"*1; dois vetores
(ap,ai,...,an) e (bo,b1,...,b,) definem o mesmo ponto se eles sao ho-
motéticos, isto é, existe um A € k nao nulo tal que a; = Ab; para i =
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0,1,...,n. Representamos o ponto definido pelo vetor (ag,a,...,ay)
através da sugestiva notacao (agp: aj :...: ap).
Por exemplo, temos que a reta projetiva pode ser decomposta como

Pi:{(l:a1)|a1€k}u{(0:1)}

pois se ag # 0 entdo (ap : a1) = (1 : 2¥) e se ag = 0 entao (0 : a1) =
(0 : 1). Assim, a reta projetiva consiste de uma “reta afim”, composta
pelos pontos da forma (1 : a;), e mais um “ponto no infinito” (0 : 1). Da

mesma forma, temos que o plano projetivo
P2 ={(1:a1:a2)| (a1,a2) €K*YU{(0:ay:as)|a; #0ouas # 0}

é a unido de um “plano afim” (primeiro termo, ja que (1 : aj : ag) =
(1:a} :dy) <= a1 =aj e ay = a)) e uma reta projetiva no “infinito”
(segundo termo). Note que a escolha de “reta no infinito” é completa-
mente arbitraria, pois poderiamos tomar uma outra decomposicao, por
exemplo

P2 = {(ag: a1 : 1) | (ag,a1) € k*} U{(ap : a1 : 0) | ag # 0 ou a; # 0}

e agora os pontos com as = 0 formam a “reta no infinito”.
Agora falaremos um pouco sobre curvas algébricas planas. No plano
afim k2, temos que qualquer polinémio p(x,y) € k[z,y] define uma curva

C = {(a,b) € k* | p(a,b) = 0}

(que pode eventualmente degenerar em um ponto, em todo o plano,
ou mesmo no conjunto vazio, mas nao vamos nos preocupar com estes
detalhes agora). Porém, no mundo projetivo s6 podemos considerar
polindémios homogéneos, isto é, polindmios cujos monoémios tém todos
o mesmo grau. De fato, se p(zo,x1,z2) € k[xo,z1,22] é homogéneo de
grau d entao temos que

plag,a1,a2) =0 = p(Aag, Aa1, Aaz) = Ap(ag, a1, az) = 0.

Assim, faz sentido dizer quando um polinémio homogéneo p(zg, x1, z2)
se anula em uma classe de vetores homotéticos e podemos considerar a
curva projetiva definida por p(xo, z1, z2):

C ={(ao: a1 : as) € P? | p(ag, a1, az) = 0}.
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Por exemplo temos que xg = 0 é uma equacgao da “reta no infinito”
descrita acima. Temos que para qualquer (a,b,c) # (0,0,0) a equagao
axg+ bxr1 4 cxo = 0 define uma reta projetiva em }P’z; esta reta é a uniao
de uma reta afim de equagado a + bz + cy = 0 (z¢ # 0) e de um “ponto
no infinito” (0 : —c : b) (supondo b # 0 ou ¢ # 0), intersecgao das retas
axg+bri +cro =0e xg=0.

Em geral, duas retas distintas

axg +br1 + cro =0
dxg +exy+ froa =0

possuem exatamente um ponto de interseccao, pois a solugao do sistema
linear homogéneo acima é 1 dimensional (nao pode ser 2 dimensional,
pois neste caso as retas seriam coincidentes), logo define exatamente um
ponto em P (ou seja, uma direcio em k3).

Agora estamos prontos para dar a (primeira) definigao de curva elip-
tica:

Definicao 9.1. Seja k um corpo, de caracteristica diferente de 2 e 3
para simplificar (isto €,2 # 0 e3 # 0 em k). Uma curva projetiva plana
definida por uma equacdo da forma

vz = 2% + azz® + b23, a,bek,

€ denominada de curva eliptica sobre k.

Observe que a curva acima é a uniao da curva afim de equacao (z # 0)

v’ =23 +ax+b (%)
e de um tnico “ponto no infinito” O = (0 : 1 : 0), intersecgao da curva
projetiva acima com a “reta no infinito” z = 0. Por este motivo, muitas
vezes, ao fazermos as contas, trabalhamos com a equagao afim (x), que
é mais simples, retornando ao modelo projetivo conforme necessario.

Vejamos uma curva eliptica real, por exemplo 3> = 22 — z. Note
que na figura as duas pontas do ramo da direita se encontram no “ponto
do infinito” O = (0 : 1 : 0), que é o ponto de interseccao da “reta no
infinito” com qualquer reta “vertical” z — cz = 0. Em outras palavras,
O é o ponto de concorréncia de todas as retas verticais.
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N

8

~
N

Veja! Uma curva eliptical

9.2 A Lei da Corda-Tangente

Vamos tentar imitar o procedimento do exemplo 4.5 para encontrar
0s pontos racionais de uma curva eliptica sobre Q. A primeira dificuldade
com a qual nos deparamos é que enquanto em geral uma reta intercepta
uma conica em 2 pontos, ela intercepta um curva eliptica em 3 pontos!
Observe por exemplo o eixo das abscissas na figura anterior.

Por outro lado, se tivermos dois pontos racionais P = (zp,yp) €
Q = (2@, yq) em uma curva eliptica, entao podemos encontrar um novo
ponto racional R = (zg, yr), interseccao da curva eliptica com a reta r
que liga P e (). Para ver que este ponto é racional, observe que a reta
que passa por P e () tem equagao

_YP—YQ

xp—xQ'(x_xP)

Yy—ypr
cujos coeficientes sdo racionais. As abscissas dos pontos de interseccao
desta reta com a curva eliptica (%) sao as solugoes de

yP— Yo

2
(m—xp)> =2 +az+b
Tp —TQ

(yP +
que também é uma equacao com coeficientes racionais. Como duas de
suas raizes rp e g sao racionais, a terceira raiz xr também sera raci-
onal pelas relagoes entre coeficientes e raizes de um polindémio. Assim
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obtemos

—_ 2 —
Tp —xQ

$R2—$P—$Q+( zp — 7

Mas o que fazer se conhecemos apenas um ponto racional? Ai to-

mamos P = (@, ou seja, tomamos a reta tangente a este ponto! Basta
YP—YQ
Tp—TQ
Por exemplo, considere a curva eliptica

390?3 +a ’ .
por nas féormulas acima.

substituir o coeficiente angular S

y? =% 4+ 17

Ela possui um ponto racional P = @ = (—1,4). Fazendo as contas
acima encontramos o insuspeito terceiro ponto racional R = (%, 256%)
Simples, nao?

Observe que qualquer curva eliptica sempre possui um ponto racio-
nal, a saber, o “ponto no infinito” O = (0 : 1 : 0)! Serd que podemos
obter novos pontos racionais a partir de O7 Para responder esta ques-
tao, observe que a curva (*) é tangente a “reta no infinito” z = 0 em O:
de fato, trabalhando no plano afim y # 0 que contém O, temos que a

curva eliptica tem equacao
z = 2° 4+ axz® + b3

e assim a unica interseccao com z = 0 é o ponto O, ou seja, O é um
ponto de inflexao da curva. Logo aplicando o procedimento acima com
P = @Q = O obtemos novamente o ponto O! De certa forma O age como
uma espécie de “elemento neutro” para a operacao acima. Podemos ser
mais precisos.

Dados dois pontos racionais P e ) de uma curva eliptica, denote por
P %@ o ponto R que é o terceiro ponto de interseccao da curva eliptica
com a reta que passa por P e (). Definimos a soma de P e () como sendo

Py

(PxQ) 0.

Note que (P * Q) * O nada mais é que o simétrico de P * () com relagao
ao eixo x pois a reta que passa por O e P x () nada mais é do que a reta
“vertical” que passa por P * Q).
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P+Q

\

A lei da corda-tangente

Esta regra, que associa a P e () o ponto racional P + @) é popularmente
conhecida como let da corda-tangente.

Teorema 9.2. A lei da corda-tangente define um grupo abeliano sobre
0s pontos racionais de uma curva eliptica. Em outras palavras, temos

1. (Associatividade) (P + Q) + R = P+ (Q + R) para quaisquer trés
pontos racionais P, () e R;

2. (Elemento Neutro) P+ O = O + P = P para qualquer ponto
racional P;

3. (Inverso) para qualquer ponto racional P, existe um outro ponto
racional —P tal que P+ (—P) = (—P)+ P = O;

4. (Comutatividade) P+ Q = Q + P para quaisquer dois pontos ra-
cionais P e Q).

DEMONSTRACAO: A associatividade é a propriedade mais dificil de ser
verificada e sua prova serd postergada até a proxima secao. A comuta-
tividade é clara, pois P*Q = @ * P. Agora seja P = (xp,yp) um ponto
racional da curva. Entdo P x O = (zp,—yp) é o simétrico de P com
relacdo ao eixo x. Analogamente, temos (zp, —yp) * O = (zp,yp) = P,
o que mostra que O é o elemento neutro deste grupo. Da mesma forma,



408 [CAP. 9: INTRODUGCAO AS CURVAS ELIPTICAS

é facil ver que —P = (zp, —yp), 0 simétrico de P com relagao ao eixo x.
O

Note que P+ Q = —(P+ Q), logo P+ Q + P xQ = O. Assim, a lei
da corda tangente pode ser assim enunciada: trés pontos tém soma zero
se, e somente se, eles estdo alinhados.

Temos agora algumas questoes. Como decidir se a curva eliptica tem
algum ponto racional além do ponto no infinito O?7 Como encontré-lo
explicitamente? Finalmente, o procedimento acima gera todos os pontos
racionais da curva eliptica?

Aqui a situagdo nao é tao simples assim. O problema de decidir a
existéncia de pontos racionais estd em aberto. Felizmente sabe-se que
o procedimento acima realmente gera todos os pontos racionais a partir
de um certo conjunto finito de pontos. Este é o famoso

Teorema 9.3 (Mordell-Weil). O grupo de uma curva eliptica é finita-
mente gerado.

Ha uma demonstragao elementar deste teorema, que pode ser vista
no excelente livro de Silverman e Tate [143]. Entretanto, as provas mais
naturais sao aquelas que utilizam ferramentas um pouco mais avancadas,
que sdo lUteis em outros contextos também, mais especificamente a teoria
de cohomologia galoisiana ou a teoria de cohomologia étale, para a qual
recomendamos o excelente livro do Milne [103] (ver theorem 4.22, p. 133,
e sua transparente demonstragao de 1 péginal).

Infelizmente a demonstracao do teorema de Mordell-Weil nao é cons-
trutiva e ndo permite achar explicitamente os geradores deste grupo, mas
existe um algoritmo conjectural (ndo muito simples de descrever) para
encontrar estes geradores: a questdo é saber se ele para ou nao. Até
hoje, em todas as curvas elipticas testadas, ele sempre parou. ..

9.3 Curvas Elipticas como Rosquinhas

Considere o seguinte reticulado A gerado por dois niimeros complexos
w1 e wo linearmente independentes sobre R:

A= {n1w1 + nowy € C | ni,Ng € Z}
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Identificando dois nimeros complexos z e w se z = w (mod A), isto
é, se z—w € A, obtemos que todo nimero complexo é equivalente a
exatamente um elemento do paralelogramo fundamental

P={rw) +rows € C|ry,rs e R,0< 11,19 < 1}

como mostra a figura a seguir.

Vv

O reticulado A e seu paralelogramo fundamental

Como os lados opostos (do fecho) deste paralelogramo estao identifi-
cados, temos um quociente C/A que topologicamente é uma rosquinha
(como diria Homer Simpson) ou, em termos mais cientificos, um toro.
Este toro é a curva eliptica complexa definida pelo reticulado A. Esta ros-
quinha vem, de fibrica, equipada com uma estrutura de grupo abeliano:
dados dois pontos P, € C/A representados por nimeros complexos
z,w € C, asoma P+ @ € C/A é o ponto correspondente ao niimero
complexo z + w (em outras palavras, a estrutura de grupo abeliano é o
quociente do grupo aditivo de C médulo o subgrupo A).

Mas o que rosquinhas tém a ver com a definicao anterior de curva
eliptica como curva projetiva plana? Para responder esta questao, vamos
estudar as fung¢oes meromorfas em C/A, ou seja, as fungdes meromorfas
f: C— CU{oco} que sdo invariantes por translagdes por elementos em
A. Tais fungoes sdo popularmente conhecidas como func¢ées duplamente
periodicas pois elas possuem dois periodos:

fetw)=f(z) e flz+w)=f(2)
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para todo z € C.
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Teorema 9.4. Seja f uma funcdo duplamente periddica com relagdo ao
reticulado A.

1. Se f € holomorfa entdo f é constante.
2. Seja P o paralelogramo fundamental de A.

(a) contando multiplicidades, o nimero de zeros e polos de f em
P sao iguais;
(b) a soma dos residuos de f em P € 0.

(c) a soma dos zeros menos a soma dos polos em P (multiplici-
dades contadas) € igual a 0 mddulo A.

DEMONSTRAGAO: (1) Se f é holomorfa, entao ela é continua e portanto
atinge um méaximo no fecho de P, que é um conjunto compacto. Assim,
f é limitada em todo o plano complexo. Pelo teorema de Liouville f é
constante.

(2) Transladando P por uma constante, podemos assumir que ne-
nhum zero ou polo de f(z) ou f’(z) estd no bordo P de P. Assim, a
diferenca entre o niimero de zeros e polos de f em P ¢ igual a

1 f'(2)

2mi Jop f(2)

ja que f'(z)/f(z) é duplamente periédica e portanto as integrais em
lados opostos do paralelogramo P se cancelam. A prova do segundo
item é andloga, utilizando o integrando f(z). Para o tltimo item, note
que a soma dos zeros menos polos em P ¢ igual a

1 2f'(2)

27 Jop f(2)

Se L é o segmento de reta ligando a origem a w1, temos

1 zf’(z)dz 1 (z+w2)f’(z+w2)dz_ wo /f’(z)dz
L f(2)

dz =0,

dz.

27Ti L (Z) B % L f(Z +W2) - _% f
Wy 1
2 Fw

onde a ultima integral é sobre o caminho dado pela imagem de f (que é
fechado ja que f(0) = f(w1)). Assim, o valor acima é um miltiplo inteiro
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de ws. Analogamente, a integral sobre os outros dois lados opostos de
OP sera um multiplo inteiro de wy e portanto S € A, como queriamos.
O

Vamos exibir func¢oes duplamente periédicas (ndo constantes) expli-
citamente. Pelo teorema acima, tal funcao deve ter pelo menos um polo,
mas nao pode ter apenas um polo simples pois a soma dos residuos é
0. A préxima coisa mais simples a se tentar é um polo duplo em cada
w € A, algo como ) (2 —w)~2. Infelizmente esta soma nao converge,
mas uma pequena modificacao resolve este problema:

Definicao 9.5. Seja A um reticulado em C e A’ = A\ {0}. A fungao p
de Weierstrall com relacdo a A € definida como

w=3+ % (o)

weA’

Vamos mostrar que p(z) é realmente duplamente periddica, mas an-
tes vamos nos livrar das questoes de convergéncia. Para n > 3, defina

def 1
Gn= ) ~
weN’
que é absolutamente convergente (observe que G, = 0 se n é impar).
De fato, quebramos a soma em “camadas de cebola” (quadrada, é claro),
onde a k-ésima camada é formada pelos pontos de A’ sobre os lados
do paralelogramo de vértices k(w; + w2), k(wi — w2), k(—w1 + w2) e
k(—w1 — w2). Seja d > 0 a distancia entre a origem e o paralelogramo
da primeira camada. Temos 8k pontos na k-ésima camada, logo

8k 8 1 8
|Gl SZW:EZW:%.CW_H < o0
k>1 k>1

pois n > 3.
Agora suponha que |z| < R. Para |w| suficientemente grande, temos

1 1

(z—w)? w?

2(2w — 2)
w?(z —w)?

c
Bl

para alguma constante c. Pelas estimativas anteriores, com excecao
de um ndmero finito de termos, a soma em p(z) converge absoluta e
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uniformemente no disco |z| < R, logo p(z) é meromorfa. Ela possui polos
duplos apenas em A. Para mostrar que p(z) é duplamente periddica, é
mais facil trabalhar com a derivada

que é claramente duplamente periédica. Seja f(z) = p(z + w1) — p(2).
Como ¢'(z) é duplamente periédica, f'(z) = 0, logo f(z) é constante.
Mas p(z) é uma fungao par, logo f(—wi/2) = 0 e assim f(z) = 0.
Analogamente p(z 4+ wz) = p(2), 0 que completa a prova.

Teorema 9.6. A funcdo @ satisfaz a equacdo diferencial
p'(2) = 4p(2)° — g2 p(2) — 93

onde

1
g2=60G4=60) — e g3=140Gs =140 ¥ —
weN’ weN’

DEMONSTRAGAO: Vamos determinar a expansao em série de Taylor
de p(2) e ©'(2) em torno do 0. Para |z| < |w|, temos (z — w)~! =
-1 >_n>0(z/w)™. Derivando,

AR BT = b g

n>0 n>1

Assim,

(n+1)z 1 9
22+ ZZ — _z—2+2(2n+1)G2n+2.zn

weN' n>1 n>1
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pois Gon+1 = 0. Portanto
0 (2)% — 4p(2) + 60G4p(z) + 140G

2 o\ 2
= (—; + Z 2n(2n + 1)G2n+222n 1)

n>1

—4- (;12 + Z(Qn TN 1)G2n+222n>3

n>1

1
+60Gy - (; +> (@2n+ 1)G2n+2z2") + 140Gg

n>1
4 224Gy
1 9G4
_4. (;+7+15G6+(21G8+27Gi)z2+--->

1
+60Gs - (5 +3G42 ++ ) + 140Gy
z
= (108G?% — 252Gg) 22 + - -

que uma funcao holomorfa duplamente periédica, logo é constante. Como
esta fungao é 0 para z = 0, esta constante deve ser 0, o que completa a
prova. ]

Observe que o teorema anterior assevera que para qualquer z € C
o ponto (p(2), ¢'(2)) de C? é um ponto da curva eliptica E de equacio
y? =423 — g9 - x — g3! (o coeficiente 4 ndo é importante, podemos nos
livrar dele fazendo y + 2y por exemplo). Podemos até incluir o “ponto
no infinito” fazendo-o corresponder a z = 0. Assim, obtemos um mapa

C/A—E
zmod A — (22p(2) : 229/ (2) : 2°)

De fato, as figuras das secoes anteriores mostram um “corte” de um toro
em C? = R* por um plano R%. Note por exemplo que a primeira figura
é um corte transversal, definindo dois “circulos” (lembre-se de incluir o
ponto do infinito na segunda componente conexal).

Agora vamos mostrar que este mapa é uma bijecao e que a soma
natural C/A corresponde a soma dada pela lei da corda-tangente em
E. Em outras palavras, o mapa acima é um isomorfismo de grupos
abelianos! Com esta identificagdo, completaremos a demonstracao da
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associatividade da lei da corda-tangente, pois a operagdo em C/A é
obviamente associatival

Teorema 9.7 (Curvas Elipticas como Rosquinhas). 1. O mapa aci-
ma € uma bijecdo.

2. Sejam Py, Py e P3 trés pontos da curva eliptica y? = 42+ gox — g3
correspondentes a trés pontos z1,zs,23 € C. Temos que Py, Py e
Ps estao alinhados se, e somente se, z1 + z9 + z3 =0 (mod A).

DEMONSTRAGAO: (1) Vamos mostrar primeiro a injetividade no caso
afim, deixando para o leitor as modificagoes no caso projetivo. Suponha
que (p(2),9'(2)) = (p(w), P'(w)). Considere p(z) — p(w) como uma
funcao em z. No paralelogramo fundamental, esta fun¢do tem um tnico
polo de ordem 2, logo ela tem também exatamente 2 zeros, que sao
claramente +w a menos que w = —w (mod A). Mas neste caso p/(w) =
0 (veja exercicio 9.6), logo w é um zero duplo. Logo temos em qualquer
caso que p(z) = p(w) <= z=+w (mod A). Como ¢/(z) = ¢'(w) por
hipétese, se z = —w (mod A) entdo —p'(w) = ¢p'(—w) = p'(w) =
@ (w) = 0 e novamente w = —w (mod A). Assim, z = w (mod A),
como queriamos demonstrar.

Agora, a sobrejetividade. Seja (a,b) um ponto de E. Entao, no
paralelogramo fundamental, p(z) —a tem um polo duplo e portanto dois
zeros, zg € —zp (se zg = —z¢ (mod A), entdo como acima zy é um zero
duplo). Como (p(z0), ¢/ (20)) e (p(—20), §/(~70)) = (g(20), — (20)) o
ambos pontos em F com a mesma coordenada x = a, um deles deve ser
igual a (a,b).

(2) Seja y = ma + ¢ a equagdo de uma reta e P = (p(21), ¢ (21)),
Py = (p(22),9'(22)) e P3 = (p(23), 9'(23)) os trés pontos de intersec-
¢ao com a curva eliptica E. No paralelogramo fundamental, a funcao
¢ (2) — mp(z) — ¢ tem um tnico polo triplo na origem, assim seus trés
zeros somam 0 médulo A pelo teorema 9.4. Mas estes trés zeros sao
exatamente z1, z2 € z3, 0 que termina a prova. O

Como ultimo resultado, observamos que devido ao teorema seguinte,
cuja demonstracao pode ser encontrada em [140], toda curva eliptica
sobre C nao singular (isto é, tal que o discriminante A = —4(a® — 270%)
do polinémio ciibico 423 —ax—b é ndo zero, o que significa que 42> —ax—b
nao possui raizes multiplas) pode ser realizada como um toro complexo
para algum reticulado conveniente.
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Teorema 9.8 (Uniformizacio). Sejam a,b € C tais que a® — 27b* # 0.
Entao existe um tnico reticulado A tal que go(A) = a e g3(A) =b.

Problemas Propostos

9.1 (OBM2001). Considere o ponto racional P = (3,8) na curva eliptica
y? = 2% — 43z 4 166. Calcule 2001 P.

9.2. (Férmula de adigao) Prove:

1 (¢'(z) - @’(w)>2
p(z +w :~< —p(z) — p(w
( )=1 p(z) — p(w) (=) = plw)
onde % deve ser interpretado como Z’;((;)) para z = w.

9.3. Mostre que para uma curva eliptica sobre C temos um isomofismo
E[n] 2 Z/(n) x Z/(n) de grupos abelianos, onde E[n| é o conjunto de
pontos P tais que nP = O.

9.4. Mostre que uma curvae eliptica possui no mdximo 9 pontos de infle-
zao.

9.5. Mostre que qualquer funcao duplamente periddica par € uma funcao
racional em p(z). Conclua que qualquer funcdo duplamente periddica é
uma fungao racional em p(z) e ©'(z).

Dica: Para f par, sejam +aq,...,+a, e £by,...,£tb,, as listas de zeros
e polos de f distintos da origem no paralelogramo fundamental (multi-
plicidades contadas, é claro). Mostre que

' ngigm (@(2) - @(bz»
ngign (@(Z) - @(az‘))

€ homolorfa e portanto constante.

f(z)

9.6. Mostre que os zeros de ¢'(z) no paralelogramo fundamental sio os

pontos de ordem 2 em C/A, ou seja, -, 2 e % Conclua que

0'(2)* = 4p(2)° — g20(2) — 93
=4(p(=) (D)) - (902) — 9()) - (92) - 0(52))
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9.7. Dada uma curva eliptica definida sobre Q, mostre que as coordena-
das dos pontos complexos de ordem n sdo numeros algébricos.

Dica: wutilize o fato de que um nimero em C € algébrico se, e somente
se, sua orbita por qualquer automorfismo de C € finita.
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Apéndice A

O Teorema dos Numeros
Primos
(por Jorge Aarao)

Seja N = {1,2,...} o conjunto dos naturais e Z o dos inteiros. Por
L. JoS

> n>1an entenderemos a série ) ¢ | an, por ), by, entenderemos o so-
matoério sobre os nimeros primos. Se ¢ € N, Zp‘ o bp significa a soma
apenas sobre os primos que dividem ¢g. As mesmas consideracoes valem
para os I?rgdut0§ H”Zl an, [, by, ete. o

O méximo divisor comum entre ¢ e ¢ serd indicado por (g¢,/), e a
funcao de Euler serd ¢: N — N definida por

o(q) = card {z €N, (z,9) =1, 2 < q}.
Algumas outras fungoes sao:

m(x) = Z 1 = card {primos menores ou iguais a x},
p<z
|z| = max{n € Z;n < z}.
Se (g,¢) = 1 temos também

m(x;q,0) = Z 1

p<z
p=¢ (mod q)

= card {primos < z na progressao (¢ + ngq),n € Z}.
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Para s € C, escreveremos ¢ = Rs sempre que nao haja ambiguidade.
Diremos que f: RT — RT é O(z) quando f(z) < Cz para alguma
constante C' e x grande.

O objetivo principal deste trabalho é provar os seguintes teoremas:

Teorema A.1 (Teorema dos Numeros Primos). Tem-se que

lim M = I

z—oo x/log x
Teorema A.2 (Teorema dos Numeros Primos em PAs). Se (¢,q) =1,
entao

. 7(z;q,0) 1
lim = .
z—oo x/logz  p(q)

O primeiro destes teoremas foi conjecturado por Legendre e Gaufl
mas as primeiras demonstracoes sé apareceram cem anos depois, dadas
independentemente por Hadamard e de La Vallée Poussin, ambas de
1896, e usando ideias devidas a Riemann. O segundo pode ser achado
em Landau [3]. Para uma nota histérica detalhada, ver Edwards [2],
que traz inclusive uma traducao para o inglés do trabalho original de
Riemann.

As demonstragoes que exibiremos para ambos teoremas se apdiam
num unico resultado de varidveis complexas, que é uma adaptacao de
um teorema apresentado por Wiener em [8]:

Teorema A.3. Seja f: [1,00) — R integrdvel em qualquer intervalo
finito, nao negativa, nao decrescente e O(x). Defina a func¢do

o(s) = s / " f@)e e,

onde s € uma varidvel compleza.
Esta integral representa uma funcdo analitica em Rs > 1, e se existe

constante c tal que
€

S [e—
9(s) = =3
possui continuacao analitica sobre a reta s = 1, entao

lim 7f(a:) =c
r—o0 I
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Este teorema, que fornece um meio (nada ortodoxo) de se calcular
os limites que desejamos, é devido a Ikehara e Wiener (ver [8]), embora
nossa demonstracao seja de Newman [5] conforme apresentada por Ko-
revaar [4]. Esta demonstragdo se divide em dois passos: no primeiro,
usando o teorema A.19 que fornece condigoes para convergéncia de in-
tegrais impréprias usando a transformada de Laplace, provamos que

floo (M — c) 4z converge; como segundo passo demonstramos que a
X €T

convergéncia desta integral implica na existéncia do limite @ — ¢ (ver
teorema A.20).

Evidentemente serd necessaria uma preparacao para provar que a
funcao g(s) — ;%5 competente em cada caso possui continuacao analitica
sobre s = 1, e para tanto apresentaremos a fungao zeta de Riemann e
suas propriedades bésicas, bem como a nogao de carater de um grupo
abeliano finito e as L-séries de Dirichlet.

A distribuigdo deste material pelas seguintes secoes sera:

Secao A.1: Propriedades béasicas da funcao zeta de Riemann, defini-
¢ao da fungao de Tchebyshev ¥ (x), sua relagdo com a fungao zeta e com
7(x).

Secao A.2: Demonstracao do teorema de Newman e sua aplicagao ao
teorema dos nimeros primos.

Secao A.3: Propriedades dos cardteres e das L-séries de Dirichlet,
definicao da fungao de Tchebyshev em progressoes aritméticas e sua
relacdo com 7(x;q,¢). Para demonstrar o teorema em progressoes ne-
cessitaremos do lema de Landau, que sera provado na secao A.4.

Para os fatos bdsicos de teoria dos nimeros utilizamos os textos
seguintes: Serre [6], Apostol [1], Edwards [2] e o artigo de Korevaar [4].

A.1 Os Conceitos Basicos

A.1.1 A Fungao Zeta de Riemann

Para motivar o que segue, apresentamos a demonstragao de Euler de
que ha infinitos primos: partindo da identidade

(1) S =Tla-»

n>1 P
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véalida para s > 1 (e que demonstraremos posteriormente), tomamos o
logaritmo obtendo

log(z Zlog (1-

n>1

e a expansao do logaritmo em série de poténcias fornece

ODETES D) PI s JLES 33

n>1 p m>1 P P m>2 mpms’
porém
1
Z Z mpms < Z Z m Z Z TL __4 1 =1
p m>2 p p m>2p P p n>2

Como limg 3+ >~ - = +00, obtemos pois que lim,_,;+ > % = 400,
logo Zp % diverge e h4 infinitos primos.

A forca deste argumento reside na identidade (1) e, em ultima and-
lise, na fungdo Y, .

Definicao A.4. A funcao zeta de Riemann, indicada por ((s), é a unica
extensao meromorfa de Zn21 # para o plano complexo C.

Observagao A.5. A expressio ((s) = ,5; # € vdlida em Rs > 1,
Pois a série y . nl—s converge uniformemente em Rs > § para todo § >
1, e representa portanto em Rs > 1 uma funcdo analitica que coincide

com ((s).

Evidentemente a fungao zeta possui um polo em s = 1, e nossa
primeira proposicao analisa este fato:

Proposicao A.6. A funcdo possui um unico polo em Js > 0; este polo
€ simples, de residuo 1 e localizado em s = 1.

Para demonstrar este resultado provaremos o seguinte lema:
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Lema A.7 (Lema da representacao integral).  Seja f(s) uma func¢do

meromorfa e (an)nen uma sequéncia complexa tal que f(s) = > <, %=

em s > a. Sendo P(x) = >, ., an, suponha que ). P(n)

n>1 ns
D>t P(Zzl) convergem em Rs > b, e que floo P(z)x~'"%dx representa
uma fungdo analitica em Rs > c. Entdo

_ 00 . —1—sd
f(s) 8/1 () i
em Rs > c.

DEMONSTRAGAO: As seguintes igualdades sao validas em Rs> max{a, b}

£(s) = an :ZP(n)—P(n—l)

S nS
n>1 n>1
_x P) Pin—1) <~ P(n) P(n)
- ns _Z ns _Z ns _Z(n+1)s
n>1 n>1 n>1 n>1
ZP( )( 1 1 ) Z P( )/’7‘L+1 _1—Sd
= n|——————»= sP(n x x
n>1 nt (n+1) n>1 n
n+1 00
=s Z P(z)z " %dx = s/ P(z)z ' "*dx
n>17"n 1
Segue-se o resultado em s > ¢ por continuacdo analitica. ]

DEMONSTRAGAO: (DA PROPOSIGAO A.6) Com P(z) = |z, temos que
D>t Péf) e D>t POl convergem em Rs > 2, e [ P(x)z 1 5da

nS
representa uma funcao analitica em Rs > 1, logo

¢(s) = 8/100 |z]z™ " %de em Rs > 1.

Como sfloo z- -z 178 =1+ ﬁ, temos

C(s) =1+ ! T —i—s/loo(m — )z %z,

S —

e esta ultima integral é convergente em Rs > 0, isto é, representa uma
funcao analitica neste dominio, seguindo-se nosso resultado. O
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Vamos agora proceder a demonstragao da identidade fundamental
(1), com uma generalidade que serd necessaria na se¢ao A.3.

Definicao A.8. Uma funcio f: N — C € dita multiplicativa se
fim-n) = f(m) - f(n) sempre que (m,n) = 1, e estritamente multi-
plicativa se f(m -n) = f(m) - f(n) sem restrigoes.

Proposicao A.9. Seja f: N — C multiplicativa e limitada. Entao
f(n) _
D= H(Z F@™)p m)
n>1 p m>0
em Rs > 1. No caso estritamente multiplicativo temos
f(n) _ _
Z? = H(l —p °f(p) !
n>1 p

no mesmo dominio.

f(n)

n>1 ns

converge uni-

formemente em R > § para todo § > 1. Chamaremos S = En21 féf) e

P(x) = Hpgg;(l + f(p)/p° + f(p?)/p** +---), s fixo com Rs > 1.

Como P(x) é o produto finito de séries absolutamente convergentes

n 7 . .

podemos reescrever P(x) =, -y %, onde N, é o conjunto dos in-
teiros cujos fatores primos sao menores ou iguais a x. Observando enfim

que os inteiros entre 1 e x estao em N, obtemos

@) s < 30 [T

DEMONSTRAGAO: Como f é limitada a série )

Y

e como S converge absolutamente temos que lim, ,- P(xz) = S. Mais
precisamente, se Ra > § com J > 1, a convergéncia uniforme de S
implica que P(x) converge uniformemente a S neste dominio.

Sendo f estritamente multiplicativa teremos f(p™) = (f(p))™, dai

S = Y ()" =

s = flp)p~s
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Coroléario A.10. (a) (Fdrmula de Euler)

(s)=J[a-p )", em®Rs > 1.

(b) ¢(s) #0 em Rs > 1.

DEMONSTRAGAO: (b) Por (a) temos em Rs > o > 1 que
=TIt <TI (0 ) <TI(e+ ).
<@L L) =0+

Provando que o ultimo produto é finito obteremos

Provaremos que se ), a; converge com a; > 0, entao [[,~,(1 + a;)
converge. Sem perda de generalidade podemos supor a; < 1 — a;, €
definindo P, =[], (1 + a;) obtemos:

log P, :ZIOg(l—FaZ ZZ <ZZ@
i=1

=1 m>1 =1 m>1

<Za,+2a1§22a1—25

>1

n n
IOanSZaz+Zl
i=1 i=1

Dessa forma

P, < e para todon e lim P, = H(l +a;) < e,

O

Observemos que este corolario nos permitird tomar logaritmos da
funcao zeta em Rs > 1.

Conforme jé frisamos na secao anterior, estaremos interessados na
continuacao analitica de certas funcoes sobre a reta s = 1, e com esse
objetivo surge a proposicao seguinte:
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Proposicao A.11. Em Rs =1 temos ((s) # 0.

DEMONSTRAGAO: (Mertens, 1889) Observemos que 3+4 cos +cos 20 =
2(1+cos#)? >0, onde 0 € R.
Vamos supor que para algum b real nao nulo temos (1 + ib) = 0,
definimos ¢(s) = ¢3(s)¢*(s + ib)((s + 2ib).
Dessa forma s = 1 é um zero de ¢ pois o polo simples de ¢ nao
cancela o zero em s = 1 + ib. Consequentemente
lim log |¢(s)] = —o0

Agora com s real maior que 1 temos

log [((s +it)| = Rlog (s +it) = §RlogH —s—ity =l
= —%Z log(1 —p—57%)
P
B —s—it | Loovos—it | Lo 3y-2-it |
—%;(p + 5T )T ),

onde o logaritmo foi tomado de acordo com o desenvolvimento em série
na ultima igualdade. Podemos escrever o ultimo somatério como

log |¢(s +it)| = %Z apn 574,
n>1

onde a, > 0. Dai obtemos

log |p(s)| = 3R Z ann”® 4+ 4R Z ann 5T L R Z a,n 52

n>1 n>1 n>1

=R Z ann (3 + 4n~® 4 720y,

n>1
Finalmente,
log |o(s)| = Z ann”*(3 + 4 cos(blog n) + cos(2blogn)) > 0.
n>1
contrariando o limite gq log |p(s)] = —o0. O

Unindo as proposigoes A.6 e A.11 obtemos
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Proposigao A.12. A funcdo _CC/((;)) — S_% possui continuacdo analitica

sobre a reta Ns = 1.

DEMONSTRAQAO: Pela proposicao A.6 a funcao _CC/((;)) possui um polo

de tipo e pela proposicao A.11 ele é o Unico sobre a reta Rs = 1.

5— 17
Observe também que esta fungdo é analitica em fs > 1 (corola-

rio A.10).
O

A.1.2 A Funcgao 9(x)

Definigao A.13. A funcdo ¢: RT — R € definida por

=) A(n)

n<x

onde

logp sen € poténcia do primo p;
A(n) = .
0 caso contrario.

A fungdo A € a chamada fungao de von Mangoldt, enquanto i € a funcao
de Tchebyshev. Podemos também escrever

Zlogp ZL J

pn<z

Proposicao A.14. A fungdo g(s) = f Y(x)r~1"3%dx € analitica em

Rs > 1 e neste dominio g(s) = CC/((;))'

DEMONSTRAGAO: Como () < xlogx, segue-se a primeira afirmativa.
Por outro lado temos em Rs > 1

lOgC ZlOg 1 o Z Z mpms’

P m>1
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e a convergéncia uniforme da iltima série em Rs > § > 1 nos permite
derivar dentro do somatério. Assim sendo,

—S

—2((;))2 1f logp=> (p*+p > +--)logp=> An)
p p

n>1
Usamos agora o lema da representagao integral com a, = A(n),
P(x) = v (z). Como ¥(n) < n?, as igualdades envolvidas sdo vélidas em
Rs > 3. Daf g(s) = —%((SS)) em Rs > 1. O

Proposicao A.15. A seguinte equivaléncia ocorre:

tim Y@ g @
T—00 I T—r00 a:/logx

DEMONSTRAGAO: Temos que

U= gtigi;J logp < logazz 1=m(z)- logx.

p<w

Por outro lado se 1 < y < x,

m(z) =7(y) + Z 1<7( Z Ing M

y<p<lx y<p<z lo 08 y log Yy

z Y(z)
long ” log (log x) 7

m(x)logx 1 Y(x) log x
< + .
x log x logxz — 2loglogx

m(x) <

Como limy_, T log » = 1, segue-se o desejado. ]

2loglog x

Proposicao A.16. A funcao ¢ é O(x).
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DEMONSTRACAO: O numero (2:) ¢é divisivel por todos os primos em

(n,2n], logo
2n
2n 2n 9
< = 2°"
1o ()£ -
n<p<2n =0
Z logp < 2nlog 2.
n<p<2n

Daqui vem

Z logp < 2F1og 2

2k—1 <p<ok
k

Z logp < ZT log2 < 281 . log 2

p<2F i=0

Se k é um inteiro tal que 2°~! < z < 2F temos
Zlogp < Z logp < 28 log2 = (4log?2) - 2871 < 4z log2.
p<z p<2k
Para m > 1 fixo temos
Z logp = Z logp < 4log?2 - z'/™,
pmgx pgzl/m

e é claro que se para algum m > 1 existe um primo p tal que p™ < x,
entao 2™ < z. Dal teremos

P(x) = logp+ > Y logp

p<w m>2pm<zx
:ZIOg]hL Z 10gp+~-+210gp,
p<z p<zl/2 p<z®

log «
log 2

como o = L 1 J . Assim sendo

1/a
Y(x) <4log2-x+4log?2 - leﬂ

m=2
<4xlog?2 + 41/ log2-a~ !
Y(x) < 4zlog?2 + 4z'/? log

e isso completa nosso resultado. ]
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A.2 Teoremas Tauberianos e o Teorema dos Nu-
meros Primos

A.2.1 Teoremas Tauberianos

!
Na secao anterior demonstramos que — %((j)) — s_% possul continuacao

analitica sobre a reta 8s = 1. Em Rs > 1 vale a expressao
!/ 1 o0
(s) =1+ 3/ (Y(z) — 2)z" o d,
1

C(s) s—1
e apesar da continuagao analitica ainda nao temos garantias de que a
ultima integral va convergir para s = 1. Porém, se este é o caso, entao
em particular para s = 1 a integral floo(w(a:) — 2)z~2dx converge e hé
Y(z)—=

um modo de provar que isto implica na existéncia do limite de
quando x cresce, e este limite é zero. Esta é exatamente a equivaléncia
enunciada na ultima secao para o teorema dos numeros primos. Esta
secao se dedica a demonstrar os teoremas da andlise que garantirao a
existéncia do limite acima. O primeiro demonstra a convergéncia da
integral, e a demonstracao que apresentamos é devida a Newman [5], na
forma exposta em Korevaar [4]; o segundo prova a existéncia do limite,
e a demonstracao vem das mesmas fontes.
Comecamos com dois lemas:

Lema A.17. Se F: (0,00) — R € limitada e integravel em qualquer
subintervalo finito, entao a transformada de Laplace de F', definida por

G(z) = / F(t)e *'dt
0
estda bem definida e € analitica no semiplano Rz > 0.

DEMONSTRACAO: Como a transformada de Laplace é bem conhecida,
damos apenas uma referéncia: Widder [7]. O

Lema A.18. Se f: [l,00) — R € integrdvel em qualquer subintervalo
finito, ndo negativa, ndo decrescente, e O(x), entdo a transformada de
Mellin de f, dada por

g(s) = 5/100 f(x)z™ " %dx
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estd bem definida e é analitica no semiplano Rs > 1.

DEMONSTRAGAO: Como f é O(x), seja A > 1 grande o suficiente para
f(x)

que |

< C quando tivermos x > A. Para s > ¢ > 1 temos:

‘//\OO f(x)a:_l_sd:z‘ < /:O ‘Jt;ac)‘$_adx < %)\1_”.

Dai N .
lim/1 f(x):v_l_sdaz:/l f(x)z=%dx

A—00

uniformemente em Rs > o > 1, e isto garante a analiticidade de g(s)
em s > 1. |

Teorema A.19. Seja F': (0,00) — R como no lema A.17, G sua trans-
formada de Laplace. Se G possui continuacdo analitica sobre a reta
Rz =0, entdo a integral imprdpria fooo F(t)dt converge e

DEMONSTRAGAO: Chamaremos ainda de G(z) a continuagao analitica
da transformada de Laplace de F' numa vizinhanga do semiplano 8z > 0.
Sem perda de generalidade supomos |F'(t)| < 1 e definimos

A
Ga(z) = /0 F(t)e tdt,

que é analitica em C para todo A > 0 finito.
Mostraremos que

G (0) - G(0) quando A\ — oo.

Seja ¢ > 0 dado, tomamos R = % e olhamos o disco de raio R em
torno da origem, isto é, Dr(0) = {z € C | |z2| < R}. Como G é
analitica numa vizinhanga de Rz > 0, existe § = §(R) > 0 pequeno o
suficiente para que G seja analitica em Dgr(0) N {Rz > —d}. A fronteira
deste conjunto chamamos de W, sendo W = {z € W | Rz > 0} e
W-={zeW|Rz<0}.
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W s
Pela férmula de Cauchy,
1 _
G(0) — G (0) = - / Gl — G2y,
21 Jw z

Observe porém que se ¢ é uma fungao analitica em Dr(0) N {Rz > —4d}

temos
1 Az
o0 =5 | pe? .
2m Jy 2

1 [ ez Mz

0_

_ dz.
omi Jyw  RE

Somando obtemos

©(0) = % /W o(z)eM <§ + %)dz

Fazendo ¢ = G — G e abreviando I(z) = (G(2) — GA(2))e* (1 + =)
obtemos a seguinte alteragao da férmula de Cauchy:

G(0) — G (0) = / I(2)dz.

w

Nosso objetivo agora é dividir o caminho de integragao W em partes,
e majorar a integral em cada uma delas. A primeira parte é o préprio
W+. Para a segunda parte, observe que G(2)(1 + 4z) € analitica sobre
W, logo existe B tal que |G(z)(1 + )| < B para todo z € W~.
Definimos §; = d1(¢,d,B) > 0 de tal forma que 0 < §; < 4, e se
Wy ={z € W~| -6 <Rz}, entao
2E |dz| < e.
i WQ*
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A terceira parte é W, ={z € W~ | Rz < —=6;} = W~ — W, . Chama-
mos também de W, o conjunto {z € C | Rz < 0 e |z|] = R}. Algumas
estimativas preliminares antes do resultado final: se x = Rz e |z]| = R,
entao
1 z Z z 2z
CTRTRTRTR

Se além disso z > 0 teremos

0 6—>\J}
G~ Gl < [ Pl < .

A e

Para x < 0 tiramos
A —\x -z
1

KMMS/G%“:e - <t

0 lz[  lz[ |l

eseze W,
|6)\Z| — e)\:r < 6751/\.

Estamos prontos para avaliar G(0) — G»(0):

2mi(G(0) — G (0)) = / I(2)dz = /W 1(2)dz + / I(2)d-.

w
Como G)(z) é analitica em C, temos que

% Gr(z)eM (% + i)dz,

GA(z)e)‘z< + %)dz = 7

W= W

pelo teorema de Cauchy.
Nossa decomposicgao fica:

2mi(G(0) — G (0)) = /W+ M= [ Gaa)e (% +25)de
+ - G(z)eM (%—i—%)d}:
+ e G(z)eM <§+%>dz.

Mas usando nossas estimativas obtemos:

1 1 AT 2
‘/ I(z)dz‘ < — e/\”‘e—‘—ﬁdz\
21t S+ 2r S+ r R?

1 TR 1
_7TR2 w+ B N



TEOREMAS TAUBERIANOS E DOS NUMEROS PRIMOS 435

1

1 —Ar9
G)\(z)e/\z(f—f—%)dz‘ eAm € |:‘U|
z

1 1
= — d = — =
7 =5 ==
1 N 1 A5/
. 2= —d’<—‘B- L. dz|,
lzm'/WlG@)e <Z+R2> =00 W;M

1 1 1 B
‘/ G(z)e)‘z(f + %)dz‘ < / e Bldz| < / |dz| < e.
21 Jw, z R 2 Jwy 21 Jwy

Logo

IN

1
= d2|
27 Sy

B
|G(0) = GA(0)] <3+ —- / |dz| - e,
2 wy
e tomando A suficientemente grande obtemos |G(0) — G5 (0)] < 4e. O

Passemos agora a nossa versao teorema de Ikehara-Wiener (ver Ko-
revaar [4]):

Teorema A.20. Seja f: [1,00) — R como no lema A.18, e g(s) a sua
transformada de Mellin. Se existe c € R constante tal que

g(s) —

c
s—1

possui continuacdo analitica sobre a reta Ns = 1, entao

lim f(@) =

r—00 I

DEMONSTRAGAO:

Primeiro Passo: definimos F(t) = e~ tf(e!) — ¢, para t > 0. Assim F
¢ limitada em (0,00), pois f é O(zx), e integravel em intervalos finitos
pois f o é. Sua transformada de Laplace G serd

G(z) = /Ooo(e_tf(et) —c)e dt.

Trocando varidveis (x = e?) obtemos

G(z) = /1 f(x)mdfzda: — g == 1 .

g(z+1) ¢

—Zil(g(z—i-l)—g—c).
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Por hipétese, g(z + 1) — £ possui extensao analitica sobre R(z + 1) =
1, logo G possui extensdo analitica sobre 8z = 0. Do teorema A.19
concluimos que

G(0) = /0 Z et () — )t = /1 ) ey,

Segundo Passo: Resta verificar que a convergéncia da integral implica

lim @
r—oo T

De fato, suponhamos que lim sup

= C.

f( ) > ¢, entdo existe § > 0 com

f(x)

0 <26 < limsup —= —c.
x

Definimos p= c‘*‘25>1 (observe que ¢ > 0, caso contrario fl ! (x) O

f(

x)
== > ¢, seja (Yn)nen UmMa sequeéncia

J° =5tdx = +00 ). Como limsup
tendendo ao infinito tal que

fyn) > (¢ +20)yn

para todo n € N.
Para y, < z < pyy, temos (pois f é nao decrescente)

f(@) = f(yn) > (c+28)yn > (c+ d)z.

logo
f(x) —cx

X

> 0,

e portanto

PYn — PYn
/ f(x)cxdmZ/ gdmzélogp>0.
y T

n Yn

Como G(0) = [ I ) L2 dr, dado & > 0 existe M > 1 tal que se a > M,
entao -
’/ de’ <.
) x

Tomemos 0 < € < glogp, como Yy, — oo existe ng € N tal que se

a > Yn,o, €ntao
* f(x) —cx
JIRCEC PN
a
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Mas
PYng _
dlogp < ‘ / ‘]de‘
Yng
o0 _ o0 _
S‘ de’+‘/ de < 2e < dlogp.
Yn x PYn, z
0
Concluimos que lim sup @ < ¢, e raciocinio analogo para lim inf % >
¢ conclui que lim @ =c. 0

T—r00

A.2.2 O Teorema dos Numeros Primos

Teorema A.21. Tem-se:

m(z)

z—o0 z/ log x B

10 o 4 : Y(x)
DEMONSTRAGAO: Pela proposicao A.15 é equivalente provar que ———1

quando z — co. A funcao v é nao decrescente, nao negativa, integravel
em intervalos finitos e O(z) pela proposi¢ao A.16. Sua transformada de
Mellin é

¢'(s)

o) = [ otap e ==,

e pela proposi¢ao A.12 g(s) — ﬁ possui continuacao analitica sobre

fs = 1. Aplicando o teorema A.20 obtemos que lim, @ =1. ]

A.3 Carateres de Grupos, L-Séries de Dirichlet
e o Teorema em Progressoes Aritméticas

A.3.1 A Fungao 9(z;q,/)
Nesta se¢ao pretendemos demonstrar que se (¢, ) = 1 entao
GO
z—o0 z/logz  ¢(q)

Tentaremos pois imitar o procedimento anterior para 7(x), e defini-
remos o equivalente da funcao 1. Nesta sec¢ao (¢, ¢) = 1.
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Definicao A.22.

(g )= Y, An).

0<n<x
n={ (mod q)
Proposigao A.23. Temos que
. . 1
im el = & lim Y(zig, ) = .
z—oo x/logx ©(q) T—00 T ©(q)

DEMONSTRAGAO: Seja M = H‘(’égj, para m > 2 fixo temos

Z logp < Z logp < logx Z 1=logz - m(z'/™).

p" <z pr<w pm<z

p™=¢ (mod q)

Desta forma

Ylzig, )= > logp+ > logp

p<zx pm<x
p=¢ (mod q) p™m={ (mod q)
m>2
M
<logx Z 1+ Zlogx-ﬂ(xl/m)
p<x m=2
p=¢ (mod q)

<logz 7m(x;q,¢)+ M -logx - 7T($1/2)
log?

1/2
log 2 (@)

<logx - m(x;q,0) +

. log? z- 1/2
Como limg_,o0 Og%(x) = 0 temos

; 1
lim ¥(@;9,0) < lim 08T -m(x;q,0).

T—00 X T—00 T

Por outro ladose 1 <y < x

log p P(x;q,0)
g, 0)=n(y: q. 0 1< < .
m(rq, O)=n(y;q, )+ <y + > logy_y+ Tog 4
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T

Tomando y = e x adequadamente grande:

log?
m(@g,0) 1 | gl log z
xz/logx ~ logx T logxz — 2loglogx

0O

Evidentemente (x;q,¢) é O(z), ndo decrescente e integravel em
qualquer intervalo finito. Chamando ¢(s) sua transformada de Mel-
lin, basta provar que g(s) — ﬁﬁ possui continuagao analitica sobre

Rs = 1 para concluir que lim b@igh) _ L (pelo teorema A.20), que é
iS00 T ©(q)

equivalente ao teorema dos niimeros primos em progressoes aritméticas.
Para demonstrar esta continuacao analitica introduzimos os carateres e
as L-séries de Dirichlet.

A.3.2 Carateres

Definicao A.24. Seja G um grupo abeliano finito. Um cardter de G €
um homomorfismo x: G — C*. Escreveremos x1 para indicar o cardter
trivial x1(z) =1 Vx € G.

Nesta se¢ao, ao nos referirmos a um grupo G, ele serd abeliano finito.

Proposicao A.25. Se |G| =n e x € cardter de G, entao

S -l o

ew ,  caso contrdrio .

DEMONSTRAGCAO: O caso a considerar é xy # x1. Seja y € G tal que

x(y) # 1. Dai
X)) x(@) =) x(zy) = x(=),

zelG el zeG
logo
(x(w) —1) > x(x) =0,
el
donde
Z x(x) = 0.

zeG
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Se x e X’ sao carateres de GG, podemos definir o produto

(x - X)) = x(z) - X' (x),

e isto fornece uma estrutura de grupo abeliano ao conjunto G dos cara-
teres de G.

Proposicao A.26. O grupo G ¢ finito da mesma ordem de G.

DEMONSTRAGAO: Se G é ciclico de ordem g, digamos que G = (o),
entdo para todo x € G temos [x(0)]9 = x(09) = 1, ou seja, x(0) é raiz
g-ésima da unidade. Por outro lado se w € C com w9 = 1 temos que a
aplicagao o™ — w"™ é um carater. Concluimos dai que |G’ | =g.

Se G nao é ciclico o teorema de representagao de grupos abelianos
finitos diz que G ~ G1 ® G2 - - - ® G, onde cada G; é ciclico de ordem
g; e gerador ;. Para aplicar o que concluimos no ca&c\iclico devemos
mostrar que G’ A Gl bD---D @n Basta provar que G1 ® Go ~ @1 D Gg
(G1 e G2 nao necessariamente ciclicos).

Se x; € cardter de G;, i = 1,2 entao (z1,x2) — x1(x1)x2(z2) é um
carater de G1 ® G, onde z; € G;, © = 1,2. Por outro lado se x é carater
de G1 ® Gy entao x1 — x(z1,ea) é cardter de G1 e xo — x(e1,x2) é
carater de Go, onde ¢; € G; é a identidade do grupo G;, ¢ = 1,2. Como
os mapas do tipo (z1,z2) — x1(x1)x2(z2) sdo inversos aos mapas do
tipo z1 — x(z1,e2); x2 — x(e1,x2), segue-se o resultado. O

Proposicao A.27. Se |G| =n ez € G, temos

ZX(x) _ {n, se T = eq;

0, caso contrdrio

x€G

DEMONSTRACAO: A aplicacao
z: G — C*

X+ x(z)

define um carster de G, isto é, um elemento de G. Aplique agora as
proposigoes A.25 e A.26. O
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As féormulas enunciadas nas proposigoes A.25 e A.27 sdo as chamadas
relagoes de ortogonalidade.

Consideremos agora o caso em que G é o grupo multiplicativ/og)s
elementos invertiveis do anel Z/qZ, onde ¢ > 1, dizemos que (Z/qZ)*
é o grupo dos carateres médulo q. Neste caso é conveniente estender a
definigao de carater para uma funcao de Z em C da seguinte maneira:

—

se X € (Z/qZ)*, definimos
x:Z—C

4 o(q) = 0 se (g,a) > 1
— X(a) {X(a mod ¢q) se (g,a) = 1.

Daqui por diante nos referimos aos carateres médulo ¢ como sendo estas
extensoes.

Observe que o nimero de cardteres médulo g é ¢(q).
Vamos agora relacionar os carateres médulo ¢ a fungao ¥ (x;q,?).

Definicao A.28. Seja x um cardter mddulo q. Entdo

b, x) =Y _ A(n)x(n).

n<x

Proposicao A.29. Se (¢,¢) =1 entao

1 _
Qp(l‘, %E) = @ ZX: 1/1(% X)X(g)a

onde ¥, € a soma sobre os cardteres modulo q e x(¢) € o conjugado
complezo de x({).

DEMONSTRAGAO: Vamos identificar em nossa notagao um elemento
x € Z/qZ e os elementos de sua classe mod ¢ em Z. Como (¢,q) = 1,

temos ¢ invertivel em Z/qZ, chamemos £~! seu inverso. Dai x(f) =
Xt e
D> An)x(n)x(0) =Y Aln)x(ne™).

n<x n<x
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Desta forma

A proposigdo A.27 fornece

1y )0, senf~1#1 (mod q);
zx:x(nﬁ )= {Lp(q), senf~1 =1 (mod q).

A.3.3 L-séries de Dirichlet

Definicao A.30. Seja x um cardter modulo q. Uma L-série de Dirichlet

’ ~ n . .
€ a extensio meromorfa de . - XT(LS) para o plano complexo, e indicada

por L(s, x).

E imediato verificar que se ¢ > 1, entao a série acima converge
uniformemente em Rs > o, pois x é limitada.

Proposigcao A.31. Em Rs > 1 temos

L(s,x) = H(l B X(@)‘l'

S
p p

DEMONSTRAGAO: Os cardteres sdo fungoes estritamente multiplicati-
vas e limitadas, logo esta proposicao é corolario de A.10.
O
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Proposigcao A.32. Em Rs > 1 temos

> —1—s _ L/(SaX)
s/1 Yz, x)x dx = LX)

DEMONSTRAGCAO: Em Rs > 1 temos
o~ =
onde o = Rs. Na demonstragao de A.10 provamos que

1 25
H(l‘FF) Se ,

p

S:Zpla<oo.
p

Logo |L(s,x)| > 729 > 0, Rs > 1.
Podemos portanto tomar logaritmos na expressao

L(s,x) = l;[(l - X;f))_l,

<TI0+ ).

p

log L(s, x) Z log( ngf

)=y > A
p m>1
Derivando:

CL(s,x) x)/p*
L(s.x) 4 1—><(10)/p51 &P

x(p) . x(?) A(n)x(n)
:zp:(ps+ng+)10gpzz ns :

n>1

Usando o lema de representagao integral segue-se em Rs > 1 que
L, —1-s
=s x dx.
=, / Pl x)z
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Juntando as proposigoes A.29 e A.32 obtemos

o(s) = 5 / ¥l g, Oz~ "> dx
1 L

_ "(s,xa) 1 ——L'(s,x)
©(q) L(s,x1)  ¢(q) 2 X0 L(s,x)’

X#X1

que chamaremos férmula de decomposigao. Provaremos a seguir que:

(a) L'(s,x1) 1

C L(sx1) (-1

possui continuagao analitica sobre Rs = 1;

(®) >t Y(ﬁ)% é analitica sobre ts = 1.

Pela férmula de decomposicao g(s)— ﬁﬁ possuira continuagao ana-
litica sobre Rs = 1, dai estaremos aptos a utilizar o teorema A.20.

Proposicao A.33. Temos

L(s,x1) = () [ = 7).

plg

Em particular L(s, x1) possui um polo simples em s = 1, que € seu inico
polo em Rs > 0, e L(1 +it, x1) # 0 para t real ndo nulo.

DEMONSTRACAO: Pela férmula de Euler e pela proposicao A.31 temos
que L(s,x1) = ¢(s)[[,,(1 =p*) em Rs > 1. Como [, (1 —p~*) &
analitica em C, a férmula vale no dominio de definicao de ¢ e L(s, x1).
Como Hp‘q(l — p~®) nao se anula em s = 1 e pelas propriedades de
¢(s), segue-se o enunciado. O

Proposicao A.34. Se x # x1, entdo L(s,x) € analitica em Rs > 0.

DEMONSTRAGAO:  Chamando P(z) = ), ., x(n) e escrevendo |z| =
aqg+7r,coma € Ne0<r< g, temos pela proposigao A.25 que

Lz Lz

aq
Pl@)=Y x(n)+ Y x(n)= > x(n).
n=1

n=aq+1 n=aq+1
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Logo
lz)
[Px) < Y Ix(n)<r<q

n=aq+1

Pelo lema da representacao integral obtemos
oo
L(s,x) = s/ P(z)z '"*dx,
1
expressao valida em Rs > 0 pois P(z) é limitada. O

Olhemos novamente para a férmula de decomposi¢gdo. Como
L(s,x1) = ¢(s)[],(1 —p"), temos que _Lex) - admite ex-

L(S7X1) S
tensdo analitica sobre Rs = 1 da mesma forma que —CC((;)) — ﬁ admite.

Resta ver que 3 x(¢) LL/((?;(()) é analitica em s = 1, e como ja pro-

vamos que L(s,x) é analitica em s > 0, basta provar que se x # X1
temos L(1 +it,x) # 0 para todo ¢ € R. Nossa demonstragao deste fato
divide-se em duas partes: na primeira mostramos que se x> # x1 0 re-
sultado ¢é verdadeiro, e para x? = x; o resultado é verdadeiro em s # 1.
A segunda parte trata de X2 = x1 € s = 1, e neste ponto necessitaremos
do lema de Landau, cuja demonstragao encontra-se na sec¢ao final.

Proposicao A.35. Se x # x1, entdo L(s,x) #0 em Rs = 1.
DEMONSTRAGAO: Seguimos a demonstracao de Mertens para ((s) # 0

em Rs = 1.
Seja t € R. Para p primo escreveremos

log(1—p~*x(p) ' = . x(™),

mpms
m>1 p

onde Rs > 1. Logo

log L(s,x) = > > ml x(™)

p m>1

1 —itm]1
- Z Z mpme Sem TR (™),
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com s = o + it. Dai vem
log|L*(o,x1) - L* (0 +it, X) - L(o + 2it, x*)|
= Rlog L (o, Xl) LYo +it, x) - L(o + 2it, x?)
_ %Z Z e 3X1 ) +de™ zmtlogp ( ) +e 2imtlogpx2m(p))

p m>1
— %Z Z 3 4 467'Lmtlogpxm(p) 4 e*Zimtlong2m(p))‘
g m>1

Como |x(p)| = 1 para todo primo p que nao divide ¢, temos x(p) = e'»
para algum cp € R; a ultima expressao torna-se

2.0

ptq m>1

pois 3 + 4 cosf + cos 20 = 2(1 + cos0)? >0, 6§ € R.
Suponha que L(1 +it,x) = 0 com ¢ # 0, dai

lim L3(0,x1) - L*(0 + it, x) - L(o + 2it,x*) = 0
o—1

(tlogp+ cp) + cos2m(tlogp +¢,)} > 0, (%)

pois o polo simples de L(s, x1) seria superado pelo zero de L(s, ), e
L(o +2it, x?) — L(1+2it, x?) que é um complexo se t # 0. Desse modo
deveriamos ter que

hn11+ log |L3(0, x1)L* (0 + it, x) L(o + 2it, x*)| = —o0,
og—

mas este logaritmo é nao negativo por (x).

Se t = 0 este mesmo argumento se aplica, desde que x? # x1. Neste
caso L(o,x?) — L(1,x?) que é ainda complexo.

Resumindo, j4 mostramos que se x> # x1, entdo L(1 +it,x) # 0
para todo t € R, e se x? = x1, entdo L(1 +it, x) # 0 para todo t € R*.

Resta provar que se x? = x1 entdo L(1,x) # 0. Chamemos

E’(S) - L(87X1> ' L(87X>7
temos que E é analitica em $s > 0 se L(1, x) = 0. Em Rs > 1 podemos

logB(s) =D, > — mSXI p) + X" (p)]

P m>1

escrever

X" (p)]-

g m>1



CARATERES DE GRUPOS, L-SERIES DE DIRICHLET 447

Ora, x? = x1 implica em que x(p) = %1 se p{ ¢, logo
— a
logZ(s) =Y _ %,
n>1

com a, > 0. Esta ultima Série nao converge em s = ﬁ. De fato, para

s real positivo maior que so( ) temos

an ap‘P(?)
pse(0)
a1 g m>1 P pla
Como p#@ =1 (mod ¢) temos
1+ x(p)?9 2
a’p‘P(‘]) = = .
©(q) ©(q)

Dai

an 2 1 1
— > —— ——— — oo quando s &> ——.
nz;l n® = ¢(q) %q: P v(q)

Dizemos que o9 > 0 é a abscissa de convergéncia da série Zn>1 o
quando a série converge em s > oy e nao converge em RNs > op — €
para qualquer € > 0. Pelo anterior a abscissa de convergéncia oy de
nossa série Zn>1 % ¢ maior do que ou igual a ( y» € para Rs > 6 > o9
a série ) -, 1% converge uniformemente, pois a, > 0. Em particular a

igualdade
—_ an,
E(s) = exp( E E)

n>1

é valida em R > oy.
Enunciamos agora o lema de Landau, que serd demonstrado na se-
guinte secao:

Lema A.36. (Landau). Se a, > 0 e f(s) =Y. <1 % tem abscissa de

n>1 ns
convergéncia finita oy, entdo f nao admite extensao analitica a nenhuma

vizinhanca de s = oy.

Usando o lema acima podemos completar a demonstragao. Como

oo > ( y > 0, em particular log = nao pode possuir extensao analitica

©(q
em torno de s = oy > 0. Mas Z é holomorfa em $s > 0se L(1,x) =0, e,
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para § real com § > 0, temos logZ(8) = > %2 > 0, donde |Z(8)| > 1.
n>1

Assim, |=(og)| > 1 (e em particular |Z(og)| # 0), e portanto (qualquer

ramo de) log Z admite extensao analitica em torno de s = oy > 0, o que

¢ uma contradigao. Logo devemos ter L(1,x) # 0. O

Corolario A.37. Temos que

. w(z;q,0) 1
lim = .
z=oo x/logz  ¢(q)

Y(zs,l) 1

DEMONSTRACAO: Este limite é equivalente a lim, o

Pela férmula de decomposigao g(s) — %(Sil)
1

T g
possui continuagao

elq
L o ~
(sx1) 1 pogsui tal extensdo e
L(&Xl) S—

> s X(O) g((;’;)) também possui. Pelo teorema A.20 temos o limite
de ¥(x; ¢, 1) 0

analitica sobre Rs = 1, pois —

A.4 O Lema de Landau

Fixemos como notagao f(s) = 3,5, &% em Rs > 09, onde o serd
abscissa de convergéncia da série, e a, > 0. Entao a série converge

uniformemente em Rs > § > oy e portanto

o) ==3 tnloEn

ns
n>1

e esta ultima série tem a mesma abscissa de convergéncia oy, conver-
gindo uniformemente em Rs > & > gg. Em particular podemos aplicar
derivacoes sucessivas a formula do somatério para obter as derivadas de
f em Rs > 0g. A fungao f é evidentemente analitica em R > oy.

Lema A.38. (Landau). Se og € finito, entao f nao admite extensdo
analitica a nenhuma vizinhanca de s = oy.

Equivalentemente, se o € finito, Zn21 . converge em Rs > o e a
funcdo f admite continuacdo analitica em torno de s = o, entao a série
Y on>1 % converge em s > o — € para algum € > 0.
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DEMONSTRAGCAO: Mostraremos a segunda forma do lema. Seja a =
1+ o, dai f é analitica em a e portanto

(k) (
f S _’jg: f )kv

sendo esta série absolutamente convergente num disco aberto de centro
em a e raio maior que 1, pois f é analitica em o.
Temos que

fPa) = (1Y M7

na
n>1
logo
an(logn)¥
=22 T a-9" (+)
k>0 n>1

neste disco. Como o raio de convergéncia é maior que 1, para algum e > 0
teremos a expressao (x) vélida com s =0 —e,logoa—s=1+¢>0, ¢
desta forma os termos na dupla série (*) s@o nao negativos, permitindo
a troca dos somatorios. Obtemos

Qap, ogn)k
f(a_g)zznaz((ue]i!l gn)

n>1 k>0
_E{ 1+£logn:§:a7n
no—¢’
n>1 n>1

isto é, a série ) | -, %% converge para s = 0 — ¢, logo também converge
em RNs >0 —e. |
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Apéndice B
Sequéncias Recorrentes

(Publicado originalmente por Carlos Gustavo Moreira na Revista da
Olimpiada Regional de Matematica de Santa Catarina, no. 4, 53-69)

Sequéncias recorrentes sao sequéncias xg,x1,Zs2,... em que cada
termo é determinado por uma dada funcao dos termos anteriores. Dado
um inteiro positivo k, uma sequéncia recorrente de ordem k é uma
sequéncia em que cada termo é determinado como uma funcao dos k
termos anteriores:

Tntk = f(xn+k717 Tpt+k—25- -+ Tn+l, l’n), Vn € N.

Com essa generalidade, o estudo geral de sequéncias recorrentes se
confunde em larga medida com a teoria dos Sistemas Dinamicos, e o com-
portamento de tais sequéncias pode ser bastante cadtico e de descrigcao
muito dificil, mesmo qualitativamente. Um caso particular muito impor-
tante ocorre quando a fungao f é linear: existem constantes c1,c¢a, ..., Cy
com

Tptk = C1Tntk—1+ C2Tpyk—2 + -+ CkTp, Vn €N.

Tais sequéncias sao conhecidas como sequéncias recorrentes lineares, e
generalizam simultaneamente as progressoes geométricas, aritméticas e
os polinomios. Estas sequéncias serao o objeto principal dessas no-
tas. Nao obstante, algumas recorréncias nao-lineares serao consideradas,
COMO a recorréncia Ty = m% — 2, que tem grande interesse do ponto de
vista de sistemas dindmicos e por suas aplicagoes a Teoria dos Numeros.

Essas notas, adaptadas do texto de um mini-curso dado por um dos
autores (Carlos Gustavo T. de A. Moreira) na II Bienal da SBM, sao ins-
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piradas no excelente livreto “Sucesiones Recurrentes”, de A. Markushé-
vich [98], publicado na cole¢ao “Lecciones populares de matemdticas”,
da editora MIR, no qual o autor aprendeu bastante sobre o tema no
inicio de sua formacao matematica. A secao B.4, onde é deduzida a fér-
mula para o termo geral de uma sequéncia recorrente linear, é adaptada
do artigo “Equacgétes de recorréncia”, de Héctor Soza Pollman, publicado
no numero 9 da revista Eureka! (de fato, o artigo original submetido &
revista enunciava esta férmula sem demonstracao, a qual foi incluida no
artigo pelo autor destas notas, que é um dos editores da Eurekal).

B.1 Sequéncias Recorrentes Lineares

Uma sequéncia (x,)nen € uma sequéncia recorrente linear de ordem
k (onde k é um inteiro positivo) se existem constantes (digamos reais ou
complexas) c1, ¢, ..., ck tais que

k

Lptk = E CjTptk—j = C1Tpik—1 + C2Tpig—2+ -+ CTn, Vn €N
Jj=1

Tais sequéncias sao determinadas pelos seus k primeiros termos
TOye ooy Lf—1-

Os exemplos mais simples (e fundamentais, como veremos a seguir)
de sequéncias recorrentes lineares sdo as progressoes geométricas: se
Tp = a-q" entdo T,y1 = qxn, Yn € N, donde (z,) é uma sequéncia
recorrente linear de ordem 1.

Se (z,,) é uma progressao aritmética, existe uma constante r tal que
Tntl — Tn =7, Vn € N, donde 49 — Tpy1 = Tne1 — Tn, Vi € N, e logo
Tpto = 2XTpi1 — Tn, VN € N, ou seja, (z,) é uma sequéncia recorrente
linear de ordem 2.

Se x, = P(n) onde P é um polinémio de grau k, entao (z,,) satisfaz
a recorréncia linear de ordem k + 1 dada por

k

(k41

Tntk+1 = Z(—l)ﬁ <j N 1>xn+k_j, Vn € N. ()
=0

Isso é evidente se k = 0 (isto é, se P é constante), pois nesse caso
(x) se reduz a xp+1 = Ty, ¥n € N, e o caso geral pode ser provado por
inducdo: se P é um polinémio de grau k > 1 entao Q(z) = P(z + 1) —
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P(x) é um polinémio de grau k — 1, donde y, = zp41 — xn = Q(n)

k—1
. N i( k
satisfaz a recorréncia y, 1 = ZO(—l)J (j+1)yn+k,1,j, Vn € N, donde
j=

k-1

- k

Tniktl — Ttk = Z(—l)] <j v 1) (Tnyk—j — Tngk—j-1), Yn€EN,
=0

e logo

Tpykil = i(—l)j((j _k; 1) + <j))$n+kj

k
(k+1
= Z(—1)3< * >xn+k_]~,Vn € N.

Jj+1

Um outro exemplo é dado por sequéncias do tipo x,, = (an +b) - ¢",
onde a,b e ¢ sao constantes. Temos que Zp41 — qrn, = (a(n + 1) +
b)g" !t —qlan +b) - ¢" = ¢"L(a(n +1) + b — (an + b)) = ag" ™! é uma
progressao geométrica de razao ¢, e 10go xn 12 — g1 = ¢(Tni1 — qxn),
donde z,12 = 2¢Tn11 — ¢*2n, Yn € N, e portanto (z,,) é uma sequéncia
recorrente linear de ordem 2.

Vamos agora considerar a famosa e popular sequéncia de Fibonacci,
dada por Fyp =0, F1 =1 e Fyi90 = Fi1 + F, VYn € N. Seus primeiros
termosséoF():O, F1:1, F2:1,F3:2,F4:3,F5:5, F6:8,
F; =13, Fg = 21,.... Mostraremos na proxima se¢ao como achar uma
férmula explicita para seu termo geral F,, em fungdo de n, o que sera
generalizado para sequéncias recorrentes lineares quaisquer, e veremos
algumas de suas propriedades aritméticas.

Antes disso porém, concluiremos esta secao com alguns fatos gerais
sobre sequéncias recorrentes lineares, que serdo tteis nas segoes subse-
quentes.

O conjunto das sequéncias que satisfazem uma dada recorréncia li-
near

k
Tptk = Z CiTntk—j, VN EN

=1

é um espago vetorial, isto é, dadas duas sequéncias (y,) e (z,) que
k

satisfazem esta recorréncia (ou seja, Ypik = . CiYntk—j € Znik =

J=1
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k
> CjZntk—j, Vn € N) e uma constante a, a sequéncia (w,) dada por
=1
k
Wy = Yn + az, satisfaz a mesma recorréncia: wpip = Y CjWpik—j,
=1
Vn € N.
E bastante usual, dada uma sequéncia (x,), estudar a sequéncia
obtida pela soma de seus n primeiros termos s, = >, xg. Se (x,) é
k<n
uma sequéncia recorrente linear, (s,) também é. De fato, s,+1 — s, =
k

Y. Tk — Y, Tk = Tpg1, V0 € No Se x4 = Y ¢jTpqk—j, temos

k<n+1 k<n 7=1
k
Sntk+1 — Sntk = 2 Cj(Snykt1-j — Snyk—j), ¥n € N, donde
Jj=1
k— k+1
Sn+k+1 = (1 + Sn-i-k Z Cj+1 — 5n+k —j = CkSn = Zd Sn+k+1—1i
7=1 =1

ondedy =1+c,di=c;—ci1para2<i<kedgy; = —ci, Vn €N, e
portanto (s,) é uma sequéncia recorrente linear de ordem k + 1.

B.2 A Sequéncia de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci é definida por Fy =0, F} =1 e F,10 =
Fot1+ Fy, Vn € N. Queremos achar uma férmula explicita para F,, em
funcao de n. Para isso usaremos uma ideia que sera bastante util também
no caso geral: procuraremos progressoes geométricas que satisfazem a
mesma recorréncia que (Fj,): se x, = a-¢" com a e g ndo nulos satisfaz
Tpi2 = Tpyl + Tn, ¥n € N, teremos a - ¢"72 = a - ¢"t +a-¢" =

q"(q + 1), donde ¢> = ¢ + 1. Temos assim dois valores possiveis
para ¢: as duas rafzes da equacio ¢> — ¢ — 1 = 0, que sdo 12—\/5 e
1*27‘/5. Assim, sequéncias da forma a (Lg/g)n e da forma b (1;2‘/5>n
satisfazem a recorréncia acima, bem como sequéncias da forma v, =
a (%) +b (1 \f) pela observacao da secao anterior.

Basta agora encontrar valores de a e b tais que yp = 0 e y; = 1
para que tenhamos y, = F,, para todo n (de fato, terfamos yo = Fp,
y1 = F1 e, por inducao se k > 2 e y, = F,, para todo n < k, temos
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Yk = Yk—1 + Yk—2 = F_1 + Fr_o = F}). Para isso, devemos ter:

a+b=0
SESHIECR

-1 - _ 1 i
e portanto a = 75 eb= 75 Mostramos assim que

r= (52 (55 wen

/5 2 2

E curioso que na férmula do termo geral de uma sequéncia de nimeros
inteiros definida de modo tao simples quanto (F,) aparecam nidmeros
irracionais.

Provaremos a seguir uma identidade 1til sobre niimeros de Fibonacci:

Proposicao B.1. F, ., = F, Fo 1+ Frp1 B, VYmyn e N, n > 1.

DEMONSTRAGAO: Sejam ¥, = Fran € 2m = FnFp_1 + Fp1Fp. Te-
mos que (y,) e (zy,) satisfazem a recorréncia x,42 = Tpi1 + Tp, Vn € N.
Por outro lado, yo = Fn, y1 = Fpy1, 20 =0-F1 +1-F, = F, =y
ez =1-F, 1+1-F, =F,+1 =y, e portanto, como antes, z, = yn,
Vn € N. ]

Podemos usar este fato para provar o seguinte interessante fato arit-
mético sobre a sequéncia (F),), que pode ser generalizado para as cha-
madas sequéncias de Lucas, as quais sao 1teis para certos testes de
primalidade:

Teorema B.2. mdc(Fy,, Fr) = Fiudem,n), Ym,n € N.

DEMONSTRAGAO: Observemos primeiro que mdc(Fy,, F, 1) =1, Vn €
N. Isso vale para n = 0 pois F; = 1 e, por inducao,

mdc(Fpy1, Frgo) = mde(Fyq1, Fry1 + F) = mde(Fq1, F) = 1.

Além disso, se m = 0, mdc(Fi, F,) = mde(0, Fy,) = Fy = Fude(mon)s
Vn €N, esem =1, mde(F, ) = mde(1, F,) = 1 = F1 = Fudc(m,n)>
V¥n € N. Vamos entao provar o fato acima por inducao em m. Suponha
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que a afirmagao do enunciado seja vélida para todo m < k (onde k > 2 é
um inteiro dado) e para todo n € N. Queremos provar que ela vale para
m = k e para todo n € N, isto é, que mdc(Fy, Fy,) = Fiyde(k,n) Para todo
n € N. Note que, se n < k, mdc(Fy, Fy,) = mde(Fp, Fiy) = Fude(nk) =
Frdc(kn), por hipdtese de indugao. Ja se n > k, F, = F_p)4p =
FokFr—1 + Foogi1Fk, e logo mde(Fg, Fy,) = mde(Fy, FypFr-1+
Fn—k+1Fk): de(Fk, Fn—ka—l): de(Fk, Fn—k) (pOiS IndC(Fk, Fk—l) =
1) = Fmdc(k,n—k) = Fmdc(k:,n)' 0

Corolario B.3. Se m > 1 e m € wm divisor de n entao F,, divide F,.
Além disso, se m > 3 wale a reciproca: se F,, divide F,, entdo m divide
n.

A . - 2
B.3 A Recorréncia z,4, =z, — 2

Consideremos as sequéncias (z,)nen de nimeros reais que satisfazem
a recorréncia xpy1 = :L‘% — 2, ¥n € N. Suponha que z¢g = o + o~ ! para
um certo « (real ou complexo). Entao podemos provar por inducao que
zp, = o2 + a2, Vn € N. De fato, se vale a férmula para x,, teremos

P pa 2 2=0" 42407 =2

n—+1 _on+1
= o? + o C

2
Tyl =T, — 2= («

Se |zo| > 2, temos zg = a + ! para a = % eR.

Se |zg| < 2, vale a mesma férmula para «, mas nesse caso o é um
nimero complexo de médulo 1, e pode ser escrito como o = e =
cos B +isen . Nesse caso, v, = €2 ¥ +e72"% = (cos(2"6) +isen(2"0)) +
(cos(20) — sen(2"0)) = 2 cos(2"0).

Podemos ver isso de outra forma: se |xg| < 2, escrevemos x = 2 cos 6,
com # € [0, 7]. Podemos mostrar entao por inducgao que z,, = 2 cos(2"0),
para todo n € N. De fato, 2,41 = 72 — 2 = 4cos?(2"0) — 2 =
2(2cos?(2"0) — 1) = 2cos(2"110), pois cos(2r) = 2cos’z — 1, Vz € R.
Podemos usar esta expressao para obter diversos tipos de comporta-
mento possivel para uma tal sequéncia (z,). Se zg = 2cosf e 0/m
é racional e tem representagao bindria periddica de periodo m entao
(xr) = (2cos(2"0)) é periddica de periodo m. Por outro lado, podemos
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ter xg = 2cos 6 onde /7 tem representagdo binaria como
0,0100011011000001010011100101110111 ...

em que todas as sequéncias finitas de zeros e uns aparecem em algum
lugar (isso acontece para a “maioria” dos valores de 6).

Nesse caso, a sequéncia (x,) = (2cos(2"0)) é densa em [—2,2], isto
é, qualquer ponto de [—2, 2] pode ser aproximado por elementos de (x,),
com erro arbitrariamente pequeno.

No caso em que xy é um inteiro, a sequéncia (z,) pode ter pro-
priedades aritméticas muito interessantes. Em particular, se g = 4
(e logo z, = (24 V3)>" + (2 — v3)?", Vn € N) vale o famoso cri-
tério de Lucas-Lehmer para testar a primalidade de niimeros de Mer-
senne: se n > 3 entao 2" — 1 é primo se e somente se 2" — 1 é um
divisor de x,_o (por exemplo, 22 — 1 = 7 é primo e é um divisor de
Tr3—2 = I 2163*2:42*2:14).

B.4 Foérmulas Gerais para Recorréncias Linea-
res

Considere a equacao

(2) A Tptk + Oh—1Tpqk—1 + -+ aory, =0, n>0
em que ag, ..., a0 Sa0 constantes, e os valores de x; sao conhecidos para
i =0,...,k—1. Supondo que a equagao (2) admite uma solucado do

tipo: z, = A", em que A é um parametro, e substituindo em (2) temos
ap A" 4 ap NPT A = 0.

Dividindo por A", obtemos a equacdo caracteristica associada a equagao

(2)
AN+ ap N oA = 0.

Vamos mostrar que se esta equacao tem as raizes complexas A, ..., A,
com multiplicidades aq, as, ..., a, € N, respectivamente, entao as solu-
¢Oes de (2) sao exatamente as sequéncias (x,) da forma z, = Q1(n)A\} +
Q2(n)AS+- - -+Q,(n)A}, onde Q1, . . ., Qr sdo polinémios com grau(Q);) <
aj, 1 <i <r (em particular, se A\; é uma raiz simples entao @Q; é cons-
tante).

Seja P(x) = apz® + ap_12%~1 + - -+ + ag um polinémio.
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Definicao B.4. Dizemos que (x,)nen satisfaz a propriedade Rec(P(x))
se
QpTptk + Ok—1Tpyk—1 + -+ aoxp =0 Vn € N

Nao é dificil verificar os seguintes fatos:

(i) Se (zy,) e (yn) satisfazem Rec(P(z)) e ¢ € C entao (2z,) = xn + cyn
satisfaz Rec(P(x)).

(i) Se Q(x) = bya” + bp_1a" 1 + -+ + by e (x,,) satisfaz Rec(P(z))
entdo (x,) satisfaz Rec(P(x)Q(z))

s
(isso segue de ) bj(arTnyjrk +ak—1Tnyjik—1+ - +aoTnyj) =0,

=0
Vn € N)
(iii) (x,) satisfaz Rec(P(x)) se e s6 se (yn) = (x,/A\") satisfaz
; k
Rec(P(Ax)) (substitua z,4; = N"y,qj em > ajz,q; =0).
§=0

n
(iv) Se sp, = > x entdo () satisfaz Rec(P(x)) se e s6 se (s;,) satisfaz
k=0
Rec((x —1)P(x)) (escreva Tp4j41 = Sptj+1 — Sntj € substitua em
n

ajTnyjp1 = 0).
J=0

Por (iii), para ver que, para todo polinémio Q(z) de grau menor que
m, T, = Q(n)A\" satisfaz Rec((x — A\)™), basta ver que (y,) = (Q(n))
satisfaz Rec((x — 1)™), o que faremos por indugao. Isso é claro que
m =1, e em geral, se 2, = Yni1 — Yn = Q(n + 1) — Q(n), como Q(z) =
Q(x+1)—Q(z) tem grau menor que m—1, (z,,) satisfaz Rec((x —1)""1)
(por hipdtese de indugao), e logo, por (iv), (y,) satisfaz Rec((x — 1)™).
Essa observagao, combinada com (ii) e (i), mostra que se P(z) = (z —
A1) (x—A2) 2 (x—A2)*2 ... (x— Ap)?, e grau(Q;) < a; paral <i<r

r

entdo z, = Y Q;(n)\] satisfaz Rec(P(z)).
i=1

Para ver que se () satisfaz Rec(P(z)) entao z,, é da forma acima,
usaremos indugao novamente.
Supomos A # 0 e tomamos ¥, = Tn /A, 2 = Ynt+1—Yn, paran > 0.
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Por (iii) e (iv), z, satisfaz Rec(P(Ai1x)/(x — 1)) e portanto, por hi-
pétese de inducio, zn = Q1 (z) + Qa(x) (Aa/A1)" + - + Qo) A/ A1),
onde grau(Q;) < a; para 2 <i < r e grau(Q;) < a; — 1.

Para terminar, vamos mostrar se existem polinémios Pi, P, ..., Py
tais que yn+1—yn = Pi(n) + Po(n)B5 +- -+ Pu(n) B (onde 1, Ba, ..., Bk
sao complexos distintos e P; # 0, Vi > 2) entdo y, = Pi1(n) + Py (n)BY +
coe f’k(n)ﬁg, onde Pi,..., P, sao polinémios com grau P; = grau P,
para i > 2 e grau P = grau P; + 1, por inducao na soma dos graus dos
polinémios P;, onde convencionamos que o grau do polinémio nulo é —1
(no nosso caso temos f; = A\;/A1, e como z, = A\]yy o resultado segue
imediatamente).

Para provar essa afirmacao observamos inicialmente que, se a soma
dos grau de P; é —1, entao yn4+1 — yn = 0, Vn, e logo, y, é constante.
Em geral, consideramos 2 casos:

(a) Pi(x) = cma™+em128™ 1+ +co, ¢m # 0. Nesse caso definimos
- m-+1 ~ ~
Tn = Yn — 220 e temos Jui1 — Gn = Q1(n) + Po(n)B} + - +
Py(n)By, com grau(Q) < m. Por hipétese de indugao, ¢, (e logo
yn) € da forma desejada.

(b) Py(z) = dsz® + ds_12°" 1+ --- +dp, ds # 0. Nesse caso, definimos
- dsns A} - -
G = g — B2 6 temos g1 — G = Pr(n)+Q(n)BE+ Po(n) B +
<o+ + Py(n)BY, com grau(Q)) < s. Por hipétese de inducao, 7, (e
logo yy,) é da forma desejada.

Vimos na primeira parte da demonstracao acima que a sequéncia
(x,) satisfaz Rec(P(x)), onde P(z) = (x — A1)* (x — A2)*2 ... (x — \,)*r
sempre que T, = Q1(n)A\[+Q2(n)A5+- - -+Qr(n)A}, onde Q1,Q2, ..., Qr
sao polinémios com grau(Q;) < o, Vj < r. Vamos apresentar um argu-
mento alternativo, motivado por conversas do autor com Bruno Fernan-
des Cerqueira Leite, para mostrar que todas as sequéncias que satisfazem
as recorréncia sao dessa forma.

Cada polinomio Q;(n) tem «; coeficientes (dos monémios cujos graus
sao 0,1,2,...,a; — 1). Como o espago vetorial das sequéncias satisfa-

'
zendo Rec(P(x)) tem dimensao grau(P(x)) = > «;, basta ver que ha
unicidade na representacao de uma sequéncia nzlm florma cima. Para isso,
devemos mostrar que, se A1, Ao, ..., A sa0 nimeros complexos distin-
tos e Q1,Qo2, ..., Q sdo polindmios tais que Q1 ()N} + Qa(n)A\y +-- -+
Qr(n)A} =0,Vn € N, entao Q; =0, Vj <r.
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Vamos supor por absurdo que nao seja assim. Supomos sem perda
de generalidade que, para certos s e t com 1 < s < t < r, |\]| =
(Al > Al Vi <t G > e grau(@Q1) = grau(Qs) > grau(Q;), se
i < s < j <t Seos polinomios (); nao sao todos nulos, temos (1 nao
Q;(n)A}

dyn
neA}

nulo. Seja d o grau de Q1. Se |Aj| < |A\{| entao lim
n—oo

|Ai] = |A\1] e grau(Q) < d, também temos lim Q(;z))\i?
n—oo MA1

Q1 (M)A} + Q2(n)A + -+ + Q-(n)A? = 0, Vn € N e o coeficiente de n?
em @; é a; para i < s, dividindo por nd/\? e tomando o limite, temos

=0, e se

= 0. Portanto, se

donde

2<i<s 1
p (T A = (/)
Sart ) il (n (Ni/Ar) — 1 -
2<i<s

pois, para 2 <i < s, A\;/\1 # 1 é um complexo de médulo 1, donde

‘ (Mi/A0)" — X/ M) 2
/M) — 1 ~i/A) = 1)
e logo 1
L (/)M = (/)
A < (Ai/A1) — 1 > -

Entretanto, isso é um absurdo, pois grau(Q1) = d, e logo a; # 0.

Exemplo B.5. A sequéncia x, = sen(na) satisfaz uma recorréncia
linear.
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SOLUQAO: De fato,

Tpt+1 = sen(na + a) = sen(na) cos a + cos(na) sen «
Tpto = sen(na + 2a) = sen(na) cos 2a + cos(na) sen 2a
sen 2a sen 2qv

ZTnt1 = (cos2a —
sen o sen o

= Tpio — COS )Ty,

ou seja, Tpyo = 2C0S - Tyt — Tn. Note que x, nao parece ser da forma
geral descrita nesta se¢do, mas de fato

e e ) :
Tp= e = 2—Z_(cosa +isena)” — z—i(cosa —isena)"”

ina _ ,—ina 1 1

(observe que cosa+isena e cosa —isen a sio as raizes de 2% — 2 cos -
z+1). O

Observacao B.6. Se (z,) satisfaz Rec((x — 1)P(z)), onde P(z) =
I R ap, entdo, se definirmos Y, = QpTpi+k + Ak—1Tptk—1 +
<o 4 agTy, teremos Yn+1 = Yn, Yn € N, ou seja, y, € constante. Assim,
A} Ttk + -+ aoxy, € um invariante da sequéncia T, o que é um fato
atil para muitos problemas envolvendo recorréncias (veja, por exemplo,
os exemplos a sequir).

Vamos agora ver um problema resolvido em que se usam estimativas
assintoticas de sequéncias recorrentes para provar um resultado de Teoria
dos Numeros:

Exemplo B.7 (Problema 69 da Revista Eureka! 14). Sejam a e b
inteiros positivos tais que a™ — 1 divide b™ — 1 para todo inteiro positivo
n.

Prove que existe k € N tal que b = aF.

SOLUGAO: (DE ZOROASTRO AzZAMBUJA NETO, R10 DE JANEIRO-RJ)
Suponha por absurdo que b nao seja uma poténcia de a.

Entdo existe k € N tal que a* < b < a**1. Consideremos a sequéncia
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o0
Ty = 2,;1 eN, Vn > 1. Comoﬁ:ain—ka%%-”-: Zla%n,temos
J:
o0 n 1
Tn = @ g —1
j=1
(b " n b\" f " b\" n " 1
\a a? ak akr(an —1) ar—1°
n k+1\n
Note que como — (I;n_l) = (bl/fatn) e a”l—l tendem a 0 quando n cresce,

se definimos

SOROEOB-O)

1=

temos que
_ b" 1
m = akn(an —1) an—1

tende a 0 quando n tende a infinito. Por outro lado, como y, é uma
soma de k progressoes geométricas de razoes b/a’, 1 < j < k, y,, satisfaz
a equagao de recorréncia coYp+i + C1Yn+k—1 + -+ + ckyn = 0, Vn > 0,
onde

cor"+erat M tep it op=at T/ <mb> <xb> <xbk>
a a

Note que todos os ¢; sao inteiros. Note também que

C0Tn+k + C1Tptk—1 + -+ CkTn
= co(Tnt+k — YUntk) + 1 (Tnph—1 — Yngh—1) + -+ ck(Tn — yn)

tende a 0 quando n tende a infinito, pois Zp4; — yn4; tende a 0 para
todo j com 0 < 5 < k (e k estd fixo). Como os ¢; e 0s x, sao todos
inteiros, isso mostra que coxni+i + C1Tnik—1 + - - - + cgxn = 0 para todo
n grande.

Agora, como

h b \" b 1
$n_yn+ 7ak+1 +a(k+1)n(anf1) _an_17
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temos
k b n+k—j
COTntk T C1Tntk—1 ++ + CpTpn = Z Cj ((akﬂ) + Zn+k—j) )
=0
onde
B b 1
m = alktDm(gm — 1)~ gm —1
Note que
k b n+k—j b b n
ch <ak+1> :P<ak+1>'<ak+1> )
7=0
onde

P(x) = coz® + 1z 1+ iz 4 o

b b b
k(k+1)/2

donde P (ak%) # 0. Por outro lado, para todo j com 0 < 5 < k,

ik _ (b/a"TH)FT 1
(akil;l)n antk—i — 1 (akfj - afn)(b/ak)n’

k

que tende a 0 quando n — oo, donde w, = (Z cjxn+k_j)/ (ak%)n
j=0

tende a P (ak%) # 0, o que é um absurdo, pois, como vimos antes, w,

é igual a 0 para todo n grande. ]

Veremos a seguir dois problemas resolvidos que envolvem sequéncias
recorrentes, que foram propostos na OBM e na IMO, respectivamente:

Exemplo B.8 (Problema 5 da XIII OBM Sénior). Seja Qo o quadrado
de vértices Py = (1,0), P, = (1,1), P» = (0,1) e P3 = (0,0). Seja Ao
o interior desse quadrado. Para cada n € N, P14 € o ponto médio do
segmento P, Py11, Qn € o quadrildtero de vértices Py, Ppi1, Phya € Phys
e A, € o interior de QQ,,. Encontre a intersecao de todos os A,,.
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SOLUGAO:

Primeira solugao: temos

Pn+4 = Fa +2PTL+1
Portanto Pn+1 +2P 1904+ 2P 13+ 2P, 4 = P, +2P,41+ 2P, 42+ 2Pn+3,
logo P, + 2P, 41 +2P42+2P,+3 = Py + 2P + 2P, + 2P = (3,4), para
todo n € N (note que 22* —2 —1 = (z — 1)(223 4 222 + 22 + 1)), donde,
como A,, é sempre convexo,

§% _Pn+2Pn+1+2Pn+2+2Pn+3
7] 7

3/1 2 4 ( Poyo+ Poys
— g —P — | e,
7<3 n+3 n+1>+7< 9

sempre pertence ao interior de A,. Se mostrarmos que o didmetro (maior
distancia entre 2 pontos) de A, tende a 0, teremos mostrado que a
intersecdo de todos os A,, é {(%, %) }

Ps
P Py
P
Pg 12 8
P
Fs - Py Py
Py
Py
Py
P3 PO

Para isso, note que o didmetro de ABCD ¢é
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Poia = % Pois = w Poog = w
P, = Pn+3 + Pn+4 _ 2Pﬂ+3 + Pn + Pn+1
n+T = 5 = ;
P, _ Paiat Poys  Pat 2Pt + Payo
n+8 — = )
2 4
Assim,
Poi5Puis Poys—Pop| 1o50—o—
Pn+5Pn+6 = ’Pn+6 — Pn+5‘ = ’71—‘,—2n+ — §Pn+lpn+3
P P .- 2P, .3+ P, — P,.1 — 2P,
Pri5Poi7 = |Poy7r — Pogs| = ’ n+3 T I'n ; n+1 2
: 1 Puy2P, PP
< Z|Pois — Puyo| + | Py — Poyq| = —0420n48 | Tnindd
2 4 1 5
P 5Py s Py — Pyya|  PyPpis
Pry5Puis = |Pryg — Pats| = ’ . 4 B =2 4n+ j
P cP, .- Pp+ Ppy1 — 2P,
Pry6Pni7 = |Poy7 — Poye| = ’ n Wri n+2
< | n . n+2| + ‘ n+1 v n+2| = ZPnPn+2 + ZPn+1Pn+2’

P, +2P, 1 — Pyyo — 2P, 43
4

Pn+6Pn+8 F— ’Pn+8 - Pn+6‘ = ’

1 1 1 1
< §|Pn+1 - Pn+3| + Z|Pn _Pn+2‘ = 5 n+1Pn+3 + EPnPnJrZ»

Poio+ Poy1 — 2P 43
4

< ’Pn+2 - Pn—&-S‘ £ ‘Pn-i-l — Pn+3|
- 4 4
1 1
= Epn+2pn+3 + an+lpn+3-
Portanto diam(Py,45P, 6P +7Pnts) < %diam(PnPn+1Pn+2Pn+3),
donde

Pn+7Pn+8 = ’Pn+8 - Pn+7| = ‘

. 3\" . 3\"
dlam(P5kP5k+1P5k+2P5k+3) < (4) d1am(P0P1P2P3) = \/5 <4) ,

que tende a 0, o que implica o nosso resultado.
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Segunda solugao: podemos escrever P, = Qo + Q1a™ + Q28" + Q37"
onde 1, o, B e v sdo as raizes de z* — (’“”TH) =0, ou seja, a, B e v sao
raizes de 223 4+ 222 + 22 +1 = 0 (pois (z — 1)(223 + 222 + 2z + 1) =
221 —x—1). Temos P(z) = 223 +222+22+1 = = 2(x—a)(z—3)(z—7).
Como P(0) =1, P(—1) = —1 e P (—3%) = 1 podemos supor que —1 <
a < —%, logo By = —1/2a < leff+~v=—-1—a € (-1,0), donde
(B+'y)2—457:1+2a+a2+% <0Opoisa<0 = a+é < —-2e
la] <1 = a2 < 1. Assim, (8 —7)? < 0, donde 3 e 7 sdo complexos
conjugados, e |3] = |y| = V/Bv < 1. Portanto, P, tende a Qp quando n
cresce, e logo a intersegao de todos os A, deve ser QQg.
Para calcular (g, observe que:

Qo+Q1+Q2+Q3=5H

Qo+ Qra+ Q28+ Q3y =P
Qo+ Q1o + Qo2 + Q37> = P»
Qo+ Q1a® + Q28 + Q37® = Ps

assim

7Qo + Q1(1 + 2a + 20 + 20%) + Q2(1 + 28 + 26”7 + 25°)
+ Q3(1 42y + 272+ 293) = Py + 2P, + 2P, + 2P3
— TQo = Py + 2P, +2P, +2P; (%)
Py+2P +2P, + 2P (3 4>

— = L A

P 7 7

onde em (*) usamos o fato de a, 3 e v serem raizes de 2234222 +2x+1).
O

Exemplo B.9 (Problema 3 da XLI IMO, Coreia do Sul). Sejan > 2 um
inteiro. Existem n pulgas numa reta horizontal, nem todas no mesmo
ponto. Para um dado numero real positivo £, define-se um salto da
sequinte maneira:

e FEscolhem-se duas pulgas quaisquer nos pontos A e B, com o ponto
A a esquerda do ponto B;

o A pulga que estd em A salta até o ponto C da reta, o direita de
B, tal que % =/.



[SEC. B.4: FORMULAS GERAIS PARA RECORRENCIAS LINEARES 467

Determine todos os valores de ¢ para os quais, dado qualquer ponto
M na reta e quaisquer posi¢oes iniciais dasn pulgas, existe uma sucessao
finita de saltos que levam todas as pulgas para pontos a direita de M.

SOLUGAO: A