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Prefacio

Este livro surgiu a partir de notas de aula utilizadas nos altimos 4 anos num
curso introdutorio de Teoria dos Nimeros que ministramos na Unicamp.

O estudo das propriedades dos nimeros inteiros positivos & o objetivo cen-
tral da Teoria dos Nameros. Sac trés os principals ramos em que se divide a
Teoria dos Nimeros: Teoria Elementar, Teoria Analitica e Teoria Algébrica.
Neste livro nos limitamos & parte elementar, onde apresentamos resultados
basicos, nao apenas para o estudo das partes Analitica e Algébrica, como
também, para os demais ramos da matemadtica.

Introduzimos os conceitos através de um significativo nimero de exemplos
proecurando, desta forma, motivar o leitor antes deste ter contato com de-
monstragoes formais. Vale mencionar aqui que, em Teoria dos Niimeros, esta
tarefa nio é dificil, pois ¢ grande o mimero de problemas interessantes que nio
requerem ferramentas sofisticadas para a sua compreensao.

Fornecemos, a seguir, uma breve descriciio de cada capitulo.

No Capitulo 1, estudamos propriedades elementares sobre divisibilidade no
conjunto dos inteiros, sendo o Algoritmo da Divisdo (Teorema 1.2) o resul-
tado mais importante. Duas das véarias provas da infinitude dos primos sao
fornecidas.

No Capitulo 2, introduzimes o importantissimo conceito de congruéncia
onde a contribuigio de Gauss foi fundamental. Teoremas de Euler, Format
& Wilson sao apresentados, nao deixando de discutir o chamado Teorema do
Resto Chinés.

O Principio da Casa dos Pombos, aprescntado no Capitulo 3, nem sempre
€ encontrado em textos introdutérios como este. Nosso objetivo, ao fazer isto,
foi o de apresentar alguns aspectos combinatérios relacionados com "Teoria dos
Niimeros, Demonstracdes combinatérias para o Pequeno Teorema de Fermat
e para o Teorema de Wilson siao apresentadas neste Capitulo.

No Capitulo 4, introduzimos algumas importantes funcdes aritméticas e
relagbes enire elas. Além de uma caracterizacio dos nimeros perfeitos pa-
res dada por Euclides ¢ Eulcr, introduzimos a importantissima sequéncia dos



Niuneros de Fibonacei.

No estudo de Residuos Quadrdticos, feito no Capitulo 5, introduzimos o
Simbolo de Legendre gue nos permite obter informagdes sobre a existéncia ou
nao de solugoes pars a congruéncia x? = a{modp). Nisto também contribui-
ram, de forma fundamental, Euler ¢ Gauss. Apresentamos uma das virias
demonstracbes cxistentes da chamada Lei de Reciprocidade Quadratica de
Gauss.

Uma completa caracterizacao dos mimeros que possucm rafzes primitivas
¢ dada no Capitulo 6.

No Capitule 7, forneccmnos alguns resultados cldssicos sobre a representacéo
de inteiros como soma de quadrados.

Fracles continuas, objeto de estudo no Capitulo 8. € uma vasta drea em
Teoria dos Nimeros, da qual apresentamos apenas alguns importantes resul-
tados dentre os quais destacamos a obtengie de aproximagdes de irracionais
PoOT racionais.

O conceito de Partigdes de um inteiro, onde Euler contribuiu de maneira
fundamental, é introduzido no Capitulo 9. Fornecemos, neste capitulo, uma
demonstracao combinatéria para o Teorema dos Niimeros Pentagonais de Eu-
ler.

A equivaléncia entre as Primeira ¢ Segunda formas do Principio da Indugao
Finita e o Principio da Boa Ordem € dada no Apéndice A. No Apéndice B,
apresentamos mats duas provas da infinitude dos primoes. Um interessante re-
sultado sobre a distribui¢do dos primos, O Postulade de Bertrand, é fornecido
no Apéndice C.

Ao colega Paulo Mondek, pelos erros apontados e valiosas sugestdes dadas,
meus sinceros agradecimentos. Agradego, também, aos virios alunos que utili-
zarmn estas notas nos iltimos semestres destacando, pelas indmeras sugestdes,
Augusto Cesar Ponce ¢ Eduardo Bovo.

FFinalmente, pelo excelente trabalhio de digitacao, agradeco a Flivio Rodri-
gues de Andrade.

Campinas, 20 de agosto de 1998,
José Plinio de Oliveira Santos
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Capitulo 1

Divisibilidade

Neste capitulo sao apresentados virios resultados basicos de extrema impor-
tancia. O Teorema 1.2, sobre a existéncia e unicidade do quociente e do resto
na divisao de inteiros, ¢ o Teorema Fundamental da Aritmética (Teorema 1.9},
sobre a unicidade da representacio de um inteiro como produto de poténcias
de primos, sao 05 mais importantes.

Uma. das varias provas da existéncia de infinitos primos é apresentada no
Teorema 1.12.

1.1 Indugédo

Iniciamos este capitule com a discussiao de uma indispensével ferramenta na
demonstragio de muitos teoremas: o Prineipio da Indugfio Finita. Enun-
ciamos, abaixo, duas formas deste principio ¢, também, o Principio da Boa

Ordermn.
Ag. Principio da Boa Ordem (PBQ)

Tedo conjunto nao-vazio de inteiros positivos coutém um elemento minimo.

Ay. Primeira forma do Principio de Inducéo Finita

Seja. B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B possui as duas seguintes
propriedades

(iY1eB
(i) k+1 € Bsempre que k€ B

entao B contém todos os inteireos positivos.



2 CAPITULO 1. DIVISIBILIDADE

Az. Segunda forma do Principio de Indugéo Finita

Scja B um subconjunto dos inteiros positivos. Se B possul as duas seguintes
propriedades

(i)1¢B

(ii) k+1 € Bsempreque 1,2,... ,k€B
entdo B contém todos os inteiros positivos.

Com a finalidade de demonstrarmos o Principio de Indugio Finita nds
assurnimos o Principio da Boa Ordem como um postulado. Na realidade,
como Ag, Ay e Aj sao equivalentes (veja Apéndice A para uma demonstragio),
poderiamos ter assumido, indiferentemente Ay ou Az como tal. Vamos, pais,
demonstrar Ay tendo como hipdtese o Principio da Boa Ordem.

Descjamos provar que se B é um subconjunto dos inteiros positivos, pos-
suindo as propriedades (i) e (ii}, entdo B, necessariamente, contém todos os
inteiros positivos. A prova que apresentamos é por contradigdo. Vamos supor
que, mesmo possuindo as propriedades (i) e {ii) B ndo contenha todos os intei-
ros pesitivos. Seja A o conjunto dos inteiros positivos ndo contidos em B. Pelo
PBO, A possui um menor clemento e cste é maior do que 1 pois 1 € B. Seja
ao este elemento. E claro que ag— 1 pertence a B e como B satisfaz (it) entdo
o sucessor de ap — 1, que é ap, também deve pertencer a B. Esta contradicio
nos leva a concluir que A temn que ser vazio, o que conclui a demonstracio. O

Exemplo 1,1 Mostre que

xt—1

T+x+x 4 +x" 1= ,
x—1

Devemos mostrar que para n = 1 a expressao acima é verdadeira, isto &,

—1
xo-:]:x

x—1

Assumimaos, agora, a validadc da mesma para n—1 e utilizando isto mostramos
que a cxpressao também se verifica para n. Logo temos:

i n—1

in:in—Fx”

1i=0 i=0
= (T x+xe 4o X 4 x™
-_xn__1 ,,__x“——1+[x~1]x“_x“+1—1
TS B x—1 Tox=1

Desta forma a condicdo (ii) estd verificada e, pelo Principio de Indugio
Finita, podemos concluir a validadc desta férmula para todo inteiro positivo.

1.2. DIVISIBILIDADE . 3

1.2 Divisibilidade

Definigio 1.1 Se a e b séo inteircs, dizemos que a divide b, denotando por afb,
se existit um inteiro ¢ tal que b = ac.
Se a nao divide b escrevemos ofb.

Proposigdo 1.1 Se a, b e ¢ sdo inteiros, alb e ble, entdo alc.

pemonstracdo: Como alb e bjc, existem inteiros k1 e k2 com b =kae
¢ = kyb. Substituindo o valor de b na equagao ¢ = kab teremos ¢ = krkia o
que implica alc. 0O

Exemplo 1.2 Como 3|12 ¢ 12143, entdo 348. Como 1o existe inteiro ¢ satisfa-
zendo 15 =4 - ¢, entéio 4f15.

Proposi¢io 1.2 Se a,b,c,m e 1 sdo nteiros, cla e ¢lo entdo cj(ma +nb}.

Demonstragao: Se cla ¢ c|b entdo a = kic e b = kzc. Multiplicando-se estas
duas equacdes respectivamentc por m ¢ n teremos ma = mki¢ e nb = nkzc.
Somando-se membro a membro obtemos ma + b = {mk; +nkz]c, o que nos
diz que c|(ma + nb}. O

Exemplo 1.3: Como 3{15 e 342, entio 3/(8 % 15— 7 x 42).

Teorema 1.1 A divisdo temn as scguintes propriedades:
(1) nin
(ii) dn = adlan
(ili) adlaneca#0 = dmn
(iv) 1n
{v) nj0
(vi) dinen#0 = [d < n
(vii) dnenld = |d =
(viii) dined #£0 = (n/d)n.

Demonstragao: (i) Como n = 1.1 segue da defini¢do que nin, inclusive para
n =0, (i) Sc dln entdo n = cd para algum inteiro ¢. Logo an = cad o que
conclui a demionstracio.

Demonstramos, agora, (viii). Se dn entio n = kid e portanto n/d é um
inteiro. Como {n/d}-d = m segue da definicio que (n/d}n. Os demais
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itens também sac conseqliéncia imediata da defini¢io e serao deixados como
CXETCIC1O. |

Antes de introduzirmos o algoritmo da divisio {ele aparece no livro VII
dos “Elementos” de Euclides, escrito por volta do anc 300 a.C.), enunciamos
o chamado Teorema de Eudoxius™: Dados a e b inteiros com b # 0 entfic a é
um miltiplo de b ou se encentra entre dois maltiplos consecutivos de b, isto

¢, correspondendo a cada par de inteiros a e b # 0 existe um inteiro q tal que,
para b > 0,

qb<a<(g+1)b (1.1)
cparab <0,
gb<a<[(g—1)b. (1.2)

Exemplo1.4 Se a =11 e b =4, devemos tomar q = 2

2x4<11<3Ixd.
Paraa=-11 e b =4, tomamos q = —3
—3Ix4<-11<(-3+1)x4.
Sea=11cb=—4, tomamos g =—2
(2] x (- <N <{-2-T1} x(-4).
Para a = —~11 e b = —4, tomamos q = 3
Ix(—4)<-1<(3-1) x(-4).

1.3 O Algoritmo da Divisdo

Teorema 1.2 Dados dois inteiros a ¢ b, b > 0, existe um tinico par de inteiros
g e tais gue

a=qgb+7r, com 0<r<h {(r=0 & bla}

(q ¢ chamado de quociente ¢ v de resto da divisio de a por b).

*iste resultado costuma ser erroneamente atribnido a Argquimedes e chamado “Principio
de Arquimedes”.

14. O MAXIMO DIVISGR COMUM 5

pemonstragao: Pelo Teorema de Eudoxius, como b > 0, existe q satisfazendo:
gb<a<(g+1b

o que implica 0 < a—gb e a—gb < b. Desta forma, se definirmos r = a —gb,
teremos, garantida, a existéncia de q e r. A fim de mostrarinos a unicidade,
vamos SUpoT a existéneia de outro par gj e 1y verificando:

a=qb+m com D<r <,

Disto temos (qb+71) —{g1b+711) =0 = b(g — q1) = 11 — 1, 0 que implica
bl{r; — 7). Mas, como r; < b e r < b, temos |1y — 1| < b e, portanto, come
bl{r1—71) devemos ter v1—1 = 0 o queimplicay = v, Logo q1b=ab = g, = q,
uma vez qué b # 0. a

Observagdo: Embora no enunciado do Teorema 1.2 exista a restrigao b > 0,
isto nao € necessdrio e, utilizando-se a equagao {1.2) terfamos encontrado g
e v também para b < 0. Podernog, pois, enunciar o Algoritmo da Divisdo de
Euclides da seguinte forma: Dados dois inteiros a ¢ b,b # 0 existe um tnico
par de inteiros q e T tais que a =gb+rcom 0 < v < [b[.

1.4 O Maximo Divisor Comum

O mdzimo diwisor comum de dois inteiros a e b {a ou b diferente dc zero),
denotado por {¢,b), é o maior inteiro que divide a ¢ b.

Teorema 1.3 Seja d o midximo divisor comum de a ¢ b, entio existem inteiros
Tig € My tais que d = npa -+ mepd.

Demonstragio: Seja B o conjunto de todas as combinagdes lineares {na +mb}
onde e m sao inteiros. Este conjunto contém, claramente, minteros negativos,
positivos e também o zero. Vamos escolher ng e my tals que ©¢ = npa 4 mgb
seja. o menor inteiro positivo pertencente ao conjunto B. Vamos provar que
cla ¢ clb. Como as demonstracdes sfio similares, mostrarcmos apenas que
cla. A prova ¢ por contradicio. Suponhamos que cfa. Neste caso, pelo
Teorema 1.2, existern q e 7 tais que @ = qc+ 71 com 0 < v < ¢. Portanto
T=a-qc=a-—q{nga+ meb) = (1 — qnola + (—agmp)b. Isto mnostra gue
T € B, pois (1 — gng) e (—gmyp) sfo inteiros, o que é wna contradigao, uma
vez que 0 < T < ¢ e ¢ ¢ 0 menor elemento positivo de B. Logo cla e de forma
aniloga se prova que c/b.

Como d é um divisor comum de a e b, existem inteiros ky ¢ kz tais que a =
kide b = k,d o, portanto, ¢ = npa+meb = nekjd+mekad = d{ngks-+moka)
© que implica dic. Do Teorema 1.1 (vi}, temos que d < ¢ {ambos sao positivos)
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e como d < ¢ ndo & poszivel, uma vez que d é o maximo divisor comum,
concluimos que d = nga + mpb. (]

Observagao: Na demonstra¢iao deste teorema mostramos, nac apenas que o
miximo divisor comum de a € b pede ser expresso como uma combinagio
linear destes nuimeros mas que este nimero é o menor valor positivo dentre
todas estas combinagdes lineares. () teorema seguinte nos dd uma outra ca-
racterizacao para 0 méximo diviser comum de dois nimeros.

Tearema 1.4 O mdzimo divisor comum d de a e b é o divisor positivo de a e
b ¢ qual é divisivel por fodo divisor comum.

Demonstracdo: Do teorema anterior e pela Proposicio 1.2 concluimos que se
dy ¢ divisor comum de a ¢ b, entao dild. Portanto nao podem existir dois
mimeros tendo cada um a propriedade de ser divisfvel por todo divisor comum.
Isto por causa do Teorcma 1.1 (vii) que, no caso de nimeros positivos d e d,
nos diz que dy deve ser igual a 4. 0

Proposi¢ao 1.3. Para tedo inteiro posttivo 1, (1a,tb) = t{a,b).

Demonstragdo: Pelo Tearema 1.3 (ta,tb] € o mcnor valor positive de mta +
ntb (m e n inteiros), que é igual a t vezes o menor valor positivo de ma+nb =
t-({a,b). B

Proposicdo 1.4 Sec >0 e a ¢ b sdo divisiveis por ¢, entdo

(E,E) = o,
cC C [

Demonstracdo: Como a c b siao divisivels por ¢, temos que a/fc e b/c sao
inteiros. Basta, entdo, substituir na Proposicéo 1.3 “a"por “a/c”e “b’por
“b/c”tomando t = ¢, [

Coroldrio: Se (a,b) = d, temos que ('3"3) =1.

Demonstragao: No que acabamos de demonstrar ¢ ¢ um divisor comum dc
a ¢ b. Sc tomarmos ¢ come sendo o maximo divisor comum d, tercmos o
resultado desejado. O

Exemplo 1.5 Como (14,3%) = 7 temos que (14/7, 35/7) = L.

Definicio 1.2. Qs inteiros a e b sdo relativamente primos quando
(a,b) = 1.

Teorema 1.5.Pare 0, b e x inteiros temos (a,b) = (a,b + ax).
Demonstragao: Sejam d = (a,b) e f = {a, b + ax). Pelo Teorema 1.3 existem
inteiros ng € Mg tals que d = nga+mgb € como esta expressao pode ser escrita

1.4. O MAXIMO DIVISOR COMUM 7

como d = a{ng —xmyg) + {b 4 ax)me, concluimos que o maximo divisor f de
a e b+ ax é um divisor de d. Tendo mostrado que fld mostramos, a seguir,
que d|f. Pela Proposicdo 1.2, d|(b+ ax} e pelo Teorema 1.4 sabemos que todo
divisor comum de a e b+ ax ¢ um divisor de f. Tendo, assimn, provado que
d|f conclufmos, pelo Teorema 1.1 (vii), que d = f, uma vez que ambos sdo
positivos. a

Exemplo 1.6: (3, 15)=(3, 1544 x 3)=(3, 16+7 x 3) =(3, 158 x 3)...
Teorema 1.6. Se albc e {a,b) =1, enido alc.

pemonstragdo: Como {a, b} = 1 pelo Teorema 1.3 existem inteiros e m tais
que na+mb = 1. Multiplicando-se os dois lados desta igualdade por ¢ temos:
n{ac) + m(be) = c. Como alac e, por hipétese, afbe entdo, pela Proposicio
1.2, ale. Q

Exemplo: 4|{27 x 20}, logo 4|20 uma vez que (4,27} = 1.
O tecrema seguinte nos apresenta um resultado elementar, mas de grande
importancia na demonstracdo do Algoritmo de Euclides (Teorema 1.8).

Teorema 1.7. Se a e b sdo inieiros e a = qb+71 onde q e r sdo inteiros, entdo

(a,b) = (b,7).

Demonstracao: Da relagdo a = qb + v podemoes concluir que todo divisor de
b e r é um divisor de a (Proposicio 1.2). Esta mesma relagdo, escrita na
forma v = a — gqb, nos diz que todo divisor de a e b é um divisor de . Logo
o conjunto dos divisores comuns de a e b & igual ao conjunto dos divisores
comuns de b e 1, 0 que nos garante o resultado (a,b) = {b,r}.
O
Vamos descrever, através de um exemplo, a idéia utilizada na demonstragao
do Teorema 1.8. Estamos interessados no caleulo do méxime divisor comum
de 1128 e 522. Utilizamos o Algoritmo da Divisae (Teoreta 1.2) para dividir
1126 por 522. Em seguida dividimos 522 pelo resto 82. Depois 82 pelo resto
30 e assim, sucessivamente, até obtermos resto zero.

1126 = 2x522+4382

522 = 6x 82430
8§2 = 2x30+22
30 = 1x22+38
22 = 2x8+6
§ = 1x6+2
6 = 3x2+0

Da iltima equagio temos que (6,2) = 2 € agora, pelo Teorema 1.7, pode-
mos concluir da equagio 8=1 x 6+2, que (8,68) = (6,2), da equagho 22=2 X
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8+6 que (22,8) = (8,6} e, por sucessivas aplicagSes do Teorema 1.7, construir
a seqiiéncia de igualdades (2,6) = (6,8) = (8,22) = (22,30) = (30,82) =
(82,522) = (522,1126). Tendo encontrado, desta forma, o médximo divisor co-
mum de 522 e 1126 que é o ultimo reste nao-nule da segiiéncia de igualdades
acima.

1.5 O Algoritmo de Euclides

Teorema 1.8. Sejamn rg =a e 71 =Db nteiros nao-negativos com b £ 0, Se o
algoritmo da divisdo for aplicade sucessivamente pura se obter

T3 = Qj41Tj41+ Tip2, 0 < T2 < Ty

para j =0,1,2,... ,n—1 e vy = 0 entdo (a,b) = T, o dltimo resto ndo-
nulo.

Demonstragdo: Tendo em mente o exemplo anterior fica facil acompanhar a
demonstragao deste algoritmo. Vamos, inicialmente, aplicar o Teorema 1.2
para dividir vo = a por 71 = b ebtendo 1o = q171 + T2, em scguida dividimos
Ty por Tz obtendo Ty = gzr2 + T3 e assim, sucessivamente, até a obtengao do
resto 1., 1 = 0. Como, a cada passo o resto é sempre menor do que o anterior,
e cstamos lidando com mitneros inteiros positivas, é claro que apds um numero
finito de aplicagoes do Teorema 1.2, teremos resto nulo.
Temos, pois, a seguinte seqiiéncia de equagoes:

To=01% + T2 D<rr<any
Ty =d2r2+ 13 0Tz <12
T2=(q3v3 1+ g 0<rg<my

Tn—-2= n—1Tn—1+Tn 0 <ty < Thoy
Tno1= (urn +0.

A ultima destas equacoes nos diz, pelo Teorema 1.7, que o maximo divisor
comum de Ty e Ty,_1 é Ty, A pentltima, gue este nimero ¢ igual a {rn_1,Th—2)
¢, prosseguindo desta maneira teremos, por repetidas aplicagbes do Teorema
1.7, a seqiiéncia:

Tn = [T11F]rr1l] = (ru~—2; rn—l) E = (TLTZ) = (TO»TI) - [(1, b]-

Portanto o méximo divisor comum de a4 ¢ b ¢é o 1iltimo resto ndo-nulo da
seqliéncia de divisocs descrita. a

1.6. NUMEROS PRIMOS 9

1.6 Numeros Primos

Definigdo 1.3 Um nimero inteiro n{n > 1} possuindo somente dois divisores
positivos n € 1 é chamado prime.
Se n > 1 nado é primo dizemos que n é composto.

Proposi¢do 1.4. Se plab, p primo, entdo pla ou plb.

Demonstragao: Se pfa, entdo {a,p) =1 o que implica, pelo Teorema 1.6, p|b.
O

Teorema 1.9. (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo inteiro maior do
que 1 pode ser representado de maneira dnica (o menos du ordem) como um
produto de fatores primos.

Demonstragdo: Se n @ primo nio hi nada a ser demonstrado. Suponhamos,
pois, n composto. Scja pi{p; > 1) o menor dos divisores positivos de m.
Afirmamos que p1 é primo. Isto é verdade, pois, caso contririo existiria p, 1 <
P < p1 com pn, contradizendo a escolha de py. Logo, n =pimn,.

Se n for primo a prova esta completa. Caso contrario, tomamos py como
o menor fator de ny. Pelo argumento anterior, p2 é primo e temos que n =
PPN

Repetindo este procedimento, obtemos uma seqliéneia deerescente de intei-
ros positivos ny, nz,... ,n,. Como todos cles sfo inteiros maiores do que 1,
este processo deve terminar. Como 0s primos na sequencia P1, Pz, .. - P Do
sao, necessariamente, distintos, n terd, em peral, a forma:

R 4 i -] oy
n=py'pgt P

Para mostrarmos a unicidade usamos indugao em n. Para n = 2 a afir-
macgédo & verdadeira. Assumimos, entdo, que ela se verifica para todos os
inteiros maiores do que 1 & meneres do que n. Vamos provar que ela também
€ verdadeira para . Se 1 ¢ primo, nfio hd nada a provar. Vamos supor, entio,
que n seja composto & que tenha duas fatoragdes, isto ¢,

n=pipz--Ps=q1q2- - dyr.

Vamos provar que s = 1 ¢ que cada p; é igual a algum g;. Como py divide
0 produto q1qz- - gy cle divide pclo menos um dos fatores q;. Sem perda de
generalidade podemos supor que p1lgy. Commo sdo ambos primos, isto implica
P1 =qq. Logo n/pi=p2---ps=4az - qy. Como 1 < n/p; < n, a hipdtesc
de indugciic nos diz que as duas fatoracses sio idénticas, isto &, s = T ¢, 2 menos
da ordem, as fatoracdes PPz - Ps € 414z - - - (s SAO iguais. O
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‘
Teorema 1.10. Se n = Hp?", o confunto dos divisores positivos de n é o
i=1

conjunto de todos os nimeros da forma

r
]__[pf"l OSCiéﬂi, i=1r2:---]‘-

i=3

Demonstragdo: E ébvio que se ¢ ndo estiver no intervalo mencionado, o
produto acima nao serd wn divisor de n. a

Mencionamos isto como um teorema para dar destaque a este resultado,
embora elementar.

Observagao: Se denotarmas a seqiléncia de primos em ordem crescente py =
2,P2=3,p23=>5, pa=7,...,pPn=endsimo primo, entic todo inteiro positivo
pode ser escrito na forma

oa
a

nzllpg,mzo-

i=1

Os divisores positivos de 1 sdo, agora, todos os niimeros da forma

fee}

Ci -
| |pi , 0 € ¢ Say

i=1

Todos estes produtos sdo finitos pois o niimero de fatores primos de qual-
quer inteiro é sempre finito.

Tearema 1.115¢ dois inteiros positivos a ¢ b possuem as fatoragies

o0 o0
a= prli’ b= leiji
i=1 i=1

entio o mdzrime divisor comum de d e b € dgual a:

(a,b)=]]p{

i=1
onde c; = min{ay, by}

Demonstragao: Para que um produto de fatores primos comuns scja um divi-
sor comum nenhum expoente ¢; de p; poderd superar nem a; ¢ nem b;. Como

WP 6. NOMEROS PRIMOS

L

estamos interessados no meaior dos divisores positivos, basta tomarmos, para
¢i, © menor desscs dois. o

Teorema 1.12. (Euclides} A segiiéncia dos nimeros primos ¢ infinita.

Demonstragao: Vamos supor que a seqiiéneia dos primos seja finita. Seja
pOis, P1,P2y--- ,Pn a lista de todos os primos. Consideramos o niimero R —
p1.P2-..Pnt 1. Eclaro que R ndo é divisivel por nenhum dos Pi de nossa lista
e que R € maior do que qualquer p;. Mas, pelo Teorema 1.8, ou R é primo ou
possui algum fator primo e isto implica na cxisténcia de um primo que ndo
pertence a nossa lista. Portanto a segiiéncia dos niimeros primos ndao pode ser
finita. |

Teorema 1.13. Para qualquer inteiro positivo k, existem k inteiros consecutivos

todos compostos. Em outras palavras, existem “saltos”arbitrariamente grandes
ne sequéncie dos numeros primos.

Demonstragao: Para demonstrarmos cste resultadeo observamos quc como (K4
1)1 ¢ divisivel por todos os k niimeros entre 2 e k + 1, entdo a seqiiéncia

(K12, (k43,0 k1)K, (ke 1)+ (k1)

é, toda ela, composta por k niimeros consecutivos compostos, concluindo a
demonstracio. 0O

Na demonstragio do préximo teorema faremos uso do fato de quc 08 nimeros

definidos por
ny n!
k) Kln-%k)"

onde n e k sio inteiros nio negativos com k < 1, sfio inteiros. Este fato estd
demonstrado no Capitulo 4 {Teorema 4.10), mas pode, também, ser provado

()= (k) +(25) (13)

Esta simples e importante cquagiio que pode ser provada através de ar-
gumento combinatério (ver [29] p. 262) scgue, facilmente, como mostrado a

Seguir
(n) + ( n ) _ n! n!
k) T \k=1) T Rk T kT k!

:n!(n—i—]—k] N nlk
Kliin+1-X%)! * kK!(n+1-—k)

por indugio uma vez que
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Mty | _(n-l—]
S k)'

Teorema 1.14. O produto de gualguer seqiiéncia de k intetros consecutivos é
divisivel por kl.

Demonstragido: Vamos considerar n e k inteiros positivos com k < 1. Sabemos
que o nimero de combinactes de 1, tomadas k a k, é um inteiro dado por:

n n! _n[n—-]),..[n—k+1]
(k) P k!

T ki{n—k)

Sendo o numerador o produto de k inteiros consecutivos temos o resultado
para uma seqiiéncia de k inteiros positivos. No caso de zero ser um elemento
na seqiiéncia o resultado é trivial, uma vez que zero ¢ divisivel por qualquer
nimero.

Se a seqiiéncia contiver s6 nimeros negativos, a fragao do lado direito da
igualdade acima sofrerd, no mdximo, uma mudanca de sinal continuando a ser
um inteiro, o que conclui nossa demonstragao. a

Teorema 1.15 Se 1. ndo € primo, entde T possuy, necesserigmente, um fator
primo menor do que ou igual a ym.

Demonstracdo: Sendo M composto entio 1 = Ty - My ondde 1 < nyp < n,
1 < m2 < 1. Sem perda de generalidade vamos supor 1 < njz. Logo ny tem
que ser < 4/M pois, caso contrdrio, terfamos n = my.nz > Yy/n=noqueé
absurdo. Logo, como pelo Teorema 1.9, 1y possni algum fator primo p, este
deve ser < /n. Como p, sendo um fator primo de ny € também um fator de
n, a demonstragiio estd completa. a

Este resultado tem uma importante aplicagao pratica. Ele nos diz que,
para testarmos se um nimero € prino, é suficiente testarmos divisibilidade
apenas pelos primos < /1. Portanto, se desejarmos obter a lista de todos os
primos mernores quc 60 devemos excluir dentre os numeros de 2 a 60 aqueles
que sao multiplos de 2, 3, 5 ¢ 7 pois estes a0 0s primos < 60. Este processo
¢ chamado de crivo de Eratdstenes.

2 3 4 5 ¢ 7 & 9 10
112 13 14 15 16 17 18 19 20
N 22 23 24 2 2% 28 2 P
31 32 33 34 3b 3% 3r 38 3F 40
41 42 43 44 4B 46 AT 48 4P 50
51 52 53 54 56 56 57 58 59 6D
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Logo, os primos entre 2 ¢ 60 sdo todos aqueles que ndo foram eliminados
pelo processo descrito, isto é, '

2, 3,5, 7, 11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,

1.7 Minimo Multiplo Comum

Defmn;;?m 1.4 O Minimo muiltiplo comum de dois inteiros positivos a e b é o
menor inteiro positivo que ¢ divisivel por a e b. Vamos denotd-lo por [a, b]
, bl.

P a
Proposi¢cio 1.5 HSe a = pi'ptps’ - opit e b = p?'pgzp? PP onde
P1, P2y, P 5G0 0§ primos que ocorrem nas fatoragoes de a e b, entdo
_ max{a; by ] _max{o; b} max{an by
la,b] Pq P2 e Pn { }-

Demonstra?a!o: Da definigio de minimo miiltiplo comum nenhum fator primo
pi deste minimo poderd ter um expoente que seja inferior nem a a; e nem a
b;i. Se tomarmos, pois, o maior destes dois para expoente de p; teremos, nio

apenas um multiplo comum, mas o menor possivel dentre todos eles. O que
conclui a demonstragio. O

Proposicae 1.6 Se x ey sdo niémeros reais entdo

max{x,y} + min{x,y} =x+y.

Demonstragdo: Se x =y entio o max{x,y} = minf{x,y} = x = y e o resultado

SEe :Priﬂca trivialmente. Sem perda de generalidade podemos supor x < y.
ntao max{x,y} = y e minfx, y} = x, o que conclui a demonstragao. i

Teorema 1.16 Pare a e b inteiros positivos temos, [a,b] - {a,b}=a b.

De Z0 Vamog
X monstr‘agao. Vamos supor que a e b tenham fatoracdes dadas na Proposigac
3. Do Teorema 1.11 temos que,

n

(a,b) = [ Twi ™.

1
i=1

¢, da Proposigiio 1.5, que

n
[a, b] = ] [pietented
i=1
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Agora, pela proposigio anterior, o resultado segue imediatamente. m|

Proposi¢ao 1.7 Sejam a e b inteirvs positivos relativamente primos entre si.
Entdo se d é divisior pasitivo de ab, existe um tnico par de divisores positivos
dy de a e dz de b tais que d = dyd;. Reciprocamente, se dy e dy sdo divisores
positivos de a e b, respectivamente, entdo d = dydy € um divisor positivo de
ab.

Demonstragao: Consideremos as fatoragoes de a ¢ b dadas por

18 J— b b bm
a=p{p?---pat e b=qy'g? - -qur.

Como {a,b) = 1 os conjuntos {p1,p2,... ,Pns€{q1,d2, ... , qm) sfo disjuntos.
Isto nos diz que a fatoracdio de ab é dada por

a . om

n 0B
ab:p1lp§2"’pﬁ. qllqzz" Mmoo
Portanto, se d é um divisor positivo de ab, entio

a=ppst - -pRrafal? o afe

0<o<a, 1=12,...,n ¢ 0<£B;<by, j=12,..., m

Definimos .
d1=]3?“'pg2---pf‘f” c dz:q?‘qzz.., Bm_

m

E ébvio que {dy,dz) = 1 e dydz = d. Para demonstrarmos a reciproca consi-
deramos dj ¢ dz como divisores positivos de a ¢ b, respectivamente. Logo,

dy=pypyepar, 0<a<a, i=12,...,n

dz:q]lqg’l,,. T{i‘{\‘\} OSB)Sb“]z],zj’m

E claro que o nimero
d=didy=pPp32...p%a} af .. afr

é um divisor de ab. o
Antes de demonstrarmos o préximo teorema vamos descrever, através de

um exemplo, a idéia utilizada na demonstragao, da mesma forma como fizemos
antes do Teorema 1.8.

Queremos representar o nimero 53742 na base 7. Para explicar melhor
o que querermos fazer vamos, primeiramente, recordar alguns fatos familiares

™1.7. MINIMO MULTIPLO COMUM 15

sobre representagic na base 10. Para isto consideramos o ndmero 50341,
Aqui temos 1 unidade, 4 dezcnas, 3 centenas e 5 dezenas de milhar. O zero na
posigio dos “milhares”nos fala da auséncia da poténcia terceira de 10. Como
sabemos, isto costuma scr escrito da seguinte forma:

5x 10 +0x10°+3x 104 +4x 10+ 1.

A expressao acima nos diz que a maior poténcia de 10 menor do que ou igual
a 50341 é 10%. Nos diz, também, que se dividirmos 50341 por 10% vamos
encontrar um quociente igual a 5 e um resto inferior a 103, por causa do
“Q x 10", Que cste resto ¢ maior que 10% ¢ que, quando dividido por 10% da
um quociente 3 e resto superior a 10. E, finalimente, que este iltimo resto,
quando dividido por 10 d& quociente 4 e resto 1. Para expressarmos 53742
na base 7 vamos proceder de forma a obter informagtes semelhantes a estas,
onde 7 ira representar o papel do “10"no que acabamos de descrever, Primeiro
dividimos 53742 por 7 obtendo quociente 7677 e resto 3. Em seguida dividimos
este quociente 7877 por 7 obtendo um segundo quociente igual a 1096 e resto 5,
em seguida repetimos este procedimento até chegarmos a um quociente nulo,
obtendo a seguinte seqiiéncia de igualdades:

53742 = 7 % 7677+ 3
7677 = 7 x 109645
1096 = 7x 156+ 4
156 = 7% 2242
22 = 7 x3+1
3 =7x0+4+3

Como a seqiiéncia dos quocientes € decrescente e formada somente por in-
teiros positivos ela deve atingir o valor zero. Na primeira destas equagoes
substituimos o valor de 7677 dado na segunda. Na expressao resultante subs-
tituimos o valor de 1096 dado na terceira, nesta o valor de 156 dado na quarta
e assim sucessivamente obtendo a seguinte expressio:

53742 = 7(7 x 1096+ 5) + 3
=72x109%+5%x7+3
=747 %156 +4)+5%x7+3
=7 %x1564+4x72+5x7+3
=737 X2+ +4x7*4+5%x7+3
=7 X4 2x7P+4xTF4+5%x7+3
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= 7H7 x 34+ 1) +2x 7P +4x7°+5x7+3
=3x P+ Ix7 +2x7P+4xT7P+5x7+3.

Dizemos ser, esta expressao, a representacio do niimero 53742 na base 7 que
denotamos por (312453)7. Agora ficard mais facil a demonstragio do teorema
que se segue.

Teorema 1.17 Seja b um inteiro positivo maior do que . Entdo fodo inteiro
positivo 1 pode ser representado de maneira Unica da sequinte forma:

n=aqb +ar_ b "+ +ab+a, (1.4)

ondek >0, a#0ed0<a;<b, 1=012,... k.

Primeira demonstragao: Para mostrarmos a oxisténcia procedemos exatamen-
te da forma como acabamos de fazer para o caso b = 7. Iniciamos pela divisao
de n por b obtendo quociente gp e resto agp. Em seguida dividimos ¢g por
b obtendo quociente qp e resto aj, e, prosseguindo desta forma, obtemos a
seguinte seqiléncia de igualdades:

n = bgp+ ay
go = bd1+ay
gy = bzt az

gz = bgs+a;

k-2 = bgr-1+ ax
gx—1 = b-0+ay,

onde 0 <ay<b, j=0,1,2,... Kk
Agora, na primeira destas equacbes, substituimos ¢ valor de qo dado na
segunda. Em seguida substituimos, nesta expressao, o valor de g dado na
terceira, e assim sucessivamente, obtendo:
n=bqo+ ao

=b{bg; + a1) + ap

=b2q; + atb + ao

= b?(bgz + az} + a1b +ag

= b3q2+ Cl;)_bz +ab+ap

=b3(bags + a3z) + azb*+asb + ap

=b4qs + asb® + azp? + b+ ap
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= b*qr_1+ @b 4.+ @b+ arb + ag
= ab*+ a1 T+t agb+ag.

Nos resta mostrar, agora, a unicidade desta representacio.

Vamos denotar por dup(n) o mimero de representagdes de n na base b.
Queremos, portanto, mostrar que dp(n) é sempre igual a 1. Como alguns dos
coeficientes a; podem ser nulos podemos supor, exeluinde tais termos, que 1
possa ser represcntado na forma

n = agb*+ ar_1b* T+ ...+ ab®
onde ay ¢ as sdo nio nulos. Logo

n—-1 = ab*+ae_b* T+ . +abs—1
= Cl.kbk+C[k_]bk_]+...+(Cls-—1)bs+bs—]

s—1
= @b+ @b+ (e - )b (b= 1)) b,
j=0

s—1
uma vez que b®> — 1 ={b — l]Zbi.
j=0

Isto nos diz que para cada representagao de n na base b é possivel encontrar
uma representagio, na base b, para n — 1, Logo dp{n) < dp(n —1). Esta
desigualdade nos diz que para m > n, temos

dy(m) < dp(m—1) < dp(m—2) < ... Ldp(n+1) < dp{n).

Logo, como n > 1 e dy(n) > 1, obtemos 1 < dp(n) < dy(1) = 1. Esta
ultima série de desigualdades nos garante que dy{n) = 1, o que conclui a
demonstragao. 1

Segunda demonstragdo: Usamos induciio em n. Para n = T tomamos k = 0
e ag = V. Portanto {1.4), é verdadeira para n = 1.

Assumimos que o teorema seja valido para todo inteiro menor do que n.
Como b > 1,n > 0, se encontra entre dois niimeros consecutivos da seguinte
seqiiéncia;

vl b b2, .. bk,...
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Explicitamente, existe um iinico inteiro k, tal que b* < n < b**!. Pelo
teorema (1.2) temos
n=ab"+r, 0<r<bk

Claramente 0 < a), < b. Se v =0, entdo

n=abl+0b¥ +...+0b+o0.
Se 1 # 0, pela hipdtese de indugao

r=cb - -+eab+ce, t<k
onde 0 < ¢ < b, Desta forma

N = agbX -+ cbt 4 - eqb + o
e (1.4) se verifica.

Para provarmos a unicidade, assumimos a existéncia de uma outra repre-
sentagio

n=dnb™+ - +dib+do (1.5)

coml m > 0,d, % 0c0 < dy < b. Se a; e d; ndo sdo todos iguais, pela
subtra¢io membro a membro, de (1.4} da equacdo (1.5) obtemos:

O0=hsb*+---+Mb+hp

onde s & o major valor de i para os quais a; # di. Logo, hy %2 0. Se s =0,

temos uma contradicdo pois estamos assumindo que (1.5) seja diferente de
(1.4). Se s > 0, temos

|h1]=|01—d1|5b—1, i=0‘... ,S_]
hsb® = ~{hs_1b* "'+ -+ + hy)

¥

e, portanto

b® < [heb®| = s 6% oo gl
<(b-—NmL" T+ +b+1)=b°—1
o que é, também, uma contradigae. Desta forma concluimos que os ais e dfs

sao todos iguais, isto é, k=m, a;=d;, i=0,1,... ,k, e a representagao é
unica. O
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pefini¢do 1.5 Um nimero da forma

Fa=2" 41
é chamado de nigmero de Fermat. O teorema seguinte nos fornece uma segunda
prova da infinitude dos nameros primos.

Teorema 1.18 Quaisquer dois nimeros de Fermat distintos Fi, e Fuy sdo rela-
tivamentie primos.

Demonstracdo: Para provarmos este resultado vamos mostrar, primeiramente,
que a seguinte relagfo se verifica

FOFI ' "Fn—l = Fu_z-

A prova é por inducio. Como o caso n = 1 se verifica, isto €, Fo = Fy -2,
vamos supor a validade para m e mostrar que a mesma relagao também vale
para L+ 1.

FoFy--Fn = (FoF1---Frq)Fu
[Fn - Z]Fn
=2 11 -2 + 1)
=02 -2 +7) =22“+' — 1
2 e +1-2= F11+1
Supondo 1 < m temos, pela relagdo acima, que

FoFsF2--Fr - Finoy=Fm—2

o que implica que F,, — Fo-«-Fy---F_1 = 2. Logo, se um namero d divide
Fn e Fm entio d divide 2. Como Fy é fmpar d nfo pode ser 2 e portanto
(Fr.Frn) = 1. O
Deste fato podemos concluir que existem infinitos mimeros primos, pois
sendo infinita a seqiléncia dos nfimeros de Fermat e nao possuindo fatores
primos e comum, isto nao poderia ocarrer caso este conjunto fosse finito.

Teorema 1.19 Existem infinitos primos de forma 6k + 5.

Demonstragéo: Pclo Algoritmo da Divisao quando dividimos um ndmero gual-
quer por 6, os possiveis restos sdo 0, 1, 2, 3, 4 ¢ 5 o que significa que um
inteiro pode ser escrito em uma das seguintes formas: 6k,6k + 1,6k + 2,6k +
3,6k 44,6k + 5. Logo, se p é primo impar, entio p ¢ da forma 6k + 1 ou
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6k + 5. Para mostrarmos que existem infinitos primos de forma 6k + 5 vamnos
supor o contririo, isto é, que cxiste apenas um namero finito deles. Sejam
Po=51p1,P2 ..., Py estes nimeros. Consideremos o niimero

P =6pp2---pr+5.

E claro que, pela Proposigao 1.2, este niimero nao ¢ divisivel por nenhum dos
primos Po,P1,P2, .- ,Pr- Afirmamos que P possui um fator primo da forma
6k + 5, pois, caso contrario todos seriam da forma 6k+1, o que néo é possivel,
uma vez que o produto de dois niimeros da forma 6k+1 ¢é sempre desta mesma
forma. Isto mostra que, ou P é primo, ou P possui um fator primo da forma
6k + 5, ficando provada a existéncia de infinitos primos da forma 6k +5. O

0 que acabamos de demonstrar € um caso especial de um importante teore-
ma de Dirichlet chamado “Teorema dos Primos em Progressio Aritmética™ que
diz: Se a e b 530 inteiros relativamente primos entdo a progressdo aritmética
an-+b, n=1,273,... contém um numero infinito de primos.

1.8 Critérios de Divisibilidade

Comegamos com o critério de divisibilidade por 3. Os critérios que apresenta-
mos san, basicamente, aplicagdes da Proposigao 1.2,

Vamos, para descrever a idéia, considerar um nimero n com 5 digitos
abcde. Como estamos considerando a representacédo dele na base 10, cle pode
ger escrito na forma:

n=ax 109 +bx103+cx10°+dx10+e.

Fazemos, a seguir as scguintes substituicoes:

100=9+1
100 =99 +1
1000 = 999 + 1

10000 = 9999 + 1

obtendo:

n=a(9999 4+ 11+ b(999 + 1] +c(99+ 1)+ d{9+ 1) +e
= (99990 +999b 4+ 9% +9d) + (a+b+c+ d+e)
=9(1MMla+111b+ e+ d)+{a+btc+d+e).

Disto concluimos que se 3n, entfo camo 3[9(1111a + 1116 + 11c + d), pela
Proposigio 1.2, 3 deve dividir {a + b+ ¢ + d + e}. Reciprocamente, sc
3F{a+b+c+d+e), entio 3n, uma vez que 39{1111a + 1ib 4 1e - ),
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Provamos, desta maneira, o seguinte critério de divisibilidade por 3: “Um
ntimero ¢ divisivel por 3 se, e somente se, a soma de seus digitos é divisivel
por 3.”

Para obter um critério de divisibilidade por 9 basta, no argumento acima,
substituir 3 por 9, concluindo o seguinte: “Um numero é divisivel por 9 se, e
somente se, & soma de seus digitos é divisivel por 9.”

Exemploa 1.7: 4578 é divisivel por 3 pois, [4+54 7+ 8) = 24 é divisfvel por 3.

Exemplo 1.8: 4578 ndo ¢ divisivel por 9 pois, (44+547+8) = 24 nio & divisivel
por 9.

Como tedo nimero inteiro pode ser escrito na forma 10k + 3, onde j é o
digito das unidades, ¢ como 10 é divisivel por 2, entdo ele serd divisfvel por 2
ge, e somente se, j for miltiplo de dois. Em outras palavras se, e somente se,
ele for par.

O critério de divisibilidade por 4 se obtém considerando-se o nimero na
forma 100k +ab onde “ab”é o numero formado pelos dois iltimos digitos, isto
é, 0 das dezenas e o da unidade e observando ser 100 um miiltiplo de 4.

Exemplo 1.9: 72548 ¢é divisivel por 4 pois, 48 & muiltiplo de 4. Como 14 nfo é
divisivel por 4, entio 73514 nao € divisivel por 4.

Discutimos, agora, os critérios de divisibilidade por 7 e 11. Iniciamos com
7. Para descrever o critério consideramos um exemplo. Seja m = 59325,
Separamos o digito 5 das unidades e do nimero restante 5932, subtrafnos o
dobro deste digito, isto é

5932
-10
5922

Em seguida repetimos este procedimento até a ohtencio de um nimero

suficienternente pequeno que possamos reconhecer, facilmente, se é ou ndo
divistvel por 7.

592 53
-4 -16
088 42

Comeo 42 é divisivel por 7, o critério que vamos provar € que este fato ird
implicar que o miumero original também deverd ser divisivel por 7.

Seja i o digito das unidades do mimero n, entdo n pode ser escrito como
10k + 4. (No exemplo acima k = 5932 e i = 5). No procedimento descrito
achma obtivemos um nimero v como sendo k — 2i. Feitas estas observacdes,
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serd suficiente provar que os nimeros 10k + 1 & k — 21 sdo tais que, se um
deles é miiltiplo de 7, ¢ outro também é. Isto é, devemos provar a seguinte
equivaléncia:

10k +1i é miiltiplo de 7 & k — 21 ¢ maltiplo de 7.

Demonstragio: (=) Se 10k +1 é miltiple de 7, entfio existe um inteiro m tal

que 10k 41 =7m e, portanto, k —2i = k — 2{7m — 10k} =k — 14m + 20k =
21k — 14m = 7{3k — 2m) o que implica k — 21 ser miiltiplo de 7.

(&) Se k—2i é muiltiplo de 7, entfio existe um inteiro n, tal que k—2i =7n
e, portanto, 10k+1 = 10(7n+2i)+1 =70n+20i+1i =70n+2)i = 7(10n+31)
o que implica 10k + i ser maltiplo de 7. Isto conclui a prova.

No exemplo acima, como 42 ¢ divisivel por 7, entdo 588 também €. Sendo
588 divisivel por 7, entdo 5932 também deverd ser e, a divisibilidade deste por
7 implica que 59325 devers ser divisivel por 7.

Vamos olhar mais um cxemplo. Seja n = 735421, Procedendo da maneira
descrita, obtemos:

73542 — 2 x 1 = 73540
7354 —2 x 0=7354
735—2x4=727
72-2x7 =258

como 7 J 58, entdo 7 f 735421.

Para a descrigiio do critério de divisibilidade por 11, também utilizaremos
um exemplo. Sejan um niimero de 5 digitos abede. Como sabemos este pode
ser representacdo como

n=ax10*+bx103+cx10°+dx10+e.

Fazendo as seguintes substituigoes

WW=11-1
100 = 99 +1
1000 = 1001 — 1

10000 = 9992+ 1

obtemos

a($999 + 1) +b{(1001 — 1) +¢(99+ 1)+ d(11 =) +e=
9999a + 1001 + 99c + 11d + [([a + c + e} — (b 4 d}].
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Como 97990+ 1001b 4+ 99¢c + 11d ¢é divisivel por 11, entdo n serd divisivel por

11, se, e somente se, [(a+c+e)—(b+d)} o for. Observe que os digitos a, ¢ e

¢ ocupam posigbes impares em abede enquanto b e d posicdes pares. Nesta

iltima sentenga, utilizamos dois fatos elementares:

i) todo numero da forma 99...9, onde o nimero de “9”s ¢ par, é divisivel

por 11.

ii) Todo niimerc da forma 100...01, onde o ndmero de *0s entre os dois

“uns”é par, também € multiplo de 11. Para a prova obscrve que 9999 = 9900 +

99, 999999 = 999900+99, ..., e que 1001 = 990+ 11; 100001 = 99990+11, . ...
O

No préximo capitulo mostraremos um critério que serve, a0 mesnio tempo,
para testar a divisibilidade por 7, 11 ¢ 13.

O assunto discutido neste capitulo é extremamente rico em resultadoes in-
teressantes. Com a finalidade de ilustrar apenas alguns destes resultados,
apresentamos a seguir, através de problemas resolvidos, alguns resultados de
interesse.

1.8 Problemas Resolvidos

Problema 1.1 Se a € b sio inteiros diferentes, entao existe um nimero infinito
de inteiros 1 tais que a + 1 e b+ n sdo relativamente primos.

Solugao: Suponhamos a < b. Se escolhermos k positivo e suficientemente
grande, o nimero n = {b—a)k+1—a scrd positivo. Como a+n = (b—a)k+1
eb+n={b—a)(k+1)+1, entiio a+n e b+n sio positives. Se d|la+mn) e
di{(b +n) entéo d|(b — a), e como a+m = (b—a)k+1 temos pela Proposicio
1.2 que dfl. Logo {a+n,b+n) = 1. Como qualquer k, maior do que este
escolhido acima, ird fornecer um n com a propriedade desejada, a seqiiéncia
dos n’s & infinita. O

Problema 1.2 Existe uma seqiiéncia infinita de mimeros triangulares , isto
é, nimeros da forma t, = n{n+1)/2, n = 1,2,... que sdo, dois a dois,
relativamente primos.

Solugdo: Mostramos que, se para algum inteirc 1, temos n nameros trian-
gulares a; < az < ... < Gy 08 quais sio relativamente primos, entdo existe
um numero triangular t > an, tal que (t,ay,a2,...,a,) = 1. Seja a =

ar1.az. -+ .an. Os nlimeros a+1 e 2a-+ 1 sdo relativamente primos com a €
0 nidmero

awzwzmmzﬁn
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¢ um namero triangular maior do gue ay. Como {apyy,a} =1, gy 47 & relati-
vamente primo com todos os numeros a1,4az,... ,dy. Isto mostra que sempre
serda possivel acrescentar um novo nimero triangular que seja relativamente
primo com todos os anteriores e desta forma gerarmos a seqiiéncia infinita
desejada. ]

Observacao: O nome “numeros triangulares” vem do fato de serem, cstes, os
nameros de pontos na seqiiéncia de figuras.

- ] a
L - L] - - L]
] » - - » » L] L L -
L] - - - L] » L] L L} a - - - [ ] L] -
Figura 1.1

Problema 1.3 Para n > 2 e k uin inteiro positivo qualquer temos que (n —
Hnk—=1).

Solugdo: Este resultado ¢ uma conseqiiéncia imediata da igualdade:

net=m= e n e n 1),

Problema 1.4 Para q, it e 1 inteiros positivos com m # n, temos que

n 1 se q é par
(a® +1,a +1]:{ ° P
2 sc a é impar
Solugao: Se tomarmos, aqul, a = 2 teremos o resultado, ja demonstrado (Teo-
rema 1.18), a respeito dos nimeros de Fermat. Utilizamos, na demonstragao,
a seguinte relagao

A'n'_'z

AoArAn1= 7"y

onde An = a¥" +1 e a é um inteiro, a > 2. Observe que, isto também, é uma
generalizagao do resultado usado na demonstra¢io do Teorema 1.18. Aqui,
também, usamos indu¢do. Para n = 1 temos Ap = (A — 2}/(a — 1), Vamos
supor que a relagdo seja vdlida para todo m menor do que ou igualan~1c¢
provar que ela também se verifica para n. Com csta hipdtese temos:

ApgAy - An = (ApA A 1)An
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— 2n _
- (An 2) An _ (G» + 1 2] ' [Clzn

a—1 a—1 +1)
@ =N +1) ¥ -1
B a—1  oa—1
o 12 ALg-2
o a—1 T oa-—1

o quc mostra, pela segunda forma do principio de indugao finita que

A.n_z

AoAy - An_y =
a—1

¢é valida para todo n > 1. Logo, para m < n temos
An - [CL*— U (AOA] " 'Am' ‘ 'An—]) =2

isto mostra que se d for um divisor comum de A, e Anentdod =1l ou d = 2.
Mas An € impar para “a”par e par para “a”impar. Portanto d = 1 para
“a’par e d = 2 para “a”impar, o que conclui a demonstragao.
n
Problema 1.5 Para todo intciro n > 1 a soma Z -~ nunca é wn ngmero inteiro,
j=1
Solugio: Consideramos S o conjunto dos inteiros 1,2,3,... , 1. Seja 2¥ a maior
poténcia de 2 em S. Provamos, primeiramente, que 2¥ nao divide nenhum
outro inteiro em S, Se 2X for um divisor de algum outro inteiro em 5 além dele
mesmo, este inteiro serd da forma b2¥, onde b > 1. Logo 2%t estard também
em S, o que contradiz a defini¢ioc de k. Vamos supor quc a soma dada seja
um inteiro t. B claro que o minimo miltiplo comum dos elomentos de S & da
forma m2¥, onde m é fmpar. Multiplicando-se esta soma por m2%™ 7, temos:

mn

_ ] _
m-25"1 Y C=metl 2
=1
Quando multiplicamos cada termo da soma por m2% ! um dos termos sera
m/2 e todos os outros serdo inteiros, o que é uma contradiciao. (Lembre-se
que m ¢ impar). O

Problema 1.6 Se m > n entao (a2 + 1)(a?” — 1)

Solucdo: Na seqiiéneia

x+1,x5=1,x"=1,x8—1x10 -1, ... x* =1

¥ | I
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P . L1t
cada termo divide o seguinte. Basta tomarmos x = a?" que teremos o resul-

tado desejado.

Problema 1.7 Se a ¢ b séo impares, entdo a® + b? néo pode ser um quadrado
perfeito.

Solugdo: Como a e b sio {mpares, existem intciros t e s tais que: a =2t + 1
eb=2s+1 Logo

a2 2 =2t +1P2 +(2s+1)2
=4(t2+si+t+s)+2
=2{2k+ 1),
k=t +s+t+s.
Portanto a?+ b% é um nimero par nio divisivel por 4 e desta forma nio pode
ser um quadrado perfcito pois se 2|c?, entdo 2lc, o que implica A)c2. O

Este resultado nos diz que, num triangulo retdngulo com ladoes inteiros, os
dois catetos nio podem ser ambos Impares.

Problema 1.8 Se a e n séo inteiros, com pelo menos um nao-nulo, entao {a, a+
n)|n para todo inteire n.

Solucédo: Isto é uma conseqiléncia imediata do Teorema 1.5 bastando escolher
b=a+nex=—1.

Problema 1.9 Mostre que (n —1)3(n*¥ =1} & (n— 1)k

Solucde: Consideramos a seguinte identidade:

nf—i=(n-1"+ (T)[n—]]k"lﬁ- G) (n=1F24+.. 4

K 2
+(k_2)[n~n Fin—1)

Onde usamos o fato de

n=((n—1)+ ¥

=(n—1)*+ (']‘)(n—nk—w (;)(n—1)k—2+~-+
k 2
+ (k_z)(n—n +k{n—1)+1.

E fécil observar que

e ) LR L (4 ISR T G (LS

1.8, PROBLEMAS RESOLVIDOS 27

é divisivel por (n—1)2 pois todos os termos desta soma possucm (n—1)2 como
fator. Disto concluimos que se (n—1)7(n*—1), entaonk—1 - A — kin—1) ¢
divisivel por (n—1)2 o que implica (n—1)[k. A reciproca é também imediata
pois se (n—1)[k, entdo (n—1)?k(n —1) o que implica (n—1)2|(nk -1 }, uma

vez que A é divisivel por (n — 1}2, o que conclui a nossa demonstracéo. O

Problema 1.10 Mastre que se m ¢ 1 sdo inteiros positivos com m > 1, entdo
n<m"

Solugto: Sabemos que

no__
n=T+14-+1<l+m+mi+., +m+ =1 11.
-—r T —
n-—tLeros m
m"—1 n n
Mas <mt—-1<m™ Logo, n<mn™. 0O

Problema 1.11 Mostrar que todo inteiro positivo pode ser escrito como a soma
de niimeros de Fibonacci distintos. {ver problema 13 no final do capitulo)

Solugdo: Sejam k um inteiro positivo e Fy,Fs,... ,Fn,... & scquéncia de Fi-
bonaccl. Se k nio pertence & sequéncia seja n tal que Fr_y < k < F,,. Logo
0 <k~Fn1 < Fu—Fn_y=F, .2 Porinducio vamos supor que o resultado se
verifica para todo inteiro menor do gue k. Se k for um clemento da seqiiéncia
a indugao estd completa. Se ele ndo pertence & segiiéncia entfio, como vimos
acima, existe n tal que k — Fn_y < Fr_z e, portanto, k — F,_; pode ser ex-
presso commo a soma de termos da seqiiéncia Fy, Fz, ... Fy_3 0 que completa a
demonstracio. =

Problema 1.12 Mostrar que (n!+1,(n4+ 1)1+ 1) =1,

Solugdo: Seja p primo um divisor comum de nt+ 1 e (n + 1} + 1. Logo p
divide a diferenca destes nimeros que ¢

m+1)+T1~-n+1)=nn!

o que implica pln!. Como p|(n!+ 1), pl(n! +1 — n!) e, portanto, p = 1
{contradigio). 0

Problema 1.13 Mostrar que se a e b sio inteiros com {a,b) = 1, entdo {a +
b,a~b)=1 ou 2.

Solugdo: Seja d =(a+b,a—b). Logo a+b=kide a—b = kzd e, portanto
{k] +kild=2a e [k] —k3)d = 2b.

Sabemos que (2a,2b) = 2{a,b) = 2. Mas (2a, 2b} = ({kq +k2)d, (k1 —kz)d) =
d(ky1+ k2, kg — kz) = 2. Considerando {k1 + ky, k1 — ka2) = k temos dk = 2 o
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que ocorre s¢, e somente se, d =1 ek =20u d=2¢k =1 Portantod =1
oud=2, a

Problema 1.14 Mostrar que se a™ — 1 for primo, n > 1 e a > 1 entao a = lc
n ¢ primo,
Solucde: Como a™—1 = (a— Wav '+ a™2+---+a+1), eo fator da
direita ¢ maior do 1{a > 1} concluimos que a — 1 deve ser igual a 1 uma vez
que a™ — 1 & primo. Portanto a deve ser igual a 2.

Se 1 nio for primo entdo n = 15,7 > 1 e s > 1. Disto concluimos que

TS 1 = {Zr_ ]](zr{s—1]+21‘(5—2]+___+2T+]]

o que contradiz o fato de 2" —1 ser primo, o que implica que Tt deve ser primo.

1.10 Problemas Propostos

1. Encontrar. usando o algoritmo dec Euclides, o maximo diviser comum dos

seguintes pares de nimeros:
(a) 542 e 234 (¢) 48762 ¢ 176
(b} 9652 e 252 {f} 42516 e 97421
(c) 24573 e 1387 (g) 8374, 24517
{d) 4276 e 1234 (h) 35262 ¢ 12753

2. Achar o minimo miiltiplo comum dos seguintes pares de mimeros:

(a) 44 ¢ 32 () 17 e 141
(b) 234 e 12 (f) 42 ¢ 52

(¢) 35 e 24 (g) 501 e 2141
(d) 142 ¢ 742 (h) 144 c 64

3. Encontrar uma seqiiéncia de pelo menos 30 inteiros consecutivos e compos-
tos.
4, Mostrar, por indugao, que

(@) 124224324 4nl= “(11+”6[2n+ i

M T1+3+5+ -+ (2n—1) =n?

(@) 1-242-3+34+ - +nn+1)= “(“‘Lg[““’

(d) nl > 2™, ¥n >4
(eyné>m+1,¥n>3
() 910" —9m —10), v =}

5. Provar que o produto de 3 inteiros consecutivos € divisivel por 6.
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6. Provar gque paratodon € N, 32" +14.27+2 & 1niiltinl
’ ode? 2042, 96mt1
& miiltiplo de 11. pPlode7eque3 . 26m+

7. Encontrar inteiros x e y tais que

(a) 93x+ 81y =3 (b) 43x + 128y =1
8. Mostrar quc se a ¢ b sio inteiros positivos com {a, b) = [a, b], entdo a = b
8. Mostrar que n° —n ¢ divisivel por 30 para todo intciro n.

10. Mostrar que a equagiio x* + 7x + 17 = 0 n3 .
= 0 nio possui ne . .
inteira. possul nenhuma solugdo

11. Mostrar que para nenhum n € N, 2" 4+ 1 & um cubo.
12. Pode o ntimero A = 111...1 formado por trezentos 1’s ser um quadrado?

13. Sejam Fy =1, Fhob=1eF, = - ‘o
nimero de Fibonacczi ) Most:m. (;1:] Fn-2m 2 3 (Fn & chamado n-ésimo
{(8) Fi+F34+Fs4 - +Fppy = Fapy
(b} Fot Py Fob oo+ Faop = Fapyy— 1
(Fi+Fa+Fs+  +Fy=Foia— 1
(d) FiFa+ FaFs + FaFg+ o+ F211F2n-i-1 = F%’n-{-] -1

14. " . . . . .
‘ Mostrar quc para os mimeros de Fibonacei, definidos no problema anterior
satisfazerpe s

[Ei) (Fﬂ.’ F'I'I.+1) = ] (b) [F“,;Fn_l,__}) = 1 ou 2.
15. Mostrar que além de 2 = 13+ 1 nenhum nimero da forma n3 +1 & primo.

16. Utili sequénci
t ﬁUtlhzando: a S(quuell(.la Rn =nl+1,n > 1, fornecer uma outra demons-
ragao para a infinitude dos primos.

7 tMoe.tral que todo inteiro maior do que 11 é a soma de dois inteiros com-
postos. - ‘ |

18. Mostrar que 3 ¢ o tinico primo p tal que P,p+2cp+4sao todos primos.

19. Achar a soma dc todos os némeros formad
odos ados pelas per agoes {pitos
133405 mme gy o Mitmeros! I permutagoes dos digitos

20, Provar que ndo cxiste n € N tal que 7|{4n? — 3)

?_? Sap{i11clo que o resto da divisdo de um inteiro b por 7 é 5, calculai' o resto
a divisdo por 7 dos segnintes mimeros:

(a) —b (d) 106 +1
(h) 2b (e) b2+ b+1
{¢)3b+7
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22, Seja U, = 117 ...1 um nimero formado por n 1’s. Provar que U, primo
implica 1 primo.

23. Mostrar que sc para algum n, m|{35n + 26}, m|(7n+3) e m > 1, entao
m=11.

1 1

24, Sendo — + ™ um inteiro, onde a ¢ b sdo inteiros positivos, mostrar que
a

a =b, Mostrar, também, que a =1 ou 2,

25. Mostrar que se (a,b) =1, entdo (Za+b,a+ 2b) =1 ou 3.

26. Mostrar que, sendo 1 um inteiro, o numero n{n + M+ 2}(n+3) +1 ¢
wn quadrado perfeito,

27. Determinar todos o nimeros de 3 algarismos divisiveis por 8, 11 ¢ 12.
28. Encontrar todos os inteiros positivos 1 para os quais (n + 1)|(n% + 1).

29, Dados o ¢ b inteiroz com b # 0, mostrar quc existem inteiros ¢ e 1
satisfazendc a = gb £+, 0 <1< b/2

30. Mostrar que sc @ & b sdo inteiros, (a,3) = (b, 3) =1, entao a? 4+ b2 ndo é
um quadrado perfeito,

31. Mostrar que para 1 > 1 os ntmeros n* +4 e 1% 4+ n? + 1 sdo, ambos,
CoOMpostos.

32. Demoustrar os itens (a), {b) e (¢) do problema 13 sem fazer uso de indugéo.
33. Mostrar que (a,bc) =1, sc¢, e somente se, (a,b] ={a,¢) =1

34. Mostrar que sc b|c entao {a+¢,b) = {a,b)

35, Mostrar que sc (a,c) =1 entao {a,be) = (a,b].

36. Mostrar que {a,b,c} = {{a, b}, c).

37. Dizer qual é o maior inteiro que pade ser somado ao dividendo sem alterar
o quociente quando se divide 431 por 37.

38. Para cada par de inteiros “a”e "b"dado abaixo cncontrar o quociente ¢ ¢
o resto + satisfazendo o algoritmo da divisdo de Euclides.

(ija=5% ; b=56

(fa=-71; b=5

(lia=-48 ; b=-7

(ivya=67 ; b=-13

38. Mostrar quc sc 1L ¢ 1 sao inteiros impares, entdo 8|(n? + m* —2).
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40. Encontrar o menor inteiro positivo da forma 36x + 54y onde x o Y séo
inteiros.

a1. Utilizando o processo descrito no Teorema, 1.17 cxpressar o mimero 274
nas bases 2.5.7 e 9.

42. Transformar para a base 10 os scguintes nimeros
(a) (2351)7  (b) (1001170); (c) (7706)3 (d) (11122)4

. - ‘l‘L A - rF Bl rd ~ )
43. Mostrar que se 2%+ 1 é um primo {mpar, entfio n é uma poténcia de 2,

44. Provar que se d = {a,b), cntdc d é o nimero de inteiros na seqliéncia
a,2¢,3a,...,ba que sio divisfveis por b.



Capitulo 2

Congruéncia

2.1 Congruéncia

Grandc parte dos resultados deste capitulo foi introduzida por Gauss (1777-
1855) em um trabalho publicado em 1801 (Disquisitiones Arithmeticae) quan-
do tinla apenas 24 anos. Varias idéias de grande importancia, que serviram de
base para o desenvolvimento da teoria de niimeros, aparecem neste trabalho. /
Até mesmo a notagao, 14 introduzida, é a que utilizamos hoje.

Defini¢ao 2.1 Se a e b sdo inteiros dizemos que a é congruente a b maédulo
m (m > 0) se m|{a ~b). Denotamos isto por @ = b (mod m). Se mf(a —b)
dizemos que a é incongruente a b médulo m e denotamos a # b (mod m).

Exemplo 2.1 11 = 3 (mod 2) pois 2[{11 —3). Como 5/6 e 6=17—11 tcmos que
17# 11 {mod 5).

Proposicdo 2.1 Se a ¢ b sdo inteiros, temos que a = b {rmod m} se, e somente
se, existir um infeiro K tal gue o = b 4+ km.

Pemonstragdo: Se a = b {mod m), entdo m|{{a—b) o que implica na cxisténcia
de um intciro k tal que a —b = km, isto &, a = b+ km. A reciproca ¢ trivial
pois da existéncia de um k satisfazendo a = b+ km, temes km = a — b, ou
seja, que mifa — b) isto é, a = b(iod m]. o

Proposicido 2.2 Se a,b, m ¢ d sdo infeiros, m > 0, as sequintes sentengas 540
verdadeiras:

1. a = a(maod m]
2. Se a = b(mod m), entdo b = a{med m)

3. Se a = b{mod m} e b = d(mod m}, entdo a = dimod mJ}.

2.1. CONGRUENCIA

Pemonstracao: (1) Como mj0, entiio m|{a — a}, o que implica a = a(mod m)
(2) Se @ = b{mod m}, entdo a = b + kym para algumn inteiro k. Log(;
b = a—¥km, o que implica, pela Proposigio 2.1, b = a{mod m). (3) Se
a = b{mod m) e b = d(mod m), entdo existem intciros k1 e k3 tais que
a—-b=Kkmeb-~d="%m. Somando-se, membro & membro, estas tltimas
equagGes, obtemos a — d = (k; +kz)m, o que implica a = d(mod m). |

Esta proposigao nos diz que a relagio de congruéncia, definida no conjunto

dos inteiros, € uma relagio de equivaléncia, pois acabamos de provar que ela
é reflexiva, simétrica ¢ transitiva,
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Teorema 2.15¢ a,b,c e m sdo inteiros tais que a = b{mod m}, entao
1. a+c¢=b+c(mod m)
2.a—-c=b—cfmod m)

3. ac = be{mod m)

Demonstragdo: (1) Como a = b{mod m), temos que a —b = km ¢, portanto,
comoa—b ={a+c)—(b+cjtemosa+c=b+rc (mod m). (2) Como
(a—c)—{b—c)=a—"De por hipétese, a — b = kim tomos que @ — ¢ =
b —c{mod m). (3) Como a —b = km entio ac — be = ckm o que jmplica
m/(ac ~ be) ¢, portanto, ac = be(mod m). O

Teorema 2.2 Se a,b,¢c,d ¢ m sdo inteiros tais que a = bmod m) ec =
d(mod m), entdo

1. a+c=b+ d{mod m)
2. a—c¢=b—d(modm)

3. ac = bd(mod m)

Demonstragdo: (1) De a = b(mod m) e ¢ = d{mod m) temos a — b = km e
€—~d = kym. Somando-se membro a membro obtemos (a + c)—{b+d) =
(K-+Xkq)m e isto implica a+¢ = b + d(mod m). (2) Basta subtrair membro a
membro a—b = km e c—d = kym obtendo (a—b)—(c—d) ={a—c)—(b—d) =
(k —ky}m o que implica a —c = b — d(mod m). (3) Multiplicamos amhcs os
lados de a — b = km. por ¢ ¢ ambos os lados de ¢ — d = kym por b, obtendo
ac—be =ckm e be—bd = bkym. Basta, agora, somanmos membro a membro
estas Gltimas igualdades obtendo ac —be + be —bd = ac — bd = (ck + bkyjm
0 que implica ac = bd(mod m). 0
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Teorema 2.3 Se a,b,c e m sdo inteiros e ac = be(mod m}, entde a =
b{mod m/d) ende d = (¢, m).

Demonstragdo: De ac = be{mod m]j temos ac — be = c(a —b) = km. Se
dividirmos os dois membros por d, teremos (¢/d}(a — b) = k{m/d}. Logo
(m/A)l{c/d){a—b) ¢, como {m/d, c/d) =1, pelo Teorema 1.6, (m/d}|{a —b)
o que implica a = b{mod m/d). O
Defini¢ao 2.2 Se h e k sao dois inteiros com h = k(mod m), dizemos que k é
um residue de h médulo m.

Definigdo 2.3 O conjunto dos inteiros {r1, 12, ! ,Te} € um sistema completo de
restduos modulo m se

(1} vy £ ri{mod m) para i #j

(2) para todo inteiro m existe um 14 tal que n = vi(mod m].

Exemplo2.2{0,1,2,...,m— 1} é um sistema completo de residucs mddulo m.

Exemplo 2.3 Para m fmpar o conjunto abaixo € um sistema completo de
resfduos médulo m.

{_m—] _m—3’m —1,0,1,... )n_l_:j EL_:J_J

2 7 2
Teorema 2.4 Se k inteiros 11,v2,... 7 formam um sisteme completo de

residuos module m entdo k = m.,

Demonstragdo: Primeiramente demonstramos que os inteiros to, ty,... (tm_1,
com t; = i formam, de fato, um sistema completo de residuos médule m. Pelo
Teorema 1.2 sabemos que, para cada n, existe um Unico par de inteiros ¢
s, tal que n = mg+s, 0 < s < m. Logo n = s{mod m), sendo s um dos
t;. Como [t; — 4] £ m— 1, temos que t; # tj{mod m) para i # j. Portanto,
o conjunto {to,t1,... ,tm_1} é um sistcma completo de residuos mddulo m.
Disto concluimos que cada 1; é congruente a exatamente um dos tj, o que
nos garante k < m. Caomo o conjunto {11,72,. .. , Ty} forma, por hipdtese, um
sistema completo de residuos mddulo m, cada t; € congruente a exatamente
um dos T; e portanto m < k. Desta forma k = m. )

Teorema 2.5 Se 11,72,... ,Tm € um sistema completo de residuos mddulo m e
a e b sao inteirns com {(a, m) =1, enido

ary+b,ara+b,...,arn+b

também ¢é um sistema completo de residuos modulo m.
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Demonstra¢ao: Considerando-se o resultado do teorema auterior, serd sufi-
cientf m.ostrar que quaisquer dois inteiros do conjunto ary+b, u"rp_+l-,: d ar+
b, sao incongruentes mddulo m. Para isto vamos SUpOr (ue .:1.1:-‘ +J b m=
arj + b(med m). Logo, pelo Tcorema 2.1, temos ary = ar;{mod nl) M s
como (a,m} = 1, o Teorema 2.3 nos diz que Ty = ri(modj m}. O f.at::) ilsz;

ri = rj{mod m) implica 1 = j a v oy
=7 ) implica t =j, uma vez que, 11,73, ... , Ty formam um sistema

completo de residuos mddulo m, o que completa a demonstracgio m|

Proposigdo 2.3 Se a,b,k e m sdo inteiros com k > 0 ¢

a=bhb i f
ak = bX(mod m), (mod m), entdo

Demonstrac¢ao: Isto segue, imediatamente, da identidade:
k -
¥ —b*=(a—b)(a" "+ a2 + 0¥ 324y qbk 2 bRy,

Teorema 2.6 Se a = b{mod my), a = b{mod mz) ... ,a = b{mod my) onde

ﬂ, b] “L[' ||LZ, ey “Lk S0 1?156&?’03 63 1 p ‘S'Afi‘f’bOé, 1= [, 2, . k EftLo
L b 4] ey \ Lo
a= b(IllOd “L]‘ LZ,-.. )“Lk”

onde [my, mz, ..., m] € 0 minimo miltiplo comum de mq, m3, My
Ce T

Demonstracéo: Seja p,, o maior primo que aparece nas fatoracses de my, Mo
vy My Cada mi, 1=1,2,... ,k pode, entao, ser expresso como r

Lo =4} (AN .
]T'l.l—'p] .pzjl...pnu'

(alguns og; podem ser nulos).

Como myl(a — b),i = 1,2,...  k temos que p?”l[u -bji=1,2,..., k,

i=1,2,...,n. Logo, se tomarmos o; —
ML ) - j = Imax (aq) ter ;
j 1gi§k{ ji} teremos que
x) o) Xy
by Pyt epytl(a—b).
Mas,
) oy 2
ProooPy PRt =my, ma, L myd

0 que implica a = b{mod [m;, ma, ... myl). O

22 Congruéncia Linear

C ) .\ 2 - - '
hamamos de tongruéncia linear cin uma variavel a uma congruéncia da forma
ax = b{mod m) onde x é uma incégnita.
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E ficil de se verificar que sc X € uma solugao, l.e., axp = b{mod m)jex; =
xo(mod m) entdo x7 também & solugao. Isto é ébvio pois s¢ X7 = xp{mod m)
entio axy = axp = b{mod mj. .

0 que acabamos de verificar € que se um membro de uma classe de equi-
valtrrcia & solucio entiio todo membro desta classe é solugio. Destas obser-
vag@es surge uma questao natural: no caso de existir alguma solugao, quantas
solugBes incongruentes existem? .

Antes de respondermos a esta importante questao, necessitamos provar
um teorema que nos dd informagdes sobre a existéncia de solucoes para uma

equagio diofantina linear. o ’
Uma equacio da forma ax + by = ¢,’onde a,b ¢ ¢ sdo inteiros ¢ chamada
equagdo diofantina linear. (0 nome vem do matemadtico grego Diofanto).

Teorema 2.7 Sejain a e b inteiros positives ¢ d = (a,b). Se dfc entdo a
equagdo ax + by = ¢ ndo possui nenhuma solucdo inteiru. Se dlc ela possui
infinitas solugdes e se X =Xp ¢ Y = Yo ¢ wma solucdo particular, entao todas
as solugies sao dedas por

x =xp+ (b/d]k
y =yo — (a/d}k

onde k € um inteiro. \

Demonstra¢do: Se dfc, entao a equagao ax- by = ¢, nio possui solugao pois,
como d|a e d[b, d deveria dividir ¢, 0 qual ¢ uma combinagio linear deaeb.
Suponhamos, pois, que dlc. Pelo Teorema 1.3 existem inteiros np e My, tals

quc
ang +bmpy=4d. {2.1)

Come dlc, cxiste um inteiro k tal que ¢ = kd. Se multiplicarmos, a.ml.ms Qs
membros de {2.1) por k, teremos a{ngk) + b{mgk) = kd = c. Isto nos diz que
o par {xg, Yo) com xp = Nok € Yo = mek ¢ uma solugio de ax +by =c. E
facil a verificacio de que os pares da forma

x = xp + (b/d}k

y =yo— (a/d]k

s&o solugbes, uina vez que
ax + by = alxo+ (b/d)k) + b{yo — (a/d}k]

ab ab
= — - —k
axg + T k + byo a
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= axp + byg = c.

O que acabamos de mostrar ¢ que, conhecida uma solugao particular (xq, yg)
podemos, a partir dela, gerar infinitas solugdes. Precisamos, agora, mostrar
que toda solugdo da equagiio ax + by = ¢ é da forma x = xo + (b/d)k, y =
yo— (a/d}k. Vamos supor que (x,y) seja uma solugho, i.e., ax+ by = ¢, Mas,
como axp + bup = ¢, obtemos, subtraindo membro a membro, que

ax + by —axp— bys = a{x — xg) + b(y —yo) =90,
o que implica a{x —xo} = b(yo —y). Como d = (a, b} temos, pelo corolirio

da Proposi¢io 1.4,
a by _;
d'd/ 7
Portanto, dividindo-se os dois membros da tiltima igualdade por d, teremos

a b
— — = - _— . 2.
Fx =%} = Z(vo—v) (2.2}
Logo, pelo Teorema 1.6, {b/d)|(x —x¢) e portanto existe um inteiro k satisfa-
zendo x —xp = k{b/d), ou seja x = x¢+ (b/d)k. Substituindo-sc este valor de
X na equacgdo (2.2} temos Yy = vo — [a/d}k, o que conclui a demonstragio. O

Com este teorema 4 mio podemos, agora, dizer quantas sao as solugoes
incongruentes (caso exista alguma) que a congruéncia linear ax = b(mod m)
possul.

Teorema 2.8 Sejam a, b e m inteiros tais que m > 0 e {a, m} = d. No coso em
que difb a congruéncia ax = b{inod m) ndo possui nenhume selugdn e guando
d|b, possui eratamente d solugdes incongruentes médulo m.

Demonstracdo: Pela Proposicio 2.1 sabemos que o inteiro x é solucho de
ax = b{mod m) se, e somente se, existe wmn inteiro y tal que ax = b + my,
ou, o que € equivalente, ax — my = b. Do teorema anterior sabemos que
esta equacdo nédo possui nenhuma solugdo caso dfb, e que se d|b ela possui
infinitas solugoes dadas por x = xo—[m/d}k ey = ypo—(a/d)k onde (xg, yp) ¢
uma solugdo particular de ax —my = b. Logo a congruéncia ax = b{mod m)
possui infinitas solugdes dadas por x = xp~ () k. Como estamos interessados
em saber o niimero de solugdes incongruentes, vamos tentar descobrir sob que
condigdes x) = xp— {m/d}ky ¢ x2 = xp— (m/d)kz sdo congruentes module m.
Sexi ¢ x3 si0 congruentes entdao xo— {(m/d)k) = xg— (m/d}k;(mod m}. Isto
implica {m/d)k; = (m/d}ky{mod m), e como [m/d)|m, temos (m/d,m} =
m/d, o que nos permite o cancelamento de m/d resultando, pelo Teorema 2.3,
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ki = kz(mod d). Observe quc m foi substituido por d = m/(m/d)}. Istc nos
mostra que solugdes incongrucntes serio obtidas ac tomarmos x = xg—{m/d)k,
onde k percorre um sistema completo de residuos madule d, o que conclui a
demonstragao. O

Befinicdo 2.4 Dizemos que uma sohigdo xp de ax = b{mod m) é tinica mddulo
m quando qualquer outra solugdo x1 for congruente a xp mddulo m.

Definicdo 2.5 Uma solugao @ de ax = 1{mod m) é chamada de um inverse de
a maodulo m.

Segue, agora, do Teorema 2.8 que se (a4, m) — 1 entdo a possui um Unico
inverso médulo m. A proposicaec scguinte nes diz quando um inteiro a € o scu
préprio inverso médule p, onde p ¢ um nimero primo.

-

Proposi¢ac 2.4 Seja p um ndmero primo. O inteiro positivo o € o seu préprio
inverso mddulo p se, e somente se, @ = 1{mod p) ox a = —1(mod p).

Demonstragio: Se a ¢ o seu préprio inverso, entdo a’ = 1{mod p), o quc
significa que pl(a® —1). Mas se p|(a — 1){a + 1), sendo p primo, p|{a — 1)
ou plla + 1), o que implica a = 1{mod p) ou a = —1{mnod p}. A reciproca
¢ imediata pois, se a = 1(mod p) ou a = —1{mod p), entdo pl{a — 1} ou
plla + 1). Portante p|{a — 1)(a + 1) o que significa ¢ = 1{mod p), o que
conclui a demonstragdo. O

\

2.3 Os Teoremas de Euler, Fermat ¢ Wilson

Antes de demonstrarmos o Teorema de Wilson, que diz que para p primo
{(p — 1) = —1{med p), fornecemos um exemplo, tomando p = 13, com a
finalidade de aprasentarmos a idéia utilizada na demonstracio.

Dentre os ntmeros 1,2.3,...,12 somente os nmimeros 1 e 12 sio os seus
préprios inversos médule 13. Isto segue da Proposicio 2.4, pois 1 = 1{mod 13}
e 12 = —1[(mod 13) e nenhum des ntimeros 2,3,...,11 & congruente a 1 ou
—1 madulo 13. Mas, como os nimeros 2,3,4, ..., 11 sdo todos relativamente
primos com 13, cada um deles possui, pelo Teorema 2.8, wmn dnico inverso
modulo 13. Eles podem, portanto, ser agrupados em 5 pares (5 = (13 —3]/2)
que 830 08 seguintes:

2x7 = 1 (med13)
3Ix9 = T{mod13)
4x 10 = 1{mod13)
5x8 = 1{mod 13}
6x 11 = 1{mod13]
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Pelo Teorema 2.2(3) podemos multiplicar estas congruéncias, membro a
membro, obtendo

IX3Ix4xOx6x7x8x9x10x11=1(mod 13)
Se multiplicarmos os dois lados por 12 teremos
2x3x4...11 x12=12{mod 13}

e, portanto, como 12 = —1{mod 13) temos, finalmente, (13—1){ = —1(mod 13).
Teorema 2.9 {Teorcma de Wilson) Se p € primao, entdo {(p—1}! = —1{mod p).

Primeira Demonstragdo: Como (2—1)! =1 = —1{mod 2) o resultado € valido
para p = 2. Pelo Teorema 2.8, a congruéncia ax = 1(mod p) tem uma vnica
solugio para todo a no conjunto {1,2,3,...,p — 1} € come, destes elementos,
somente 1 e p — 1 sao seus proprios inversns modulo p, podemos agrupar os
mimeros 2,3,4,... ,p—2 em (p—3)/2 pares cujo produto seja congruente a 1
modulo p. Se multiplicarmos cstas congrugncias, membro a membro, toremos,
pelo Teorema 2.2 (3) 2x 3 x4 x5x ... (p—2) = 1{mod p). Multiplicando-se
ambos o5 lados desta congruéneia por p — 1 teremos

2x3x4dx. ... (p—2p—1)=(p~—1}{modp)

_ isto ¢ (p—1) = —V{mod p} uma vez que p — 1 = —1{mod p). O

Segunda Demonstracao: Esta segunda demonstragao foi apresentada por Stern
e ilustra o uso de andlise em Teoria dos Nuimeros. A primeira segue, essencial-
mente, Gauss.

Consideramos a expansac de Maclaurin da fungio

1
1 ,
(=)

In - X T<x<l.

isto é,

Logo

23 .
ST s o = T e (23)

0 lado esquerdo desta igualdade pode ser escrito como

2 2 2
eXeTeT o= (14 o+ — -
ST



40 CAPITULO 2. CONGRUENCLA

:1+%+x2(%+%)+x3(%+%—]‘/—!?‘+11/!3)+-~
+KDG%+Y5251%§+”'+L?)+’“

Por (2.3) sabemos que o coeficiente de xP € igual a 1 o qual, pela expressdo
: . r 1 ) , .
acima € da forma — + -+ — onde 7/5 ¢ a soma de um namero finito de
pl s D :
racionais que nao possuem o fator p no cfe’enominador. Logo se {(r,s) = 1,pfs.

Sendo — + ! + — =1 temos que
pl s p

BN IR B vt
s plp T p!
e, portanto,
s(1+{p-=1}!
(s—1) (p—y = 2R
P
Como {s — 1} (p — 1)! é um inteiro e pfs, entao p|(1 + (p —1}1). |

O teorema seguinte nos diz que se un ndmecero satisfaz a relacio do teorema
de Wilson, ele deve ser primo.

Teorema 2.10 Se n € um inteiro tal que (n — 1)l = —1{mod n), entido n &
primo.

Demonstragdo: A prova é por contradicio. Vamos supor que (n — 1)} =
—1{mod n), isto é, n|{{n —1)! + 1} e que . ndo seja primo, ou seja, N =
rs, 1 <r<nel<s<n Nestas condigoes 1H{n—1]! e, sendo v um divisor de
1, 1i{n—1}'+1 e, portanto, v deve dividir a diferenca (n—1}'4+1—-(n—1)! =1,
o que € absurdo, una vez que r > 1. Logo, um m satisfazendo {(n — 1)! =
—1{mod n} deve ser primo.

O préximo teorema nos diz que se p é primo ¢ pfa, entdo pl{aP~' — 1),
Vamos primeiramente provar isto num caso particular com a finalidade de
ilustrar a idéia usada na demonstracio.

]
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Sejam p = 11 e a = 5. Logo temos:

1x5 = 5(modll)
2x5 = 10(mod11)
3x5 = 4{mod 11}
4%x5 = 9modll}
5x5 = 3{mod11}
6x5 = &mod1ll)
7x5% = 2{mod11)
8x5 = 7(modl1)
2x5 = 1(modl11)
10x5 = 6{mod11)

Observe que 11 ndo divide nenhum dos produtos j x 5,1 < j < 10 que
estdo na coluna da esquerda nas congruéneias acima. Obscrve, também, que
todos eles sao incongruentes maodulo 11, pois se 5 = Skimaod 11), devemos ter
j=kimod 11)com 1 <j < 10e 1<k <10, e, portanto, j = k. Logo, como
nenhum & congruente a zero mddulo 11 e todos sao incongruentes modulo 11,
eles devem ser congruentes a diferentes nimeros dentre 1,2, 3, ..., 10. Observe
que todos estes niameros aparecem, sem repeticdes, na coluna da direita nas
congruéncias acima. Agora podemos multiplicar, membro a membro, estas
congruéncias para obter

(Fx5)(2x5) - (10x5)=6x10x4x9Ix3x8x2x7x1x6{mod]11)

e, portanto, 5'910! = 10!(mod 11}. Mas, como (10},11) = 1 temos, pelo Teo-
rema 2.3, que

5'0 = 1{mod 11),

o quc mostra a validade do teorema neste caso parficular em que a = 5 e
P =11. Com este exemplo cm mente serd facil provar o teorema.

Teorema 2.11 {Pcqueno Teorema de Fermat) Seja p primo. Se pfa entdo
aP~! = 1{mod p).

Demonstragao: Sabcmos que o conjunto formado pelos p  mimeros
0,1,2,... ,p — 1 constitul um sistemna completo de residuos médulo p. Is-
to significa que qualquer conjunto contendo ne maximo p elementos incon-
gruentes modulo p pode ser colocado em correspondéncia binnivoca com um
subconjunto de {0,1,2,...,p — 1}. Vamos, agora, considerar os nimeros
a,2a,3q,...,(p — Na. Como {a,p) = 1, nenhum destes nimeros ia, 1 <
i < p—1 ¢ divisivel por p, ou seja, ncnhum é congruente a zero mddulo p.
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Quaisquer dois deles sdo incongrnentes madulo p, pois aj = ak(mod p) im-
plica j = k{mod p) € isto 36 é possivel se ] = k, uma vez que ambos j e k
sd0 positivos e menores do que p. Temos, portanto, um eonjunte de p — 1
elementos incongruentes médule p e nao-divisivels por p. Logo, cada um de-
les é congruente a exatamente um dentye os elementos 1,2,3,... ,p—1. Se
multiplicarmos estas congruéncias, membro a membro, teremos:

a{2a)(3a)-- - {(p—1la=123.(p—1)(mod p)

ou seja aP~ p—1)! = (p—1)!(mod p). Mas, come {{p — 1}!,p) = 1, podemos
cancelar o fator (p — 1)} em ambos os lades, obtendo

1

aP~ ' = 1{mod p),

\

o que conclui a demonstragio. O
Corolario 2.1 Se p € um primo e a € um inteiro posifive, entdo a? = a(mod p).

Demonstragdo: Temos que analisar dols casos, se pla e se pfa. Se pla, entao
pilafaP~! — 1)) e, portanto a? = al(mod p). Se pfa, pelo Teorema 2.11
pl{aP~1—1] ¢, portante, pl{aP—a}. Logo, em ambos os casos, a? = a(mod p).
]

Defini¢do 2.6 Se n é um inteiro positivo, a fungdo ¢ de Euler, denotada por
d(n}, é definida como scndo o nimere de inteiros positivos menores do que
ou iguais a N que sao relativamente primos com n.

Definigao 2.7 Umn sisfema reduzido de residuos médull) m € um conjunto de
$(m) inteiros 1, 72,. .., Ty my tais que cada elemento do conjunto é relativa-
mente primo com m, e se 1 # j, entdo i 3 75{mod m).

Exemplo 2.4 O conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7} ¢ um sistema completo de residu-
os médulo 8, portanto {1,3,5,7} é um sistema reduzide de residuos médulo
8. A fim de sc obter um sistema reduzido de residuos de um sistema com-
pleto mdédulo m, basta retirar os clementos do sistema completo que nao sao
relativamente primos com m.

Tecrema 2.12 Seja a wm inteiro positivo tal que (a,m) = 1. Sery,72,..., Tg(m)
¢ um sistemu reduzido de residuos mddulo m, entdo ary,arvy, ..., Qrgmy &
também, um sistema reduzido de residuos médulo m.

Demonstragao: Como na seqfiencia ary, arz,... , arg(m) temos ¢(m) clemen-
tos, devemos mostrar que todos eles sdo relativamente primos com m ¢, dois
a dois, incongruentes médulo m. Como {a, m) =1 e (1, m) =1, temos (vcja
Problema 1.33 no final do cap. 1), (ar;, m} = 1. Logo, nos resta mostrar que
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ar; Z arjimod m) se i # j. Mas, como (a,m) = 1. de ar; = arj(mod m)
temos 1y = 15(mod m), o que implica i = j, uma vez que ry,17,... s Tdm)y €
um sistema reduzido de residuos mddule m, o que conclui a demonstracio.
0 Vamos, agora, mostrar a validade do Teorema de Euler num caso especial
para ilustrar a idéia que usaremos na demonstragao. Sejam m =8 ¢ @ = 5.
Sabemos que o conjunto {1,3,5, 7} é um sistema reduzido de residuos médulo
8. Consideremos o conjunto formado por 5x1,5%3,5%5 e Ix7. Pelo Teorema
2.12 este conjunto também constitui mm sistema reduzido de residuos médulo
8. Isto significa que cada um dos elementos 5x1, 5x3, 5%5 e 5x7 é congruente
médulo 8 a cxatamente um dos clementos 1,3,5 e 7. Temos, na realidade que

5x1 = 5(mod 8)
5%x3 = 7(mod8§)
5x5 = Tlmod8)

(
5%x7 = 3{mod8).

Multiplicando-se, membro a membro, estas congruéneias obtemos
51 x 3% 5%x7)=(1%3%5 % 7){mod 8).
Como (1 x 3 x 5 x 7,8) =1 podemos cancelar o fator (1 x 3 x5 x 7} obtendo
5% = 1(mod 8).

Observe que 4 = ${8), ou seja, provamos que 5P = 1{mod 8).
Teorema 2.13 {(Euler} Se m € um inteiro positive e a um interro com {a, m) =
1, entao

a®™ = 1{mod mj.

Demonstragdo: No Teorema 2,12 mostramos que os elementos ary, arz, ...,
AT p(m) constituem um sistema redusido de vesiduos médulo mse (a,m) =Te
T1,¥2,... , Tpfm) for um sistcma reduzido de residuos médulo m. Isto significa
que av; ¢ congruente a exatamente um dos, 13 1 < < ${m), ¢ portanto o
produto dos ar; deve ser congruente ao produto dos r; médulo m, isto &,

agry.arz--- G'Ttl)[m} =TT, J'd)(m}(mOd TI'I.}
ou seja

atb[m.}r] T2 T =M T2000 rcp[Tn]{and ’ITI}‘
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podemos cancelar
[I~
i=1

em ambos os lados para obter a®™ = 1(inod m). |

Como para p primo. ¢&(p} =p — 1, o teorema acima ¢ umna generalizacio
do Teorema 2.11.

2.4 O Teorema do Resto Chinés

O nome dado ao teorema seguinte se deve ao fato de que este resultado jd era
conhecido, na antigiidade, pelos matemadticos chineses.

Teorema 2.14 (O Teorcma do Resto Chinés) Se {ai, my) =1, (my,my) =1
pare 1 # } e ¢y intetro, entdo o sistemna

a1x = ¢1{mod m,) \
axx = ca{mod ms)
aax = ¢3(mod ms) /

ayx = ¢p{mod m;)

possui solucdo e a solucdo € unica mddulo m, onde M = my - my -« M.

Demonstragao: Do fato de {a;,my) = 1, ¢ Teorema 2.8 nos diz que a;x =
ciimod my) possui uma 1inica solugio que denotamos por by. Se definirmos
y; = m/m; onde, m. = my - my--- My, teremos {yi, my) = 1, uma vez que
{mi, m;) = 1 para i # j. Novamente, o Teorema 2.8 nos garante que cada uma
das congruéncias yix = 1{mod m;] possui uma inica solugdo que denotamos
por §;. Logo, yiy; = Hmoed my), 1 =1,2,... 7. Affrmamos que o nimero x
dado por

x =bydy + bayayz + - + by,
€ vima solngao siimilténea para o nosso sistema de congruéneias. De fato

aix

il

aibyuiyy + aibayay; + - + aibiuy, + - + aibyud,
= a;biyiT;(mod m;) = a;bi = ¢i(mod my)
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uma vez que y; é divisivel por m; para i # 3, yiy; = 1{mod my) e by é solucao
de aix = ¢i(mod my).

Provamos, a seguir, que esta solugdo € uinica médulo m. Se X é uma ou-
tra sclucdo para o nosso sistema, entao aiX = ¢; = ax(moed my) ¢, sendo
(ai, mi) = 1 obtemos X = x{mod m;}. Logo my|(x —-x), 1=1,2,... r. Mag,
como [my, M3} =1 para i # | temos que

[mqy,Mo,..., M) =myma. ... M.

Portanto, pelo Teorema 2.6, my.mz. ... .m (X —x}, ou seja X = x(mod m), o
que conclui a demonstragao. O

Mostramos, a seguir, um teste de divisibilidade, comum, para 7, 11 e 13,
Observando que 7x11x13 = 1001 e que 10° = 1000 = —) (mod 1001)

temaos

{Elkﬂk_.lﬂk_z...ﬂo)m = ﬂk10k+ Cl.k_|10k_} + o+ al0+ Qg =
= (10%a; + 10a; + ag) + +10°(10%a5 + 10a4 + a3) +
+{10%)3{10%ag + 10a7 + ag) + - - -

= (aza1ap)10 — (asa403)10 + {aza7a5)10 ~ + - - [mod 1001}

Isto nos diz que nin inteiro € congruente, mddulo 1001, ao inteiro formado por
sucessivamente, somando-se ¢ subtraindo-se inteiros de trés digitos formados
por sucessivos blocos de trés digitos, onde os digitos sdo agrupados comecando-
se pela direita.

Exemplo 2.5. Testar se os ndmeros 465647 ¢ 2210000 sio divisivels por 7,11
ou 13.

Para o mimero 465647 temos: 647 — 465 = 182,

Como 7[182,11f182 e 13|182 concluimos que 465647 é divisivel por 7 & 13
mas nio por 11.

Para o nimero 2210000 temos: 000 — 210 + 2 = -208.

Como 7f208, 11f208 ¢ 13208 concluimos que 2210000 é divisivel por 13 mas
néo ¢ divisivel por 7 e nem por 11.

2.5 Problemas Resolvidos

Problema 2.1 Usando o Teorema de Wilson, encontrar o menor residuo positivo
de: a) 6xX7x8x% médule 5 b) 8x8x10x11x12x13 médulo 7.

Solucdo: a) Para acharmos o menor residuo positivo de 6x7x8x9, utilizamos
o fato, elementar, de que 6 = 1{mod 5),7 = 2{mod 5), 8 = 3{mod 5] e
? = 4{mod 5). Logo,

Ex7x8x9=1x2x3x4modb5)
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e, pelo Teorema de Wilson sendo 4! = —1 {mod 5), temos
6x7x8x9=-1=4{mod5).

b)-O menor residuo positivo de §x9x10x11x12x13 médulo 7 pode ser en-
contrado de ferma andloga, isto é,

Ex9Ix10x11x12x13=1x2x3%x4x5x6(mod7}

e, como 6! = —1 = 6{mmod 7}, temos quec 8 x 9 x 10 x 11 x 12 x 13 = 6(mod 7).

Problema 2.2 Usando o Pequeno Teorema de Fermat , encontrar o resto da
divisao de 21900 5or 17,

Solucdo: Pelo Teorcma de Fermat temos aP~! = 1{mod p) quando p é primo
e pfa. Logo, como 17 é primo e 17f2, temos 2'® = 1{(mod 17). Mas 100000 =
6250 x 16 e, portanto,

2100000 (216]6250 — 162.)0 — 1[1‘1‘10(1 ]7]

Logo, o resto da divisio por 17 de 2100000 ¢ 9,
Problema 2.3 Encontrar o digito das unidades de 3'® quando cxpresso na base

T. -

Solucdo: Isto equivale a encontrar o menor residuogpositivo de 319 médulo 7.
Comeo 7 € primo e 7/3, temos 3¢ = 1{mod 7). Sendo 100 =6 x 16 + 4, temos:
396 — (36)16 = (1)16 = 1(mod 7). Agora, 3* = 9 = 2(mod 7) e, portanto,
3% = 4(mod 7). Assim 3'% =378 x 3% =1 x4 = 4{mmod 7).

Problema 2.4 Mostrar que se p € um primo impar, entdo
2{p —3)! = —1{mod p).
Solugao: Sendo p primo, temos, pelo Teorema de Wilsen que
(p—1)! = —1{mod p)
mas, (p—1)=(p—1Hp—~2){p—-3)le,comop—T=—-1{moedplep—12

—2{mod p) para p # 2, temos (p — 1)(p — 2)(p — 3)! = (—1)(—2}(p — 3}!
2{p — 3)! = ~1{mod p).

|l| n

Problema 2,5 Mostrar que se p ¢ ¢ sao primos distintos, entao

p4 1+ ¢*~ T = 1{mod pq).

—
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Solugdo: Dovemos mostrar que ql(p™"+qP""—1) e que p|{p9—"+ qv—1_ 1)
Como (d,p) = 1 temos, pelo Teorema 2.11, que qP~' = 1(inod P) e que
pt ' =1(mod q). Logo, pl(g"'=1) e gl(pd— 1—1] Por‘ranto, como plp9—Te
qlg”™ 1 temos que pl{p9—'+ +gP~'—1) e que ql(pa~ "+ qP~1=1), 0 que conclui
a demonstrag&o.

Problema 2.6 Mostre que p ¢ o menor primo que divide (p — 1} + 1.

Solugao: Pelo Teorema de Wilson p|({p—1)!+1). Logo, como qualquer primo
menor que p divide (p—1)!, nenhum deles pode dividir (p— 1)1 +1 pois, neste
caso, deveria dividir 1. Portanto, p é o menor primo tendo esta propriedade.
Problema 2.7 Mostrar que 2,3,5,7 e 13 sao divisores de n'> —n para todo 1.

Solugio: Como n'?* —n =n(n'2 - 1 e

n'? ]—(n—1 nT4n®p. 4 mn+1)
(M +nf . n? 40
m&+nt+ 1)
(n®

+1)
temos que n, (n — 1), (n2— 1), (n* —1),(né — 1) ¢ (n'% - 1) sdo divisores de

]3 . . - ia
n' - n. Logo, 2|(n'? —n) pois n{n — 1} & divisivel por 2 e caso 1 nio seja
divisivel por 3,5,7 e 13 teremos que

21 =t

)it
ni? -1=Mmn"-1)
—-1)
n2—1=(nf=1)

AP —n} pois n? = 1{mod3) (Euler)
5" —n) pois n* = 1(mod5) (Euler)
7ImB —n)  pois n® = I{mod 7)  (Euler)
13{(n3—n) pois n'2 = 1(mod 13) (Euler)

Problema 2.8 Mostre que 13[27° 4 379,

Solugdo: Como 2'% = 1{mod 13), temos que 250 = 1(mod 13). Mas 25 =
6{mod 13) e, portanto, 2'° = 36 = —3(mod 13}. Logo, 2°.2'° = _3{mod 13).
Sabemos que 3* = 1{mod 13), donde 3%’ = 1{mod 13). Como 3 = 3(mod 13)
temos que 37° = 3(mod 13). Logo somando-se, membro a membro, 27° =

—3{mod 13) com 37° = 3{mod 13} obtemos 270 + 37° = 0(mod 13}, o que
conclui a demonstracio.

P - 3 Ttk A
rob!ema 2.9 Mostrar que os nimeros 12,2232 .. m2 m > 2, nao formam
um sistema completo de residugs médulo m.

Solugio: Basta mostrarmos que cles nio $a0, dois a dois, incongruentes médulo
M. Para isto ¢ suficiente tomarmos dois nimeros n ¢ k,n > k, tals que
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n + k = m, pois, desta forma
— k%= (n+k)(n—k)=m{n—%) = 0(mod m),

o que implica n? = k*{mod m}, o que conclui a demonstragao.

Problema 2.10 Mostrar que para qualquer sistema reduzido v1,v2,... ,Tp_1 de
restduos mddulo p (p primo), temas

H 13 = —1{mod p}.

Solugdo: Sabemos que os niimeros 1,2,3,... ,p—1 formam um sistema reduzi-
do de residuos médulo p, para p primo. Isto significa que cles sdo todos primos
com p e incongruentes médulo p. Logo, qualquer nimero relativamente primo
com p é congrucnte médulo p a exatamente um destes ndmeros e, se dois
numeros, primos com P, sao incongrentes médulo p, eles serac congruentes
a diferentes elementos deste conjunto. Portanto os ndmeros 1q,72,... ,Tp—1
sio congruentes, modulo p, a difcrentes elementos dentre 1,2,...,p — 1. Se
multiplicarmos, membro a membro, estas congruéncias, teremos

p—1
[[riz=1x2-p-1=@-1 (mod'?]

i=1
e, pclo Teorema de Wilson, o resultade segue, i.e., \

p—1
1_[1"-l = —1{mod p).
i=1

Problema 2.11 Mostrar que se p é um primo impar, entdo

12 %32 %52, (p—=2)2 = (=P mod p)

2% 42 x 62 (p =12 = (—1PT qmod p).

Solugdo: Mostramos apenas a primeira congruéncia, pois a segunda é analoga.
Sabemos, pelo Teorema de Wilson, que

1% 2x3x4-- (p—3}p—2){p—1}=—T{mod p}.
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Substituimos 2,4, 6, ... , [p—1), respectivamente, por —(p—2), —{p—4) -1
obtendo R

(NP2 (p — 2)3(p —4)5(p — 6)--- 3(p — 2]1 = (—1){mod p},

uma vez que, de 1 até (p — 1) temos (p — 1}/2 pares. Como P € {mpar, todos
os fatores acima sdo imparcs e cada um aparece duas vezes, logo

(—1)(P=1722 « 32 4 52, p—2¥ = —1{mod p).

Agora basta multiplicarmos, ambos os lados, por {—1 YP=1/2 5 que conelui a
demonstracao.

Problema 2.12 Resolver o sistema de congruéncias abaixo:
x = 1{mod 5)

x = 2{mod 7)
x = 3{mod 11)

Solug¢do: Utilizando a notagio introduzida no Tecrema 2,14 temos:
mi=3my=7m3=11,m=5x%x7x1]
yi=m/my=7x1lys=m/my=5x1ljys=m/m3 =5x 7

Para determinar 7 resolvemos

Y1x = Hmod m,), ie.,

7 x 11x = 1{mod 5}, ou, equivalentemente
2x = 1(mod 5). Logo §; =3

Encontramos g resolvendo

Yox = 1{med my}, ic.,

o X 1x = 1{mod 7), ou, equivalentemente
6x = 1{mod 7). Logo §, = 6

Resolvendo yax = 1 (mod ma) obtemos s

5x 7x=T{mod 11}, ie
2x = 1{mod 11)

€, portanto, §; = 6.
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Como, neste caso, by =1,by =2 e bz = 3 temos que a solugae do sistema
modulo Ax7x11 é dada por

x = biyryy + bay2U; + bsysys
=Tx7x 1T x3+2x5%x11x6+3x5%x7x6
= 366 (mod 385)

Problema 2.13 Mostrar que ¥k ¢ um irracional onde k nilo é a n-ésima poténcia
de um inteiro.

Solugdo: Vamos supor que Yk seja racional, isto &, que existam inteiros a e b,
com Vk = a/b, isto é, a™ = kb™. Como k niio é uma n-désima poténcia de um
intciro, ele deve ter algum fator primo p cuja multiplicidade nio é congruente
a 0{mod n). Como a multiplicidade de p e de todos os outros fatores primos
em b™ é congruente a O(mod n) conclufmos que a miltiplicidade de p em
kb™ ndo é congruente a 0{mod n). Mas, como a multiplicidade de p em a™
claramente é congruente a ¢{mod n) temos uma contradicio, isto é, kb™ # a™
Desta forma 'k é racional somente quando k é uma n-ésima poténcia de um
inteiro. ]

Observe que contrario as provas de casos especiais deste resultado, como o
da irracionalidade de V2, neste argumento nio é necessirio supor que a e b
sejam relativamente primos. /

\

2.6 Problemas Propostos

1, Mostrar que 47](2% —1).

2. Encontrar o resto da divisio de 7°* por 51 e o resto da divisio de
29.

563 por

11 .

3. Mostrar que se p é um impar e a242b% = 2p, entdio “a"é par e “b”é {mpar.
4, Provar que para p primo (p—1)=p—1(mod 1+2+4+3+...+(p—1)).
5. Encontrar ¢ méximo divisor comum de {p —1)! —1 e p! (p primo).

6. Mostrar que para n. > 4 o resto da diviséo por 12 de 11 + 2!+ 3/ 4+ ... +n!
é9.

7. Mostrar que para n inteiro 3n® — 1 nunca é um quadrado.

8. Resolver as seguintes congruéncias.
{a) 5x = 3 (mod 24)
(b) 3x = 1 {mod 10)
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(c) 23x =7 {mod 19)
(d) 7x =5 (mod 18)
(e) 25x = 15 (mod 120)

9. Mostrar que 5n® + 7n° = 0 (mod 12} para todo inteirc n.

10. Seja f(x) = ap+ ayx + ... + anx™ um polindémio com cocficientes inteiros

onde an > 0 en > 1. Mostrar quc f(x) é composto para infinitos valores da
varidvel x.

11. Mostrar que se py e p; sdo primos tais que pz =1+ 2 ¢py > 3, entio
P14+ P2 =0 (mod 12). '

12. Mostrar que para a e b inteiros temos que 3|(a? + b%) = 3lae 3b.

13. Sejam py,p; e p3 primos tais que p = p% + D% + ]Jﬁ ¢ primo. Mostrar que
algum dos p/s € ignal a 3.

1;!. Mostrar que 3x? +4x? = 3 (mod 5) ¢ equivalente a 3x2 —x2+2 = 0 (mod
2}

15. Mostrar que p| (":) onde 0 < k < p%.

16. Seja p primo e M um conjunto de p inteiros consecutivos. E possivel
encontrar My e M subconjuntos de M tais que M, U Ma=M M NM; =
P, M; # & de forma que

Il =11 7

ieM, jeMz

17. Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Mostrar que sc f(—1), {0)
e f(1) nao s8o divisivels por 3, catdo f(n) # 0 para todo inteiro n.

18. Mostrar que 3'° =1 (mod 112).

19. Resolver os seguintes sistemas:
x = 1{mod 2) 2x = 1{mod 5) x = 7{mod 11)
a) ¢ x=2(mod 3} b)< 3x=2(mod 7) ¢) ¢ 3x =5(mod 13)
x = 5(mod 7) 5% = 7(mod 11) 7x = 4{mod 5)

20. Encontrar todas as solucdes de cada uma das segnintes congruéncias line-
ares, (a} 5x = 3(mod 7)

(b) 13x = 14{mod 29)

(c) 15 = 9(mod 25)

(d) 37x = 16{mod 19)

{e) 5x = 20{mod 15)
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21. Mostrar que a’ = a {mod 21) para todo inteiro a.

22. Mostrar que para a ¢ b inteiros, com (a,b) =1 temos:

q(b(b} 4+ bdj’:u] =1 (B’}Od Gb]

23. Provar ou dar contra-exemplo: “Se a e m sdo inteiros {a, m) = 1, entao

mi{1+a+a?+...+aP™ly

24, Mostrar que se p € ¢ sao primos, p = ¢ > 5, entao p? — q* =0 (mod 24).

25. Encontrar um sistema completo de resfduos mdédulo 11 formado somente
por mtltiplos de 6.

26. Encontrar um sistcma complcto de residuos médulo 7 onde todos os ele-
mentos a0 NIUMeres primos.

27. Dado um primo p & sempre possivel encontrar um sistema completo de
restduos mddulo p formado s§ por primos? Justificar,

28. Provar que, para todo nimero composton,n # 4, a co?_gruéncia (n—1}=
0 {mod n} é verdadcira.

Capitulo 3

Teoria Combinatoria dos Numeros

3.1 Principio da Casa dos Pombhos

Embora este tdpico aparcga, com mais freqiéncia, em livros de Combinatdéria,
ele nio deixa de ser parte da Teoria dos Niumeros. Mesino em se tratando
de algo simples, esta idéia auxilia na demonstracao de muitos resultados nao-
triviais, como og problemas abaixoe poderdo inostrar.

O Principio da Casa dos Pombos nos diz que para colocarmos n+1 pombos
em N gaiolas, pelo menog uma gaiola deverd conter pelo menos dois pombos.
Esta idéia tdo dbvia &, na rcalidade, uma poderosa ferramenta na demons-
tragio de muitos resultados bastante dificeis. O que, muitas vezes, torna o
problema dificil € a construcéo de um conjunto oul conjuntos aos quais se
possa aplicar este principio.

Este principio é também conhecido como “Principio das Gavetas de Diri-
chlet” por ter sido por ele enunciade como: “Se n + 1 objctos san colocados
em N gavetas, entdo pelo menos uma gaveta deverd conter, pelo menos, dois
objetos”.

Nos exemplos apresentados a seguir, utilizamos, vérias vezes, resultados do
Capitulo 2 sobrc congruéneias.

Exemplo 3.1. Mostrar que, numa festa de aniversirio com mais de 12 criangas,
existemn pelo menos duas nascidas no mesio meés € que também existem pelo
menos duas nascidas no mesmo dia da semana.

Como temos mais criancas (pombos) do que mescs (gaiolas), pelo menos
um “més”devera conter pelo menos duas “criangas”. Na segunda parte, scndo
0 niimero de criancas maior do que 7, necessariamente duas ou mals terdo
nascide ne mesmo dia da semana.

Exemplo 3.2. Mostrar que todo subeonjunto de {1,2,3,... , 2n}, contendo n+1
elementos, possui um par de clementos primos entre si.
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E ficil observar que os Unicos subconjuntos de {1, 2, ... ,2n} contendo n cle-
mentos, nio-consecutivos, sio {1,3,5,... ,2n—1}e{2,4,6, .. ,2n} Portanto,
a0 tomarmos um subceonjunto com n+ 1 elementos teremos, necessariamente,
dois elementos cousecutivos que, sendo prinios entre si, irdao garantir nosso
resultado.

Exemplo 3.3. Mostrar que o subconjunto do problema anterior também contém
um par de elementos tais que um é miiltiplo do outro.

Sabemos que todo inteiro N pode ser escrito na forma n = 2"m, onde v > 0
¢ m {mpar. Como em {1,2,3,...,2n} cxistem apenas n impares distintos,
quando tomarmos n + 1 deste nimeros, pelo menos dois deles terao o mesmo
m quando representados na forma 2"m. Um dcles serd 2°m e o outro 2'm. E
¢ claro que um destes divide o outro.

Exemplo 3.4. Mostrar que qualquer subconjunto S de {1,2,3,...,12} contendo
sete elementos possul dois subconjuntos cuija soma dos elementos € a mesma.

U subconjunto com 7 clementos terd soma uo maximo igual a 6+7 + 3+
24+ 10+ 11 412 = 63. Disto conclufimos que os possivels valores para a soma
dos elementos de um subeonjunto de um conjuntoh&ontendo 7 dos clementos
de {1,2,3,...,12} vio de 1 a 63, ou seja, temos 63 valores possiveis. Mas un
conjunto coin 7 elementos possui _2\\7 — T subconjuntos nac-vazios. Logo, como
27 1 > 63, pelo menos dois deles terao a mesma soma para os seus elementos.

Exemplo 3.5. Mostrar que em um conjunto de m elementos, ay,az,..., Gm,
tais que q; # l{mod m),i = 1,2,3,...,m, existemn pelo menos dois cuja
diferenca € divisivel por m.

Sabemos que os elementos 0,1,2,... ,m— 1, formam um sistema completo

de residuos modulo m. A restricio a; Z 1({mod m) nos diz que nenhum dos
ai’s esta na classe & qual 1 pertence. Portanto temos m — 1 classes para
colocarmos os m ai’s, o que nos garante que pelo menos dois deles deverdo

estar na mesma classe, o que conclui a demonstragao.
il

Exemplo 3.6. Mostrar que, dentre 9 pontos quaisquet de um cubo de aresta 2,
existern pelo menos dois pontos que se encontram a uma distdncia menor do
que ou igual a /3 um de outro.

Dividimos este cubo em oito cubos menores dividindo cada aresta ao meio,
Cada um dos 8 cubos assimn gerados, tendo aresta 1, terd didmetro igual a V3.
Como temos 9 pontos, pclo menos um dos 8 cubos conterda 2 pontos, o que
conclui a demonstragao.

Exemplo 3.7. Seja B um conjunto contendo k elementos relativamente primos
com m. Mostrar que, se k > ¢p({m) entdo B possui pelo menos dois elementos
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cuja diferenca € divisivel por m.

Como um sistema reduzido de residuos médulo m contém ¢(m) clementos
e k > ¢{m), pelo menos 2 deverdo ficar na mesma classe de congruénci;
médulo M, uma vez que todos sdo primos com m. Observe que um nimero
primo cotn M deverd, necessariamente, pertencer a uma classe de congruénei
cujo representante é primo com m.

£

Exemplo 3.8. Suponhamos que os niimeros de 1 até 15 sejam distribuidos de
modo aleatorio em torno de um cfreulo, Mostrar que a soma dos elementes de
pelo menos um conjunto de 5 clementos consecutivos, tem que ser maior do
que ou igual a 40.

Observe que, sc somarmos todos os possiveis conjuntos de 5 elementos
consecutivos {sdo 15}, cada um dos niimeros de 1 a 15 terd sido somado 5 vezes
e que, portanto, a soma total serd 5(14+ 243+ -+ 15} = 5(154+1)15/2 = 600.
Como sdo 15 conjuntos distintos de 5 elementos consecutivos, se cada um tiver
soma, inferior a 40, o total serd no maximo 15 x 39 = 585, Logo, pelo menos
um deve ter soma maior do que ou igual a 40.

Exemplo 3.9. Mostrar que todo inteiro positivo n possui um miiltiplo que sc
escreve na base 10, somente com os digitos 0 e 1.

Basta considerarmos a sequéncia dos 1 + 1 ndmeros iy nin,...,
11...7, onde ¢ dltimo contém n + 1 “1”. Como temos mais nimeros nesta
lista do que o mimero de classes incongruentes médulo n, pelo menos dois
deles estardo na mesma classe. Logo, a diferenga serd divisfvel por n. E facil

ver que a diferenca de clementos da seqiiéncia acima contém somente zeros €
uns.

Exemplo 3.10. Um individuo estuda pelo menos uma hora por dia durante
15\/[ semanas, mas nunca estuda mais do que 11 horas em 7 dias consecutivos.

ost i ias sucessivos
rar que, cm algum periodo de dias sucessivos, cle estuda um total de

(eli.ca)tamente 20 horas. {Admita que ele estude um nimero inteiro de horas por
ia).

Seja d; 0 nimero de horas que ele estudou no dia i. Sio 35 dias. Conside-
remos g sequéncia

b1 =4,
by =dy+d,
by=di+ds+dz

by =di+da+ds+ - +dy.




56 CAPITULO 3. TEORIA COMBINATORIA DOS NUMEROS

Como temos 21 nineros distintos, dois deles, pelo menos, estardo na mesma
classe de congruéneia madulo 20. Logo a diferenca entre eles deve ser miltipla
de 20. Como, numn periodo de 21 dias, cle poderd ter estudado no maximo 33
horas (3 x 11), esta diferenca, ndo sendo nula, terd que ser exatamente igual
a'Q-U: o que conclui a demonstragio.

Exemplo 3.11. Se¢ja S um conjunte contendo Kk inteiros tais que nenhum deles
¢ multiple de m. Para k > m/2 mostrar que existem dois inteiros em S cuja
soma ou diferenca é divisivel por m.

Observe que se m for par ou fmpar, isto 6, m = Zn ou m = 2n + 1 nés
temos, em ambos os casos, que k > n+1. Consideremos, agora, os . conjuntoes
$1.52,...,54 onde S; contém todos os elementos de S congruentes a i on —i
médulo m. Como tecmos 1 conjuntos e kK > n+ 1 pelo menos um deles deverd
conter pelo menos 2 dos elementos de S. Portanto a soma ou diferenca destes
dois elementos serd muiltipla de m.

O

3.2 Generalizagdes — Exemplos /

O Principio da Casa dos Pombos pode ser, df maneira mais geral, enunciado
CO0:

Teorema 3.1. Se n gaiclas sdo ocupadas por nk+ 1 pombos, entdo pelo menos
uma gaiola deverd conter pelo menos k+ 1 pombos.

Demonstragdo. Isto também ¢é dbvio, pols se cada uma contiver no maximo X,
como sae i, no maximo nk terdo sido distribuidos, o que é uma contradicao.
O

Exemplo 3.12, Numa festa de aniversdrio com 37 criancas, pelo menos 4 nas-
Ceram no mesmo mes.

Como 37 = 3124 1 o resultado segue pelo Teorema 3.1 comn = 12 ¢
k=3.

Exemplo 3.13. Se uma urna contém 4 bolas vermelhas, 7 bolas verdes, 9 bolas
azuis ¢ 6 bolas amarelas, qual é o menor nimero de bolas que devemos retirar
(sem olhar) para que possamos ter certeza de termos tirado pelo menos 3 de
uma mesma cor?

Consideramos como gaiolas as 4 cores diferentes e, portanto, tomando k = 2
en =4 no Teorema 3.1, temos 4.2 41 = 9 para a resposta do nosso problema.

Exemple 3.14. Num grupo de n pessoas {1 > 2} existem pelo menos duas
pessoas com o mesmo himero de conhecidos. Neste e nos exemplos seguintes
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assuminos que a relagao de conhecimento é simétrica, isto é, se a conhece b,
entéio b conhece a.

Vamos particionar estas 1 pessoas em subconjuntos Ag, Aq, ... yAL 9, onde
A € o subconjunto que contém as pessoas que conhecem 1 pessoas no grupo
de n. Logo, sc uma pessoa nio conhece nenhuma outra das 1 — 1 pessoas
ela estard no grupo Ay, se tem somente um conhecido estars em Ay e assim
por diante, até A,,_y, caso ela conhe¢a todas as outras 1 — 1 pessoas. Mas
se o subconjunto Ay possui alguém, A,,_; ndo possui ninguém e vice-versa,
Isto porque se alguém néo conhece ninguém € porque ninguém conhece todos
e se alguém conhece todos os outros ndo hd ninguém que seja desconhecido
de todos. Logo, as n pessoas cstio particionadas em n — 1 subconjuntos e,
portanto, algum subconjunto contém pelo menos duas pessoas, o que conelui
a demonstracio. O

No enunciado a seguir, utilizamos a notagdo |x)* para designar o maior
intetre menor do que ou iyual ¢ x. Podemos ver o teorema como uma refor-
mulacao do Prinefpio da Casa dos Pombos.

Teorema 3.2. Se colocarmos cm . gaiolas k pombos, entéo pelo menos uma

J + 1 pombes.

[k—1J k—1
< :
n n

k—1

gaiola deverd conter pelo menos {

Demonstragdo. Como

se cada gaiola contiver no méximo [ J pombos, teremos no maximo

k—1
n[TJ pombos no total. Mas

1 —
nlk——Jgn(——k 1):k~1<k,
m n

0 que é uma contradigao. [

Exemplo 3.15. Em qualquer grapo de 20 pessoas, pclo menos 3 nascerain no
mesmo dia da semana,

No Teorema 3.2, tomamos n =7 e k = 20. Logo, como

20-1 19
2t P)imae s

*Esta funcdo serd estudada no capitulo 4.
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pelo menos 3 terao nascido no mesmo dia da scmana. O

Exemplo 3.16. Suponhamos 6 pontos no espago, nio havendo 3 numa mesma
linha. Cada dois pontos ligados por um scgmento de reta ¢ cada um desscs
15 segmentos pintado de nma cor dentre duas: azul e vermclho. Provar que,
qualquer que seja a escolha destas duas cores na pintura dos segmentos, sempre
existird um tridngulo com todos os lados de uma mesma cor.

Qualquer ponto A csta ligado a 5 outros por 5 segmentos de reta. Existem
duas cores disponivels para estes 5 segmentos, logo devemos ter pele menos 3
segmentos coim a Mesma cor.

Desta formma, temos a Figura 3.1 onde os trés segmentos partindo de A
que sdo da mesma cor, suponhamos azul (represcitada pela linha sélida), vio
para B, C e D. Considere ¢ tridngulo BCD, Sc qualquer umn de seus lados, BC
por exemplo, ¢ azul, entdo existe um tridngulo azul, ABC. Se nenhum ¢é azul,
entdo BCD € um triangulo vermelho.

Figura 3.1

Exemplo 3.17. Em qualquer grupo de 6 pessoas existe, necessariamente, um
conjunto de 3 pessoas que se conhecern ou que sdo totalmente estranhos.

Este problema é idéntico ao anterior, apenas se encontra com uma rou-
pagem difercnte. Basta identificarmos as pessoas com os pontos, a relagio
de conhecimento com os segmentos de uma das cores e o ndo-conhecimento
reciproco coma os segmentos da outra cor. : a

No teorema seguinte apresentamos mais uma importante aplicagio do Princi-
pio da Casa dos Pombos, dada por Erdds e Szekeres [9].

Teorema 3.3. Toda seqiiéncia de n% + 1 inteiros diferentes possui uma sub-

sequéncia crescente de n+ 1 termos ou uma subseqiéncia decrescente de n+ 1
termos.
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pemoenstracao. Consideremos a sequéncia

Qq,4z,43,... ,052 4.

Seja t; 0 nlimero de termos na mals longa subseqiiéncia crescente comegando
em a;. Se algum t; for pelo menos 1 + 1, o teorema estard demonstrado.
Vamos, pois, assumir que 1 < t; < n, para todo i. Logo, como temos n?4-1 ty's
(pombos) para apenas n gaiclas (os nimeres 1,2,... ), pelo Teorema 3.2
existe pelo menos uma gaiola contendo pelo menos

lnz-’ﬂ =)

J-i—'l:n.-{-]
n

pombos. Isto & oxistem pelo menos n 4 1 ti's gue sde ignals, Vamos mos-
trar que 08 0i's aos quals os ti's estdo associados formam uma subseqiiéncia
decrescente. Suponhamos ti = t; comn i < j. Devemos mostrar que a; > ;.
Se a; < ay, teremos a4 < Q;, pols, por hipdtese, todos os ai's siao diferentes.
Logo a; seguido pela maior subsequéncia que comega em q; forma utma sub-
seqiiéncia crescente de comprimento t; 4+ 1. Isto implica t; > t5+ 1, o que é
uma contradicao. O

Como uma aplicacio deste teorema varmos encontrar a subseqiiéncia de
comprimento 4 para a seqiiéncia 9,8,4,3,2,7,6,5,10,1.

Os ti’s sdo:

=2, t3=2 t3=3, t4=3, t5=3,
t5:21 t7:2| t8:2r t9:]r t]DZ]r

Existem 5 1y’s iguais a 2 (0 teorema nos garante pelo menos 4) ¢ quaisquer
4 (por cxemplo ty, 13,6 e t7) nos fornecem uma seqiiéncia decrescente (neste

caso 9, 8, 7, 6).

Exemplo 3.18. Provar que 7 divide infinites nimeros da forma 252525
... 25.

Consideremos primeiramente os oito numeros abaixo:

25
2525
252525
25252525
2525252525
252526262525
25252525252525
2525252525252525
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Como temos mais do que 7 mimeros, pelo menos dois deles estdo na mesma
classe de congruéncia médule 7. Logo, a diferenga entre eles ¢ divisivel por 7.
Mas esta diferenca € da forma

) 2525 .25 ..0000 = 2525...25 - 10°F,

o que nos fornece um namero divisivel por 7 da forma desejada uma vez que
o primo 7 ndo & um divisor de 102%,

A obtencédo de um conjunto infinito pode ser facilmente obtida pela repe-
ticio do que foi feito, utilizando-se seqiiéncias suficientemente grandes para se
evitar repeticdes, o

No teorema seguinte mostramos que o conjunto Q dos nimeros racionais €
denso no conjunto dos niimeros reais’.

Provaremos, na realidade, um resultado mais importante do que a simples
densidade dos racionais. Mostraremos como obter uma seqiiéncia infinita de
aproximacoes, cada vez melhores, de wn irracional, através de racionais pi/q;.
No Capitulo &, sobre fragdcs continuas, também descrevemos um processo de
aproximagoes sucessivas de irracionais por racionais.

Teorema 3.4. Mosirar que, dedos & € R e 1 > 1, wm inteiro, existe um
racional %, onde 1 < g < n, tal que

p 1 .

Demonstracdo. Consideremos os 1+ 1 niimeros 0, o — || 200 — [2cf,. ..
na — [nef, e a seguinte divisio do intervalo [0, 1]:

n—2 n-—] T
n n T

A

0

Sl 1

:
2
n

3=t

Como cada um dos n+1 nimeceros pertence ao intervalo [0, T) ¢ este intervalo
esta dividido nos n subintervalos de comprimente

1 1 1 2. .2 3 n—1 n
el O MR N e IR A e o

' mn ' n'n n 'n

! Isto significa que dada qualquer real x existe um racional tio préximo de x quanto
quizermos.
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podemos concluir que existem s e t,0 < s <t <1, tals que sot — |sx] ¢
o — |tex) pertencem a um mesmo subintervalo.
Sejam q =t —s e p = [to] — |soc]. Temos, portanto,

lqe—pl = l(t—s)ax—([te] —[sxj}l
l{toc— fte]) — (s — [sx]]l
1
< =,

n

: ) e O
Logo 10: ql < w5

Como em (3.1}, ¢ < 1, temos, de fato, provado que

% E} <L (3.2)

q| " a?

Em (3.1) e (3.2) podemos, obviamente, supor quec p e ¢ sao relativamente
a -
primos. Se « for um racional, & = b onde (a,b) = 1 cb > 0, entao a
desigualdade (3.2) tem somente um mimero finito de solugdes em nimeros p
e ¢ relativamente primos pois, se o # % ep >0, temos
1

bq ~ bg

®—— v g

g

?| -

o 7| lea—bol,

donde concluimos que, sendo (3.2) verificado, g < b.
No teorema seguinte mostramos que (3.2) possul infinitas solugoes para
um irracional.

Teorema 3.5. Se « & wm irracional, entdo o desigualdade (3.2) possui um
nimero infinito de solugdes em tnteiros p e q relativamente primos.

Demonstragdo: Seja ny um inteiro, ny > 1. Pelo Teorema 3.4 obtemos um
par de intciros Py e q1, relativamente primos, tal que
1

P —
niqs

o Pl

q1

Bi1=

onde 1 < q; < 1. Como « ¢ irracional, B # 0. Logo podemos escolher um

inteiro nz > [3— ¢ determinar inteiros pz e g2, rclativamnente primos, tais que
1

B2
a2

1
< ——1 < —
n2q2 "2

[32:‘& <E7!
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com 1 < ¢z < 1ny. Repetindo este procedimento, obtemos wma seqiiéncia
infinita decrescente de niimeros positivos

P1>PB2>B3>  >Bi>-

onde o namero

satisfaz a desigualdade By < 1 /qiz, o que conclui a demonstragio do teorema.
O

No teorema seguinte apresentamos mais uma importante e simples con-
seqiiéncia do Teorema, 3.4.

Teorema 3.6. Pare o um irracional o conjunte {m+n«, m,n € Z} € denso em
R.

Demonstragao. Devemos mostrar que para todo B real e € > 0, arbitrério,
existem inteiros m, 1 tais que |p — {(m + net}| < e.

Escothamos, inicialmente, N tal que N < £. Para este N e o o dado, o

Teorema 3.4 nos garante a existéncia dc inteiros p e g tais que

1
lgec—p| < -

Sendo « irracional, [qa—gi_> 0.
Podemos, desta forma, dividir a reta em multiplos de 1 = [gax — pl.

1 I ] t 1
T T T T T

—T 0 T 2r 3r

donde concluimos que existe nm inteiro M tal que Mr < 8 < {M + 1)r. Logo
Ip—Mrl = | ~Migu—rpll
= B —((=Mp) + (Mq)x}|

1
= IB—=(m+na} < ﬁ<.5.

Na altima sequéncia de igualdades admitimos 1= qe—p. Para = p—q«
terfamos tomado m = Mp e 1 = —M(, 0 que conclul a demonstragao. O
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3.3 Demonstragdo Combinatéria do Pequeno Teorema

A demonsiracdo que apresenfamos para o corolario do Teorema 2.11 segue
Andrews [3].

Teorema 3.7. Se p ¢ um prime e “N' wm inteiro positive, entdo
pl(n? —nj.

Demonstragao: Suponhamos que nés desejamos formar correntes com p con-
tas coloridas cada uma e que nds possuimos; em maos, contas suficientes que
nos permitem o uso ilimitado de cada uma das n cores. (Quantas correntes
diferentes podemos formar? Pelo Principio Multiplicativo este nimero &, cla-
ramente, NP uma vez que cada conta pode ser escolhida cm, exatamente, 1
maneiras e sio P escolhas para cada corrente. A Figura 3.2 ilustra o caso em
quen=3ep =3

Figura 3.2

Das n¥ possibilidades, exatamente n correntes possuern somente uma COr.
Colocando estas A parte juntamos, da maneira ilustrada na Figura 3.3, as duas
extremidades de cada uma das nP —n correntes formande nP — n braceletes.

Nés podemos alterar qualquer corrente de contas removendo numa conta da
parte de cima e colocando-a na parte de baixo. Esta alteragao produz uma
corrente diferente sem alterar o bracelete resultante, Quando n =3 e p =3,
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'
/\/“\
Figura 3.3

as 24 correntes multicoloridas se juntam, naturalmente, em 8 grupos de 3
correntes que podem ser obtidas, uma da outra, por uma ou mais repetigoes
da altcracio que descrevemos, Veja os oito primeiros grupos da Figura 3.2.
Para cada um destes oito diferentes grupos corresponde um bracelete distinto
(veja Figura 3.4).

Seja k o menor niimero de vezes que esta alteracdo pode ger repctida até
que a corrente original seja reproduzida. Claramente k > 1, desde que 1n6s
separamos as correntes em que todas as contas sio de uma mesma cor. Observe
que apds 2k alteracocs o bracelete oviginal serd reproduzido novamente e, de
forma semelhante, apds 3k, 4k, ete. Pelo alporitimo da divisdo de Euclides
(Teorcma 1.2) existem h ¢ 1 tais que p = hk+r (0 <1<k

Como uma corrente é reproduzida apds hk passos (alterages) e ¢ também
reproduzida apds p passos, serao necessarios T passos, apds o hk-ésimo passo
para se obter uma reprodugio da coloracio inicial. Como v < ke k é o
menor nimero intﬁo positivo de passos necessarios para a obtencio de uma
reprodugao, vemos que 1 deve ser (0. Logo p = hk e, portanto, k = p uma vez
que k > 1 e p é primo. Conseqilentemente, as NP — 1 correntes podem ser
agrupadas em grupos de p correntes cada, e é claro que cada grupo gera un
bracclete diferente,

Desta forma, o niimero de braceletes N multiplicado por p fornece o ntmero
de correntes que nio sio formadas de wmna dnica cor, que é n? —n. Logo,
PN =nP —n, isto &, p|{n? —n).

3.4 Demonstracido Combinatéria do Teorema de Wilson

N¢ Capitulo 2 {Teorema 2.9) mostramos que para p primo a seguinte relacio
se verifica (p — 1} = —1{mod p). Este resultado atribuido a Wilson (1741-
1793} por E. Waring em Meditaciones Algebraicae (1770} jd era conhecido de
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N

Figura 3.4

Leibnitz antes de 1683.
Apresentamos, a seguir, uma demonstragio combinatdria para este resul-
tado seguindo Andrews [3].

Teorema 3.8. Se p ¢ primo, entas (p— 1) = —1{mod p).

Demonstragdo. Isto é ébvio no caso p = 2. Podemos assumir, portanto, que
P seja um primo {mpar, Consideramos p pontos cm um cireulo distribuidos
de tal forma que eles dividem o circulo em p arcos iguais. Quantos séo os
poligonos que podemos formar unindo estes pontos {cruzamentos de arestas
sao0 permitidos). Estes poligonos sdo chamados p-dgonos estrelados pelo fato
c}e seus vértices serem os virtices de wm poligono regular convexo de p lados.
E de se esperar que o total de tais poligonos seja p! Isto porque temos p esco-
lhas para o primeiro vértice, (p — 1) para o segundo e assim sucessivamente,
Observe, entretanto, que podemos descrever cada um destes p-dgonos de 2p
maneiras diferentes, isto &, iniciando em qualquer um dos p vértices e esco-
lhendo uma oun outra das duas arcstas naquele vértice como inicial. Portanto,
nds obtemaos, na realidade, p!/2p difercuntes p-dgonos.

A Figura 3.5 nmiostra os 12 pentagonos estrelados.
Dos p!/2p p-dgonos, exatamente {p — 1)/2 ficam inalterados guande sub-
metidos a uma rotacdo de um angulo de 271/p radiancs. Estes sao chiama-
dos p-dgonos estrelados regulares uma vez que sdo “estrelas”de p pontos
onde cada ponto ¢ o vértice de um angulo de (Zk + 1yn/p radianocs, onde
0<k<(p~-1)/2).

No caso p = 5, existem duas de tais figuras, mostradas na terceira linha da
Figura 3.5. No caso p = 13 as seis figuras estfio ilustradas na Figura 3.6.

Os restantes p!/2p—(p—1)/2 p-dgonos estrelados pertencen. naturalmente,
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Figura 3.5

a conjuntos de p clemcntos onde os membros de cada conjunto podem ser
obtidos de um wnico elemento por sucessivas rotactes de 271/p radianos. A
observacio de que existem p elementos em cada conjunto pode ser verificada
como na demoenstragao do Pequeno Teorema de Fermat, onde nds mostramos
que cada bracelete provém de p seqliéncias de contas. (Quando p = 5, existemn
2 de tais conjuntos que constituem as primeiras duas linhas da Figura 3.5.
Desta forma, o niunero total de conjuntos é

E-5 (p-i-(p—1)
\ ) - 2p '

Como 2pl{p — 1) — p + 11, entdo pli{p — 1)1 + 11. o

3.5 Problemas Propostos

1. Quantos estudantes uma turma precisa conter, no minimo, para que pelo
menos dois estudantes tirem notas iguais no exame final, dado que as notas
variam de 0 a 10 e apenas uma casa decimal € utilizada quando necessério?

2. Suponha agora que as notas possiveis sfio conccitos A, B, C, D e F. Qualo
nimero minimo de estudantes para que pelo menos 5 tenham conceitos ignais?

3. Existem 25 milhoes de linhas telefénicas em um determinado estado, iden-
tificadas por uma seqiiéncia de 10 digitos da forma NXX — NXX — XXXX, onde

- e - _ - N e
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Figura 3.6

N é um digito entre 2 e 9, inclusive, X ¢ um digito qualquer e os primeires 3
digitos constituem o cédigo de DDD. Quantos cddigos distintos de DDD o es-
tado deve admitir para que a cada linha tclefénica, corresponda uma scqiigncia
de 10 digitos distinta das demais?

4. Existem 83 casas em uma rua. As casas sho nuneradas com nimeros entre
100 e 262 inclusive. Mostre que pelo menos 2 casas tém nimeros consecutivos.

5. Quantas pessoas, no minimo, devemos ter em wn grupo para que possamos
garantir a existéncia de pelo menos duas tendo nomes que comecam com a
mesma letra? (Considere uin alfabeto comn 26 letras).

6. Supondo que os mimeros de RG sejam constituidos de 7 digitos, quantas
pessoas, no minimo, devemos ter cm uma cidade para que se tenha certeza
da existéncia dc pelo menos duas comn os primeiros dois digitos (da esquerda)
iguais? (Admita que um RG possa ter “0”como digito inicial.)

7. Uma escola possui 46 classes com wna média de 38 alunos por classe. O
que se pode dizer a respeito do nimero de alunoes na maior?

8. Um restaurante possui 62 mesas com wm total de 314 cadeiras. E possivel
garantir a existéncia de pelo menos uma mesa com pelo menos 6 cadeiras?

9. Dados 12 livros de portugués, 14 de histéria, 9 de quimica e 7 de fisica,
quantos livros devemos retirar (sem olhar) para que estejamos certos de termos
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retirade 6 de wina mesma disciplina?

10, Mostrar que em um grupo de apenas 5 pessoas o resultado do Exemplo
3.17 nao ¢ neccssariamente verdadeiro. (Sugestdo: construir wma figura com
os b pontos ligados por Cg = 10 segmentos de reta, onde ndo exista nenhum
tridngulo tendo todos os lados de mesma cor)

11. Encontrar a maior subseqiiéncia crescente e a maior subsegiléncia decres-
cente para cada uma das seqiiénciag abaixo:

{a) 6, 4, 5, 3,

(b) 8,7, 9,2 3,6, 10,12, 15, 5;

{c) 5, 10, 2, 8, 3,12, 14, 17, 9, T

verificando se clas estao em concordancia com o Teorema 3.3, (As respostas
nao séo nicas.)

12. Mostrar que 11 divide infinitos nimeros da forma 363636. . . 36.

Capitulo 4

Funcgoes Aritméticas

4.1 Fungodes Aritmeéticas

Neste capitule, introduzimoes o conceito de funcoes aritmdéticas e apresentamos
varios resultados sobre as functes aritméticas multiplicativas. Como sera visto,
para avaliarmos uma funcao multiplicativa ¢ suficiente sabermos seu valor em
poténcias de primos.

Embora neste trabalho estejamos abordando apenas aspectos elementares
de algumas func¢des aritméticas multiplicativas, vale mencionar que este concei-
to ¢ de fundamental importdncia em Teoria Algébricas de Numeros {produto
de Dirichlet) ¢ Teoria Analitica de Nimeros {séries de Dirichlet).

Sobre mimeros perfeitos, apresentamos uma caracterizagao dos perfeitos
pares dada por Euclides ¢ Euler. Introduzimos, também, os nimeros de Fi-

- bonacci, apresentando apenas algumas propriedades desta importantissima

seqiiéncia.
As Funcbes t(n) e g(n)
Definigdo 4.1 Chamamos fungde aritmétice a uma fun¢ao definida para todos
0s inteiros positivos.

A funcio ¢ de Euler é um exemplo de fun¢ao aritmética. Definimos, a
seguir, duas outras hmnportantes funcoes aritméticas.

Definicao 4.2 t(n) é o mimero de divisores positivos de n. o{n) é a soma dos
divisores positivos de n.
Com a notacilo de somatério podemos facilmente expressar cstas definigoes

da scguinte forma:
T(n) = Zl, o{n)] = Z d.
din din

O resultade abaixo nos dd uma férmula para o cdleulo de t(n).
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Proposigao 4.1 Se n=p{'p32p5* - pY, entdo
Tn) ={ay+Nlaz+ 1) {a,+1).

Demonstragac: Como tode mimero de forma p} com 0 <t < ay € um divisor
de »7", entdo o mimero de divisores de p{' € (a1+1}. Casc 1 possua somente
dois fatores primos distintos, i.e., n = p?'p;_u, a Proposi¢ao 1.7, juntamente
com o principio multiplicativo nos garante t(n} = {a; + 1){a2 + 1). O caso
geral segue facilmente por indugao. O
Exemplo 4.1 Como 12 =223 temos 1{12) = {2+ 1) - (1 +1) =6,

Defini¢do 4.3 Uma funcao multiplicativa ¢ uma funcio aritmética (ndo-nula) tal
que f{mn) = f{m)f(n) para todo par de iuteiros positivos m e n relativamente
prinios,

Uma funcéo aritmética para a qual f{mn) = f(m)f(n) para quaisquer m e
n ¢é chamada completamente multiplicativa

() teorema seguinte nos permitira concluir, imediatamente, que as fungées
T{n) e g(n) sac ambas multiplicativas.

Teorema 4.1 Se f{n)} ¢ uma funcao multiplicativa entdo
F(n)=>_f(d)

tln
é também multiplicativa,
Demonsiragdo: Devemos mostrar que Fim - n}) = Fim) - F{n) para m e n
relativamente primos. Pela definigio de F(n) temos

Flm-m)= ) f(d).
dlmn

Como {m,n) = 1, a Proposi¢do 1.7 nos diz que todo divisor de mn pode
ser expresso, de modo vnico, como o produto de dy e dy onde dylm, doin e
(dy,d2) =1 e que para cada par de divisores d; de m e d; de 1 corresponde
um Unico divisor d = dd; de mn. Logo,

Fimn)= Y f(d)=) f(d,da).
djmn tclll ||m.

Masg, como f &, por hipdtese, multiplicativa temos

Fimn] = 3 f(dq)f(d2)

dijm
dzn

-
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=) 3 fldfldy)

dylm dglm

= > fldi) 3 fldz) = H(m)F(n).

d||'l1'L dzl‘rl"l.

Coroldrio 4.1 As fungbes T(n) ¢ o{n) sdo multiplicativas.

Demonstragao: Como
) =Y 1, ¢ on)=) 4
din din

o resultado scgue, pois as fungdes f(d) =1 e f{d) = d sdo multiplicativas. O

Proposi¢do 4.2 Para p primoe e o um tnieiro posilivo temos que

pa—l-l —1

ay .
Demonstragdo: J4 vimos, na Proposicio 4.1, que 7(p?) = a+ 1. Como
o(p®) =1+p+pi+ - +p° aférmula o(p®) = (p®1—1)/(p — 1) seguc do
fato de que para x # 1,

T(pY) =a+1.

xu—l—'l —1

T4x4xd gt =" O
x—1

Proposi¢do 4.3 Se n =p{"p3ps’ - p¥, entio

T piai-}-]"—.ln T
angﬁifewngmwy

Demonstragao: Como t(n) e o(n) sio multiplicativas temos, pela Propoesicio

4.2,
n) = alpy'ps’ Pl
= pPidpy’) - tlpn) |
= (ay+Naz+ 1) -lar+ 1) = 11_[(&1—1— 1]
. i=1
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= ofpiHelp7?) - olpl)

_ p10-1+|_1 'pg.2+]_] 1(:11_+]___]
pr1—1 p2—1 Pr—1

A férmula para a{n), dada por esta proposi¢io, poderia também ser demons-
trada através do principio multiplicativo como fizemos para t{n) na Proposigiio
4.1.

4.2 A Fungido ¢ de Euler

Voltamos, agora, nossa atencao para a funcio ¢ de Euler . Antes de demons-
trarmos que esta fungdo aritmética ¢ também multiplicativa vamos demonstrar
0 seguinte tcorema.

Tearema 4.2 Para p primo e a uwm inleire positive {omos
b(ph) =p —p*l,

Demonstracao: Pela definigio de ¢{n) sabemos que $(p®) € o nimero de

inteiros positivos nac-supcriores a p® e relativamente primos com p®.  Mas
os linicos numeros ndo primos com pY e mencres do que ou iguais a p° sao
aqueles divisiveis por p. Como os multiplos de p néo-superiores a p® sdo, cm
namero, p&1, o resultado segue.

Exemplo 4.2 ${4) = ¢(22) =22 21 =2 p(27) = ¢p(3H) =33 —32 =18

Teorema 4.3 A funcdo ¢ de Fuler € multiplicativa, isto €, d(mn) = d{m)d(n)
parg (m,n} = 1.

Demonstragao: Vamos dispor os mimeros de 1 até mn da seguinte formas:

1 m+ 1 2m+ 1 fn—1im+1
m+2 2m+ 2 (n—1ym+42
3 m-+3 2m+3 (n—1m+3
m Zm 3m nm
Se na linha v, onde estao os termos r,m+r,2m+7,... ,{(n—1m+r,

tivermos (m,r) = d > 1, entdo nenhum termo nesta linha serd primo com
mn, uma vez que estes termos, sendo da forma km 4+ 1,0 < k < n -1, sao

-
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todos divisivels por d que é o mdximo divisor comum de m o 7. Logo, para
encontrarmos os inteiros desta tabela que sfio primes com mn, devem?as, olhar
na linha r somente sc {m,r) = 1. Portanto temos $(m} linhas onde todos 65
elernentos sao primos com m.

Diavem‘os, pots, procurar emn cada uma dessas ¢{m) linhas, quantos elemen-
tos $a0 Primos com 1, uma vez que todos sio primos com m. Cowo (m,n) = 1
os elementos T, M+ 7,2Zm+71,... , (n— 1)m + r formam um sistema completo
de residuos mddulo n. Logo, cada uma destas linhas possul ¢{n) elementos
primos com M ¢, portanto, como eles s30 primos com m, eles $a30 primos com
mn. Isto nos garante que p{mn} = ¢(mid(n). (]

Teorema 4.4 Para 1 =p"p32pP . .p%, temos

on=r{i-8) (-2 (-3)

Demonstragdo: Pelo Teorema 4.2 temos

d)(p?i]:v?i—p{““:p?i[]—l].
Pi
Portanto o teorcma anterior nos garante quec
bpI PSP = pS (1~ Lipg 1= Ly perr - Ly
P P2 ' Pr
1 1 1
— 9,02 a
=Prpyt = =)0 = =) (1 —
| ™ 132) ( pr)
1 I
=n{l ——}{1——) (] = —}. O
P Dz) [ DT-}

Antes de demonstrarmos o préxime teorema, apresentamos um caso espe-
clal do mesmno para ilustrarmos a idéia usada na demonstra¢io. Consideramos
Tl‘ = 20. Os divisores de 20 séo: 1, 2, 4, 5,10 ¢ 20. T claro que o mdaximo
divisor comum de qualquer nvimero m, 1 £ m < 20 ¢ 20, ¢ um dos divisores
de 20. Vamos separar os nimeros de 1 a 20 em conjuntos A{, onde i ¢ um dos

divisorey ‘oloc s o5 m’ i i
es de 20, colocando em A todos os m’s, tais que {m,20) = 1. Desta
forma temoy

Ar=1{1,3,7,9,11,13,17,19),
Az =1{2,614,18)},

A =1{4,81216),

As = 15,15},
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Ao ={10},
20 = {20},

Estes conjuntos sio, obviamente, disjuntos e a unido deles é o conjunto
{1,2,3,...,20}. Na tabela abaixo tcmos o nimero de elcmentos para cada A;.

Conjunto A Nuamero de elementos em A;

Al 8 = d(20) = $(20/1)
Az 4 = p(10) = {20/2)
Ag 4 =045} =d(20/4)
As 2=04) =o¢(20/5)
Ay =02} =d¢(20/10)
Azo 1=4¢(1) = ¢(20/20)

Observe que, se i é um divisor de 20, 20/1 também é. Mostramos, pois, que

D dbld) =

d2¢

No teorema seguinte mostramos que este resultado vale am geral.

Teorema 4.5 Pare qualquer infeiro N temos,

> dld)=

din

Demonstragdo: Separamos o conjunto {1,2,3,...,n} em classes A g, uma para

cada divisor d de n. Na classe Ag colocamos todos os elementos m, onde
I € m < n, tails que {m,n] = d. Sabemos, pelo corolaric da Proposigao
1.4 que (m,n) = d se, e somente se, (m/d,n/d} = 1. Como m/d < n/d,
podemos concluir que m estd em A g se m/d for relativamente primo com n/d.,
Logo, em Ag4 temos exatamente &(n/d) clementos. Como cada clemento m

de {1,2,... ,m} se encontra cm somentc uma das classes Ay, temos que
> dn/d) =n.
din

O fato de que para cada divisor d de n,n/d € também um divisor dc n,
significa que quando d percorre o conjunto dos divisores e n,n/d também
percorre este mesmo conjunto. Portanto, de $(d) =n. O
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4.3 A Fun¢ao p de Mobius
Definimos a seguir uma importante funcao aritmética que também é multipli-
cativa, a fungdo u de Mobius.

Definicao 4.4 A funcdv u de Mdbius & definida por,

W) =1 e para n=pPp5. .p&
]J.(Tl-]=(—-]]r s g =ay=...=d;=1
u{n) =0 caso contriric

Esta dcfinigao nos diz, portante, que p{n} = 0 sempre que n for divisivel
pelo quadrado de algum primo.

Exemplo 4.3 (2] = —1, (6} = (2 x 3) = (—=1)2, u(12) =0, u(30) = (—1)3 =
—1, pois 30 =2 x 3 x 5.

Teorema 4.6 A funcao u de Mébius é multiplicativa.

Demonstragz’io Sejam m e n tais que (m,n) = 1. Se para algum primo
P, pémn, entio pém ou P2, uma vez que (m,n) = 1. Logo, em ambos
08 Casos u(mn}_ = p{mJu{n). Sc nenhum deles é divisivel pelo quadrado de
nenhum primo, entao m = PIPz...Pre T = (q1qz...4s &, portanto, mn =
P1P2- - Prd19z- - qs. Logo,

uimn) = (—1)7"% = (=1)7(=1)* = p(m)u(n),

0 que conclui a demonstracao. ]
Teorema 4.7

o 1 ose n=1
_Z”(d}_{o se M1

dn

Demonstragao: Sendo nf{d) multiplicativa, o Teoremns 4.1 nos garante que
F{n} é multiplicativa. E, pois, suficiente avaliarmos F(n] para n =p". Mas,

=2 nd)

djpr

(1) + u(p) + wp?) + - + u(pT)

= T+upl=1-1=0

Logo F(n) = 0 para todon > 1 e como F(1) = 1 a demonstraciio estd completa.



Uma outra maneira de demonstrarmos este resultado seria observar que na
2011a
> u(d)
din
os Unicos termos que ndo sdo nulos vém de d = 1 e dos divisores que sdo

produtos de primos distintos, i.e.,

3 wld) =1+ pupr)+ -+ ulpd) + u(pipa) + wipivs) +
din

+ oA plpipy) 4 w2 ped

_ T T 4y T 1\
—‘+(1)(“”+(z)( 1)+ +(T)( 1)

—(1—1) =0,

onde, na dltima linha, foi usada a férmula da expansio do bindmio de Newton.
O

4.4 A Funcgio Maior Inteiro

Definimos, abaixo, a funcfio “mator infeire”. Esta ¢ uma importante funcdo
em Teoria dos Numeros que introduzimos agul, embora nao seja, pela nossa
defini¢do, uma funcio aritmética.

Definigao 4.5. A fungio “maior intefro” é a que associa a cada real x o maior
inteiro menor do que on igual a x. Denotamos este valor por |x].

Exemplo: |2| =2;(3,2] =3;|-5,1] =-6; |0,380] =0.

No teorema scguinte temos algumas propriedades desta fungao.

Teorema 4.8 Para um nimero real x tomos:
1. [x+n] = |x] 4+ n, para todo inteiro n.
2. %) Sx<|x)J+x=T<|x]<x, 0<x—|x}<1.

3. Sex € Z, entio |—x| = —|x| — 1.

=

Al S ey S k] gl
|x] + |—x] =0 se x é um inteiro e —1 sc x ¢ Z.

[x] x _ "
— | = | — | para m umn inteno IJOS]thO.
m m

[ |

=)
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1 sc [2x] & impar
C2x] — ==
7. |2x] 2{x] { 0 ge L?_xj € par.

8. Se m é um inteiro positivo, In/a} é o nimero de inteiros do conjunto
{1,2,3,... ,1} que sdo divisivels por a.

Demonstragdo: As afirmagdes (1), (2} e (3) s@o conseqidncias imediatas da
definigio de [x].

(4) Sejam x =n-+oaey=m+ 3 onde n e m sio nteitos e 0 < x <1, 0 <
B < 1. Logo,

X!+ lyl=n+m
= |n+m|
<in+ o+ m+ ]
= |x+v)
=n+m+ [a+p)
Sn4metd
= |x]+ [yl + 1.
(5) Sendo x =n + a, temos —x =—m — 14+ 1 — . Logo,
e+ [=x]=n+]|-n-1+1-«
(;)n—n—'l —|—U —-OCJ =0

sex=0,e~—1sea>0.

{6) Seja x =n+«, 0 < a < 1. Sabemos, pelo algoritmo da divisdo, que
existem ¢ e T tals quen=gqm+ 1, 0 <r < m—1. Portanto,

- et

PoisO<r+oa<mumavezque 0< < lel<r<m—1, Mas,
LXJJ_ n qm+r T
[m _[mJ* m _{q’LHJ:q
0 que prova {6).

(7} Se x = n + «, O0<a<l|x] =n 8e0< o< 1/2 entdo 26 < 1 e
’.2".1 = |2n 4+ 2a) = 2n ¢ par, o que implica |2x] — 2[x] = Zn — 2n = 0.
Sel/2<a<1,1<2a<2e 12x] = |2n + 2| = 2n + 1 é impar e
|2x] ~2|x) =2n+1-2n =1.
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A demonstracio de (8) estd entre os problemas reselvidos no final deste
capitulo. O
Conhecida esta fungio [x ], o Tecorema 4.7 pode ser, agora, enunciado como:

> gy = l%J |

din

Utilizando propriedades desta fungio “Maior Intciro” apresentamos dois
|

4w no
tcoremas fundamentais. Umn deles tem como coroldrio o fato de m SET
Hn — k!

un inteiro para todos os naturais n ¢ k com k £ .

Teorema 4.9 Seja n wm nimere natural € p um primo. Enido o expoente da
maior poténcia de p que divide W é dado por:

BB e

Demonstragdo: A série em (4.1) continua enquanto p* < n. Se hy denota o
numero de termos na seqliéncia 1, 2, 3,... ,n que sfo divisiveis por p¥, entac
o expoente N é, claramente, dado por hy +hz+hz+---.

Os naturais < n que sio divisiveis por p* sdo

Pop™2.p%3-p%..., {%J S

LG .
Dcesta forma temos que hy = {—a o gue concluiu a prova do teorema.
P

O

Observamos que, pelo Teorema 4.8(6), temos
haJ
hor1=|—1-
ot [ b

Isto nos diz gque podemos determinar os mimeros h, dividindo, sucessivamente,
por p e nao por poténcias de p. Isto fornecc uma maneira mais ripida de se
determinar N.

Exempio 4.4 Se n =17 ¢ p = 2 temos

- o2 -
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Logo N=9+4+2+1=16.
Teorema 4.10. Se n,ny,ny,... Ny sdo nimeros naturais tois que
n=mydngd b,
entiio o gquociente
n!
niingl . nyl (4.2)

é um inteiro.

Demonstrag¢ao: Seja m um ndmero natural, Da relacio

obtemos, pelo Teorema 4.8(4), a desigualdade

HEEI R TR

Seja p um fator primo de 1! e substitua m, na desigualdade (4.3), sucessi-
vamente por D,pz,p3, R ’

Adicionando-se as desigualdades assim obtidas temos

szl sl gl

i1 i1 i iz1

Pelo Teorema 4.9 a soma do lado esquerdo desta desigualdade 4 o cxpoente
da maior poténcia de p que divide n! e, pela mesma razao, a j-ésima soma do
lado direito é o expoente da maior poténcia de P que divide ny!.

Desta dltima desigualdade, concluimos que a maior poténcia de p que divide
0 denominador de (4.2) também divide o numerador. Portanto o nimero (4.2}
*um inteiro.

Na seciio seguinte fornecemos um resultado que relaciona és funcoes ¢ de
Euler e p de Mébius |

4.5 Uma Relagéo Entre as Fungdes ¢ e .

Teorema 4.11 Para todo inteiro n > 1, temos

b(n) =) ufa)

din

n
T
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Demonstragao: Se k € {1,2,3,... ,n}, entio |1/(n, k)] =1se (n,k}=Te0

se [m, k) > 1. Logo a fungdo ${n} pode ser expressa como

" ]
o =3 [

k=1
Se nesta equacao usarnjos o fato de que
1
S wd= |1
n
dn

feremos,

dn) = u{d).

k=1d|{n k!

Mas, se dj(n,k) entio din e d/k, o que nos permite escrever ailtima soma
COmo

bn)=> > uld).

k=1 din
dik

Nesta soma, para cada divisor d de n, devemos somar somente para os k
que sac multiplos de d. Sabemos que k = gd, T £ k € 1 se, e somente se,
1 < g < n/d. Logo,

n/d
G =) ) uld
din q=1
n/d n
=) WA} 1=3 nd.
din =1 dn

Nos Teoremas 4.5 e 4.11 provamos dois resultados relacionados com a fungio

dln),
n=Y ¢ e tb(n}=d]Zu[d}%-

Estas duas formulas representam um caso cspecial de um importante teore-
ma sobre a funcao de Mibius, conhecido como férmula de Inversdo de Mibins,
quC apresentamos a Seguir.
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Teorema 4.12 (Férmula de Inversio dc Mobius) Se duas funcées aritmeéticas
f(n) e g(n} satisfazem umo das duas condicdes

fn)=> g(d), gln)= Z nd)f (%)
dm din

pare todo n, entdo elas satisfazem as duas condigdes.

Demonstragao: Supomos que

fin) =3 gld),

dn

nestas condicdes temos:

5 wan (3)

il

> ufd)f(d)

din dd’=n
- 3 W@y gm)
dd'=n wmid’
= ) pldjg(m)
dmh=n
= ) gm)> u(d).
mh'=n dlhf

Pelo Teorema 4.7 a soma Z u{d} ¢ igual a zero para h’' > 1 ¢ jgual a 1
dfh
para h’ =1, Logo

3wt (5) =g
din

Reciprocamente, suponhamos

am) =3 wd)i (7).
din

Entao
D o9ld) = 3 3 want (%)
din din d’Id

= D wd)(m)

d'mh=n
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. = D fm) ) u(@)

mh/=n d’|h/

Novamente, pelo Teorema 4.7, vemos que a soma

> ula)

d!|h

¢ ignal a zero para h' > 1 e igual a 1 para b/ = 1. Logo, deg{d] =f(n). O
Como, pelo Teorema 4.5,

n=3 ¢(d

dn

¢ as fungdes f(n) = n e g(n) = ¢(n} sdo ambas multiplicativas, o Teorema
4.11 é consequéncia imediata do Teorema 4.12.

4.6 Numeros Perfeitos

Definigao 4.6 Dizemos que um mimero n é perfeito se ele for igual 4 soma de
seus divisores préprios, i.e., dos divisores positivos menaores do que n.

Utilizando-se da fungio o(n}, um ntmero é perfeito se o{n) = 2n. Como a
soma dos divisores préprios de 6 quesdo 1, 2e 3 é 6, 6 é um numero perfeito. O
ntimero 28 também € perfeito {28 = 14+2+4+47+4-14}. Né&o se conhece nenhum
nimero perfeito impar e nio tetnos nenhuma prova a respeito da existéncia
ol ndo de tais niimeros.

Até o presente momento sfo conhecidos somente 31 ndmeros perfeitos e
nao se sabe se a lista de tals nimeros € finita ou nao.

No teorema seguinte fornecemos um resultado cuja primeira parte ja era
conhecida por Euclides.

Teorema 4.13 (Euclides-Euler) Sep = 2"V =1 for primo, entdo m = p(p+1)/2
€ um numero perfeito por, e se m for um nimero perfeifo par, entdo m =
2821 1), onde 2™ — 1 = p € um primo.

Demonstragdo: Se p = 2"+t! — 1 & primo, entdo 2™ = {p + 1)/2. Logo, se
tomarmos m = 2™p teremos, pela Proposigao 4.3

co(m) = o(2"p) = o(2™)o(p)

[2n+‘l _ ])

=T_]—](D+T}:(2““—11{v+1}=v(p+1]=2m-
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O que significa que m. & perfeito.
Agora, se m € um nimero perfeito par, entio m = 2"m,. onde mq ¢ impar
e > 0. Como ¢ é multiplicativa,

o(m) = o(2%)o(my] = (2™ = No{m,),
Sende m perfeito, o{m) = 2m = 2" 'm,. Logo,
(2n+1_]]0_(m]J :2n+1m1‘ [4.4)

Sabemos que (2™ - 1,21 =1, portanto se d = {mq,6(m1)} temos que
(my/d, o{mq}/d] =1 ¢ dividindo-se os dois membros da tiltima equagio por
d obtemos
gt _ oM ey
o que nos permite concluir que
o1y ™ My onet gy
Erontl e Do,

ou seja, que mq = d{2™1 — 1), Logo, levando-se este valor de m; em (4.4)
obtemos o(m;) =214,

Provamos, agora, gue d =1. 3e d fosse diferente de 1, my teria pelo menos
os divisores d, my, {2 = 1) ¢ 1. E portanto,
colmy) > my+2M 14144
— d[zﬂ.‘l-] _ ]} +211+'l +d
=d2™ —d+2" 14
=(d+ ]]211-{--1 > 211+1d _ O'(TT].]J
o que é absurdo. Logo d =1, my = 2™ -1 e m = 2"m; = 220+ - 1),
Precisamos provar que my = 2™' — 1 & primo. Mas,
o{m) = o(2"}o{m,)

== em+ Y h)

1<h-tmy
himy

> (2 o2t 1 4 1) = 2m,
Nesta desigualdade teremos a igualdade somente no caso em que a soma dos

divisores h de m com 1 < h < m for nula. Como o{m) = 2m esta soma tem
que ser nula, o que implica scr my primo. =
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4.7 Recorréncia e Nimeros de Fibonacci

Com o objetivo especifico de definir ¢ estudar algumas propricdades interes-
santes da sequéncia de Fibonacci, vamos introduzir um tipo especial de funcao
aritmética.
" Para a,b, xg ¢ X7 niimeros guaisquer definimos f(0) = %o, f(1) =x1 e f(n+

N=afin)+bf(n-1), yn>1.

Pode-se mostrar que isto determina f{n) de maneira tnica, dependendo
somente de xp,%1,a e b.

Parg facilitar a notagio escrevemos x,, = f{n). Com esta notagao
fin+ 1) = af(n) + bf(n — 1) se cscreve

Xnii = QXn + bxn_1. (4.5)
A esta relagio chamamos recorréncia.

Definigdo 4.7 Chamamos seqiéncia de Fibonacei ou, simplesmente,
*nimeros de Fibonacci” & sequéncia Fp =0,Fy =1,... ,F,,,...,onde Fiy 1 =
Fn + Fn1.

E claro que esta seqiiéncia é um caso especial da recorréncia (4.5), onde
tomamosxg=0ex;=a=b=1

Utilizando-se da relacao (4.5}, podemos encontrar xq, para gualguer 1, mas
com a desvantagem de termos que gerar os termos intermediarios xs para
5 < n. Seria, pois, vantajoso se pudéssemos obter uma férmula que nos
permitisse encontrar diretamente x,, cm fungéo de xg,xy,a e b. Isto, embora
nem sempre possivel, pode ser feito para a recorréncia (4.5).

A equacio (4.5) pode ser reescrita como

X1 — k= {a —kHxn —Jkxn1) T {b+ uk“‘kz}xn—'l-

Se denotarmos as raizes de kZ — ak —b = 0 por k; e ky teremos que
ki+kz=ae

Kngt— kixn = kZ(xn — kixn_1)

Xn+1— Kaxn =K [xn —kaXp- ])-
Por iteragdes succssivas destas duas equagoes temos:
Xnt 1 — kyxn = k3 (x1 = Kixg)
Xn+1— kaxn = K7 (%1 — kaxo).

Subtragio membro a membro nos da:

(k2 ~Ki1)xn = (x1 — kyxp] k3 — (x1 — kaxglky.
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Neste caso se k) #£ k; temos:

= {x1 = kixg)kP — (x1 — kaxo) k]

T — ki (4.8)
Portanto, esta tltima equacéo nos fornece a férmula desejada 1o caso de rafzes
distintas k1 ¢ k».

Vamos considerar, agora, o caso em que k2 —ak—b =0 possui duas raizos
iguais. Neste caso é dbvio que a = 2k e b = —k?. A recorréncia (4.5) pode,
portanto, ser escrita na forma:

X4 = 2kXn — K2 Xn_1.
Por aplicagées sucessivas desta férmula podemos obter

%3 = Zkxy —K'xq
X3 = 2kx_')_ - kz)(] = 3k2X] - 2k3xg
Xg = Zk)(.3 — kZXZ = 4k3X,1 - 3]{4)(0
x5 = 2kxg — k?x3 = 5k — 4k5xg.
Uma cuidadosa observagio da scqiiéncia acima nos sugere & seguintc con-
jectura:
X =Tk %) — (n = 1)k (4.7)
a qual pode ser demonstrada por inducio, O caso 1 =1 6 ébvio. Vamos supor
que (4.7} seja verdadeira para todo m menor do que ou igual a . Logo
Xnt1 = 2kxn — K2xn_3
= KK g — = 1MoY= K2 — 1K 2 — (1 — 2)k™ ko)
={n+11k"x; —nk™x,.
0 que prova a validade de (4.7) vn,n > 1.
Podemos, agora, obter uma térmula cxplicita que nos fornega para cada n

0 enésimo niimero de Fibonacci Fr. Como, no caso da sequéncia de IFibonacei,
Xo=0ex;=a=b=1 asrafzeskj e ks de k2 ~k — 1 = 0 sijo

k:u—\/ﬁ] . k_[1+\/§)
1 2 T
€, portanto, de (4.6) temos:

_ 1 r+E\T (15"
Fn—v,g( —5— —(T) ) (4.8)
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Fazendo-se uso desta formula é possivel provar vdrias outras propriedades
que sdo satisfeitas pelos ndmeros de Fibonacci. Lembramos ao leitor que
algumas relagGes ja foram introduzidas nos exercicios do primeiro capitulo.
Nos problemas resclvidos que apresentamos a seguir mostramos, dentre owtras
propriedades, que o miximo divisor comum de dois niimeros de Fibonaca é,
também, um nimero de Fibonacel.

4.8 Problemas Resolvidos

Problema 4.1 Mostrar que se m|n entao Fi|Fyn, onde Fy é ¢ N-ésimo nimero

de Fibonacci.
1+2\/§ cp = 1_2\/5 temos, por (4.8}, que

Fn = («™ — p™)//5. Logo, como mln temos que . = km e a identidade

Solugéo. Considerando & =

r zan_ﬁn _ (am]k_[ﬁm)k
" \/(5 V/g
(X BT kT (M2
- () et e £
am(BIan—Z_t_ (ﬁln)k—])
— Fm([!‘xm]k_]-i-'“-I-([.)?m)k_1)

nos permite concluir que F|Fp.

Problema 4.2 Mostrar que os niimeros de Fibonacci satisfazem
Fin = F-1Fn 4+ FnFasr. (4.9)
Solucdo. Por indugdo em n. Paran =1 temos:
Fi1=Fm_1F1 + FrnF2 = Fn—1+ F.
Suponde valida para todo n £ k temos

Fm—i—k = Fm—lpk + Fka+‘l
Fint(k=11= Fin—1Fi—1+ FmFg

as quais somadas, membro a membro, nos fornecemn
Frtk+ Frg (k= 1)= Frno 1(F + Frem1) + PP + Fid)

i5t0 ¢, Frt (k1) = Fm—1Fk+3 + FmFy42 0 que conclul a prova por inducao.
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Observamos que a identidade (4.9) permite provar, por inducgio, 6 resultade
ja mostrado no Problema 4.1, ?

Problema 4.3 Mostrar que se m = nq + v, entdo (Fuy, Fr) = (Fy, Fo).

Solugdo. Pela identidade (4.9) temos (Fpy, Fn) = (Frgsn Fr) = (Frg1Fr +

FrgFre1, Frul. Como FrlFq e para blc, (a4 ¢,b) = (q, b) {veja exercfci(:} 34rd0

cap. 1) segue que: (Fu, Fp) = (an—1Fr + anFr+1;Fn) = [an—ﬁnFn)-
Mostramos, a seguir, que {(Fyq—1,Fn) = 1. Seja d = (Frg-1,Fn). Como

d[Fn e Fn|Fnq temos que dffnq e diF1.q—1 0 que implica d = 1, pois nimeros

consecutivos de Fibonacei sdo primos entre si (ver exercicio 14 do cap. 1).

" L;)g;), como {a,¢] = 1implica (a, bc) = (a, b} temos, (Fm, Fry) = (Frg-1Fr, Fn)
LI

Problema 4.4 Mostrar que (Fm, Frn) = Fp ).

Solugdo. Caleulamos o miximo divisor comum de m e 1 pelo processo das
divisbes sucessivas descrito no Teorema 1.8.
Supondo m > n, temos:

m=ng1+r,0<r<n
n=rqz+712,0 <121
™ =Tada+713,0<13<T12

T2 =Tn 10n+Tn, 0 < Ty <71y
L =T11Qn+1+0

Aplicamos o resultado do Problema 4.3 a cada uma das igualdades acima,
obtendo (Fin,Fn) = (Fu,Fry} = (Fy,Frp) =+« = {(Fr,_, Fr,) Como 1q|vn_y
temos Fy, [Fy, _,, donde concluimos que (Fy,_,,Fy,) = Fp, = Fimn) uma vez
que Ty € o dltimo resto nao-nulo na segiiéncia de divisdes acima. |

Observamos que o que acabamos de provar implica que m/n caso FnlFn,
pois se FinfF entio, {Fim, Fn) = Fiy € como (Fry, Fp) = F(m.n) concluimos que
m = [m,n), isto é, min. ‘

Problema 4.5 Mostrar que ¢p{nm) = nd{m) se todo prima que divide n divide
m.

Solugdo. Como todo fator primo de 1 divide m temos:

S T
Tl—p.j]pzz... :‘s

m = (pfpf . pPy(qliqit .. g,
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Loge

¢[T1~'_m)=’rt—m(1ﬁ—pl]> (1_51;)_,_(1_131_5)
(-5 H0-2

=n- p(m]

Problema 4.6 Mostrar que

Po(m)p(n)
¢(P)

onde P é o produto dos primos cornuns a m ¢ 1.

dh{mn} =

Solugdo. Considerando
n=pPpR - pPaitay - dy
m=piph? - pB QY QY - QY-

entdo P =piPz2...Ps, de onde temos:

om0 (5
b-3)(-3) (- 0-3)-0-3)

-moio) (1-7;)
al

_ Po(n)bim)
P(-m) (-5 (=)
Ph(m)d (m)

Problema 4.7 Mostrar que se {m,n} > 1, entdo ¢{mn]) > ¢G(mip(n).

Solugie. Utilizamos o resultado provado no problema anterior. Sendo (m,n] >

1 temos que o) > 1 e, portanto,
olm - m) = %wmwm > p(m)b(n).
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Problema 4.8 Mostrar que a soma dos nimeros menores que n e primos com

nin)
PIE

n ¢ igual a

Solugdo. Sejam ay,az,... ,Ug(q) 08 Inteiros positivos menores que n e primos
com h. Pelo fato de (a,n) =1 implicar (n — a,n) =1, pedemos concluir
que L — a1, — Q2,1 — Qg Sdo todos primos com . Scndo todos menores
do que T eles s&o, a menos da ordem, os ntmeros a1,a3,... , Qgm). Logo se
somarmos as duas colunas abaixo teremos como resultado duas vezes a soma
$ que estamos procurando

aj n—a
az ™— Q7
Ugin) N = Qpin)

a -+ a2+~-+a¢(n]+(n—a1] +(n—a2]+---+(n—a¢[n}] =nd{n)=2-8,
o que conclui a demonstragio.

Problema 4.9 Mostrar que | L | ¢ o niimcero de inteiros do conjunto {1,2,.., ,n}
que sao divisiveis por a.

Selugao. Destacamos esta propriedade apenas para chamar a atencao para o
fato importante, embora elementar, de que 0 quociente na diviséo do inteiro
- L
1 por ala # 0) é igual a [—J, isto é,
a

n
ﬂ=[EJa+r, 0<r<a.

Problema 4.10 Mostrar que se m é um inteiro positivo, entéo
ke m
> um) ] =1
n
n=1

Solugio. Pelo Teorema 4.7 sabemos que

Zp(d1)+2u{dz}+-»-+ Z n{dm) =1

di 1 dz|2 dmm

Como 1 ¢é divisor de cada inteiro do conjunto 1,2,...,m, u(1) ird ocorrer

. .. m . . .
M vezes na soma acima, 2, sendo divisor de L—J destes inteiros 1{2) ocorrera

2
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L%J vezes. Em geral, sendo d diviser de L%J dos inteiros de 1 a m, u{d)

, | m
aparccerd [TJ vezes nesta soma. Logo
¢

3wt ) =) ] 2y |2 ek m | 2

n=1 dmn

i

s [2] 1

n=

4.9 Problemas Propostos

1. Avaliar T(n}, o[n) e ¢(n) para os seguintes valores de n: a) 10 b) 35
c) 200 d) 512 e) 10000 f) 1234,

Para quais valores de m, ${m) é impar?

Para quais valores de m,d(m) divide m?

2.
3.
4, Mostrar que se m e 1 sde inteiros positivos tais que mn, entdo ¢p(m)jld(n).
5. Refazer a demonstracio do Teorema 4.3 param=5en =9.

6. Mostrar que $(m) é par se m > 2.

7.

Mostrar que existem infinitos inteiros m para os quais ¢{m} é um quadrado
perfeito,

8. Mostrar que se f é multiplicativa, entao f(1) =1,
8. Mostrar que para qualquer inteiro positivo n

3
H pun+1i) = 0.
i=0
10. Maostrar que um inteiro p ¢ um primo se, e somente se, o(p) =p + 1.

11. Mostramos que as fungées 1({n) e o{n) sdo multiplicativas. Mostrar que
nenhuma delas é completamente multiplicativa.

12. Mostrar que para um inteiro fixo v, a fungdo hin} = n” é completamente
multiplicativa.

- e - - - - e e -— .
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13. Mostrar que as fungdes F(n} = f{n}g(n) e G(n}) = f(n)/g(n) sio multipli-
cativas sendo f(n) e g{n) multiplicativas com g{n) # 0.

14. Mostrar, através dec um cxemplo, que a funcio F{n) = def[d} nem
sempre € completamente multiplicativa caso f(d} seja.

15. Mostrar que para qualquer inteire positivo . > 1 existem infinitos inteiros
m tais que T(m] =n.

16. Encontrar o menor inteivo positivo m para o qual o[n) = 6.
17. Encontrar o menor inteire positivo m para o qual ¢(n) =6

18. Mostrar que Hd = nTinl/2
dn

19. Mostrar que se f ¢ multiplicativa, mn ¢ {m,n/m) = 1, cutdo f(n/m} =

f(n)/f(m).

20. Seja hin) o nimero de fatores primos distintos de n. Por exemplo h(15} =
h21) = 2 e h{30) = 3. Seja g{n) = a"™ onde a estd fixado. Mostrar que
q(n} é multiplicativa mas nao é completamente multiplicativa.

21. Mostrar que existem infinitos intciros m para os quais 10[d{m]. (Sugestio

$(11) = 10).

22. Mostrar que se n € um inteiro, entéo

®(n) secn éimpar
p(2n} =

2o(n) sen é par.

23. Mostrar que todo inteiro pesitivo pode ser escrito como soma de nimeros
de Fibonacei distintos ¢ nao-consecutivos.



Capitulo 5

Residuos Quadraticos

5.1 Residuos Quadraticos

Neste capitulo estaremos interessad

03 no estudo de solugdes para a CoONgruaneia,
x? = a{mod m). No C8%0 em que m é primg fmpar e (q, m) = 1, esta

CoONgruéncia, caso tenhy solugdo, tem exatamente duag solugoes incongruentes.
Isto é o que Provamos no teorema abaixo.

Teorema 5.1 Pgry P um primoe ¢

TRRAT € @ urn inteiro nao-divisivel por p, a
congruéneig

x? = a(mod p),

caso tenha solugdo, tem cratamente duas solugaes incongruentes médulo D.
Demonstracio: Caso ¢sta congruéneia tenha umg sol
também serg solugdo, uma vey que {—x; )2
que estas solugdes x; ¢ —X) 880 inc
entao terfamos 2x1 = 0(mod )
pfa}, isto & lmpossivel. Precisamos mostrar que sé exi
mceongruentes, Seja y uma solugdo de x? = a{mod p), e, y? = almod p)
Como x; ¢ soluciio temos X2 = y2 = afmoed P) e, portanto, xt—y? = (x4
ylx1 —y) = O{mod p). Logo, pl{xy + Y) ou pl{x, =Y} 0 que mplica y =
—x1{mod p) oy Y = x1{mod p}. Com isto mostramos que, caso exista, uma
solucéo, existem exatamente duag solugSes incongruentes, O

Teorema 5.2 (Lagrange) Seja f(x)
um polindmio com coeficientes
Nestas condicées q congrudneig

UG¢ao xy, claramente —X
= x‘? = af{mod p). Devemnos mostrar
ongruentes médulo p. Se X1 = —x)(mod p),
€ como p € impar e pfx, (pois D[(X% —ale
stem duas solugdes

= CTlx'l -+ Cn_ ]'X,ﬂ'_‘_‘l + ..

a4 erx + ¢
tnteiros tal gue (Cn,p) =1

> onde P € prima.

f(x) = 0(mod p),
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tem no mdrimo n solugées. B claro que gua’ndo N> P a congreéncia acima
nae tem mais do que p solugdes distintas madulo p.
Demonstragao: A demonstracio serd feiEa 1.)01"i11d9gé.0 em n, o grau do po-
lindmio T{x}. Para nn = 1 temos a congruéncia lincar

f(x) = c1x + co = O{mod p).

Como, por hipdtese, {c1,p) = 1, o Te?rcma. 2.8 108 ng:jgzeéq\l:;h;:p;
—cp(mod p) tem exatamente uma solur;a.o.b Logo, o r(t;::u .(linamie dé e
ra n = 1. Assumimos o resultado verdadeiro para ~to ovpo oo ¢ ,que "
n— 1. A prova que apresentamos é por contr?.d@f'xo. cfmot q fnédulo A
congruéncia f(x) = O(inod p} tenha n +~l 301}1@[38‘:.3 11?cqgé.1uer11: :
Sejam Xg,%1,X2,... ,Xn estas n+ 1 solucdes. E fdcil verificar q

1 n—1_ _n-] e cafx —x }
f[){,} - f{XO) = Cnlx t— XBL] + Cu—'l{x Xp )+ + 1[ 0
= [X' - Xo]h()(),
inteiro i, 1 = R
uma vez que (x! —x(i,] ¢ divisfvel por x —xg para todo inteiro i, 1 =1, 2,

: n-—}
e que h{x} é um polinémio de grau n — 1 tendo ¢, como cocficiente de x™ !,
Como f{xi) = f(x0)(mod p), temos

flxi} — fxo) = (xx — xgtn{xk) = 0{mod .

Isto implica que, para k # 0, h{x,) = 0(mod p) poi.s ka¥1 xgi?iifg;i;ii
xg. Portanto a congruéncia h{x) E 0'(1110(1 D)_ 1)055:151 n so ug: % Bt
modulo p, o que contradiz nossa hlpOtES? de mdugat‘), uma 11€Z que « r; ,Oiugg)es
e h{x) tem grau n — 1. Logo, f(x) ndo pode ter mais do g 5 s
incongruentes médulo p, o que conclui a demonstracao. .
Teorema 5.3 Seja f{x) = cpux™ o x™ 14+ 4 (EZ}CIZ+C1X+CO wm polindm
de grau n com coeficientes inteiros. Se a congruéncia

f{x) = 0(mod p), (p primo)

a0 1Ci 5 divisivel por p.
tiver mais do que n solugoes, entdo toda coeficiente de f ¢ divisfvel

180 seja divisivel por p.
Demonstragdo: Vamos supor que algum coeficiente nio b%d ;11\!19 1
. ao ¢ divisi ste caso,
ior indi ar al ¢j nao é divisivel por p. Neste caso,
Seja j o maior indice para o qual ¢y nao éd 1

cpd + e pd TN - 4 ex + eo = O(mod p,

g t 3 : a de I agran-
énei i3 ¢ i 5, pelo Teorema d

C()I'Il() esta congruencia tcm nais do que T'I. bO]U.(_;OBb_ P i e o

Ee, p deve dividir Cj, O que ¢ uma COIIDI'adIQ'rlO. Isto conclui a demonstr agao O
1 : :
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Teorema 5.4 Pare p primo todos os coeficientes do polinémio abuize sdao di-
vistveis por p. f(x)=(x = 1}{x = 2).. . (x—p+ 1) —xP~ 1+ 1.

Demonstragdo: Seja h(x) = (x — 1)(x —2)...(x — {p — 1)). E claro que
os ntmeros 1,2,3,... ,p — | sdo raizes de h{x} e portanto solu¢bes de hix) =
O(miod p}. Como estes nlimeros sio relativamente primos com p, pelo Pequeno
Teorema de Fermat, todos eles sfo solugdes de g(x} = xP~ ! — 1 = 0{mod p).
Logo, como f{x) = h{x) — g(x) é um polinémio de grau p —2 e possui p — 1
raizes, o tcorema anterior nos garante que p divide tedos os coeficientes de
f(x]. m

Corolario 5.1 {Icorema de Wilson) Para todo primo p, temos

(p—~1} = —1{mod p).

Demonstracao: No tcorema acima o termo constante é (p — 1)1 4+ 1 ¢ este,
sendo divisivel por p, nos garante o resultado desejado. O

Detini¢do 5.1 Sejam a e m inteiros com (¢, m} = 1. Dizemos que a € un
residuo quadritico médulo m se a congruéncia x? = a{mod m) tiver solugio.
Caso x? = a{mod m) nio tenha nenhuma solugao, dizemos que a néao € um
residuo quadratico médulo m ou que a € umn residuo nao-quadrético.

Como 3¢ = 1(mod 8), entdao 1 ¢ um residuo quadrédtico médulo 8. 4% =
2(mod 7) e portanto 2 é um residuo quadritico médulo 7. Vamos considerar
o primo 13 e achar todos os nimeres que sao residuos quadraticos médulo 13,
Para isto é suficiente considerarmos os quadrados dos nimeros 1.2,3,...,12.
Observe que estes niimeros formam um sistema reduzido de residuos médule
13.

12 = 1(mod 13}
2% = 4{mod 13)
3% = 9(mod 13)
42 = 3(mod 13)
5% = 12{mod 13)
62 = 10(mod 13)
72 = 10(mod 13)
8% = 12(mod 13)
92 = 3{mod 13)
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102 = 9(mod 13)
11 = 4(mod 13}
122 = 1(mod 13)

Na coluna da esquerda temos os quadrados dos nimeros de 1 até 12 e ng coluna
da direita apenas os § nimeros 1,3,4,9,10 e 12, Estes sao todos os residuos qua-
draticos modulo 13. Observe que estes niimeros aparecem na metade superior
da tabela acima ¢ que cles estio repetidos na metade inferior, O fato de haver
repeticiio a partir do 7% vem da congruéncia {13 —k)? = k?(inod 13} que ¢ de
verificacio imediata. No caso de um primoe impar qualquer pode-se mostrar
que, dentre os elementos 1,2,... ,p — 1, que constituem um sistema reduzido
de residuos mddulo p, metade, ie., {p — 1)/2 sio residuos quadrdticos e os
(p — 1)/2 restantes, nao sfo. Este € o resultado provado no teerema seguinte.

Teorema 5.5 Seja p um primo impar. Dentre os numeros 1,2,...,p — 1,
(p —1}/2 sdo residuos quadrdticos ¢ (p —1)/2 néo sdo.

Primeira Demonstragdo: Vamos considerar, como fizemos no caso p = 13,
os quadrados dos ndmeros de 1 a p — 1. Como 127 = 1{mod p) sabemos
pelo Teorema 5.1, que —1 também é solucio de x* = 1(mod p), mas —1 =
p — T(mod p). Logo, 1 ¢ p — 1 séo as tinicas solughes de x% = 1{mod p).
Tomamos, agora, 2% que serd congruente a algum nimero k diferente de 1.
Como —2 = p — 2(mod p}, 2 ¢ p — 2 sfo as unicas solucdes incongruentes
de x% = k(mod p). E claro que se p > 3, k serd igual a 4. Veja o caso de
p = 13 descrito acima. J4 temnos, portanto, dois pares, {1,p — 1} e (2,p — 2),
cada par sendo as duas tnicas solucbes de uma congruéncia do tipo x* =
a(mod p). Procedendo desta maneira teremos, ao final, {p — 1)/2 pares, cada
um sclugio para uma dentre (p—1)/2 congruéncias x? = ai{mod p} associados
a exatamente (p — 1)/2 dos nimeros 1,2,3,... ,9—1. Os {p — 1)/2 ntmeros
ai’s sdo os [p — 1)/2 residucs quadraticos. Os restantes (p — 1}/2 nao sao
residuos quadraticos,

Segunda Demonstracao: Consideramos os quadrados dos nameros 1,2, 3,.. .,

(p — 1)/2, isto &,
2
2 42 22 p—1
wn (2

Vamos mostrar que cstes quadrados sio incongruentes médulo p. Sejam x
eytalsque 1 < x < {p—1/2e1 <y < {p-—1)/2 ¢ suponhamos que
x? = y2(mod p). Logo, x2 —y® = {x + y}{x — y) = 0{mod p} e, portanto,
Pllx 4+ y)(x — y). Mas pf{x + u) wna vez que x +y < p. Logo pilx — Y] o que

M
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implica x = y{mod p) e, portanto, x =y {lembre-sc que x e Yy sdo positivos
e menores do que p). Desta forma, concluimos que os quadrados acima sio
todos incongrucntes médule p. E ficil a verificacfio de que quando k percorre

o conjunto {1,2,... ,{p — 11/2},» — k percorre o conjunto
ptlp+s3 _
2 ¥ 2 ¥ L3

Logo, como (p —k}* = k#{mod p), conclufmos que os residuos quadrdticos
pertencem &s classes de congruéncias que contém os guadrados

—1\?
1222 (R 1)
!2I l( 2 )

Portanto {(p — 1)/2 é o nimcro de residuos quadrdticos dentre os niimeros
1,2,...,p—1. Os outros (p — 1)/2 nao sao residuos quadraticos. O

No teorema seguinte mostramos um resultado que serd importante no Capi-
tulo 7 e no qual fazemos uso do Teorema de Wilson .

Teorema 5.6 Pare p primo, a congruéneia x> = —1(mad p) fem solugdo se, e
somente se, p=2 oup = Vmod 4).

Demonstragao: I claro que x = 1 nos fornece uma solugao se p = 2. Vamos
construir uma solugao para o caso p = 1(mod 4).

Para p um primo impar podemos cscrever o Teorcma de Wilson da seguinte
forma:

(1235 B (B e tp =i = D0p= 1)) =~ lmod

Observamos que o produto (p —1)! estd dividido em duas partes, cada uma
com 0O tnesmo mimere de fatores. Podemos reescrever oste preduto formando
pares, wma vez que para cada fator j na primeira parte temos o fator (p —j)
na segunda. Logo, 0 Teorema de Wilson pode ser escrito comos

(p—11/2
]___[ jilp—it= -1 (modp).

i=1
Comea j(p —3) = —i%(mod p) temos:

(p—11/2 (p—1]/2

2
-1 = H (_jZ)E[_]]fp—H/Z( H j) {mod p}.

jas i=1
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Mas sendo p = 1(mod 4}, (p — 1}/2 é par e, portanto,
iz
- ] == —_— 1
=11 ( 2 )

¢ uma solucao de x> = —1(mod p).
Suponhamos, agora, que a congruéncia x* = —1(mod p] tenha solugio e
que p > 2. Elevando ambos os membros & poténcia {p — 1)/2 obtemos:

[XZ)[D—UKZ_:_ [_]](T’_”’Q[mod Pl

Como (2P~ 172 = «(P=Tnod p), pelo Teorema 2.11 {ohserve que pfx pois
x2 = —1(mod p}) temos que

(—1)P=1172= 1(med p).

Logo (p —1}/2 é par, ou seja, p = 1(mnod 4). O
Este resultado que acabamos de provar serd demonstrado na préxima secio
fazendo-se uso do critério de Euler.

5.2 Simbolo de Legendre e o Critério de Euler
Definigao 5.2, Para p um primo {mpar ¢ @ um inteiro nao-divisivel por p,

definimos o Simbole de Legendre (%) por

ay _ 1, se aéum residuo quadrético de p
p/ | =1, seanioéum residuo quadritico de p

Exemplo 5.1 Como as congruéncias x* = T{mod 7),x? = 2{mod 7} ¢ x* =
4{mod 7) possuem soluches temos que

B-6)-6)-
0)-6)-()--

uma vez que as congruéncias x* = 3(mod 7),x% = 5(mod 7} e x% = 6{mod 7}
nao possuem solucocs.

Por cutro lado,
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Teorema 5.7 {Critério de Euler) Se p for um primo fmpar e a um infeiro
nao-divisivel por p, entdo

(%) = alP" "2 (mod p).

a

Demonstragao: Vamos supor, primeiramente, que (—) = 1. Isto significa
b

que a congrudncia x* = a{mod p) tem solugao. Seja y wima sclugdo. Do fato

de que (a,p} =1 e p/{y®— a) concluimos que (y,p) = 1. Logo, pelo Pequenc
Teorema de Fermat (Teorema 2.11), y?=' = 1{mod p) e, portanto,

(p=1} (p=1)
AT = [yz] = yP~ 1 = 1(mod p).
a
Isto prova o teorema no caso em que (-) =1

. a PR L
Consideremos, agora, o caso { — | = —1. Jd vimos, na primeira parte,

que se a for um residuo quadratico, aP=1/2= 1{mod p). Pelo Teorema 5.2,
a congruéncia f{x} = x!*~1/2_1 = 0{mod p) possui no méximo (p — 1)/2
solugdes incongruentes modulo p. Mas do fato de existirem {p —1)/2 residuos
quadraticos, e de termos aP~1/2= 1{mod p) para todo residuo quadraftico,
concluimos que todos eles sio solugoes de f{x) = 0({mod p). Isto nos garante
que a congruéneia f(x) = 0(mod p) possui cxatamente (p — 1}/2 raizes e que,

- , iy . a - —
portanto, se a ndo for residuo quadrético, Le., —) = —1, entdo alP~ 112

1{mod p}. Mas, como

a«p—~1 1= [a{‘p—'I)/Z_ 1]((1[1)_”/24' 1)

a7l —1 = 0[mod p), para {p,a)=1,

concluimos que aP~1/2= 1 1(mod p).

a
Logo, caso (E) = —1 deveremos ter alP~1/2= —1{mod p), ou seja,
a
(—) = /P2 (mod p),
P
o que conelui a demonstracio. ]
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Teorema 5.8 O Simbolo de Legendre € uma funcio completamente multiplica-

tiva de a, isto €,
( pb) ( ) (bP)
P

para 4 € b inteiros ndo-divisiveis por p.

Demonstragao: Como vimos no capitulo anterior uma fungao aritmdética f(n)
para a qual f{(nm) = f{n)f(m) para quaisquer n e m é chamada de com-

n
pletamente multiplicativa . Estamos, aqui, considerando f(n) = (—) onde

{n,p) = L. Pelo Critério de Euler,

(EDP) = (ab)(P 2= gle-T/2p(0-11/2 2 (%) (E) {mod p).

Como o Simbolo de Legendre pode assumir somente os valores 1 € —1 e p é
fmpar, a congruéncia acima implica a igualdade

-G

a2
Corolario 5.2 (?) =1.

Demonstragao: Basta tomar a = b no teorema e cousiderar o fato de que

B :

O Teorema 5.7 nos diz que o prodito de dois residuos quadraticos ¢ um
tesiduo quadrétice, que o produto de dois ndmeros que ndo sdo residuns qua-
driticos é um residuo quadratico e que o produto de um que ndo € residuo
quadratico por umn que ¢é residuo quadratice nao é residuo quadrético.

Os teoremas seguintes nos permitem caracterizar todos os primos para 0s
quais —1 e 2 sao residuos quadraticos.

Teorema 5.9 Para p um primo fmpar, temos

—_1 B 1 sep=1{mad4)
p/ | =1 sep=—1{mod4)
Demonstragdo: Pelo Critério de Buler sabemeos que

(—_—]) = (=)~ 2{mod p).
P
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Isto nos diz que (—) serd ignal a 1 quando {p —1)/2 for par e igual a —1,

quando (p — 1)/2 for impar. Sendo p um primo fmpar, existem apenas duas
possibilidades para p em termos de congruéncia médulo 4, ou p = 1{mod 4)
ou p = 3{mod 4).

Se p = 1{mod 4], entao p — 1, sendo divisivel por 4, teremas (p —1)/2
par. Se p = 3{mod 4), existc k tal que p —3 = p — 1 — 2 = 4k e, portanto,
p—1=4k+2=2(2k+ 1) o que implica (p — 1)/2 itnpar.

-1
Logo, para p = 1{mod 4}, (?) = 1 e para p = 3{mod 4),
) D
P
Como os primos 5, 17, 29 e 37 sao todos congruentes a 1 médulo 4, temos
SANFE ARSI
5/ \1w7/) \2w/) \37)

Para os primos 3, 7, 19 e 31, gne 380 congruentes a 3 mddulo 4, temos

3)-3)-E)-F) -

Teorema 5.10 Para p um primo {mpar, temos
2\ 1 sep=+1(mnod §)
p/ | =1 sep=+3{mod8)
Demonstragao: Pelo Critério de Euler, temmos

(E) = 2r= 1/ 4 m0d ).

P

Provamos, a seguir, que
20122 (P =D& mod p). (5.1}

Isto ira garantir nosso resultado poig, sendo p um primo impar, P neccs-
sariamente deverd ser congruente a 1, 3, b ou 7 médulo 8. Verificamos o que
ocorre cm cada um destes 4 casos antes de demonstrarmos (5.1).
p=l{mod8)=p—~1=8k=p+1=28k+ 2 Logo,

p’—1 _(p+Dp-1)  (8k+2)(8k)
s 8 N 3

= 2k(dk+1).
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p=7(mod8)=>p—7=8k=p—1=8k+6=p+1=8k+8. Logo,

pP—1 _ (p+Np-—1)
8§ 8
(8K +8)(8k+6)
= 8
8(k + 1)2(d4% + 3)
3

=2{k+ 1)[4k + 3).

Logo, se p = x1(med 8), (p?—1}/8 & par (lembre-se que ~1 = 7(mod 8)).
Verificamos, agora, os casos em que p = 3 ou 5 médulo 8. p = 3{mod 8) =
p—3=8k=p—1=8k+2=p+1=8k+4. Logo,

P -1 _(p+Dp—1) _ (8k+4)(8k+2)
8 8 i 3
4[2k+182(4k+” (2k+ 1)k + 1),

P=5mod 8 =>p—-5=8k=>p—-1=8k+4=p+1=28k+ 6. Logo,

P21 (p+Nip—1)  (Bk+6}(8k+4)
8 8 N 8
_ 2(4k+3):{2k+1] _ 4kt 3) (2K 4 1),

Portanto se p = £3(mod 8}, (p?—1)/8 é impar (lembre-se que —3 = 5{mod 8)).

Para provarmos {5.1), consideramos o fato de que para i fmpar, p —1 =
i{—1)Y{mod p) e para i par, i = i(—1)Ymod p). Logo, se considerarmos as
(p — 1}/2 congruéncias

p—1 = =1 (modp)
2 = [ 1)%(mod p)
p—3 = 3{-1){mod p)
4 = ( 1)4(m0d )
p—5 = 5(—1’(mod p)
t = L g 1) (=1~ 2{mod p),

Caso (p —1)/2 seja par a dltima congruéncia acima serd
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e, caso (p — 1)/2 seja impar, a iltima congruéncia serd

b—H_m-1

=1 — _1ylp=1)/2
t=p T =3 (=1) (mod p).

E facil obscrvar que os nimeros na coluna da esquerda das congruéncias
acima 580 todos pares. Na realidade temos nesta coluna os pares 2,4,6, .. .,
p—1. Se multiplicarmos, membro a membro, todas estas congruéncias teremos,

2 .4 .6.. . (’p —_ ]) = [_])[]+2+“+[P—”/2](E.%l) ![Iﬂﬂdp)-

Mas, como

2.4.5...(p_1]:ztv—H/l(?;_])!

temos

2[1)—”&(’9_;1) | = (_1)[1’2—”/3(‘—':—1) {mod p).

Cancelando-se o termo ({p — 1)/2)! {(lembre-se que {(((p — 1)/2)!,p) = 1), em
ambos os lados, obtemos

2(p=1)/2 (-1 (p?—1 }/B[m(}d Pl

Logo,
2
(_) = (=1 =1/8(m0d p)

P
E — (_1yipi=1)/8
(5) =6

considerando-se o fato de que ambos os membros da dltima congruéncia assu-
mem somente os valores 1 ou —1 e p € {mpar. O

o que implica

5.3 Lema de Gauss

Antes de demonstrarmos o Lema de Gauss consideramos um caso particular
com a finalidade de ilustrar o que serd feito na demonstracao. Sejamn a = 4
e p = 13. Calculamos os menores residuos positivos médulo 13 dos seguintes
multiplos de 4 {observe que 6 = (13 —1)/2):

1.4,2.43:44.45-4¢6-4,

14 = 4{mod 13)
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24 = 8(mod13)
3-4 = 12(mod 13)
4.4 = 3{mod13)
5-4 = 7(imod13)
6-4 = 1l{mod 13)

Dentre estes residuos, que sao 3,4,7,8,11 e 12 s6 dois, 3 e 4, s30 menores do
que 13/2. Se tomarmos os que séo maliores, i.e., 7,8,11 e 12 e considerarmos
os numeros 13—7,13—-8,13—11 ¢ 1312, teremos 6,5,2 e 1, respectivamente,
que juntamente com 3 e 4 sio todos os nimeros de 1 a 6.

Na demonstraciio do Lema de Gauss faremos o que foi feito acima com um

. , a . ,
rimo impar qualquer para provarmos que (—1)"= [ — |, ondec r é 0 ndmero
P par qualq I I )
P

de residuos positivos de 1-a,2-4a,3-qa,---,

-1
P 7" a que sac maiores do que

p/2. Neste nosso caso particular r =4, ie,,

4N 4

o que esta em concordancia com o Critério de Euler que diz que

(%) =413-U/2=45=42 4?2 .42 =3.3.3. = 1{mod 13).

Lema 5.1 {Lema de Gauss) Sejam p um primo impar e a um inteiro néo-

divistvel por p. Consideremos 0s menores res{duos positives dos inteiros

—1
a, la,3aq,..., (P—Z )a

Se r for o nimere destes residuos que sdo matores do que p/2, entdo,

3)-cn

Demonstra¢do: Consideremos os menores residuos positivos de 1a, 2q, 3a,. ..,

(p—1)a/2 médulo p. E clare que estes residuos sio todos menores do que p.
Sejam a1, az,... , a, os residuos que sdo menores doque p/2 e by, ba, b3, ..., br
0s que sdo maiores do que p/2. E claro que se multiplicarmos, membro a mem-
bro, todas as (p — 1)/2 congruéncias de onde obtivemos os residuos a; e by
acima tercmos:

(p—1)

la-2a-3a---—2—a =aqiaz---a;bybz---b{mod p)
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ou seja
1 -1
all_l (DT) = a1a2<——as—b1b2---br(m0d 1‘}] (5.2)

Como os nimeros b1, bz, b3, ..., by sdo maiores do que p/2 e menores do que
p, os nimeros p—by,p—ba,p—bz,... ,p— b, sio todos menores do que p/2.
Desejamos mostrar que os ntimeros ay, az,..., as, P—bi, p—b2,p—bs,... ,.p—
b, sdo todos incongruentes mddulo p. Isto serd suficiente para mostrar que
eles sao, a menos da ordem, os niimeros 1,2,3,... ,(p — 1)/2, uma vez que
T+s = (p—1)/2. Se tivéssemos dois ai’s ou dois by’s congruentes médulo
p, terfamos dois elementos do conjunto {1a,2a,...,{p — 1ja/2} congruentes
médulo p o que é impossivel pois {a,p} = 1 e 0s nimeros 1,2,... ,(p —1)/2
sdo todos menores de que p. Nenhum aj pode ser congruente com p — bj
pois neste caso terfamos a; = —b; o que, apdés o cancelamento de a (a; e by
sdo, ambos, congruentes a wiiltiplos de a), em ambos os membros, nos daria
uma congruéncia do tipo 1 = —m{mod p) com N € m elementos do conjunto
{1,2,...,(p—1)/2}, o que é impossivel. Com isto concluimos que os nimeros
ay, az,... ,45,p— b,p—b2,p— b3, ... ,p — by 580, a menos da ordem, os
numeros 1,2,3,...,{p—1)/2.
Portanto,

(p—1
2

p—1y,
(—2—) l(mmod p)

(E-;—I) [{mod p).
Utilizando-se a congruéncia (5.2) temos,

(—1)a"T (E—E—T> = (P_;i) {{mod p)

e, como, (({p—1)/2)1,p) = 1 obtemos,

@raz- - as(p—=b1)p —ba) by =1-2.3- P odn)
ou seja,

ajaz- - ag(—1)bybs-- - b,

il

isto é

(—1 ]"amg_- . Dsb]bp_ e br.

[—'I]ru]JE__l' = 1{mod p}.

Agora se utilizarmos o Critério de Euler, apds multiplicacdo de ambos os
membros por (—1}7 teremos,

(%) = a"T" = (—1)"(mod p)
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donde (%) ={-1)" O

5.4 Leide Reciprocidade Quadratica

Iniciamos esta seclo com a demonstracio do geguinte resultado,

Teorema 5.11 Se p ¢ wmn primo impar e A um infeire tmpar nao-divisivel por
P, entdo,

B ]

Demonstragao: Pelo Algoritmo da Divisdo podemos obicr os menores residuos
positivos de a,2a,3qa,...,{p — 1)a/2 através das divisdes seguintes:

SR
Pl

2a
2a= —| +r
T DJ 2

3 ]\3&J +r
a=p|— 3
P P

p—1 p—1 a
7 “:D[_'_z 'EJH“"W"-

onde T9,T2,... ,T{p_1),2580 08 @; ¢ by definidos na demonstragéio do Lema 5.1.
Se somarmos, membro a wmembro, as {p — 1)/2 igualdades acima obteremos

p—1, a 2a pu-]E
RTINS N (TN PSS

T T2 Vo2

ou geja

ps_]u:pM-t-l+S (5.3)
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onde I e S sdo, respectivamente, as somas dos residuos inferiores e superiores
ap/2, isto é,
I=a1+az+az4+ -+ ag

S=bi+by+bz+ .- +b.

Vimos, também, na demonstracdo do Lema de Gauss {Lema 5.1) que os

numercs ag, az,...,d.,p — b1, p — ba,... ,p — by sio, a menos da ordemn,
os nimeros 1,2,3,...,(p—1)/2. Logo,

p—1_ p°—1
T+24 -+ ——=
H24 ot 3
=ayt+az+--+as+1p—(b1+bz+- -+ by)
ie.,
2
DS =I+1p—S. (5.4)

Subtraindo-se, membro a membro, as equagdes (5.3) e (5.4) obtemos

p?—1

(a—1)=p(M —r1)+28.

Como, por hipétese, a e p sio fmpares o termo (p? — 1}{a — 1}/8 serd par
g, portanto, p{M — t} também. Logo, M — r é par. Mas, se esta difercnca ¢
par, é porque ambos sdo pares ou ambos sdo impares. Portanto, pelo Lema

de Gauss, concluimos que
a r M
(p) (=17 =(-1)

uma, vez que M e T possuem a mesma paridade. O

Observagao: Dizemos quec dois inteiros possuem a mesma paridade quando
sao ambos pares ou ambos impares.

O resultado que apresentamos a seguir, chamado “Lei de Reciprocidade
QQuadratica” de Gauss, jd foi demonstrado de vdrias formas distintas. O
proprio Gauss forneceu pelo menos 8 demonstragdes e a literatura mencio-
na mais de 150. Este resultado ja era conliecido por Euler ¢ Legendre,

Para p ¢ q primos impares, esta Lei de Reciprocidade Quadritica nos diz
que as congruéncias x? = p(mod q} e x2 = g(mod p] sdo ambas soltveis ou
ambas insoliveis, a menos que p e g sejam congruentes a 3 modulo 4, caso
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em que umna terd solugdo e a outra nao. lsto pode ser expresso em termos do
Simbolo de Legendre, como mostra o enunciade do teorema seguinte.

Teorema 5.12 (Lei de Reciprocidade Quadritica) Se p e q sdo primos fmpares

distinios, enide
(B) (_‘1) — (=)
q P

Demonstracan: Esta demonstragao, usando argumentos geométricos, foi apre-
sentada, originalmente, por Eisenstein (1823-1852).

Consideremos o retingulo ABCD de vértices (0,0),(p/2,0}, (p/2,q/2}) e
(0,4/2). Marcamos, em seu interior, os pontos que pertencem ao produto car-
tesiano dos conjuntos {1,2,3,... ,(p—1)/2}e{1,2,3,...,{qg—1)/2}, conforme
figura abaixo.

D C
qf2
!g-!- - - L3 - L3 L] L] L]

2

4.

3— * -

2- -

14 . .

i 2 3 4 5 8 7 (p1)pR
A 2 3 5 (p2) 3
Figura 5.1

E claro quec o niimero de pontos interiores a este retdngulo, cujas coorde-
nadas sjo mimeros inteiros, ¢ igual a

p—1q-)
2 2

Considercmos a cquacio da reta que passa por A e C, ie., y = {a/P)x- Como
os nidmeros 1,2, ..., {p — 1)/2 sdo todos primos com p, esta rota nao contém




108 CAP{TULO 5. RESDUOS QUADRATICOS

nenhum dos pontos interiores que contamos acima, Esta reta, y = (a/plx,

intercepta as retas x = k, paralelas ao eixo y, nos pontos (k, kg/p). Como —pﬂ

. k
nio é inteiro, para k € {1,2,3,...,{p —1}/2}, o mimero [_‘1 é o nimero de

pontos da reta x = k que estdo acima do cixo x € abaixe da reta y = (q/p)x.
Logo, o total M dec pontos do nosso reticulado no interior do tridngulo ABC ¢é

dado por
2 3 —1
P P P 2 p

Se considerarmos, agora, as intersegoes das retas y = k, paralelas ao eixo x,
com a reta y = {dq/p)x, obteremos, através de raciocinio andlogo ao anterior,
que o ntimero N dos pontos, que estamos considerando, no interior do triangulo
ACD ¢ izual a

et 2o 2]l

Portanto temos a seguinte igualdade,

o=
_

_p—1lq-—1
M+ N = 5 7

Mas, pelo Teorema b.11,

o que implica

(5) (E) = (MNP
P g
O

Finalizamos esta secao com um resultado que serd fundamental na demous-
tragao de um tcorema de Lagrange visto no capitulo 7.

Teorema 5.13 Para todo primo p existem inteiros a,b e ¢, ndo todos nulos,
tais gue a congruéncie sequinte s¢ verifice

a?+bitc?= O(mod p).

-
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Demonstragao: Para o caso p = 2 tomamos a =b =lec=0. Sep =
1{mod 4) tomamos b =1, ¢ =0 e a como uma solugio de x? = —1{mod T}
{lembre-se dec que o Teorcma 5.6 nos garante a existéncia de um tal “a”). Se
p = 3(mod 4) tomamos ¢ = 1 e mostramos a existéncia de solucio para a
CONEruceIicla

a? + b? = —1{mod p).

Sabemos, pelo Teorema 5.5, que para wm p primo {mpar temos {p — 1)/2
residuos quadraticos e (p — 1}/2 residuos nao-quadréticos dentre os niimeros
1,2,3,...,p—1.

Seja, pois, d o menor residuo positivo ndc-quadratico médulo p. Como 1 6
residuo quadratico, d > 2. Logo, pelos Teoremas 5.8 ¢ 5.9

) RE)-neo

Isto nos diz que —d é um residuo quadrdtico modulo p, ou seja, a congruéncia
x? = —d(mod p) possui solucio. Seja b tal que b2 = —d{inod p). Precisamos
achar um “a” tal que ¢ = d — 1{mod p). Mas esta congruéneia claramente
possul solugdo uma vez que d > 2, d —1 < d e d é o menor residuo néo-
quadréitico positive madulo p. (]

8.5 Simbolo de Jacobi

O Simbaolo de Jacobi que definimos a seguir ¢ wma generalizacio do Sfmbolo
de Legendre introduzido neste capftulo. Este simbolo de Jacobi possui varias
propriedades similares dquelas verificadas pelo Simbolo de Legendre. Como
veremos este novo Simbolo é de grande importancia, na realidade, na avaliagao
do Simbolo de Legendre.

Definigho 6.3 Para um inteiro positivo a relativamente primo com o inteiro

. P . a . Y

impar n = p{?p5? .- pt* 0 Simbolo de Jacobi, denotado por [—}, € definido
mn

por:
a a aN* /S a\™ ay ™
H N [p;’"pz@---p:‘t-] - (p“l) (E) (v_)

onde os simbolos & direita da ultima igualdade sdc Simbolos de Legendre.

539

2
Para cxemplificar a avaliacio deste novo sfrabolo calculamos, a seguir,
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- (60 ®-66 -
5 7 11 5 7 11 '
Pela definicio acima podemos ver que quando n é primo o Simbolo de
Jacobi coincide com o de Legendre.
E importante ohservar que, enquanto o Sfmboln de Legendre (%) nos d4
informacio sobre a existéncia de solucdes para a congruéncia x* = a{mod p),
o Simbolo de Jacobi [%} nao nos fornece semelhante informacdo sobre a con-

gruéncia x? = a{mod n). Para ver isto observe que se p é um fator primo de n

e sc x? = a{mod n) tem solugdo, entdo a congruéneia x2 = a{mod p) também

a
tem solugao, i.e., (E) = 1. Desta forma

i=1

- a
Para mostrar, por outro lado, a possibilidade de se ter [H] = 1 sem que a

congruéncia x = a(mod ) possua solugio, consideramos a = 2 ¢ 1 = 55.

Logo,
2 2 2
/=) (%) ==

e, como as congruéncias x* = 2(mod 5) e x! = 2(mod 11) ndo possuem

nenhuma sclugiio, a congruéncia x? = 2(mod 55} nfic tem solugio alguma.

Provaremos, a seguir, uma propriedade satisfeita pelo Simbolo de Jacobi
que usaremos para mostrar que a Lei de Reciprocidade QQuadratica também
se verifica para o Simbolo de Jacobi.

Teorema 5.14 O Simbolo de Jacobi satisfaz

{j} = (~1}{n11/2

n
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onde N € um inteire impar e positivo.

Demonstragdo: Sabemos, pelo Teorema 5.9, que se p é um primo impar, entao

(‘_]) VRN
P

Considerando n = pT'p3? ... pf, temos:
| _‘] o -1 j£5) _] Dy
- B

= [_1]%(m—1)/2+oczfpz—i}/2+---+ott{pt—1]/2 (5.5)
Da fatoracio de n podemos cscrever

It

n=00+{p1 =N+ {pz=IN% . (0 + (pe— 17

Como (pi —1) € par concluimos que (14 (p;—1))% =1+ i(pi—1)(mod 4} ¢
O+ eu{pi— M+ oip;— 1) = 1+ ailps — 1)+ @4{p; — 1){mod 4). Portanto
n=1+o{p;— 1+ opa— 1)+« + op{pt — 1}{mod 4} o que implica

m—1] _alpi—1) | aalpz—1) aylpe—1)
= s ————{mod 2J, .
7 5 7 +- 3 (mod 2) (5.6)
Esta 1iltima congruéncia para {1 — 1)/2 juntamente com (5.5) nos mostra
que
il SRR NS
n
0 que conclui a demonstracaoc. O

Ne¢ Teorema seguinte mostramos que a Lei de Reciprocidade Quadrédtica é
verificada pelo S{mbolo de Jacobi,

Teorema 5.15 Sejam T e M inteires impares positivos relativamente primos,

entdo
RIEERE

Demonstragdo: Escrevendo n = pSp52.--pX e m = qP'qB2 ... qf, pela
definig&o do Simbolo de Jacobi e pelo Teorema 5.8 temos

[Il_.] :]-j-[ (2) B =ﬁﬁ (P_‘) Biey

m qj qi

4=1 i=13=1

i



Mg - —— T —

e
5 1 B
[ = (E)“‘ 1111 (q;)“‘ ’
T =) Pi i=14i=1 Pi
Logo
s : 3
SR G ;
—| =] = = : g
[m n :!;I]: el QCIVAGES (5-7)
Como o Simbolo de Legendre verifica a lei de reciprocidade quadrética
temos

(2) (2) =iz
g Pi

0 que, por (5.7), nos fornece

208 - Ao

- [_])Zi=1Z;=]°‘»{[h2:l}f5}{{li2_1)' [58)

Observando que

55 e () (450 - En(55) £ ()

i=1

e utilizando (5.6) temos:

t 1
‘Zai(plz

1=

—_

;Bj(qj2_1) m2_1(mod2]

o que nos diz que

L pi—1 g—1y _n—1m-—1
Zg‘xi( 3 )Bj("z ): 5 2 {mod 2).
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Esta dltima congruéncia nos garante, juntamente com (5.8), que
n m—1 n—-
m R =
m
o que conclui a demonstragao. O
Dentre os problemas resolvidos da proxima secio estdo algumas outras
propriedades verificadas pelo Simbolo de Jacobi que j& vimos serem satisfeitas

pelo Simbolo de Legendre.

5.6 Problemas Resclvidos

Problema 5.1 Mostrar que se {ab,n) = 1, onde n é inteiro fmpar positivo,

][4
)

Il
tem S
PN
= |5
~—

2

Il

-
/'—-\

Sle
—
=
S
==y
S’
E

Il

-l
Pt
Do T
R

r
—-
P
Il
R

=}

Problema 5.2 Mostrar que se n for um inteiro impar e positivo entio

[g} - (_])(nz—‘l)/«g

mn

Solu¢ao: Sabemos, pelo Teorema 5.10, que para p primo

3t
- Gr @@

Logo,
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= (=1} i{pf=11/8 o (pi—1)/8+ tac(pi-1)/8 (5.9)
Como foi observado na demonstragdo do Teorema 5.14 temos
nf= (14 (T — 1™ (1 + (pE—1))% - (1 + [pf = 1™
Considerando que 'p% —1=0{mod 8} vemos gue

(14 (p2= 1)) = 1 + ay(pZ — 1){mod 64)

(14 o{p? = 1)1+ o5(p2 = 1) =1+ au(p? = 1) + o(pf — 1) (mod 64)
Logo,

2 2 2 2

n=1+a{pi—1+a2pi— 1+ +olp; — 1) (mod 64)

0 que nos garante que

2 2 2 2
n =1 _ opi—1)  wofps—1) o{py—1)
= v+ ———=——{mod §).
5 e T g Tt g (mod 8)
Esta tltima congruéncia, com (5.9), nos permite concluir, finalmente, que

[E} e
mn

497
Problema 5.3 Avaliar o Simbolo de Legendre (@3-)

Solucao: Vamos avaliar este Simbolo de Legendre considerando-o como Simbolo
de Jacobi para que possamos utilizar o fato de que este simbolo também sa-
tisfaz a lei de reciprocidade quadrética:

(- [3) - e 2] (2
643 643 497 497
146 73
- [497} {497] [49?}

T3t 4971 497 97
e o
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5.7 Problemas Propostos

1. Caleul 48 235 138
R g7 o \ge1 ) \883 )
2. Encontrar os residuos quadraticos e nao-quadraticos de 19 ¢ 23,

3. Mostrar que nao existe 11 tal que 7}{4n? —3).

4, Mostrar que se p ¢ ¢ sd0 primos mpares com p = q + 4 entdo

ke
o ()

5. Usando o Teorema 5.12 mostrar que se p € um primo {mpar, entao

:’x_ 1 se p==£1{mod12)
p) | =1 se p=45(mod12)

6. Fornecer uma congruéncia descrevendo todos os primos para os quais 5 €
um residuo quadrdtico.

7. Mostrar que 17 € um residuo quadritico médule 19 utilizando o Lema de
Ganss.

8. Dizer sc a congruéncia 3x% = 12(mod 13) possui, ou néo, solugio.

) 327 429 181
9. Avahar [g’gg} y l:gég:‘ f {"ﬁi:‘

10. Sendo p ¢ g primos impares distintes com p = g = 3 (mod 4) mostrar
que p é um residuo quadrdtico médulo q se, e somente se, g ndo é residuc
quadrdtico madulo p.



Capitulo 6

Raizes Primitivas

6.1 Raizes Primitivas

A importancia dos resultados introduzidos neste capfiulo fica evidente quando
se estuda os conceitos de grupos, grupos ciclicos, cte, o que é visto, em maiores
detalhes, em Teoria Algébrica de Numeros que ndo serd desenvolvida neste
texto.

Sabemos, pelo Teorema de Euler (Tcorema 2.13) que se a e m(m > 1)
sho relativamente primos, entio a®™ = j{mod m). Isto nos diz que se
considerarmos as poténcias de g, isto &, a, a?, a3, ..., a',... existird uin menor
expoente k tal que a¥ = 1{mod m). Este menor valor de k poderd ser menor
do que db{m}. Como (2,7) =1, o Teorema de Euler nos garante que 2917 =
26 = 1(mod 7), mas 23 = 1{mod 7) ¢ 3 < 6 = ¢(7).

Definigdo 6.1 O menor jnteiro positivo k para o qual a¥ = 1{mod m), onde
(a,m) =1, é chamado “ordem de a mddulo m” m e denotado por ordna.
Como 2 2 1{mod 7),2% £ 1(mod 7} e, como vimos acima, 23 = H{mod 7),
entac ord;2 = 3.
Em muitos livres de Teoria dos Nimeros o leitor encontrara, também, os

termos “a pertence ao expoente k médulo m”ou “k € o expoente de a médulo
i

m”.

Nosso primeiro teorema mostra que se a™ = 1{mod m) para algum inteiro
positivo h, entdo h, neccssariamente, devera ser mdltiplo de ord,.a.

Teorema 6.1 Se k = ordna e a™ = 1{mod m), entdo klh.

Demonstracao: Pelo algoritmo da divisao {(Teorema 1.2), dados h e k{k % 0)
existc um Unico par de intciros ger, 0 < 1 < k tal que h = gk + v. Desta
forma, temos

a = a¥**7 = (a¥) 9" = a"(mod m).
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Lembre-se que a® = 1{mod m) pois k = ordna. Logo, como o = 1{mod my,
acabamos de mostrar que a” = T{mod m}. Sendo r < %k, r deve ser zero
pois k &, por definigdo, o menor inteiro positivo para o qual a* = 1(mod m).
Portanto, v = 0 e h = gk, o que conclui a demonstragio. 0O

Corolario 6.1: ord a|¢(m).

Demonstracio: O Tcorema de Euler (Teorema 2.13) nos garante que a®(™ =
1{mod m) para (a, m} = 1. Logo, o teorcma que acabamos de demmonstrar nos
garante que ordmald(m). 0

Definigao 6.2 Se ord,a = d(m] dizemos que a ¢ uma raiz primitive médulo
.

Para calcularmos a ordjp3 computamos, médulo 10, as poténcias 3,32, 33,
etc. 3' = 3{mod 10):3% = 9(mod 10};3* = 7{(mod 10) e 3* = 1{mod 10).
Desta forma concluimos que ordyp3 = 4 e, como 4 = $(10),3 é uma raiz
primitiva médulo 10. Pelo Coroldrio acima, quando estamos procurands a
ordma, precisamos testar somente as poténcias cujos expoentes sao divisorcs
de p(m).

Vamos calcular a ordyp7 e ordjp?. Para isto calculamos as poténcias de 7 e
9 somente para expoentes que sao divisores de ¢(10) =4,

7! = 7{mod 10} 9! = 9(mod 10)
72 = 9(mod 10} 9% = 1{mod 10)
7% = 1{mod 10)

Como ordyjp7 = 4 = $(10),7 é uma raiz primitiva modulo 10. Sendo
ord1p? = 2 < 4 = d(10),9 ndo & uma raiz primitiva médulo 10.

Chamamos a atencao do leitor para o fato de que se, para algum infeiro
positivo h, a™ = 1{imnod m) entdo (a, m) = 1. Isto ¢ Sbvio pois se d = {a, m)
entdo dla e dlm o que implica di1 e, portante, d = 1.

Teorema 6.2 Seja k = ord,,a, entie a* = a*{mod m) se, e somente se,
t = himod kJ.

Demonstragao: Vamos supor que af = amod m). Sem perda de genera-
lidade podemos supor t > h. Logo, como a* = a"a* ™ e aM = a'(mod m]
temos a™ = aat™{mod m). Como (@, m) =1 implica (a™, m) = 1, podemmnos
cancelar a”, nesta iltima congruéneia, obtendo

- l’L{

T=na mod m).

Agora, pelo Teorema 6.1, K|(t —h) o que equivale a dizer que t = h{mod k).
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A reciproca é conseqliéneia do algoritmo da divisio. Se t = h{mod k) entao
existe um inteiro n tal que 1 = h +nk. Logo,

at = ah—l—nk _ Cl.h(ﬂk)n = Cl.h(l’II(Jd TT'I.)
pois k é a ordem de a médule m, o que conclui a demonstragao. a
Corolario 6.2 5S¢ k = ord\na, entde os nimeros 1, q, a?,...,a%"! sqo incon-

gruentes mddulo m.

Demonstragcdao: Vamos supor que dois destcs numeros sejam congruentes
médulo m, e, at = a™mod m), 0 <t <k~1, 0<h < k—1. Pelo
Teorema 6.2, devemos ter t = himod k), i.e., t —h deve ser divisivel por k.
Como ambos, t ¢ h, sdo ndo-negativos ¢ menores do que k, isto sé podera ocor-

rer se eles forem iguais. Disto concluimos que os mimeros 1,a, a?,..., a%!
sa0 todos incongruentes madulo m. 0
Teorema 6.3 Se a € wmae raiz primitive, enfdo os nimercs a,a?,...,a%m

formam um sistemo reduzide de residuos mddulo m.

Demonstragao: Como @ é uma raiz primitiva ordna = ¢(m). Pelo corelério
6.21,a,a,...,ab™ 1530 todos incongruentes médulo m. Como (a,m) =1,

o Teorema 2.12 nos garante que a, a, ..., a®™ formam um sistemna reduzido

de residuos médulo m. O

Teocrema 6.4 Para k infeiro, k > 3, e a um infeiro impar, temos

a#1241/2 = 1{mod 2%). (6.1)

Demonstragao: A demonstragdo é por indugdo. Vamos verificar a validade de
(6.1) para k = 3. Como a é impar, a = 2n+ 1. Logo,
=(2n+ 12 =4’ +4n+1=4dn{n+1)+1.

Como n{n 4 1) é par, 4n{n + 1) é divisivel por 8 ¢, portanto, a’ = 1{mod 8).
Isto prova (6.1) para k = 3, pois G231 /2=2.
Vamos supor, agora, que

a®(Z/2_ 27 = T{mod 2¥).

, . k—2 . .
Isto & cquivalente a a2~ = 1 +m2¥ para algum inteiro m. Elevando-se ambos
os membros ao quadrado obtemos, '

(@72 = (14 m29)? = 1 4 m2¥ T + m222,
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Portanto,
2 + 2% 4 m22% Yy,
o que implica
a2 = 1(mod 2¥HY
que € (6.1) para k substituido por k+1, o que conclui a demonstragao. m|

A congruéneia (6.1) nos fala a respeito da nio-existéucia de raizes primitivas
médulo 2%, para k > 3.

Propasigcdo 6.1 Para k = ordna e t um inteiro positivo temos,
ordma = (k, tjord,n{a'}.

Demonstragdo: Por defini¢do, a ordem de a* mddulo m € o menor inteiro

positivo h tal que
[a¥}™ = a™ = 1{mod m).

Logo, pelo Teorema 6.1, th = 0{mod k). Esta tltima congruéncia, pelo Teo-
rema 2.3, € cquivalente a h = 0{mod k/d) onde 4 = {k, t).

E claro que a menor solugdo positiva desta congruéncia é k/d, o que significa
que ordma' = k/d o que conclni a demonstracio. 0

Corolario 6.3 ordna' = ordma se, € somente se, (k,t) =1, onde k = ord,a.

Demonstragdo: E Sbvio pela equacio
ordma = (k, tlord,at

que a ipualdade ord;na = ordpat ocorrerd se, e somente se, (k,t) =1, g

Corolario 6.4 Seje a uma raiz primitiva médulo m. Nestas condicdes at € uma
reiz primitiva moédulo m se, e somente se, (1, p(m)) =1,

Demonstracdo: Se a é uma raiz primitiva, k = ¢{m) e, portanto, pelo co-
rolirio anterior ordpma® = G{m) se, e somente se, (t, p(m)) = 1. N

Teorema 6.5 Um inteiro positive m que possui uma raiz primitive, possut era-
tamente ¢{b{m)) raizes primitives incongruentes.

Demonstragao: Sabemos, pelo Teorema 6.3, que sendo a uma raiz primitiva,
o8 ntimeros a, a2, ..., a®(™ formam um sistema reduzido de residuos médulo

m, O coroldrio anterior nos diz que at & urna raiz primitiva sc, o somente se,
1 P ' )
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(t, d(m}} = 1. Mas o mimero de t’s satisfazendo {(t, d(m)) =1, 1 <t < ¢p{m)
é ¢(Pp{m)) e isto conclui a demonstragao.

O

Teorema 6.6 Seja p um prime {mpar e d um divisor positivo de p — 1. Entdo
¢ numero de inteires tncongruentes modulo p tendo ordem igual a d € ¢(d).

Demonstracao: No capitulo 4, Teorema 4.5, mostramos que
D dbld)=n.
dn

Logo, para os divisores de p — 1 temos,

2 bldy=p-1. (62)
dip—1
Separamos o conjunto 1,2,3, ..., p—1 em classes Ay, uma para cada divisor

de p — 1. Na classe A colocamos todos os elementos a tais que ordya =
d. E claro que estes conjuntos sao disjuntos ¢ que cada um dos elementos
1,2,3,... ,p— 1 se encontra em algum Ag. Isto significa que, se g(d) for o
nimero de clementos cm Ag, entao,

S old)=p-1. (6.3)

dip—1

Subtraindo (6.3) de (6.2) obtemos,

> (dld)—g(d) =0

dlp—1

Desejamos mostrar que g{d) = ¢(d)} para todo divisor d de p — 1. Para isto
basta mostrarmos que g{d) < ¢${d]. Provar isto equivale a mostrar que se
g{d) # 0, entdo g(d) deve ser igual a ${d). Vamos, pois, supor g{d) # 0,

e, Ag nao-vazio. Seja a € Ag. Logo ordpa = 4, ie, a¢ = 1(med p). O

Corolario 6.2 e o Teorema 2.12 nos garantem que os nimeros a, aZ, ..., a% sfo
todos incongruentes mddulo p. Mas todas estas poténcias de a sao solugdes
de x% = 1{mod p) e, comc pelo Teorema de Lagrange (Teorema 5.2), sendo
p primo x* — 1 = O0{mod p) tem no méximo d solucdes, estes d mimeros
a,a?,...,a%sd0 todas as solugdes de x¥—1 = 0{mod p). Logo, todo elemento
de Ag é da forma a* para algum t € {1,2,...,d}. Mas, pelo Coroldrio 6.3,
ordpat = ordpa = d se, e somente se, (t,d) = 1. Portanto, dentre os niimeros
a,a?,...,a? existem exatamente ¢(d) com ordem igual a d. Isto nos garante

que ¢(d) = d(d), o que conclui & demonstracéo. U
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6.2 Raizes Primitivas méduio pt

. (4 : . .
Teorema 6.7 Todo ndmero primo YINpar possur uma ratz primitive.

Demonstracéo: Isto é conseqiéncia imediata do teorema

¢(p) = p—1 sendo um divisor de p — 1, existem d{d(p))
primitivas médulo p.

anterior porque
= ${p — 1) rafzes
]

Proposigdo 6.2 Se a & uma raiz primitiva médulo T, entao a +p também ¢

Demonstracdo: Devemos mostrar que ordp(a+p) = ¢p(p). Vamos supor que
N —
(a+p)" = 1mod p) para n < ¢(p). Como (a +p)" = a™(mod p), isto seria

absurdo pois, por hipétese, a ¢ raiz primitiva. Logo, a ordem de q + P deve
ser, $(p) ou seja, a + p também & raiz primitiva médulo p. 0

Proposicéo 6.3 Euiste a, raiz primitiva mddulo P, P primo {mpar, para a qual
a sequinte relacdo se verifica:

aP~! = 1(mod p?) (6.4)

D?monslragao: O teorema anterior nos garante a existéncia de uma raiz pri-
m1t‘1va para tode primo fmpar. Scja a uma raiz primitiva médulo p. Se a
verifica (6.4) nfio hd nada a demonstrar. Se a nio verifica (6.4), vamos mos-

trrc}r que b = a + p a qual, pcla proposi¢ac anterior, ¢ uma raiz primitiva
médulo p satisfaz (6.4).

p—1
bP = (a4 plP) = P=TN ot
(a+7p) Z ; at v
=0
1 -t
=a"" '+ (p—~T}a¥P" L ar it
v-1) 2p+§2( e

E ficil observar que todo termo da dltima soma acima possui o fator p2, Logo
! : . Logo,
médulo p?, temos

b =14 aP¥(p2 — p) =1 —paP *(mod p?).
(lembre-se que, como a nio satisfaz (6.4}, a1 = 1(mod p?)). Isto implica

-1 .
ng P~ £ 1{mod p?) pois a congruéncia paP~? = 0(mod p?) nio pode se
verificar uma vez que

PaP™? = 0(mod p?) = o" 2= O(mod p),
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o que ndo pode ocorrer sendo a uma raiz primitiva e (a,p) = 1. Isto mostra
que b satisfaz (6.4), o que conclui a demonstragie. m

Teorema 6.8 Se o for uma raiz primitive médulo p, p primo impar, com
a?~ 1 2 Ymod p?), entdo

PN 1 (mod p) (6.5)
para todo t > 2.
Demonstragdo: Demonstramos (6.5) por indugio em t. Para t = 2 temos,
a®P 7 = g0 g1 £ 1(mod p?)

uma vez que estamos admitindo aP~' £ 1{mod p3).

Como hipétese de indugdo assumimos que (6.5) seja verdadeira para t e
vamos provar que esta congruéncia continua valida quando substitufmos t por
t+1. Como (a,p) =1 (a ¢é uma raiz primitiva) temos que (a,pt"1) =1 e,
portanto, pelo Teorema de Euler (Teorema 2.13)

a?® ™ = 1 (mod p+).
Esta congruéncia nos garante a existénecia de um inteiro n tal que
a®P ) =1 pnpt, (6.6)

Este . nao é divisivel por p, pols se tivéssemos 1 = kp a ultima igualdade nos
daria

a®® ) 1 4 kpt

o que iria contradizer nossa hipétese de inducgdo. Sabendo que pfn, elevamos
antbos os membros de (6.6) a poténcia p.

[a®F ™ P = grel' ™) = ( Fnptlyy

=;(Tz)(npt")i
)G (e Qs

plp—1

-1 +TL]Jt+ 5 }n2]j2t—'2+5
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1
=1 +npt+p2 nip?t-lys,

Mas, sendo 3t —3=1t+2t~32>t+ 1 para t > 2, todo termo da soma

p
S — Z (?) (n.pt-—])i

i=3

possul uma poténcia de p que € maior do que ou igual a ptt!
Comeo 2t —1 > £+ 1, para t > 2, a sequéncia de igualdades aciina nos

garante, médulo pt*), que

PP ) — qdblet) — + nptimed pt+l)_

Esta congruéncia nos garante quc
a®') 2 H{mod p**")

uma vez que pfn. Mas isto é (6.5) com t + 1 no lugar de t, o que conclui a
demonstragao. O

Teorema 6.9 Se p € um primo fmpar, ent@o wme ralr primitiva médulo P
¢ também uma raiz primitiva mddulo pY,Vt > 1 se, e somenic se, aP~1 £
1(mod p?).

Demonstragdo: Seja a uma raiz primitiva médulo p ¢ vamnos supor que a
também seja uma raiz primitiva médulo p', para t > 1. Neste caso teremos,
em particular, que a é raiz primitiva médulo p? e isto implica que

aP~! 2 1{mod p?)

pois, caso contrdrio, terfamos uma contradigao, uma vez que p—1 < p(p—1) =
b(p?)

).

Provamos, agora, a reciproca, i.e., vamos admitir que a seja wna raiz pri-
mitiva moédulo p para a qual a?~! # 1(mod p2). Devemos mostrar que a &
também uma raiz primitiva médulo p* para todo t > 2.

Precisamos mostrar que

k =ordyca = ${p').

Como a® = 1{mod p*) temos que a¥ = 1(mod p). Isto nos diz, pelo Teorema
6.1, que d(p)[k. Logo, k = nd(p). Massendo k = ordia, K|$p{p*) e, portanto,

nb(p)h(pt). Como $ipt) =pt'(p — 1) temos que,

np—NpTp -1} s npt"
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Logo, n =p"™, h <t—1. Portanto, k = phb(p) =p™Mp — 1)
Precisamos mostrar que h = t—1. Vamos supor que h < t—1,i.c., h € t—-2.
Neste caso, teriamos

) k=pp—Dp e -1 =0
Isto nos diz que ¢{p*™") é um miltiplo de k e, portanto,
a7 = Timod P,

Mas isto contradiz ¢ Teorema 6.8. Logo, h=t—1=>n = pl = x =
P lo(p) =ptp — 1) = dlph). D

6.3 Raizes Primitivas Médulo 2pt

Provamos, na segio anterior, a cxisténcia de rafzes primitivas médulo pt para
7 um primo impar. Pelo mesmo argumento apresentado na demonstragao
da Proposigao 6.2, podemos concluir que se a for uma raiz primitiva médulo
pt entdio a + pt também scrd wma raiz primitiva médulo pt. Como um dos
ndmeros a e a + pt & necessariamente, fmpar, Pt possui sempre uma raiz
primitiva {mpar.

No teorema seguinte mostramos que uma raiz primitiva {mpar médulo p*
¢, também, Taiz primitiva médulo 2pt,

Teorema 6.10 Para p um prime fmpar, 2p* possui raiz primitiva.

Demonstragao: Pelas observagoes feitas acima p* possui raiz primitiva fmpar.
Seja, pois, a uma raiz primitiva fmpar médulo p*. Vamos provar que a é
raiz primitiva médulo 2pt. Lembro-se que para ser raiz primitiva médulo 2pt,
a deve ser primo com 2p', por isto a ndo pode scr par. Secja k = ordzpma.
Precisamos mostrar que k = ¢{2p*). Sabemos que k|¢{2pt). Sendo §(2pt) =
o(pY), Klblpt). Mas como a* = 1(mod 2pt) temos a* = 1{mod p'). Lo-
go, sendo @ uma raiz primitiva moédulo pt, podemos concluir que ¢(p*)k.
Portanto, k = ¢{2pt) i.e., a é uma raiz primitiva médulo 2p*.

6.4 Somente 1,2 4 pt 2p* Possuem Raizes Primitivas

E de imediata verificacio o fato de que os niimeros 1, 2 e 4 possuem raizes
primitivas e que, pelo Teorema 6.4, nenhuma poténcia de 2, major do que ou
igual A terceira possui raiz primitiva. Nas se¢oes 1, 2 e 3 vimos que os primos
impares, quaisquer poténcias destes primos ¢ também o dobro destas poténcias
possuem raizes primitivas,
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Mostramos, a seguir, que nenhum nimero m, além de 1, 2, 4, pte 2pt (

. * . N . g p
primo fmpar), possui raiz primitiva.

Teorema6.11 Se m > 1 ndo € da forma 1,2,4,pt ¢ 2pt (P primo dmpar), entdo
m néo possui raiz primitivg.

Demonstracao: Seja
m= p%'p}f P,

Vamos supor que M possua uma raiz primitiva. Seja @ uma raiz primitiva
mOst:lO m. Logo, {a,m) =1 e ordma = d(m). Como (a,m) = 1, entio,
{a,p) =1 Vi=12,... ,set;>1. Assim, pelo Teorema de Euler, temos

1
a®e') = 1{mod 13;“).

Sabemos que

¢(m) = dlpbpE) .. blph).

Vameos considerar

B={d(p} ) d{p2),... . dlpk)l

E claro que

a® = 1(meod pfi), Yi=1,2,...
g, portanto, ¢(m) < B. Logo,

GpTIdPF).. . dp%) < 16mEI ), d(p),. .., dlpl)]

Mas, para que um produto de ntimeros seja menor do que ou igual ao minimo
miultiplo comum destes mimeros, estes nimeros, nccessariamente, deverio ser
relativamente primos dois-a-dois.
by — i1 . . . ,
Como ¢(p') = p*~'{p — 1} sabemos que este nimero é par para p fmpar
ousep =2, 12> 2 Disto concluimos que os nimeros

G}, GpR),...  olpk)

serao primos, dois a dois, somente se s = 1ous = 2 e m = 2pt. O que
acabamos de mostrar é que m, caso tenha raiz primitiva, devera scr de forma
pt ou 2pt {(p primo impar). Como j4 provamos que nimeros desta forma
Possuem rafzes primitivas entdo, ser da forma 1,2,4,p%, 2p* ¢ uma condigio
hecessdria ¢ suficiente para que possua raiz primitiva.
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6.5 Problemas Resolvidos

Problemas 5.1 Quantas raizes primitivas possui o primo 137 Encontrar uimn
conjunto com este n\imero de rajzes primitivas incongruentes médulo 13.

Solycdo. Sabemos, pelo Teorema 6.5, que o primo 13 possui ¢(13 - 1) =
${12) = 4 raizes primitivas médulo 13. Como 2 é uma raiz primitiva médulo
13, temos, pelo Coroldrio 6.4 que 2' é raiz primitiva se, esomente se, (1, $(13)) =
1. Como os intciros primos com $(13) ¢ menores do que 12 sao 5, 7ello
conjunto {2, 25,27 21 possui 4 rafzes primitivas incongruentes médulo 13.

Problema 5.2, Mostrar que se T ¢ um inverso de a médulo m, entdo ordma =
orda.

Solug¢do. Seja r = ord,a e suponhamos que s = ordy,@ < 7. Logo, como
aa = Hmod m), temos que 1 = (aa)® = (a®)(T*} = a’{mod m} o que é uma
contradicio pois § < 1 e v = ordna.

Problema 5.3. Provar que se a ¢ b sio raizes primitivas médulo um primgo

fmpar p, entfo ab nio ¢ raiz primitiva médulo p.

Solugdo. Sendo a raiz primitiva médulo P temos que ¢{p) =p — 1 é 0 menor

inteiro positivo para o qual aP~'—1 = Oltnod p)
Comwo

ab™l 1= (a%‘l — 1) (u%‘] + i) = O{mod p)
concluimos gue ot = —1{mod p).

. -l P
De forma aniloga temos quec b7 = —1{mod p} donde concluimos que
rP_1 . -~ ., el p
{ab} 7T = 1{mod p), Le., ab ndo ¢ raiz primitiva médulo P.

6.6 Problemas Propostos

1. Encontrar uma raiz primitiva médulo (a) 5; (b} 6; () 10; (d) 11; (c) 18; (f)
19.

2. Encontrar o nitnero de raizes primitivas dos seguintes primos {a) 5, (d) 17,
(a) 11, (d) 23, (a) 13, (d) 31.

3. Mostrar que se m ¢ um inteiro positivo ¢ a um inteiro, (a,m} = 1, tal que
ordma=m-1, citdo m é primo.

4. Mostrar que os divisores primos fmpares de um intciro n2 41 sfio da forma
4k +1.
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5. Sendo p > 2, primo, e a > 1 um infeiro, mostrar que os divisores primos
fmpares de aF + 1 sdo divisores de a + 1 ou sio da forma 2np + 1.

8. Mostrar que se a ¢ uma raiz primitiva médulo p (primo} com p = 1(mod 4),
entfio —a também € raiz primitiva.

7. Mostrar que s¢ a € um residuo quadrdtico mddulo p primo fmpar, entio a
nao é raiz primitiva médulo p.



Capitulo 7

Representacao de Inteiros como
Soma de Quadrados

7.1 O Probiema de Waring

Num trabalho publicade em 1770, Waring afirmou que todo inteiro positivo
€ a soma de no méximo 4 quadrados, no méximo 9 cubos ¢ no maximo 19
quartas poténcias,

Embora ele ndo tenha apresentado nenhuma demonstracio para estas afir-
magoes, as quais deve fer sido levado pela observagio de muitos exemplos,
provavelmente cle suspeitava da existéneia, para cada inteiro positivo k, de
um inteiro positivo g{k), tal que todo inteiro positivo 1 pudesse ser cxpresso
como a soma de 1o mdximo g(k) k-ésimas positivas poténcias.

No mesmo ano de 1770, Lagrange demonstrou que todo inteiro é & soma
de no maximo quatvo guadrados,

Somente em 1859 ¢ que surgiu uma demonstragio para o fato de que todo
inteiro ¢ a soma de no miaximo 9 cubos. Em 1909 Hilbert provou a existéncia,
para todo k de um inteiro positivo g(k), independente de n, com a propriedade
de que ftodo inteiro 1 pode ser expresso como a soma de no méximo g(k)
k-ésimas poténcias. A demonstragio, por ele apresentada, prova apenas a
existencia de g(k) mas nao fornece informacdes sobre o valor real de g(k}.

Hardy e Littlewood descnvolveram métodos analiticog fornecendo limitan-
tes superiores para g{k) para todo k.

Nas segocs seguintes, caracterizamos os inteiros que possuem representacio
como soma de dois quadrados, demonstramos o teorema de Lagrange sobre a
representagao de inteiros como soma de quatro quadrados e apresentamos um
resultado de Euler que nos diz que certos primos possuem representacio Gnica
como sota de dois quadradoes. Para o leitor intercssado noutros resultados,

—
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recomendamos o excelente livra de Grosswald [11].

7.2 Soma de Dois Quadrados

Nést.a. secao caracterizamos todos os inteiros n para os quais a equagio
x2t+yf=mn (7.1)

possui solugdo em inteiros. Neste resultado, demonstrado primeiramente por
Fermat, utilizamos a scguinte identidade, a qual é verdadeira para quaisquer
nimeros reais a,b,c ¢ d.

(aZ+ b2)(c* + d?) = (ac + bd)* + (ad — be)? (7.2)

Este fato elementar nos diz que o produto de nimeros que podem ser re-
presentados pela soma de dois quadrados também pode ser representado como

_soma de dois quadrados. Uma forma simples de se verificar (7.2) ¢ pela consi-

deragio de complexos & = a-+bie f = d+cilembrando que a@pP = xp «f.
Tniciamos com um resultado no qual identificamos os primos que possuem
representagdao como soma de dois quadrados.

Teorema 7.1 Sendo p um primo e equagio x* + y? = p possus solugdo inteira
se, e somente se, p =2 ou p = 1{mod 4},

Demonstragdo: Observamos, inicialmente, que 2 = 12412, Sabermnos que para
todo primo fmpar p temos p = 1{mod 4) ou p = 3(mod 4).

Como, para todo inteiro q, a? = 0 ou 1{mod 4) vemos que se +yl=p
entao p = 1(mod 4).

Nos resta mostrar que todo p satisfazendo p = 1{mod 4) pode ser expresso
como soma de dois quadrados.

Tomamos, pois, um primo p = 1{med 4}, Pelo Teorema 5.6 existe x tal que
x¢ = —1(mod p). Com este x definimos » fungdo f(it, v} =1+ xv e tomamos
m = |/p). Como /P ndo ¢ um inteiro temos m < /p < m+1. Consideramos
os pares {11, v) de inteiros onde 0 < u < m e 0 < v < m, Desta forma vemos
que u pode assumir m + 1 valores e v, tambéni, podc assumir m + 1 valores.
Portanto o ntmero total de pares ¢ (m + 1)% Como m + 1 > /p temos
que (m + 1}2 > p, isto &, o total de pares & superior a p. Como um sistema
completo de residuos modulo p possul exatamente p elementos, conclufmos
que se considerarmos f(1t,v) médulo p teremos mais nimeros do que classes
de residuos para colocé-los. Logo, pelo Principio da Casa dos Pombos, visto
no Capitulo 3, existem pelo menos dois pares distintos (g, vy) e (11—2,\'2]‘(’—01'11
coordenadas satisfazendo 0 < 1wy < m e 0 < vy < m{i=1,2] para 0s quals

flw,vi) = flug, va){mod pl.
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Isto equivale & uy + xvy = w2 + xvz{mod pj, isto &, wy — uy = —x(vy —
vz){mod p).

Elevando-se ao quadrado ambos os membros desta dltima congruéncia te-
08!

' (W1 = u2)? =¥ (v = v2)? = ~{vy ~vz)*(mod p)
uma vez que x> = —1(mod p).

Defininde a =uy — w2 &6 b = vy —v3 obtemos
a%+ b? = 0(mod p)

ot scja, pl{a®+b?). Como os pares (w1, vy} € (U2, vz) sio distintos, a e b nio
sfo ambos nulos, isto é, a? + b2 > 0.

Sendo u) ¢ uz inteiros no intervalo [0, m] temos que a = 17 — Uy satisfaz
-m < a < m, Também para b = v —v; temos —m < b < m pela mesma
razgo. Como m < /P concluimes que laj < /P e [bl < /¥, Tsto nos diz que
a4 b? < 2p.

Logo, a? + b? & um inteiro divisivel por p e satisfazendo 0 < af + b? <
2p. Como o unico inteiro miltiplo de p neste intervalo ¢ p, concluimos que
a2 + bZ =p. O

Este resultado nos permite, agora, identificar tados os inteiros que possuem
representagio como soma de dois quadrados.

Tearema 7.2 Um inteiro N pode scr representado como soma de dois quadrados
s€, € somente se, tiver fatoragdo da forma

n=2%"pR & alglr .. gk

onde pi = 1(mod 4) e g5 = 3(mod 4), i=1,2,...,r,j=12
0s expoentes b5 sao pares,

..., 8 e todos

Demonstragdo: Sabemos que 2 = 12 + 12 e que pelo Teorema 7.1 todos os
pis podem ser representados pela soma de dois quadrades, Logo, se todos os
B}-’s foretn parcs cada um pode ser escrito como By = 2.3{ o que nos diz que

q?i = [qiz}ﬁ;. Mas qf = q].2 + 02, ou scja, q;].)- é soma de dois quadrados.

Disto concluimos, usando a equacio (7.2), que se todos os B;s forem pares,
M terd representagio como soma de dois quadrados.

Suponhamos, agora, que n possa ser representado como soma de dois qua-
drados e que algum {3 seja {mpar. Sem perda de generalidade podemos consi-
derar By impar. Scja d = (a, b} onde a ¢ b 530 inteiros tais que a4 b2 =n.
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Come dla ¢ dlb temos a = k1d e b = kzd. Sabemos, pelo coroldrio da Propo-

ab
sicio 1.4, que (a, 3

2 2
. a b .2 2

Como estamos supondo 3y impar o expocnte de q; em k scrd impar pois
k =n/d? Logo, qi/k & como (ki,k;z) =1 podemos concluir que

(g1, k1) = (g1, k2} =1

Logo, pelo Teorema 2.8, existe x tal que k;x = ka(mod q,) e, portanto

) =1, isto &, {k1,k2) = 1. Como d4n, temos n = kd2.

Portanto,

0=k =kj+k3 =13+ kéx? = K3{1 + x?){mod q;).

Como ql,]’k% tomos que x2 + 1 = 0{mod g1} ou scia, x2 = —1(mod g1).
Sendo g1 = 3{mod 4} sabemos que csta tiltima congruéncia nfio é possivel
pelo Teorema 5.6. Disto concluiinos que todos os [5;5 devem ser pares caso T
possua representacio como soma de dois quadrados.

d

7.3 Soma de Quatro Quadrados

Na demonstragio do Teorema de Lagrange, que fornecemos abaixo, vamos
utilizar uma identidade semelhante a (7.2) cuja verificagao ¢ deixada para o
leitor.

(242 +c2+dirt 452 +t2 +v¥) =({ar+bs+ et + dv}?

(7.3)
+{as —br —cv+ dt)? + (at + by —er—ds)? + (cw—bt—H:s—dr)2
(

Esta identidade nos diz, claramente, que o produto de mimeros possuindo
representacio como soma de quatro quadrados possui, também, representacao
como soma de quatro quadrados. Feita esta observacdo nos falta apenas mos-
trar que todo primo pode ser representado desta forma.

Teorema 7.3 {Lagrange)} Todo inteiro positivo possui representagao como somo
de quatro gquadrados.

Demonstragao: Como observamos acita vamos mastrar que todo primo possui
uma tal representacao.

Seja p um primo impar (lembre-se que 2 = 12412402+ 02). Pclo Teorema
5.13, existem inteiros a,b ¢ ¢ tals que

a? 4 b%+ ¢ = 0(mod p) (7.4)
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Esta congruéncia pode ser recserita como
a®+ b2+ c2 4 dZ:Mp (7.5)

onde M ¢ um intciroe d = 0.

A equagio (7.5) e o Principio da Boa Ordem nos garantem a cxisténcia de
um menor inteire m satisfazendo {7.5), isto é,

a?+ b2 d? = mp. (7.6)
Como em (7.4) estamos trabalhando médulo p ¢ a,b e ¢ estio elevados a0
quadrado podemos tomar a,b ¢ ¢ no intervalo lD, %) em (7.4) e (7.5). Logo,

2
mp=a2+b2+c2+d2<4(g) =p?, isto 6, m < p.

Para concluir a demonstragio serd suficiente provarmos que m =1,
Vamos mostrar que a suposicao, m > 1, nos leva & obtencio de nm inteiro
0 < m’ < m o qual, também, nos fornece uma representagdo para m'p como
soma da quatro quadrados, o que contradiz a forma como m foi escolhido.
Separamos em dois casos: m fmpar e m par. Sejam > 1 ¢ m impar. Em

a?+b2 4?4 dd =mp (7.7)

. m . . -
podemos escolher ay, by, ¢y e dy no intervalo {O, 7) satisfazendo &s equacoes

a; = a{mod m), by = b{mod M}, ¢j = c{mod m) e d; = d{mod m). Desta

forma temos a‘;‘ + b% + C% + d% = O(mod m] o que nos garante a existéncia de
m’ > 0 tal que

aj + b+ i +df =m'm. (7.8}

DL - m ,
Como os inteiros aj, by, ¢y e d; sao, todos, menores que — temos que m’ <
m. A suposicde m’ = 0 nos leva a uma contradicio pois se m’ = 0 entio
a1 =by=c;=d;=0e portanto, a=b=c=d = 0{mod m) o que implica
m2mp. Como m2mp implica mlp temos uma contradigao, pois 1 < m < p.
Logo, m’ # 0. De (7.7), (7.8) ¢ (7.3) temos
mpm'm = mApm’ = (a® + b? 4 ¢ + d?)(a? + bI + c? + d?)
={aa +bby +cey +ddq )2 + (ab, — ba; — cdy + dey)? (7.9}
+{acy + bdy —ca; — db, )2 + {ady —bey + cby —da; )2,
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Como a = ai,b=b,c=cyed=di(mod m) e a? = aay, b = bby,c2 =
ccy € d% = dds(mod m) vemos que as guatro expressoes que e}stéio elevadas
a0 quadrado de lado dircito_da ﬁlt_ima igualdade acima sdao multiplas de m.
Portanto existem inteiros @, b, T e d tais que (7.9) pode ser recscrita como

mépm’ = {am)? + (bm)? + (Em)* + (dm)?

ou seja, pm’ = a’+ EZ +e2+ 32 onde m' < m.

Nos resta mostrar que no caso m par também podemos encontrar T < m
tal que Tip € soma de quatro quadrados.

E facil ver que, para m par, necessariamente os inteiros a,b, ¢ e d devem
ser todos pares, dois pares e dois impares ou todos impares. Em qualquer um
destes trés casos podemos escolher a,b,c e d satisfazendo a = b{mod 2} e
¢ = d(mod 2}, o que nos permite escrever

m  /fa—-b\? [a+b 2+ c—d)2+(c+d)2
38 () (59 Y

m 1“ - o
Portanto, tomando M = — < m, obtemos uma expressao para mp como soma

de quatro quadrados. Pelas observagdes feitas anteriormente, concluimos que
m = 1, ou seja, ¢ primo p pode ser expresso como soma de quatro inteires

' O
sendo cada um deles um quadrado.

7.4 Um Teorema de Unicidade de Euler
Com a finalidade de Provarmos que certos primos possiem representagao tnica
como soma de dois guadrados, vamos necessitar das seguintes proposigoes.

e — 2
Proposicdo 7.1 Se um primo p = c?+ d? e se existir q > 1 tal que pq =g~ +
b2 (a,b) =1, entdo q € u soma dos quadrados de dois inteiros relativamente
Primos.

Demonstragdo: E claro que sc p = ¢Z 4+ d2,p primo, entéo (c,d) = 1. Sendo
Pq = a? + b? temos

c?(a? +b%) — a¥(c? + %) = *pg — a*p = kp,
onde k = ¢2q — a?. Logo,

kp = c2{a? + b%) — a*(c? + d?)
— b2e? — a2a? = (bc — ad)(bc + ad)
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o que nos diz que p divide pelo menos um dos fatores {be — ad) e (bec + ad).
Temos bec —ad # 0 pois bc = ad implicaque a =ceb = d {lembre-sc que
(a,b) ={c,d) = 1), o que implicaria p ¢ pq iguais,

Se pl(bc — ad) temos be — ad = tp. Sejam

T = b—1c
= a+td (7.10)

Multiplicando-se a primeira das igualdades em {7.10) por “c” e a segunda por
“d” temos

cr = bc—te?
ds = ad+td?
Subtraindo, membro a membro, obtemos

c1'—ds:(bc—ad)—t[c2+d2)=tp—tp:0

e . $ $
Isto ¢, ¢ =ds, ou seja, T =d- ¢ como {¢,d) =1,n = > & inteiro.
c c

$
Sendo s = ¢~ temos que
C

r=mnd e s=TcC (7.11)
Neste caso de {7.10) temos
pq=a’+b* = (ne —td)2 + (tc +nd)2
(4 n)(c? + a%) = p(t* 4 n?),

¢, portanto, q = (t°+n?) . O fato de (t,n) =1 segue de (7.10) juntamente
com (7.11} uma vez que (a,b) = 1.

O caso pl(bc + ad) é semelhante, isto 6, se be + ad = kp definimos

r = b—ke
s = a—kd (7.12)
Logo,
cr = c¢b—kc?

ds = ad—kd?

¢, portanto, cr +ds = bc + ad —k(c? + d?) = kp — kp =0, Disto, concluimos
qQue cr = —ds, r=dnes=—cn, onde n =-s/c,
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Levando-se estes valores em (7.12) obtemos

pa=a’4+b* = (—cn+kd)?+ (dn + ke)?
= (IE+nd)(c?+a) =pk?+n?3

e, portanto, q =k +n?.
A justificativa de que (k,m) = T segue pela substituigio de 1 = dn e
s = —cn em (7.12) mais o fato de (a,b) = 1. O
A proposigdo seguinte & consegiiéncia imediata da anterior.

Proposigdo 7.2 5S¢ pq € a soma dos quadrados de dots inteiros relativamente
primos € q nao € a soma de dots quadrados de intetros relativamente primos,
entio P possui um fafor primo que nao € a soma de dois quadrados.

Demonstragdo: Seja p = PPz - Pn onde cada primo pi{i = 1,2,... ,n)
¢ a scma de dols quadrados. Como pi{p2pas - -Pndl — Pg € a scma de
dois quadradoes de inteiros primos entre si, a proposicio anterior nos diz que
P2P3-.-Pnd & asoma de dois quadrados de inteiros relativamente primos. Re-
petindo este procedimento concluimos que g ¢ a soma de quadrados de inteiros
relativamente primos, o que é uma contradigao. Disto concluimos que se g néo
pode ser expresso como soma de quadrados de dois inteiros relativamente pri-
mos e pq pode, entdo p, necessariamente, deve possuir um fator primo que
nio é soma de quadrados de dois inteiros primos entre si. O

Proposigdo 7.3 Se um primo p divide a? + b? com (a,b) = 1, entdop é a
soma de dois quadrados.

Demonstragao: A prova que apresentamos é por contradicdo utilizando a Pro-
posi¢io 7.2. Suponhamos que p ndo seja a soma de dois quadrados e que
pl{a?+1b?) com (a,b) =1.

Como pfa e pfb temos, pelo problema 29 do capitulo 1, que existem
qi1, gz, 11 e 12 satisfazendo

a=qipEry, 0<m £

b=qpLry 01K

M_lﬁ 3

2
Logo, 1{ + 13 =a’ +b> +mp =Mp < %

Como 17 ¢ T3 sio menores do que p, qualquer divisor comum de 11 e 12
deve dividir M. Fazendo, se necessdrio, estas simplificacdes ohtenios

af+bf=np, com (a)by} =1,
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A Proposicao 7.2 nos garante que n possui um fator primo pj ¢ qual nio é
a soma de dois quadrados e satisfaz py < %

Se repetirmos exatamente o processo descrito acima com p1 no lugar de
P iremos obter um primo pz,p2 < p1, 0 qual ndo ¢ soma de dois quadrados.
Mas esta afirmagao contradiz o fato de que os fatores primos de todas as
somas de dois ndmerocs rclativamente prirmos e suficientemente pequenos séo
expressos como soma de dois quadrados. (32 +4% =52 32422 =13 32412 =
10, 224172 =5,1241%2=2). O

Com este resultado podemos, agora, apresentar uma das demonstraches
dadas por Euler para a unicidade da representacio de certos primos como
soma de quadrados.

Teorema 7.4 Todo primo da forma 4n + 1 possui representacdo dnica como
soma de dots gquadrados.

Demonstragéo: Pelo Teorema 5.6 sabemos que ~1 é um residuo quadrético
para todo primo p = ¥{mod 4}, isto é que existe um inteiro “a” tal que
a? = —1{mod p) para p primo, p =4n + 1.

Logo como pla? + 1 conclufmos, pela Proposicio 7.3, que p € soma de dois
quadrados, Suponhamos a existéncia de duas represcntacdes distintas para p,
isto é, p = a®+ b% = ¢? 4 d2 Sendo p impar um dos ntimeros a e b ¢ impar
cnquanto o outro é par. E claro que ¢ mesmo se verifica para os niimeros ¢ e
d.

Como a?+b? = c24-d? temos aZ—cZ = d?—b? ¢, portanto, (a—c)(a+c) =
(d—b)(d+Db]. Scjar=(a—c,d—b),logo a—c=mred-b =nr onde
(n,m) = 1. Portanto, m(a + ¢} = n(d + b). Sendo {m,n) = 1, se tomarmos
s = {a+¢,d+b), concluimos que a+¢ =nsed+b =ms. Sc a e c 1o ambos
parcs ou ambos {mparcs temos que T ¢ s sao pares. Se somente um deles & par,
entao v e s sao ambos {mpares, Neste caso ambos m e n sao impares.

E facil ver que

(P +sB(m? +n?) = mZr?4m2Ze? 4 nir? 4 nls?
= (a—c¢)*+{d+b)?+(d—b)2+{a+c)?
2(a? +b%) + 2(c? + a?).

Dividindo, membro a membro, por 4 obtemos:

(24 s m? +n?) _ af+b?  cF4d?

4 =T T =
Esta ultima igualdade nos diz que sc r e s sa0 pares entdo p é o produto dos
inteiros (m? +m2)/2 e (r2+52)/2 os quais sio maiores do gue 1. Scres sao
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jmpares elcs ndo padem scr ambos iguais a 1 pois terfamos, neste caso, a = d
eb =c. Ahipdtese dc m =1 =1 também nos daria a = d e b = ¢, Portanto,
quando T e s sdo impares, p é o produto de (+2+52)/2 e (m? +n2}/2 os quais
sd0, ambos, diferentes de 1. Como as duas fatoragoes acima sio impossiveis,
uma vez que p é primo, a representacao de p{p = 1{mod 4]} como soma de
quadrados é Unica. O

7.5 Problemas Resolvidos

Problema 5.1 Provar que nenhum inteiro da forma 8k 4- 7 pode ser expresso
como a soma de trés quadrados.

Solucio. E ficil a verificacio de que para qualguer inteivo 1 temos que n? =
0,1 ou 4(mod 8). Como a soma de qualsquer trés nimeros congrucntes a 0, 1
ou 4{mod 8) nunca ¢ congrucnte a 7 médulo 8 o resultado segue.

Problema 5.2 Mostre que nenhum inteiro da forma 4™(8k+7) pode ser expresso
como a soma de trés quadrados.

Solucdo. Como m? = 0 ou 1(mod 4) para todo inteiro m, x?+y? + z? poderia
ter a forma 4™{8k +7) somente se x, v ¢ z fosscm pares. Logo x, Y e z poderiam
ser divididos por 2 e portanto, 4"~ 1(8k +7) teria, também, nma representagio
como soma de trés quadrados. Mas isto, nao pode ocorrer pois implicaria,
por repeticdo deste argumento, na existéncia de uma tal representacdo para
8k + 7, a qual nfo existe pelo Problema 5.1,

Problema 5.3 Representar 765 como soma e dois gquadrados.

Solucio. Como a fatoragio 765 = 32 X 5 x 17 ndo possui nenhuma poténcia
impar de primo congruente a 3 médulo 4 o Teorema 7.2 nos garante a existéncia
de uma tal representagio. Para encontrar dois quadrados com soma 765 re-
presentamos 32,5 e 17 como soma de dois quadrados e utilizamnos a cquagio
(7.2)

32=3%40%
5=12+27
17 =144 42

765 =37 x5x 17
= (32 4+ 0212 4+ 21V (12 + 4%y
_ {32+62)[12+42)
=27° + 6%,
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7.6 Problemas Propostos

1. Dizer quais dentre os primos 11, 17, 18, 23, 20 ¢ 31 possuem representagao
como soma de dois quadrados e fornecer a representagio.

2." Resolver, cm inteiros, as seguintes equacdes x* + y? =146,%x> +y? = 625,
3. Dizer se existe um triangulo retingulo isdsceles de lados inteiros.

4. Mostrar que se o primo p é tal que p = 3{mod 4], entdo a equagio p? =
a? + b? possui solugio inteira.

5. Mostrar que, no problema anterior, a =0ou b =10
6. Encontrar um inteiro n e racionals, nio inteiros, T e § tais que n = T2+ 52,

7. Mostrar que todo quadrado perfeito pode ser representado como soma dos
quadrados de racionais, nao-inteiros, r ¢ s.

Capitulo 8

Fracoes Continuas

8.1 Definigao — Notagao

No primeiro capitulo, descrevemos um método que sc encontra em Os Elemen-
tos de Euclides, para se encontrar o maximo divisor comum de dois nameros.

Basicamente, como veremos a seguir, este métoda é usado para se conver-
ter uma Iragéo em fragdo continua. Iniciamos, pois, com um exemplo. Vamos

encontrar o maximo divisor comum de 79 e 28 pelo processo das divisdes
sucessivas,

79 = 2x28 + 23
28 = 1x23 + 5
2} = 4x5 4+ 3
5 = 1x3 + 2
3 = 1x2 + 1
2 = 2x1 + 0

Logo, {79, 28) = 1, uma vez que 1 € o iltimo resto nic-nulo nesta sequéncia
de divisoes sucessivas.

Como conseqiiéneia imediata destas igualdades, podemos CXDIessar O nUInero
racional 79/28 da seguinte forma:

79 23 1
B iTmTitm
73
1 1 1
=24 =24 =2+ -—
1+ 1+ 2 T+ L
] - a
]+4+J_ ]+—]_i_
3 4+ v
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1 ]
=2+ P 2+ 7
T+ —5 T4+ —F
4+ ! 4"' —I_
"3 i

. Dizemos que csta 1iltima cxpressio é a fragao continua que representa o
ntimero racional 79/28, ou a expressao de 79/28 sob a forma de fragio continua.
A notacao usada ¢ [2,1,4,1,1,2]. De um modoc geral uma cxpressao da

forma

1
ay + 1 (8.1)
az -+ i
Qs+ — 1
as+ CE
é chamada de fragdo contfnua e os nimeros dj, a2,... sao chamados de quo-

cientes parciais, Como vimos acima, na seqiiéncia de divisoes sucessivas para
a obtencio do maximo diviser comum de 79 ¢ 28, os niimeros a; s8o, de fato,
quocientes daquelas divisdes.

Se o ntmero dos ai’s for finito dizemos que a fragdo continua é finita e,
caso contrario, dizemos que é infinita.

Quando todes os a;’s sao inteiros dizemos que a fracdo continua € simples.
Como vamos nos restringir, apenas, ao caso de fragdes continuas simples, a
expressio “fracio continua” deverd ser entendida como “fra¢io continua sim-
ples”.

Uma expressio como (8.1) serd denotada por [ay, az,az,...] e [ay,az

., 0nl] € a notagao para

ai -+
a2+

1
+

T
Onp1+ Tn

Vamos expressar o racional —37/5 come uma fraciio continua.
E de facil verificacdo que,
—37 = —8x5+3
I x342
1x2+1
= 2x1+0.
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Logo,
-37 3 1
— =8+ =8+ =-8+ —
5
5 5 3 142
=—8+ T =—8+ 1]
7 2

e, portanto, —37/5=[-8,1,1,2].

Como se pode ver, no processo de divisdes sucessivas, somente o primeiro
quocicnte pode ser negativo. Disto conclufmos que na fragdo continua simples
l[ar,az,...] todos os a;'s 530 inteiros positivos, com a possivel excecio de q;.

Vamos considerar a seqiiéncia 2, 1, 4, 5, 3 e a fracéio continua representada
por (2,1, 4,5, 3], ie,

1
2+ ]
14 y——
543
que pode scr, facilmente, reduzida a
1 1 1
2 + 1 1 =2 + 1 ] =<t 1 =
+ 4ot + 44+ T4 e
-5
67 233
=24 — ="
HEERT
E Sbvio que toda fragic continua (simples) finita [a1,a2,... ,an] representa

um huirero racional.

A reciproca também é verdadeira, isto ¢, wm ndimero racional pode ser
representado sob a forma de fragdo continua pois o processo de divisdes su-
cessivas, como vimos no Capitulo 1, sempre, apds um nimero finito de passos
(divisdes) nos fornece resto nulo.

O niimero de quocientes parciais a;, na representacac de um mimero racio-
nal pode ser par ou fmpar uma vez que quando o a, é maior do que 1 podemos

substitui-lo por a, — 1 + ~. Na representacio acima de 233/83 terfamos

1
1
2+ S S
R -
4+;-T§ 44=' ]1
+
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e, portanto, {2,1,4,5,3] =[2,1,4,5,2,1].
De modo geral, se ay, > 1, temos

['311,32.--- 1011] = [a]rGZ)”' 1aT1_1l1:|‘

As observagdes que acabamos de fazer podem ser resumidas no scguinte teo-
rema.

Teorema 8.1 Todo nimero racional pode ser representado de duas maneiras
distintas sob a forma de fra¢do continue e toda fracdo continua (simples)
finita represente um ndmero racional.

Chamamos a aten¢io do leitor para o fato de que a unicidade da represen-
tagao de um nimero racional em fracfo continua (a menos da modificacao do
ltimo termo a,) € garantida pelo Teorema 1.2.

A representagio de 12/11 em fragio continua é dada por [1,1,2,1,2] e como

temos que 11/19 =1[0,1,1,2,1,2].

Na realidade temos, em geral, que se a representacio em fracio continua
do racional P (p > q) é dada por [a1,az,. .., ayl, entdo a rcpresentagio de %
é dada por [0, a7, az,. .., @l

Isto é conseqiiéncia imediata do fato de

q

o0+
(%

.mh:%[ —

8.2 Convergentes

Vimos que qualquer nimero racional pode ser representado sob a forma de
uma fragdo continua (simples)

P
(_',I- = [a]ra2! N S N a!"l.]

onde a; € um inteiro positivo, negativo ou zero, e 2, a3,... , dn S&o inteiros
positivos.
Considercmos as fragdes

a1

1
=, C=a1+—, 3=+ ———,...
1 @z 1

a+ a3
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obtidos pelas expansdes das fracées continuas
[a,], [ay, az], [ar, az, as), . ..

Estas fracdes sdo chamadas de primeiro, scgundo, tercciro, ... convergentes,
respectivamente, da fra¢io continua [ay, az,az,...,an—1,anl.

E claro que o T-ésima convergente € igual a propria fracao continua. Nosg
teoremas seguintes mostramos algumas propriedades satisfeitas pelos conver-
gentes de uma fragao continua,

Se considerarmos

—a

)= — = — onde Pi=a41 e ¢

feremos,

1 aja; + 1 P2
CZ = a-l -+- —_— e ———————— 2T —
az az 92
onde pro=ajaz+1 ¢ gz = as.
Se calcularmos c3, ¢4, €5, ohtemos, respectivamente:

azp2+P1 _ P3
L3 = ———

azqz+d1 E
asps + P2 Ps
{_‘,4:—-—-—- = —
a493+4qz q4
aspg+P3 _ Ps
0g = —————— = ===

asqs+4d3  ds

Qbservando estes resultados podemos conjecturar que os numeradores pi’s €
os denominadores ¢i's dos convergentes ¢i’s satisfazem as seguintes relagdes:

Pi= 4iPi-1+Pi-2
qi = aidi-1+ qi-2
No teorema abaixo provamos, por indugio, que estas relagbes se verificam
para i=3,4,5,...,n.

Teorema 8.2 Seja ¢y =pi/q; 0 i-ésimo conuvergente da fracdo continue a1, az,
.., Qul. Entdo o numerader p; e o denominador q; de ¢y satisfezem as se-
guintes relagdes:

Pi= Qi{Pi—1+Pi-2 (8.2)
(i = 4idi—1+ Q-2



144 CAPITULO 8. FRACOES CONTINUAS

pare1=23,4,5 ... ,n; ande
pr=a), pz=aa1+1, gy =1, q2=au.

Demonstracdo: Como j4 vimos o teorema é vilido para i = 3, i.e.,

P3 _ azpz+m

Cz3 = — .
g3 aszqz-+qg

Assumimes, agora, que a relagdo (8.2) sc verifica para todo j <icom I <i«
n. Isto significa que

PP QPi—1+ Pi-2

ci=lay,az...,04l=== 8.3
' Vg i+ di2 (8.3)
Observando que,
1
Ci=a1+ i
a + ast
- 1
+
1
e que,
1
Cip1=ay + i
a2+ as+ .
. :
T 1
Cli,—l'f'—]
Ut mn

vemos que ¢i4+) pode ser obtido de ¢; simplesmente pela substituicao de a; por

ai+

a Isto nos diz que se pudermos mostrar que os ntmeros Pi_1, Pi—2, di_1
it
€ di_2 dependem somente dos quocientes parciais @y, az, ..., a;_), poderemos
usar (8.3) para a obtencdo de ¢j41 pois estamos assumindo, como hipdtese de

indugao, a validade de (8.3) para todo j < 1. Como

Pi-1 _ ai_1Pi-2+Pi-3
di—1  4i—19i-2+ gi-3

08 numeros pi_q e qi— 1 dependem somente dos nimeros ai_. e dos nimeros
Pi—2 4i—2, Pi—3, di—3 0s quais dependem dos precedentes a’s, p's ¢ ¢'s. Desta
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forma pi—2, qi-2, Pi—1 € i~ dependem somente dos primeiros 1— 1 quocientes
parciais a1, 02,...,0i—1 sendo independentes de a;. Portanto eles ndo serdo

alterados com a substituigao de a4 por ai+ . Podemos, portanto, utilizar

Q141
: s 1
(8.3) para a obtengéo de ¢i41 bastando, para isto, substituir a; por aj 4 —:
Qi+

1
i+

1
disd

) Pi-1+Pi-2

(

a; + ) di 1+ di-2

Q34301 + Hpio1+ Qip1pi2
aip1ai + 1}gi- + aiigi-2
aiplaipio + pic2l + piy
aipi(eigi1+ gi-2) + qi
Qi+ 1PL+ Pi1

ai+1d; + gi—t

Pitl

qit?

— | —

o que conclui a demonstracio por indugao. O
Por uma questao dc conveniéncia vamos definir po = 1, p—1 = 0, do
0, g_y= 1. Com estas defini¢des as equagtes (8.2)

Pi= GiPi—1+Pi-2
qi = aidi—1+ di-2
passam a ser verdadeiras para todo1=1,2,3,....

A relagdo obtida no préximo teorema nos permitird deduzir, facilmente,
que para todo convergente ci = pi/d; temos que (p;, gi) = 1.

Teorema 8.3. A relacio

Pidio1 — Pi-1di = (=1} (8.4)

se verifica parn todo 1 > 0, onde py ¢ d; sdo, respectivamente, o numerador e
o denominador do i-ésimo convergente.

Demonstragdo: Para i = 0 temos pog_1—P_1q9p = 1 = {—1)° uma vez que
Po=d-1=1lep_1=0go=0.

Vamos assumir, como hipétese de indugio, a validade de (8.4) ¢ mostrar
que a mesma relagio também se verifica quando substitufmos 1 por 1 + 1.



146 CAPITULO 8. FRAGOES CONTINUAS

Sabemos, do teorema anterior, que

Pi+1= Qi41Pi + Pi € Git1 = a1 gy + gi1.
Logo,
Pi+1di — Pidiv1 = (Qippi +pim1)di — pilayadi + gi-)

= O{+1Pidi +Pi- 101 — i 1Pidi — Pidio
= (=THpigi-1—Pi—1G4)

Utilizando, pois. a hipétese de inducio, obtemos
Pisii — Piduin = (=1)(=1)} = (=)'
o que conclui a demonstracao. e

Corolario 8.4: Pare todo convergente ¢y = P temos que (pi,9i) = 1.
di

Demonstracdo: Pclo teorema temos que piqi—1—Pi—1di = (~1)% Isto nos diz
que qualcquer divisor comum de pi e q; deve ser um divisor de 1 on —1. Logo
o maximo divisor comum de p; e gq; deve ser igual a 1. O

8.3 Aproximagées Sucessivas

Nesta se¢io descrevemos utn processo de obtengdo de aproximaqoes sucessivas,
por racionais, para un nimere irracional.

Seja x um irracional ¢ seja a1 = | &/, isto é, a; é o maior inteiro menor do
que . Logo,

(X:ﬂ]+—,
x1

e, claramente, x; = é irracional e xy > 1. Podemos, pois, escrever xy
X —
na forma -

X1 =07+ —
X2

onde az = |x1], Xz irracional e x; > 1. Podemos repetir este processo,
obtendo:

]
[x:(ﬁ—i—x—
1

[ e = P—-
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X]=az+ —

— — r
xp =4az+ . (8.5)

Xn = Qny1+
Zntd
onde todos og ai’s (i > 1) sdo inteiros maiores ou jguais a 1 ¢ todos os xi’s sdo
irracionais maiores do que 1. O fato de cada x; ser irracional nos garante que
este processo pode ser repetido um mimero qualquer de vezes. Utilizando as
equagoes (8.5) vemos que

1 1 1
o = [11+—=0.1+—] =(11+""'71 i
*1 ‘12""1_2 a2+ﬁg+i§
1
az +
a3+ —71
3 Cl4+z
Definimos [ay, az,a3,...] = lim (a7, az,...,0xl-
N

Vamos ilustrar cste processo obtendo a expansio de V3.

Sendo aj=|v3]=1e

1 1
V3i=ar+—=1+—
X1 X1

temnaos

§ 1 T (V34+1) V341
1= —F%——F = = .

V3-1  (V3-1)(V3+1) Z

Conseqiicntemente
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donde obtemos

X2 =
V3
Y -1
Logo,
' 1 1
V3 = 14+ —=1+ =
*1 ]+x_2
1
— ]+1 3
t 735

Como a3 = [V34 1] =2, temos

] 1
V3itle=xs=az+—=2+—.
X3 X3

Resolvendo esta iiltima equagio para x3 obtemos:

e 1 V341
T(VBr1-2 2

Sendo %3 = xq concluimos que X4 serd igual a X2 ¢ desta forma, continuando
com este processo, iremos obler para a seqiéncia aj, az,as,... os valores
1,1,2,1, 2,1,2,.... Loge a fraciio continua infinita represcntando /3 serd dada
por:

V3i=[1,1,2,1,2,1,2,...1=[1,1,2]

Chamamos fra¢do continua periddica a uma represcntacio como esta em que

uma seqiiéncia de mimeros se repete periodicamente. Colocamos uma barra

sobre a parte que se repete que € chamada de perivde da fracio continua.
Para & = v/6 obtemos a seguinte seqiiéncia

a; = |Ve| =12
1 Ve+2
X] = i1 2
a; = {%+2J:2
2
1
X2 (%ﬂ)uz Ve+2
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as = L\/E_S +2] =4
X = ! = \/@ + 2 =X
’ (VE+2)—4 2 !
Como x3 = x1, vemos que 04 = az, &5 = a3, Ug = @2, A7 = as,.... Logo,
V6=1[2,2424,.. .1=[274.

Dada uma fragio continua periddica podemos teverter ¢ processo acima para
a obtencdo do nimero irracional representado por ela.

Consideremaos
— 1
2,244 = 2+ ;
24—
R
P
— 24-
Y
onde
]
y=2+
4+H_J%__
4+2—+-‘—+-,—
Desta iltima igualdade observamos que,
1
y=24+ 3
4+ y
2+ 6
da qual obtemos a equagao 2y° — 4y — 1 =0, ou seja, y = +2 , Uma vez

que y & positivo. Logo,

S ] 1
= S SR
228 = 2+ +(ZH@)
2
— 2+ 2 :2+M
2+ 6 —2

~2
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Até o presente momento ji vimos que toda fragdo continua finita representa
um racional, que todo racional é representado por uma fragio continua finita
e que um irracional é representado por uma fragio continua infinita.

Vale mencionar que nem todo irracional possui uma representacio periddica
quando representado sob a forma de fragdo continua. O ndmero 7 possui a
seguinte representacio

n=103,7,151,292,1,1,1,2,1,3,...]

onde ndo ha nenhuma seqiiéncia (perfodo) que se repete. Lagrange , em 1770,
caracterizou todos os irracionais que possuem representacio periddica quando
expressos sob a forma de fragdo continua. Ele mostrou que a fragao continua
infinita que representa um irracional é periédica se, e somente se, este irra-
cional for raiz de um polindmio da forma ax* + bx +¢ = 0 onde a,b e ¢
sao inteiros. Este resultado nos diz, em particular, que somente irracionais
algébricos podem ter representagio periddica.

8.4 Propriedades dos Convergentes

No teorema. seguinte mostramos algumas importantes propriedades da sequéncia
€1,C3,¢3,... dos convergentes de uma fracio continua.

Teorema 8.5 A seqiénciaCcy,C2,C3,... dos convergentes de wma fracao continua
salisfuz s seguintes propriedades:

(Joy<eca<es<cr < < Cant

{fi)cz>ca>ceg> >0

(i) can+1 < €2nt2 < C2n.

Demeonstragao: Pelo Teorema 8.3 temos que
Pidi—1— pim1gi = (=1} (8.6)

a qual é vilida independentemente da fragao continua ser finita ou nao. Divi-
dindo ambos os lados desta igualdade por gigi—1 obtemes:

Pi_ Pio1 _ (—1)
4i  Gi-1 Gidi-1

D-
Como ¢; = — temos que
i

(8.7)
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Mas sendo
_ Pt Pi-2_ Pidi-2— P20
Ci—Cip=-—— =
' qi  di-2 qiqi-2z (8.3)
obtemos, usando o fato de pi = aipi_1 +Pi—z e i = aiqi_ ) + qi_s, que
iy = {aipic1 +pi-2)di-2 — pi—zlaidio 1 + qi_2)
gdigi-2
_ silpio1di-2— Pi-2gi)
qigi-2
(1!
qigi—2
isto é,
ay(—1)"!
Ci—C2= ———— 8.9
b qidi—2 8.9)

Tomando 1 =2 ¢ 1 =3 em (8.7) obtemos, respectivamente,

) -1
C2—cj=——2>0 e Ca—cx=—— < {
4291 q3qz
uma vez que todos os qi's sdo positivos.
A equacio (8.9) nos diz que para i = 3 temos

asz
434

pois a3, g3 e qq sdo, todos, positivos. Sendo, pois, ¢) < ¢3,¢1 < Crecy > Cy
temos que ¢1 < ¢3 < ¢3. Usando, agora, i =3 ei=4em (87)ci =4 em
(8.9) obtemos c3 < ¢4 < ¢. Repetindo este processo obtemos a seqiiéncia de
desigualdades:

Ca—C1 =

€5 < Cg << Cy
C7 < Cg < Cg

Combinando estas desigualdades obtemos

Cl 3L CsC < 1< L O << -+ - < Cg << Ca< €2

0 que conclui a demonstracio. D
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O que acabamos de mostrar é que a scqiiéncia dos convergentes de indice
impar forma uma seqiitncia crescente que é limitada supcriormente e que a
seqiiéncia dos convergentes de indice par forma uma scqiiéncia decrescente e
limitada inferiormente.

Hé um resultado fundamental em Andlise gque diz que toda seqiiéncia cres-
cente e limitada superiormente converge ¢ que toda seqiiéncia decrescente e
limitada inferiormente também converge.

Sejam, pois, €; o limite da seqii¢ncia ¢y,¢3,¢5,...,€2141,... € {p o limite
da seqiiéncia €2,€4,€6,+. . €25+ -

Como 0s ndmeros ¢i’s sdo calculados através da relagdo ¢ = aii—1+ qi—2
e os nameros ai(t > 2) e g;{i > 1} sdo todos positivos concluimos que a
seqiiéncia dos qy's cresce indefinidamente. Isto implica que se tomarmos 1 = 2j
em (8.7), teremos

)i

B
1M]—

0 que nos permite concluir que o ‘lim (€23 —c23-1) =0.
Sendo hm C2,_1 =f1e hm (:2] = Q-p concluimos que {, = ¢

Mencxonamos, anterlormente, a pOSSlblthLde de se obter um processo de
aproximacgoes sucessivas, por raciohais, para um ndmero irracional. J4 vimos
como obter a representagao sob a forma de fragdo continua para um irracio-
nal ¢, também, que a segiiéncia ¢y,€2,C3,... dos convergentes de uma fragao
continua converge.

Provamos, a seguir, que o limite £ para o qual a scqiiéncia dos convergentes
converge ¢, na realidade, o miimero irracional que deu origem a fracdo continua.
Embora cste fato parega 6bvio ele precisa ser provado. Para isto necessitamos
do seguinte resultado.

Teorema 8.6 Pura quelguer nimero real o temos:

OPi-1+ Pi-2
[ar,az,...,qi_1, 6] = ————= (8.10)
i1+ qi-2
onde ay,az,Q3,... € uma seqiéncia infinite de inteiros positivos com a possivel

excecdo de ay e as seqiéncias dos Pi's e qi's sdo dadas por (8.2), isto €,

Po = 1,p.1=0, go=0, q_1=1
Pi = aipi-1+Pi-2
di = aigi—1+dqi-z 1> 1.
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Demonstracdo: Para n =1 o resultado deve ser visto coma
XPo— P
&qo + 41

o qual é verdadeiro pelas condigdes iniciais.
Para n = 2 temos

X =

ap1+po  «ay -+ 1

lay, o = =
«dq1 + do o

o que é verdadeiro uma vez que [aq, o] = ay +- -;-(

Estabelecemos, agora, o resultado por indugio. Considerando verdadeiro o
resultado para [aq, az,...,a;_1, & temaos

1
{{1],0.2,,.. Jai:a] = [Cl‘],CI.;J_]... )ai—hai"'a]

{ai+ 2)Pic1 +Pi2
(as+ S}dim14 qi2
o aipi—1+Pi—2) + i
o{@idi-1+ di—2) + i3

_ OPit P
&G -+ i
o que prova (R.10). O
Consideramos, agora, a seqiitncia i, az, a3, ... dada por (8.5) ¢ a seqiiéncia
dos convergentes ¢ = pi/q;. Sabemos que,
) 1
x = a1+ — =[ayx] =[a1, a2+ —]
x1 X2
1
= [ay,az,%2] =la1,a2,03+ =] =
X3
1
= [a1,az,a3,%3) = [ay,0az,... ,a4o1+ —]
Xi1
= {ahaz: asz,...,ai—1, X"L—-]]

€ pelo Teorema 8.6 temos

Xi—1Pi-1+ Pi-2
Xi—10i—1+ qi-2

x=[an,a2,a3,... a1, 1] =

Tomando a diferenca

Xi—1Pi-1+Piz  Pi-]
Xi-1¢i—1 + di—2 i)

& —Ci =
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_ —(Pi-19i-2—Pi—2qi-1} (811)
gi—1(Xi—10i-1 + di—3)
(8.6) (1)t

B di—1{%i-1gi—1+ gi—2)

podemos concluir que lim (& — ¢i—1) = 0 uma vez que a seqiiéncia dos qi’s é

1— oo
crescente e os nlmeros xi's sao positivos.
Portanto & = lim ¢; = lim[ay, az,...,0ai = [a1,0z 0a3,...], ou seja, o
=00 i—oo

limite da seqiéncia dos convergentes da representacao do irracional o sob a
forma de fragao continua ¢ igual ao proprio «.

O Tcorema 8.5 nos permite provar que toda fracio continua simples infinita
representa um irracional. Isto é o que mostramos no préximo teorema.

Teorema 8.7 Toda fragdo continue simples infinite [a1,az, as,...] representu
um irrectonal.

Demonstragdo: Denotando {ay, a2, as,...] por & nds observamos, pelo Teore-
ma 8.5, que « estd entre ¢4 e ci41 €, portanto, 0 < o — ¢l < |ei1 — ¢5l.
Multiplicando por g; esta desigualdade ¢ utilizando (8.7) temos

S :
0 < axqs —pif < leip1ai —egil < —.
qi+1

. . . a s .
Supondo « racional, isto €, o = b e b inteiros com b > 0, a designaldade

acima, apds multiplicagio por b nos fornece

lags — bpyl <

i+1
Como a seqiiéneia dos g é crescente podemos escolher i suficicntemente
grande de forma que b < qip1.
Desta forma o inteiro aq; — bp; estaria entre 0 e 1, o que ¢ impossivel. O
Nos préximos teoremas sao provados dois importantes resultados. Mostra-

Pn :
nos que todo convergente — de o satisfaz
s

1
‘OC— p_n < 3
qn q11,
e que se o racional a/b, b > 0 verificar
=5l < %
Y N :
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entdo a/b é um dos convergentes da representacio de o em fracio continua.

Teorema 8.8 Todo convergente ¢y = -El de « satisfax
{

=
1

Demonstracdo: Por (8.5) temos que an4q < Xp. Este fato, juntamente com
(8.11), nos fornece

\ Pi 1 1
a——__.

= < )
dif  ailxigi+ g qulaigi + gi-1)

Usando (8.2} substituimos ai4.10; + qi_1 por ¢i4+ obtendo

1 ]
2

Pi <
gidi+1 g3

0:__
qi

onde usamos o fato de qi < gi..7 uma vez que a seqiiéncia dos di's € estrita-
mente crescente. o

Teorema 8.9 Seja o um irracional € pn/qn 08 convergenies do expansde de
em fragao continua. Se a/b for um recional com b > 0 tal que

o—bn

5l <
b On

pata algum n > 1, entéo b > gn. Mais ainda, se |ab — a| < |xqn — pnl para
algum n > 0, enfdo b 2 dn41.

Demonstragdo: Inicialmente mostramos que a segunda parte do tcorema im-
plica. a primeira. Supondo falsa a primeira parte teremos a cxisténcia de um
racional a/b com

P
o P

e b < .
dn fn

-
b

| <

Destas desigualdades obtemos
|,0Cb - {ll < L{an - p11|-

Mas a segunda parte do teorema nos diz que isto implica b > qn+1. Logo
temos uma contradicio pois qn < qniy para n > 0.
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Para provarmos a scgunda parte procedemos, novamente, por contradicio.
Suponhamos |ab — a| < [otqn — pPul e b < gn41.
Consideremos o sistema linear em x e Yy

{ PnX+ Py =a (8.12)

qnX + qnyy = b

Por {8.4) o determinante principal deste sistema é 41 e, consegiientemente,
este sistema possui uma solugao em inteiros x e y. Na realidade ambos, x e
), sao diferentes de zero. Isto porque se x = 0 entdo b =yqgu41 0 que implica
y>0c b= quy1, em contradicao com b < qnq 1.

Sey=0entio a =%xpny, b=%xqn ¢

lxb—al = |exgn— %00

= [x| [@gn = Pnl = |6tdn — Pnl

uma vez que [x] > 1 o que nos dé, novamente, uma contradicio.

A seguir mostramos que x e Y possuem sinais opostos. Se y < 0, entdo
X0n = b —Uqnyt, isto &, x > 0.

Sey > 0 entfio b < Yqnyq pois b < gny1. Portanto X € negativo o que
nos diz que x < 0.

Concluimos, agora, de {8.11) que &qn —Pn € ®Un+1— Pryl POSSUEM Sinais
opostos e, portanto, X(®dn — Pn) € Y(&XGn11— Pnei) possucm o mesmo sinal.
Do sistemna (8.12) obtemos ab — a = x{&qn — Pn) + y(XA 11 — Prg 1)

Desta forma, como os dois termos da direita da igualdade acima possuem
o mesmo sinal, temos

lob —al = x{ogn—pn) + vladnir — Praall
= |X(aqn“‘pn)|+|y[“qn+l‘_pn+1)|

> Ix{ogn —pn)l = x| locdn — Pl
> jagn —pnl
Como isto nos di uma contradigiio, o teorema estd provado. a

Teorema 8.10 (Lagrange) Seja & um nidmero irracional. Se existtr um rocional
a/b,b > 1, tal que

l a{< 1
a'.__, —
b 2p?

entdo a/b é um dos converyentes da ezpansdo de oo em fragdo continua.

" 8.5, PROBLEMAS RESOLVIDOS

Demonstragdo: Suponhamos que exista a/b um racional satisfazendo a hipétese
do teorema e que a/b nio seja wm convergente da fragdo continua de o. Sem

perda de generalidade podemos supor (a,b) = 1. Seja n o inteiro tal gque

Gn < b < gue1. Para este inteito 1 a desigualdade |ob — af < |xqqy — py é

impossivel pelo Teorema 8.9, Logo

1
legn — Pnl < lab —al < 75

1
2bgyn

\cc—P—Tl <
On

Usando o fato de que a/b # pn/qn e que bpy, — aqy € um inteiro nao nulo
obtemos

1 lbpn — agnl _ @_g‘
bgn 7 ban qn b
a Pn
= N—=—4 ——-x
b dn {
a Pn
< ‘rx——|+‘cx—~
- b dn
1 + 1
< 2027 Zogn

e isto implica b < qn 0 que, sendo uma contradigdo, completa a prova do
teorema. (]

8.5 Problemas Resolvidos

Problema 5.1 Mostrar que para a € R a seguinte relagao se verifica
dnldn-16 =Pt + On-tldnx — Pl = 1.

Solugdo. Como « estd entre Pn/qQun e Pno1/dn—1, temos

Pn-1_ Pn
qdn-1 dn

o— Pt ~Pn
Qu—1 an

Basta multiplicar, ambos os membros, por qndn—1, quec o resultado scgue-

+ o =1/gndn-1-

Problema 5.2 Mostrar que sc a7 >0 ¢ Pn_ [ay,a3,... ,Qa,) entdo,
n

pﬂ.
Pn—1

= [aTlr c]"I‘I.—-'ls e luz' a1]
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Solucdo. Paran =1 temos (0] = a1 = %L = %. Portanto o resultado é
verdadeiro paran = 1.
Assumimos que,

Pr

= [ak, ag_y,... ,az, a1
Pk-1
onde 1 <k < n. Entao,
[ ] + L
Og4+1s Ok Q-1 .+, A2, 1] = A4
’ T [y, Gk—1,... a2, 61]
L]
= Ogt1t+—7—
Pr/Pr—1
— Skt +Pr-1 _ Pkt
Pk Pk

pclo Teorema 8.2, Portanto o resultado € verdadeire por inducao.

Problema 5.3 Uma fracic continua simples ¢ chamada simétrica no caso em
que 4y = an_j para 0 < i < n. Por exemplo [3,2,1,2,3] é simétrica. Mostrar
que se o racional /s, (¥,s} = 1, possul representagdo simétrica entdo,

ti(s?+ (1)),

r
Soluc@o. Sendo (7,8) =1 temos que — = Pn =T ="7Pnes =y Uma vez que
™

(Proqn) =1.
. T . o
Pelo problema anterior e pelo fato de - possuir representagao simétrica
s
temos que,

Pn
Pn-1

= [uman—h--- :D'Zra]}:[abul?"' !C"I"I.]
T
$
o que nos diz que g4 = Ppn--1 = 5.
Como pelo Teorema 8.3 Pngn_1— Pn_1an = (=1} concluimos que,
Tqp_y —s° = (=)™

Logo, Tqn_1= sZ 4+ {—1)" e, portanto, v/{s* + (—-1™).

' 8.6. PROBLEMAS PROPOSTOS SRS

8.6 Problemas Propostos

1. Encontrar o mimero racional representado sob a forma de fragio continua
em cada item abaixo:

a} [3,1] c) [2.2,2)

b} [1,1,1] £) 3,6,1,7]
c) [0,6,5] g) [3,7.15,1)
d) [1,2,3,4] h) [2,3,2,1,2]

2, A representacio sob a forma de fracdo continua simples infinita (nao-
periddica) do ntimero e é dada por:

e=(21,2,11,4,11,6,118,...]

Encontrar os primeiros 6 convergentes desta fragdo continua.

3. Encontrar o irracional representado pela fragio continua [1,1,1,1,...1.
4. Expressar os seguintes racionais sob a forma de fragio continua

a) 11/7 b) —51/23 c) 1147235 d) 34/21
5. Mostrar que se pn/qn = lay,ay,...,04] entao qn/dn-1 = [an, Qn-1,

-~y A3, QZ}

T

6. Suponha que v > s > 0,(r,s) =1 ¢ que 5= [as,az,...,an. Mostrar que
se pnl{q + (—1)™) entdo a; = an_i para 1 <1i < n, isto é, [ay,az,...,an] é

simétrica. (sugestdo: ver problema resolvido nimero 3)



Capitulo 9

Particoes

9.1 Partigdes

As partigdes de um inteiro positivo sao as diferentes maneiras de se expressar
este inteiro como soma de inteiros positivos. As particdes dos inteiros 3, 4, 5
¢ 6 880 as seguintes

3 4 5 [
241 3+ 441 5+1
14141 242 342 442
2+1 41 34141 d4141
T+14+141 24241 3+3
2414141 3+2+1
T+14141 41 3474141
24242
2424141

24+ 14+14141
T+HT+1T 414141

Tabela 9.1

Denotamos por p{n} o nimero de particoes de 1. Da tabela acima temos
que p(3) = 3, p{4) =5, p(5) =7 e p{6) = 11. Os nimeros que compdem
uma partigio sdo chamades de partes desta particao. E claro (da definigdo)
gue, nurna particao de n, nenhuma parte pode superar n, e que a ordem das
partes nao estd sendo considerada. PPara ilustrar quao rapido ¢ o crescimento
de p{n), listamos algnns outros valores: p(20) = 627, p{100) = 190.569.292 ¢
pl(200) = 3.972.999.029.388. Mencionamos, ao leitor interessado, a existéncia
de uma féormula exata para o cdleulo de p{n). Isto resultou do trabalho dos
matematicos S. Ramanujan, G.H. Hardy € H. Rademacher, ver [2]. As princi-
pais idéias para a obtencio desta genial formula foram do grande matematico
indiano Ramanujan.

%2, GHAFICU UE UMAPARTICAD 7~~~ =~ " R L 161W'T

Se denotarmos por py(n) o nimero de parti¢des de n tendo k como a maior
parte, a tabela anterior nos diz que p2(3) =1, p3{5) =2, pa(5) =1, P5(6) =1
e p3(6) = 3.

Como a maior parte nio pode superar n, temos que prp(n) =1 e py(n) =0
para k > n.

E

Listamos a seguir os valores de pi(6), parak =1, 2, ..., 6.
I 112]3]4]5
[pxl6) [T ]33 211
Tabela 9.2
E claro que,
6
> pil6) =p(6)
k=1

e, em geral,

3 piln) =pln).
k=1

Podemos também classificar o mimero de partigoes de n de acordo com
o numero de partes. Observande as partigdes de 6 listadas na Tabela 8.1 e

denctando por qi(n) o nimero de partighes de n com exatamcnte k partes,
temos a tabela abaixo.

k 1]2]3]4][5]6]
a(6) [1]3[3]2|1]1]

Tabela 9.3
Pode-se observar que os valores listados para py(6) e qi(6). nas Tabelas
9.2 ¢ 9.3, 280 08 mesmos. N&o se trata de coincidéncia. Come mostramos a
seguir, Pr(n) = g{n}, para todo n.

9.2 Grafico de uma partigao

Uma partigio do inteiro n pade ser representada graficamentc por meio de
um conjunto de n pontos no planc, colocando-se em cada linha, e cm ordem
decrescente, nm nimero de pontos igual a cada uma de suas partes.

O griafico da particio d+3+1+1de § é
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Asparticoes 24+ 1,4+ 1+1e34+3+2+ 2+ 1 possuem as seguintes
represcntagdes graficas;

241 44141 343424241

Se na representagao grafica de wma parti¢do de n trocarmos as linhas pelas
colunas, obtemos uma outra particio de n chamada de conjugada da particao
considerada.

Listamos a seguir os grificos de algumas particdes comn suas respectivas
parti¢oes conjugadas.

Particdo Particdo conjugada

54241 342474141
Particao Particdo conjugada
4+4+2 3+3+2+12

Partigdo  Particfio conjugada
34241 34241
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Observe que a conjugada de uma partigao nao &, necessariamente, distinta
da partigao original.

Teorema 9.1 O nimero px(n) de particées de n tendo k como a maior parte
¢ igual ao nimero gr(n) de particoes de n com eratamente k partes, isto €,
pPx{n) = gx(n).

Demonstragao: Por intermédio da operagio “conjugacéo” definida no conjun-
to das partigoes de n, vemos facilmente que toda partigao tendo k come maior
parte ¢ transformada em uma particio que posssui exatamente k partes, e que
cada uma que possui k partes é levada em uma que possui k como a maior
parte, o que conclui a demonstracio. O

Carolario 8.2 Seja Py(n) o numero de particdes de . com partes menores do

que ou iguais o k, e Qr(n) o nmimere de particdes de N com, ne mdwimo, k
partes. Entdo, Pi(n) = Qy(n).

Demonstragao: A opcragio de conjugagio transforma cada elemento contado
por Pr(n) em um tinico clemento contado por Qy{n), isto pela mesma razao
apresentada na demonstracio do teorema. a

Se denotarmos por F(n) o nimero de particdes de m em que cada parte
aparece pelo menos duas vezes e por G(n) o nimero de particdes de n em
partes maiorcs do que 1 e tais que inteiros consecutivos nao aparecemm como
partes, pode-se mostrar que F(n) = G(n).

Teorema 9.3 Fin) = G(n) pera fodo inteiro positive .

Demonstracao: Uma vez mais tomando-se o conjugada de uma particdo enu-
merada por F(n), teremos exatamente um dos elementos enumerados por G{n).
O exemplo abaixo ilustra esta afirmagéo.

O fato de cada parte aparecer pelo menos duas vezes implica que, na par-

tigiio conjugada, a menor parte serd pelo menos 2 e gue inteiros consecutivos

- - O
nio poderdo ocorrer como partes.

e rrr———
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Dizemos que uma particdo é autoconjugada se ela for igual 4 sua conjugads.
Per exemplo, 3+2+1¢54+3+ 3+ 1+ 1 sdo autoconjugadas, como se pode
verificar pelas suas representacdes graficas:

3+ 241 543+34+1+1

Sc, em cada umna delas, trocarmos as linhas pelas colunas terernes a mesma
particao. Uma simples transformagao, que daremos a seguir, nos permite
provar que o nimero de particBes de n que sfo autoconjugadas é igual ao
numero de particoes de n em partes impares distintas. Para ilustrarmos esta
transformagac vamaos considerar a geguinte particdo autoconjugada de 26.

ASTITEESESES

T

L

E claro que o nimero de pontos dentro de cada uma das dreas delimitadas
¢ fmpar ¢ estes nimeros sio necessariamente distintos. Neste caso, temos
13+ 7+ 5+ 1. Reciprocamente, dados nimeros impares distintos, podemos
colocd-los numa disposi¢io semelhante a que temos acima, obtendo, desta
forma, o grafico de uma partigdo autoconjugada. Por exemplo, a parti¢io
11 +9 +5+ 3 de 28 pode ser representada por:

e ¢, obviamente, autoconjugada. Temos, portanto, demonstrado o teorema:

Teorema 9.4 O ndmero de particées autoconjugadas de n é igual ao nimero
de partigées de n em partes fimpares distintas.
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9.3 Fungdes Geradoras

Antes de introduzirmos o conceito de funcéo geradora para partiges, gos-
tarfamos de chamar a atencdo do leitor para uma importante interpretacdo
combinatorial para qe{n), o numero de particoes de n com exatamente k
partes. Como vimos, as particdes de 6 sio {6}, {5, 1}, {4, 2}, (4. 1, 1}, {3, 3}, {3,
2,1}, {3,1,1.1},{2,2,2,,{2,2, 1,11, {2, 1,1, 1,1} e {1, 1, 1,1, 1, 1},

Se desejarmos distribuir 6 objetos idénticos em 3 caixas idénticas, sem que
nenhuma fique vazia, teremos apenas as possibilidades {4, 1, 1}, {3, 2, 1} ¢ {2,
2, 2}, que sao as particoes de 6 em exatamente 3 partes. De mancira analoga
podemos concluir que o nimero de maneiras de se distribuir n objetos idéntices
em k caixas ideénticas, sem que nenhuma fique vazia, € igual a qx(n).

Pretendemos, através de exemplos, introduzir o conceito de fungao gerado-
ra.

Consideremos a funcdo F{x) = (1 +x)™. Na sua expansao, i.e.,

o) () (e (e

n
podemos observar que o cocficiente de x* ¢ igual a (k)
. " in n .
Diremos, entdo, que a seqiléncia gy = ” parak =0,1,2 ... ,mégerada

n
por (1+x)™ ou que {1 +x)™ é a fungho geradora da seqiiéncia ax = (k) De

maneira aniloga, como os cocficientes de x" na expansio de

)
1 —x

G(x) = =14x+x2+x x4

sio todos iguais a 1, diremos que G(x) = 1/(1 —x) é a fungdo geradora para
a seqliéncia a =1, k=0,1,2,...

Como H{x) = 1/(1 =%} = 14+x*+x*+ .-+ H{x] é a funcio geradora para
a seqiiéncia ax = (1 + (—=11%)/2, k=0,1,2,...

De um modo geral, a funcio geradora (ordindria) para a scqiiéncia ay, k =
0,1,2,... é definida como sendo a fungio G{x) que possui ay como coeficiente
de x¥ gquando expressa em termos de poténcias de x, i.e.,

Gx)=ap+ax+an® +a’+-- = Z o
k=0
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Seguindo esta idéja vamos obter uma fungao geradora para as particoes de
T cm partes impares distintas. Se tomarmos o produto,

T+ +x) (T4 T+ x"} - (T =T x50+
A 2 2T 20 2 3N 3 3T

& facil ver que o coeficiente de x® & igual a 1, que é o total de maneiras de
se escrever 6 como soma de fmpares distintos. A poténcia x°® aparece como o
produto de x°-x'. Como 11 s6 pode ser escrito como soma de fmpares distintos
nas formas 11 =11 e 11 = 74341, o coeficiente de x'! nesta mesma expressao
é ignal a 2. O coeficiente de x'* & igual a 3. De fato, somente se obtém x™

quando se multiplica x - %3, x¥ - ' ¢ x® - x?. Interpretando-se este produto
desta forma, vemos que

L) [ 4]
[TO+x®) =3 din)x™,
k=0 1n=0

onde di(n) é o niumero de particoes de n em partes impares distintas, isto &,
que

o

H[] 4 x Pty

k=0

é a funcao geradora para di¢(n}.
Se estivermos intercssados somente nas particdes de n em partes distintas
devemos tomar o seguinte produto:

T+ + %A+ )T +xN) (T +x™

Como na particao de um nimere menor do que ou igual a 10 nunca pode-
remos ter partes superiores a 10, se tomarmos o produto

(T +x)(1+x2) (1 + %3 (1 +x"9),

teremos a fungao geradora para as particoes dc todos os nimeros menores ou
iguals a 10 em partes distintas. Como o produto acima é igual a

Thx4+x2+ 20+ 2%+ 3+ 4xC + 50" + 6x3 + 87 + 10x 19+ - -
podernos obscrvar, por exemplo, que, sendo o coeficiente de x7 igual a 5, exis-

tem 5 partigoes de 7 em partes distintas, que sdo: 7, 641,53+ 2, 4+ 3 e
44241,
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Das observacdes que acabamos de fazer pode-se concluir que a fungio ge-
radora para as partiges de n em partes distintas ¢ dada pelo produto infinito

o

Hu +xK).

k=1

Vale mencionar que, como os termos (1+x™1), {1+x™*%), ... nfo contri-
buem para as parti¢des de n, para se achar o total de partices de n em partes
distintas, basta considerarmos o produto finito (1 +x)(1 +x2) - {1 + x").

Utilizando-se do mesmo argumento anterior ¢ facil ver que a funcio gera-
dora para as partigdes de n cm partes pares e distintas € dada por:

e

IO +x™),

k=1

e que a fungao geradora para as particoes de n em partes que sao quadrados
distintos ¢ igual a:

* 2
o+,
k=1
Como,
(1T +x){1 +xH1+x) 1 +x"1%) ... =
=T+x+x 47+ 37+ x4 xB g6

concluimos que, dentre os ndmcros de 1 a 16, somente 8 possuem particoes
cujas partes sfo quadrados distintos.

Mostraremos a seguir que a funcao geradora para p{n}, o mimero de par-
ticdes de n, é dada por:

o] oo 1
Zp(ﬂ]x“ = H 1<K’
n=0 k=1

onde p(0) =1.

Por estarmos mais interessados na interpretacao combinatéria de p(n) como
coeficiente de x™ nesta expansio, vamos demonstrar esta identidade, original-
mente apresentada por Euler, utilizando somente argumentos combinatorios.
Uma demonstragio analitica rigorosa pode ser encontrada em [5] ou [12].

E claro que, sendo

= T+x+x 2+ +ot+

1 —x
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-]‘i;i = 1+X2+x4+)€6+)€8+"';

1

W — ]+xm+X21n+x3m+”..

]

temoaos,

oa
:
1 — =0+x+x2 3+ T+ +x x5+ )
k=1

T x4+

donde concluimos que as contribuigdes para os cocficientes de x™ vém de wmn
termo x® da primeira série, de x*% da segunda, de x*% da tcrecira, ..., ¢
de x™m da m&ime gérie, onde a; > 0, para todo i. Sendo ¢ produto destes
termos igual a x™, temos que

a1+ 2arx+3az4 -« +may, =n,

Cada ay deve ser visto como o ntnero de 1's que aparecem na particio de
n. isto €, podemos expressar 1L como

n=0+1+ - +N+2+2+ -+ 2)+- F{m+m+m+--+mj,

onde temos a1 1's no primeiro parénteses, az 2’s no segundo, a3 3’s no terceiro
¢ Qm M's no m&EEme Vista desta forma, cada particdo de n iréd contribuir com
uma unidade para o coeficiente de x" nesta expansao.

Para exemplificar o que acabamos de descrever suponhamos que, em ca-
da uma das primeiras quatro séries, tenhamos tomaco, respectivamente, as

4 L6 L6

seguintes poténcias de x: xT, x8, x® ¢ x'2. Interpretamos estas poténcias como

Xt = ML
X6 = x2H2H2
X6 = X33
X2 = s

4 28

e, visto que x* - x® . x8 x12 = %8 temos a seguinte particio de 28:

A4 444+ 343424242+ 114141,

6 6

Observe que o x® na segunda séric representa trés 2's & o x° na terceira
represcnta dois 3’s. Na realidade, as séries acima estio sendo vistas comaon

:“‘i‘X] _}_x'|+'|+X‘I-}‘t-|-'k+___){1+X2+X2+2+X2+2-}.2+_”}
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(1 X34 x3F3 20303 o 3ra0ds3 ¢y

A fungio 1/{1 —x] “controla”, portanto, a presenga dos 1's, 1/{1 — x2) a
presenga dos 2's, 1/{1 —x?) a presenca dos 3%s, ..., 1/{1—x™ a presencga dos
m's. Desta maneira a fungdo geradora para as parti¢des de 1 em que nenhuma
parte supera m ¢ dada por:

1
=+

m
k=1

Listamos na tabela a seguir algumas fungbes geradoras.

Fungdo Geradora | Para & seqliéncia das particoes de
N em partes que sio:

o)
HU + x 2 impares distintas
k;'l :
H —_— Impares

(1 —x2x+1)
k:]
ﬁ ! pares
o (1=
o0
H x <) pares distintos
S
H(] +x¥) cubos distintos
ko=o]
H —1— cubos

(1—xK)
k=1

1 ,
H _— primos
P

B primo “ x )

Voltando & Tabela 9.1, pode-se observar que o niimero de partigbes de 5 em
partes distintas ¢ igual a0 mimero de partigdes de 5 em partes {mpares, isto &,

5, 4+1, 342, (partes distintas).
5, 3+1+41, 1+1+1+1+1,  {partes imparcs).

Com o ntGimero 6 ocorre a mesma coisa, isto é, o nimero de partiges em
partes distintas € igual ac ndmero de partigoes em partes impares.

6, 5+1, 442, 3+2+1, (partes distintas).
5+1, 343, 3+1+ 141, 14+1+1+4+1+141, {partcs jmpares).
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Este fato, na realidade, ocorre para todo m, como provamos no teorema
abaixo, devide a Euler.

Teorema 9.5 O numero de particies de 1 em partes distintas € igual ao nimero
de particées de n em partes fmpares.

Prirr{eira demonstragio: Vamos construir uma correspondéncia 1-1 entre cstes
dois tipos de partigoes. Consideremos uma partigao de n em que todas as
partes sio fmpares. Temos, portanto, a; cdpias de 1, a3 copias de 3, ...,
Q41 cOpias de 2m + 1 {onde 2m + 1 € o malor impar que ocorre nesta
particao). Logo n sec escreve como

=14+ +143+ - +3+5+ - +54 4
+(2m+N+. -+ (2m+ 1) (9.1)
=ail+azd+as5+ -+ azmer{2m+ 1},

Sabemos que cada um dos ai's pode ser expresso de maneira dnica como
soma de poténcias distintas de 2 (ver problema resolvido 9.2). Desta forma,
temaos:

no= (29 429 4 2% 4 (2P 2P 2R3
oo {29 429 4 299 (2m 4 1) (9.2
= 2% 2% 2% 1 3.2P 3. 2P g 13 2R
H2m A1}V A (2m 1) 2V 4+ (2m 1) -2 (9.3)

E claro que todos estes nimeros 530 distintos entre st, pois os &;’s 580 todos
distintos, assim como os 3{’s e 05 Yi's.

A partigio de n em partes fmpares fol transformada em uma particdo de n
em partes distintas. Para provarmos que este procedimento estabelece a cor-
respondéncia 1-1 que procuramos, devemos comegar, agora, coIn uma particao
de 1 em que todas as partes sao distintas. Cada uma destas diferentes partes
pode ser cxpressa como um produto de um nimero fmpar vezes uma poténcia
de 2, isto &, 1 pode ser escrito como uma expressio da forma (9.3), O préximo
passo é colocar jumtas todas as partes tendo fatores impares idénticos. Se
colocarmos estes fatores em evidéncia, teremos uma expressio da forma (8.2).
E claro que, somando-se as poténcins de 2, teremos uma expressio da forma
(9.1}, que nos fornece a parti¢io de n em partes finpares, tendo desta forma
a correspondéncia 1-1 que procuriavamos. B

Como um exemplo, vamos achar a partigio de 96 que cstd associada, pela
correspondéncia descrita, & seguinte particio em partes impares:

T+1414+1434545454+7+11 411415415415 =
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=4-1+1-3+3-54+1.74+2-11+3.15

=22 1+22.3+(2" +2%.5+2°. 742" 11+ (2" + 2% .15
=2242%.342" 5420542742711 4+2" 15429 .15
=4+3410+5+7+224+30+15
=3+445+7+10+15+ 22 + 30.

Fista dltima expressdo € a particiio de 96 em partes distintas.

Segunda demonstragdo: Utilizamos, agora, fungoes geradoras. Sabemos que
a fungao geradora para partigoes em partes distintas ¢ dada por

2

[T +x5)

k=1

e que a fun¢do geradora para partigdes em partes imparcs € igual a:

ad 1
H o2k 1y
(1 w2

Basta, portanto, provarmos que estas duas expressoes so idénticas. Mas isto
segue, UIna vcz que,

T +x5 = (14 %1 —x")
Y
oy (=%
B HU—X“‘]

3
I

(T=x2)(1 =xM(1 = x5)(1 = x8) .-
(1 =x)(1 —x2){T %31 —xH{1 —x3) (1 —x5) -~

_ 1

T =% =xH{1 =51 =x7)- -
o 1
kll (1 — x2kFT)’

Cemo j4 mencionamos, para 0s nossos propésitos neste capitulo, a varidvel
x é apenas um simbolo e as questdes de convergéncia no nos preocupam neste
momento. O
Apresentamos, a seguir, uma demonstragdo combinatéria para um teorema
de Euler conhecido por “Q Teorema dos Nimeros Pentagonais de Euler”. Este
resultado permite a cbtengio de uma férmula de recorréncia para o calculo

171 |
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de p(n), férmula esta usada por MacMahon, no principio do século, para o
cdlculo de p(n}, para n < 200.
O Teorema de Euler, também conhecido por Férmula de Euler € o seguinte:

Teorema 9.6 (Férmula de Euler)

e 4) o
H[] M =1+ Z(_1]i(xi(3i+1}/2+ xi{Si—H/Z]. (9.4)
n=1 i=1

Pelo fato dos ntimeros 1,5,12,22, ... ,3(3j—1)/2 screm os nimeros de pon-

tos dentro do j-ésimo pentdgono da Figura 9.1 ¢ que este teorema ficou conhe-
cido como Teorema dos Nimeros Pentagonais .

PSRN

1 ] 12 22

Figura 9.1

Daremos, agora, uma interpretagéo combinatéria para o produto

]

[To-x

n=1

para quc possamos, entdo, fornecer a demonstracao dada por Franklin para
(9.4), a qual usa somente argumentos combinatorios.
Legendre observou que {9.4) & equivalente & seguinte igualdade

_ (=1) sen=j(3x1)/2
q°(n) — g°(n}) = { 0 caso contrario

onde ¢%(n) é o nimero de particdes de n em um nimero par de partes distintas
e q°(n} o nlimero de partigdes de 1 em um nimero impar de partes distintas.

Sabemos que
]__[ {14 x")
n=1
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¢ a fungao geradora para partlgoeb em partes distintas. Isto nos diz, por exem-
plo, que o coeficiente de x° nesta expansio sendo igual a 4 existem exatamente
4 particoes de 6 em partes distintas, e, 6, 5+ 1, 4 +2, 34241,

Ja na
expansao de

—

(1—x")

=
Il

o coeficiente de x% ¢ nulo. E facil verificar isto pois na expansao de

8

(1 —x")

=2
i

o produto de um niimero par de poténcias distintas de x terd sempre sinal
positive enquanto que o produto de um numero impar de poténcias de x terd
sempre sinal negative. Como as parti¢Ses com um nimero par de partes
distintas resultam do produto de um nidmero par de poténcias distintas e,
analogamente, as partigbes com um nimero {fmpar de partes distintas resultam
do produto de um mimero impar de poténcias distintas, o coeficiente de x"
serd igual a g%(n)—q°(n}. No exemplo que tomarmos, x°, temos duas partigdes
com um niimero par de partes distinfas 5+ 1 ¢ 4 + 2 ¢ duas em uwm ndmero
fmpar de partes distintas 6 € 1+ 2+ 3. Por isto o coeficiente de x® ¢ zero na

expansao de
]

[Jo—xm.

n=1

Com estas consideragoes fica claro gque, como obscrvou Legendre, a férmula
de Euler nos diz que

qe(n} _ qO[TL) — { [_]]j sen =j(3j £ 1)/2
0 caso contrario

o que equivale dizer que os niimeros q°(n) e ¢°(n) sio iguais exceto quandon
é da forma j(3j £ 1)/2 caso em que ¢€{n} ir4 superar g°(n) por uma unidade,
para j par, ou ¢°{n) ird superar ¢¥{mn) por uma unidade para j impar.

Apresentamos, & seguir, uma demonstracao puramente combinatorial para
a férmule de Euler. Esta ¢, como j& mencionamos, a demonstragio dada por
Franklin em 1881.

A idéia é a de construir uma correspondéncia 1 — T entre as partigdes de
M em um nimero par de partes distintas e as particdes de T em um NumMero
impar de partes distintas.
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Utilizamos a representacdo grafica para estas partigbes em que todas as
partes sao distintas. Nesta representacgdo as partes estao em ordem decrescen-
te. Vamos chamar de a a menor parte desta particio e de b, o nlimnero de
pontos sobre a linha r mostrada na Figura 9.2.

- - [ ] L] -»
a
Figura 9.2

Caso a € b, como na Figura 9.2, podemos remover os “a” pontes da menor
parte e coloci-los ao lade dos primeiros “a” pontos da linha v, como mostra

a Figura 9.3.

Figura 9.3

Com esta mudanca temos agora uma nova partigdo de n (observe que te-
mos ainda diferentes partes e elas estio dispostas em ordem decrescente) com
diferente paridade, isto &, se o total de partes era par, agora é ifmpar, e se era
{mpar, agora é par. Chamamos a atengio do leitor para o fato de que se o
nimero “a” fosse igual a “b” a mudanga acima ainda teria sido possivel.

Examinemos, agora, um caso em que ¢ > b. Vejamos um exemplo gréifico
como aquele mostrado na Figura 9.4. Num caso como este podemos tomar os
“b"” pontos da linha T e colocéd-los abaixo dos “a” pontos ohtendo uma nova
parti¢io com diferente paridade. Nesta nova particio continuamos com partes
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distintas ¢ colocadas em ordem decrescente como podemos ver na Figura 9.5.

* 1 - - » . b
a
Figura 8.4

Figura 8.5

E claro que quando uma das duas transformacoes descritas acima puder
ser executada teremos uma correspondéncia 1-1 entre elementos enumerados
por q°(n} e g°(n).

Na realidade estas duas transformagdes ndo podem ser sempre executadas.
Existem exatamente dois casos, ilustrados nas Figuras 9.6 e 9.7, em que a
linha r passa através do dltimo pontc da menor parte. Isto ocorre quando
a=boua=b+1.

E fcil ver que nas duas figuras acima nio podemos executar nenhuma das
duas transformagdes descritas. Lembre-se que executada uma destas transfor-
macoes devemos ter “diferentes partes” e dispostas em “ordem decrescente”.
Nas Figuras 9.6 e 9.7 temos

b(2a+b—1}
> :

n=a+(a+1}+{a+2)+--+(a+(b=1)=

Logo, caso tenhamos uma situacio semelhante i da Figura 9.7, isto €
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a=b+1
Figura 9.7
a = Db+ 1 teremos,
b{3b+ 1)

2
Neste caso se b, o nimero de partes, for par, teremos q¥(n) — q%n) = 1
e se b for mpar, teremos q%(n) — q¢°(n) = {=1). Isto é, tercmos exatamente
uma particio com um niimero par {finpar) de partes excedendo aquelas com
um numero {mpar (par) de partes.
No caso da Figura 9.6, sendo a = b, teremos
_ b(3b—1j
N 2
e a mesma andlise feita acima serd vélida, ou seja, g®{(n) — g°(n) = {(~1}%, o
que conclui a demonstragao. (]

Teorema 9.7 Para todo inteiro positiveo L temos

p)=pn-N+pn-2)—pn—-5)—pn-7)+
pn—12}+p(n—=15) —pn —22) —pn —20) + - --

+1 H3i+ 1)
=T (1)

!
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onde a soma se extende sobre todos 0s ] pare os quais 0 argumento dg fungdo
p(n) € nao-negativo.

Demonstra¢ao: Ja vimos que,

Zp ']___le

n=0 n=1

e que pela Férmula de Euler (Teorema 9.4)

o0 v o)
H(} —x" Z P2 it 3i- 1)/2]
n=1 :
Portanto,
o0 (re)
Z x]{3]+”/2+ yi13i— 1)/% Zp{n]x v
i=1 n=_>
isto &,
Zp[n]xn _ Z n)xn+ — Zp 2 g Zp{n)xn+5 F..
Z n]x”—Zp — 1) an 2" —I—zpn 5x == |
n=0Q n=2

Igualando-se o coeficiente de x™ em ambos os lados da identidade acima temos,

pn)—pmn-1)—pn—-2}+pn-5+pn-7j
—pn—12)—pn—-15)+pn—-22)+pn—-26)—-- - =0

€ isto conclui a demonstracio. a

9.4 Problemas Resolvidos

Problema 9.1 Provar quc, para 1 < j € n, o mimero de partigoes de m nas
quais j aparece como parte é igual ao nimero de partigdes de 1 — .

Solugdo. Precisamos exibir uma aplicagiio 1-1 entre estas duas familias des-
critas. B claro que, se a cada particio de 1 —j acrescentarmos uma nova parte
igual a j, teremos uma particio de 1 tendo j como parte. Obviamente, se el
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uma particio de n, contendo j como parte, retirarmos j (umea parte igual a i),
teremos uma partigao de n.— j, o que completa a demonstragio.

Problema 9.2 Provar que todo inteiro positive podce ser expresso de maneira
unica como soma de poténcias distintas de 2,

Soludio. Pelos argumentos apresentados neste capitulo, € ficil ver que a fungio
(40160 +xH (1463 (1) (9.5)

¢ a funcdo geradora para as partigdes de n em partes que sdo poténcias dis-
tintas de 2. Logo, o cocficiente de x™ nesta expansio nos fornece o ndmero de
manciras de se escrever 1 como soma de poténcias distintas de 2. Portanto,
para provarmos o que foi pedido, basta mostrarmos que o coeficiente de x™
em (9.5) é igual a 1, para todo n. Mas sendo

1
1———x=1+x+x2+x3+x4+--- ,

scrd suficiente provarmos a igualdade seguinte:

1

T = 1400 A0 +x4(1 +xB) (T4 %2

Mas isto ocorre, uma vez que

(1=x)1+x) +xH0 +xH{1 +x8) -+ =

= (1= +x)0+xM0 +xH(1 +x19)-

= (1= +xH0 +3(0 +x“”m+x Jer-

- (T—x](1+x8](1+x6](1+x 1+ x5 -
16

= (12" +x")0 + 31+ %)
1|

o que conclui a demonstracio.

Problema 8.3 Provar que o numero de particdes de . em exatamente 2 partes
é igual a [ 3], isto &, que q2(n) = |5].

Solucdo. Vamos calcular, primeiro, o numero de partigoes de n em 1o méximo
duas partes. Sabemos, pelo Corolario 9.2, que este namero € igual ao mimero
de partigdes de n em que nenhuma parte supera 2. Como a fungao geradora

para partigbes em que ag partes sio menores do que ou iguais a 2 ¢ dada por:

1
(1 —x)(1 —x2)’

9.4. PROBLEMAS RESOLVIDOS 179

devemos calcular o coeficiente de x™ nesta expansio, o qual nos dard o ntimero
de particdes de n com partes menotes do que ou iguais a 2. Mas como

1 1 1

G0 =x3 ~ 20 =x)2 " 20 =%’ (9.6)

devemos achar o coeficiente de x™ em cada uma das expressées do lado direito
de {9.6). Como

)
m=5(1+X+X2+X3+---][1+X+x2+x3+---],

o coeficiente de x™ nesta expressio é igual a (n+ 1)/2, e o coeficiente de x™
em

1
01 —x2)

——

= i“ Fxf x4 x4
¢ igual a 1/2, se n for par, e zero, caso contrario. Logo, o coeficiente de x™ em

1/(1=x}(1—x?%) é igual & soma destes dois coeficientes, sendo, portanto, dado

por:
41 o
—5 se . for {mpar,

n+1 1 n42

—_— = — fi .
5 5 7R se 1 for par

Mas se n for par, isto ¢, n = 2Kk,

n-+-2_2k+}'._k 1_“
7~ 2 T tiE
e, se 1 for impar, isto é, n =2k + 1,

n+l  2k+141  2k+2
2 2 T2

n
- 1:{_
k+ 5

|+

Com isto provamos que o ntimero de partigdes de 1 em partes menores do que
ou iguais a 2, que é igual ao nimero de parti¢des em no mdximo duas partes,
éignal a:
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Como 56 existe uma particao de n tendo exatamente uma parte, concluimos
quc o numero pedido € igual a | 5].

Problema 9.4 Mosgtrar que o ntmero de partigdes de n em partes distintas,
nenhuma sendo multipla de 3, € igual ao nimcro de particoes de n em partes
da forma 6) — 1 ou 6j — 5.

Solucdo. E facil ver que a fungdo geradora para particies de M em partes
distintas e nio-divisiveis por 3 é dada por

o0

[0 +x¥30 +x¥7Y, (9.7)

=1

e que a fungao geradora para as partigoes de n em partes da forma 6j — 1 ou
6j — 5 éigual a

v s}
I 1—x61‘ et (9.8)

i=1

Portanto, devemoes mostrar a igualdade entre (9.7) ¢ (9.8). Mas isto segue,
pois

ﬁ 1T+ (1 + 2311 = %3791 —x3 1)

1 3j——2 3ji— | i
(1+x H1+x (0 —3-2)(1 —x3-1)

1 =
{1 _x61—4){-| _xsl—z]
(3 —x3i-2}(1 —x31-1)

g

I
e

1
(1 —x3-2){) —x3i-1)

el

“ _xEj—4)“ _Xéj—?.]

il
.:IB

1

]
(1 =<5 {1 = xS )T — xB1-3)(1 —x5-2)

“ _ x6}—4){] _ij——?_]

I
—
et

-
I

1

j
1
(1 —x&i-1){1 — x6i-5)"

|

T

o que conclui a demonstracio.

Problema 9.5 Encontrar a fungao geradora para o mimero de tridngulos ndo-
semelhantes do perimetro n e lados inteiros.

Solug@o. Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo. Como estamos
interessados em tridingulos ndo-semelhantes podemos considerar

a<b<ec. (9.9)
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Para evitar lados nulos tomamos

azi, (9.10)
e, para que cxista um tridngulo dec lados a, b e ¢, devemos ter
a+b>c. {9.11)
E facil obscrvar que
at+b+c=3a+2(b—a}j+c—b=3a+2y+tz=mn, {9.12)
ondey=b—aez=c—b.
Agora, (9.9) ¢ equivalente a
y=>0 e z2>0,
e (9.11) pode ser reescrita como
a>z. (9.13)

Sendo a, b, ¢, y e z inteiros, (9.13) e (9.10) podem ser substituidas por

a

Il

z+x,
> 1

Substituindo estes valores em (9.12) obtemos

3x+-2y+4z-—=n,
x>1y>02z20.

Esta 1ltima equag¢do nos permite escrever, facilmente, a funcio geradora pro-
curada:

O+ xS+ )+ x84 =
S 1 T x3 (9.14)
T 1—x2 T—x* T (1=x1— k{1 x4

Problema 9.6 Obter uma férmula explicita para a contagem do mimero de
tridngulos ndo-semelhantes de lados inteiros e perfmetro n.

Sofugdo. No Coroldrio 9.2 vimos que o nimero de partigGes de 1 em no maximo
k partes ¢ igual ao nidmero de partigbes de 1 em que nenhuma parte supera k.
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Logo, para encontrarmos ¢ mimero de parti¢oes de i, em no maximo 3 partes,
precisamos encontrar o coeficiente de x™ em

1
(1 —x){1 —x2){(1 =x3)"

(9.15)

que € a funcdo geradora para partigdes em que nenhuma parte supera 3. Como

1 R 1 1 1

TS0 —xB( =] ell—x? T an ==z Y a0 ==y T 30 =)
e
1 1 s 1& /-3
= {1 - = — —1 “x.n
s — gl ™ Gz(n){ )
n=>0
[+ o]
1Tm+2)n+T1} ,
= Z - , (9.16)
“:06 ‘2
11 ] ; 1o /=2
- M1=—x\"%=_ —1y™
T2 ~ a0~ 4Z(n)( X
n=0
L]
1
-y [“I Jon (9.17)
n=0
1
i Z(I+x2+x4+x6+---)} (9.18)
1 1
m = §{1+x3+x6+x9+"‘), (9.19)
concluimos que o coeficiente de x™ em (9.15) & igual a:
% (nZ+6n+5+7), paran par e divisivel por 3;
TIZ (M®+6n+5+3), paran par e ndo-divisivel por 3; (9.20)
]—]2 (n24+6n+5+4), paran impar e divisivel por 3; '
-1% (N2 +6én + 5], para n impar e nao-divisivel por 3.
Pode-se observar que a difcrenca entre cada um destes quatro mimeros
z
acima {todos sio inteiros) e o nimero m é menor do que 1/2 e, portanto,

3 2
o coeficiente de x™ e (9.15) é o inteiro mais préximo de 4 T?. ] que denotamos

por {(“”’] } Logo {{“+3] é o nimero de parti¢es de 1 em no mdximao 3
partes.
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A demonstragdo que apresentamos abaixo segue Andrews [4]. Ele obser-
vou que cada portigac de n em exatamente 3 partes nos fornece um tinico
triangulo do tipo que queremos e reciprocamente, exceto quando a soma das
duas menores partes nao superam a maior parte. Sendo a, b e ¢ as trés partes,
1 < a<b <c, isto ird ocorrer para cada particdo de j em duas partes a e b
com 1 < j < %, pois ncste caso a + b + {n — j} serd uma parti¢io de n em
3 partes com a+ b < 1 —j e isto ndo nos permite a construcio de nenhum
triangulo.

Devemos, pois, subtrair do niimero total de parti¢oes de n em exatamente
3 partes o niimero de parti¢oes de j em duas partes, paraj=1,2,3, ..., [n/2)].
Logo devemos calcular a soma qz{2) + g2(3} + ... + q2(|n/2]) e subtrair do
nimero total de partigdes de n em cxatamente 3 partes. Lembre-se que q3(3)
denocta ¢ nimere de parti¢oes de | em exatamente 2 partes.

Vimos, acima, que o numero de parti¢cdcs de 1 em no mdximo 3 partes é

{ (RTZ‘?') } Sabemos, pelo Exemplo 9.3, que o niimero de partigées de n em no

maximo 2 partes é | 5| + 1. Logo a diferenca

(- ()

nos fornece o mimero total de partigBes dc n emn exatamente 3 partes.
Pode-se ver, basta considerar os casos n par e 1 impar e as equagdes (9.20),
que a diferenca acima é igual a
2z
n
— . (9.21)
12

Precisamos, pois, subtrair deste nimero asoma ¢2(2)+q2(3} 4+ - -+qz{|n/2]).
. . , . nyint+2| s
Provamos, por indugdo, que esta soma é igual a [—J 1 | isto &,

HE

g e

uma vez que qz(i} = [j/2] como foi mostrado no Problema 9.3.
FPara n par é facil observar que

R R R e s R

e, portanto, a demonstracio por indugio segue imediatamente.
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Para n impar consideramos 0s casos 1 = 1(mod 4} e n = 3(mod 4}. Se
n = 1{mod 4) temos

e
LI - B ()
uma vez que para n = 1{mod 4)
e -3 22 2.

Para n = 3{mod 4) temos

lln/?-JJJr [L(THZWZJJ (2] [n+2j+ll‘n/2JJ+l

2l |22 322+ [

%J F:l +{L[n+1)/2JJ

uma vez que

F[n+21)/zJJ ) [lanJ e F:_SJ |

n+2 n+3 [n } 1 n+1
— = ———— & — = —_— .
4 4 4 4
Subtraindo do niinero total de partigdes de M em exatamentc 3 partes,
dado em (9.21), o nimero de partiges de . em 3 partes que nao nos permite

a construgio de triangulos, dado em (9.22), obtemos, finalmente, que o total
de triangulos ndo-semelhantes de perimctro n ¢ lados inteiros € ignal a

n? P j n+2
12 4 4 )
8.5 Problemas Propostos

1. Encontrar a fungdo geradora ordindria para cada uma das seqiiéncias abai-
X0

(2){1,1,1,0,0,0,...), (b) (1,0,0,2,3,0,0,0,...);
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(C) (‘I! 13 l] 3? ]'1 1! "‘);
(€)(0,1,0,1,0,1,...);

d)0,0,1,1,1,...
(f) {0,4,0,4,0,4,...)

(&) (1, -5, 1,-1,1, =1, ...} S LT P L R

- ais F} 4_i: “5—!,...
. 2x
0 (ad = (3 )

2. Encontrar a seqiiéncia gerada por cada fungio geradora ordinaria dada,
abaixo:

(a) (x+1)% (b} x + e*;
(c) x*(1 = 3x)~T; () 1+ (1 —x2)-,
[e] ezx +x+ Xz; (f) KZEK;

3. QQuantas solugocs possui a4 equagao X1+ %2 + X3+ -+ + xn = 71, se cada
variavel ¢ igual a () ou 17

4. Encontrar as fungbes geradoras ordindrias que permitem o cileulo do
nimero de maneiras de se distribuir 11 laranjas ¢ 6 peras para 3 criancas
de modo que cada crianga receba pelo menos 3 laranjas e no maximo 2 peras.

5. Encontrar a fungdo geradora ordindria quc permita a obtenciio de resposta
a seguinte pergunta: de quantas maneiras podemos distribuir 300 cadeiras
idénticas em 4 salas de modo que o numero de cadeiras em cada sala seja 20

ou 40 ou 60 ou 80 ou 1007

6. Encontrar a fungao geradora ordindria para o ndmero de particdes de n em
que todas as partes sao impares e nenhuma supera 7.

7. Dar uma interpretacac, em termos de particdes, para:
(a) O coeficiente de x'? na expansio de

(T2 +x* x4+ +xPx10 + x* 8 +x19)
(1% + x5+ x50 +x"0)(1 +x'2).

(b) O coeficiente de x'> na expansio de
D+ x84+ 67+ 12X (0 + %8+ x1H(1 +x7).

8. Calcular os coeficientes dos itens {a) e (b) do exercicio anterior.

9. Escrever a fungdo geradora que pode ser usada para se encontrar:
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(a) O niimero de parti¢des de 34 com partes restritas a 6, 8, 10 e 20.
(b} O numcro de particoes de 13 com partes maiores do que 3.
(¢) O ntmero de partices de 11 em partes impares distintas.

10. Mostrar que para todo m par > 6 o niimero de particdes de n em partes
impares é maior que o mimero de partigdes de 1 em partes pares.

Apéndice A

Os Principios da Boa Ordem e da
Inducao Finita.

Estes principios, ja4 enunciados no primeiro capitulo, sdc os seguintes:

Ag: Principio da Boa Ordem (PBOQ) Todo conjunto ndo-vazio de inteiros posi-

tivos contém um elemento minimae.

Ay Primeira forma do Principio de Indugdo Finita Seja B um subconjunto dos

inteiros positives. Se B possui s duas seguintes propriedades
i) 1€B
(i1) k+ 1 € B sempre que k € B

entdo B contém todos os inteiros positivos.

Az: Segunda forma do Principio de Indugéo Finita Seja B um subconjunto dos

intetros positivos. Se B possui as duas sequinies propriedades
(i} 1€B
(i) k+1€B sempre que 1,2,... , keB

entdo B contém todos os inteiros positives.

Devemos mostrar que Ag = Ay, A} = Az ¢ Ax = Ay Como ho capitulo
1 i4 mostramos a implicagio Ag => Ay, mostraremos aqui apcnas as outras
duas.

Teorema A.1. A= A
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esta série diverge. Para ver isto basta lembrar a diverpéncia da série harmonica
e considerar que

! 1 1
T Tn0 " 0+nQ _Q0+n)’

o que conclui a demonstragio.

A segunda prova gue apresentamos, dada por P. Schorn , seguc a idéia de
que, para mostrarmos que existem infinitos primos, € suficiente exibir uma
seqiiéncia infinita de inteiros positivos que sejam relativamente primos,

Observamos que se 1 <1< ji<nentdao ((MY)1+1,{n)i+11=1.

Na realidade escrevendo j =i+ d,entio 1 <d<ne

((UH+T, i+ =i+ T,(nhd) =T

pois todo primo dividindo (n!}d € no méximo igual a n.

Logo, se o nimero de primos fosse igual a m, tomando n = m+ 1, a
observagao acima implica que os m+ 1 inteiros (m+ 1) 1i+1 (1 €1 < m+1)
seriam primos entre si, i.e., existiriam pelo menos m + 1 primos distintos, o
que contraria nossa hipétese.

Apéndice C

O Postulado de Bertrand

Na demonstracao do Postulado de Bertrand faremos uso de trés resultados
elementares que apresentamos no Lema abaixo.

Lema C. Puran > 1 temos

(i) Seja v(p) satisfazendo p™®) < 2n < p™PI*+ entdo

(7;11) e,

pLin
.. . n
(i) Sen>2e2n/3 <p<n, entax)pj’(n).

(i) [Tpenp < 4™

v{pl
Demonstragdo: (i) O expoente de p em n! sendo igual a Z |n/p’] (ver Teo-
=1

ny
rema 4.9) nos diz que o expoente de p em (n) é dado por

r{p) r(p)

S (2l =2l < 31 =rlp),
j=1

i=1

Esta tltima desigualdade se verifica pois, pelo teorema 4.8(7), [2x] — 2x]
é ignal a 0 ou 1. Para concluir a demonstragiio basta tomar o produto sobre
os primos p < Zn.
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(ii) Se p satisfaz 2n/3 < p < n entéo P ocorre uma vez na fatoragio de n!
2n
e duas vezes na fatoragio de (21}l pois 3p > 2n. Logo, como p > 2,pf ( n)

(iii) Isto serd provado por indugao.
Seja P(n) a proposigio a ser provada. E ficil ver que Pin) é verdadeira
paran=1,2 e 3. Para m > 1 temos que P{2m — 1) implica P(Zm} pois

[Teo= J] pecat™'<em
p<im p<2m~-1
Desta forma, podemos supor n = 2m+1 com m > 2. Como todo primo p no
intervalo {m + 2,2Zm + 1] é um fator de (Zm"j ]), teremos (assumindo que
P(m + 1) se verifica}:

P<Zm1 pEm+1

Muas

2m -+ 1 i 2
= 1 TTL+]=4ITL
( m )<2(1+ )

_ m-+1 . . i .
pois ) corresponde aos dois termos centrais da expansio binomial de
m

{14 1)2m+3,
Logo, por {C.1) vemos que P(m + 1) implica P{2m + 1), o que completa a
prova por indugio.

O Postulado de Bertrand Para cada inteiro positivo n existe um primo p sa-
tisfazendo n < p < Zn.

Demonstragao: Claramente o resultado € verdadeiro para n < 3. Nés vamos
assumir que o resultado seja falso para algum n > 3 ¢ obter wna contradigao.

. n
Temos do Lema C(ii) que para este n todos os fatores primos p de (n)

n
satisfazem p < 2n/3. Seja s(p) a maior poténcia de p a qual divide (n )
Logo pelo Lema C.1.{i) temos que

psh’] < 2. (C.2)

Portanto se s{p) > 1 entho p < v2n ¢ scgue que no miéximo |[+/2n| primos

2n
OCOrremn cm ( COom CXl)D(ﬂltC 111a1or (ZIO Qe 1
n

-
193
Usando (C.2) e nossa suposi¢éo obtemos

In e
- 2n]
(n)s(z ) || P.

P<2n/3
C4n n my
Mas R < a ) uma, vez que nl® 0 major termo na exXpanséo
binomial de (14 1)%™, a qual possui 2n + 1 termos.
Desta forma, usando o Lema C.1.(jii) e estas duas desigualdades obtemos
qn
2n+1

< (2n)lvan II »< 433 (Vi
p<In/3

Sendo 2n + 1 < [2n)?, podemos cancelar 4273 do 12 e 32 membros da ex-
pressiio acima para obtermos

a3 < ()Y

Disto temos

ning

3

< (24 v2n)In2n.

Claramente isto é falso para n grande. De fato se n = 750 temos (1.3 < Ind e
In 1500 < 7.5)

750 x 1.3
35 =222 < (24 Vv1500)In(1500) < 41 x 7.5 < 308.

3
Portanto o resultado é verdadeiro para n > 750 ¢, por inspegao, ele também
se verifica para 1 < 750, como pode ser visto pela sequéncia 2, 3, 5, 7, 13, 23,
43, 83, 163, 317, 631, 751 de primos na qual cada um é menor do que duas
vezes O sel predecessor.
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