And so these men of Indostan,
Disputed loud and long,
Each in his own opinion,
Exceeding stiff and strong,
Though each was partly in the right,
And all were in the wrong!

John Godfrey Saxe (1816-1887)
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e Modelagem em engenharia
18/2 e Mecanica dos Sélidos Rafael
e Introducao ao Método dos Elementos Finitos
- 25/ o EIem.entos fin.itos 1D.— estatico ' Rafael
e Ensaios experimentais e modelos de material
BEM 11/3 e Elementos finitos 1D - dindmico Marcilio
B 18/3 e Elementos Finitos de viga - estético Marcilio
B 25/3 ¢ Elementos Finitos de viga - dindmico Marcilio
B 01/4 e Elementos Finitos de viga - anélise modal Marcilio
08/4 e Ensaio experimental: vibragGes em viga Rafael
B 22/4 e« Elementos finitos isoparamétricos — estatico Larissa
- 29/4 ° EIen,qgntos finitos isoparamétricos — Integracao Larissa
numeérica
06/5 * Elementos finitos isoparamétricos — dinamico Larissa
13/5 e Ensaio experimental: vibragcbes em placa Rafael
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Avaliacao

A média final € composta por:

Média final = 0,5* Media;, +0,5 * Media,

* Media, significa média de projetos;
— Programas: podem ser feitos em dupla;

* Media, significa media de exercicios;
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Bibliografia Basica

L .a
ELEMENTOS

Finitos ® AVELINO ALVES FILHO “Elementos Finitos, A base da tecnologia CAE”,
E,;_."‘“;_ a P S . Z .
g'f 52 Edicao — Editora Erica.

Elementos

jLI ° AVELINO ALVES FILHO “Elementos Finitos - A Base da Tecnologia CAE -
B Andlise Dindmica”, 22 Edicdo — Editora Erica.

e MARCILIO ALVES “IMPACT ENGINEERING: FUNDAMENTALS,
=  EXPERIMENTS, NONLINEAR FINITE ELEMENTS”, 12 Edicdo
disponivel online em www.impactbook.org.
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http://www.impactbook.org/

Bibliografia Basica

e M. AsSGHAR BHATTI “Fundamental Analysis and Applications with

Mathematica and MatLab computations”, 12 Edicao — Editora
Wiley.

FUNDAMENTAL Finite Element
Analysis and Applications
TH MAI

suol o KLAUS-JURGEN BATHE “Finite Element Procedures”, 22 Edigao —
Procedur
B Editora Prentice Hall.
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Em nossas aulas aprenderemos...

e Um pouco de engenharia...
— MEF.

e Um pouco de postura de engenheiro...
— Curiosidade;
— Cuidado;
— Capricho;
— Responsabilidade;
— Atitude.
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Fisolofia do Curso

Segundo Prof. Dr. Avelino Alves Filho (livro texto),

“Um dos pontos mais importantes que contribui comprovadamente para o
sucesso e progresso dos recursos de CAE, e que tive a oportunidade de
verificar nos anos de trabalho nesta area, esta relacionado aos CONCEITOS
OBRIGATORIOS NA UTILIZACAO DA TECNOLOGIA CAE. Muitos profissionais
que iniciam suas aplicacées na area de Elementos Finitos encontram
dificuldades, pois o aprendizado de uso de software é feito sem base
conceitual, confundindo o aprendizado de manuseio de programa com o
conhecimento do Método dos Elementos finitos. Justifica-se portanto, a
filosofia de abordagem:

SE O ENGENHEIRO NAO SABE MODELAR O PROBLEMA SEM TER O
COMPUTADOR, ELE NAO DEVE FAZE-LO TENDO O COMPUTADOR!”
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Engenharia € uma arte!

O problema é bem resumido pelo
Dr A. R. Sykes, do British Institution
of Engineers, que, em 1976, disse:

Engineering is the art of modelling
materials we do not wholly understand,
into shapes we cannot precisely analyse,

so as to withstand forces we cannot

——n precisely assess, in such a way that the

""" public has no reason to suspect the
extent of our ignorance.

»__..4:-—.

19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



Modelamento e Analise

ISimpIificagﬁes e aproximacoes

Eqg. Diferencial governante

Modelo matematico

etizacao

Modelo numérico

ao'de Sistemas de Equacoes

Analise

19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



MODELO FISICO



GRUPD DE ME A DOS SOLIDOS Y
- E IMPACTO EM ESTRUTURAS
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19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos 11




e O engenheiro
constroi um
a partir de um
problema que nao
possui solucao exata,

e acha uma solucao
aproximada otima.

Modelar € o processo de escrever uma
equagao ou sistema de equagcoes que
descreve 0 movimento de um mecanismo
fisico. O sucesso do modelo é determinado
por quao bem a solugao da equacao preveée
0 comportamento observado no sistema
real.
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19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



Modelo de engenharia (modelo fisico)

e Um bom modelo deve:
— Considerar os aspectos essenciais do problema;
— Desprezar os fatores secundarios;
— Fornecer resultados proximos o suficiente das respostas reais.

e Habilidade em modelamento é baseada na visualizacao do problema
fisico e relacionamento com o que queremos analisar:
— Distribuicao de temperatura?
— Campo de tensoes?

— Campo de deformacodes?
e Se as previsdes do modelo nao estao de acordo com as respostas reais
ou esperadas € necessario refinar o modelo:

— Incluir aspectos inicialmente desprezados.

19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



MODELO MATEMATICO



Forcas de volume

As forcas de volume sao descritas sempre por unidade Volume
de massa ou de volume e n3o necessitam de contato elementar dV b, aV
para transmissao. Sao exemplos: /L_.bz dv
. . b, dV
e Gravidade; L3 A o
e Forcas eletromagnéticas; ) volume (V)
e Forcas de inércia; u
e Coriolis, centrifuga, etc. X Superficie (S)
S L9
Forcas de volume: Se o corpo é acelerado, >
entédo as forcas de inércia, X1
rb ) C)
1 pou
3 Forgas totais de volume:
b=10b,¢ O =< Py b
y X =b—pou
\b3) kp”/)
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Forcas de superficie

As forcas de superficie sao descritas sempre por

unidade area e necessitam de contato para transmissao.
Sao exemplos:

e Atrito; Volume

e Forca normal: elementar dV by dV
L_.bzdv
b, dV
Volume (V)

e Forca cisalhante;

~ L3
e Pressao, etc. A w

Forca distribuida por
unidade de superficie

- D

p)( 4
_ >
Ts =P, ¢
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Se extrairmos um volume
elementar do corpo vamos
ver que, devido as forcas
T(e2) externas aplicadas, ha
092 forcas de reacao.

By Sanpaz - Own work, CC BY-SA 3.0,

Para o cubo, as forgcas internas por
unidade de drea (setas azuis), em
cada face, podem ser decompostas
em trés componentes ortogonais.

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5736462

19 de Fevereiro de 2018

PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



Estado de tensoes

Pode-se decompor os vetores de tensdao em components normais e cisalhantes

Tle1) — T]{El}ai -+ Téeljﬂg + ]’;}Hl}e;g = o1@; + o123 + ai3e;,
T(®) = T(*g, 4 T e, + T ey = ay1€; + an2es + o330,
T(®) = T e, + T, ey + T, 3 = 03101 + o382 + 0338,

i) — Tj{ﬁ}'ﬂj = 0ij€;.

(e1) o1 O O3 Orz Oy Oge s
o =0;; = T | = |gy 09 0| = R e [l I
T[ES) 031 032 033 O.x Oy O3 Tz
( \ 7
O yx ny Oy, Ty = Tyx Oy
(o)
= —_—> = —>0=1 ¢ &I
0= 0y Oy Oy bz =tz r,
T, =T Uy
\sz Gzy O, ) zX Xz ,
A https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy_stress_tensor
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Equilibrio

Considere o equilibrio de um volume diferencial
para obter as 3 equacoes de equilibrio,

0o, N 0o, N 00,, +h =0

Ox, Ox, Ox, oy, 0022
00, N 00, N 00, b, =0 0x2
Ox, Ox, Ox,

00, N 00, N 003, +b =0

Ox, Ox,  Ox,
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Formulacao diferencial

De forma compacta, temos:

Equilibrio Estatico

Equilibrio Dinamico

19 de Fevereiro de 2018

Forma forte de

equilibrio

Onde

O =

Q 9 9 9 Qg

Q
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9 5 0
Ox,
0 ﬂ 0
Ox,
0 0 9
O,
0 0 0
Ox, Ox,
0 0 0
Ox, Ox,
9 5 O
O, Ox,




“Dado o carregamento externo aplicado (em ST e em V)
e os deslocamentos prescritos (em SY) queremos

encontrar deslocamentos, deformacgdes e tensoes,
que mantém o corpo em equilibrio.”

Equacoes de equilibrio
0'6+X=0 em I~
Condi¢oes de contorno

1. Deslocamentos no contorno: Deslocamentos sao prescritos na parte SUdo
contorno

presc

u=u em S

2. Forgas no contorno: Forcas sdo especificadas na parte ST do contorno.
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Lel constitutiva

e A lei constitutiva relaciona tensdes e deformacoes.
e A lei constitutiva elastica linear é a mais simples lei constitutival
e Por definicao, o material elastico apresenta as seguintes caracteristicas,

i. Relacao tensao deformacao é linear;
ii. O comportamento do material € completamente reversivel,

iii. Atensao em um ponto depende apenas da medida de deformacao total naquele
ponto; A
Caso ©

iv. Deformacdes sao pequenas. o _
unidimensional:
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Lei de Hooke

o = D¢
. o L 1-v v v 0 0 0 |
Material elastico linear isotropico:
v 1-v v 0 0 0
1% v 1-v 0 0 0
1-2
D - E 0 0 0 2V 0 0
(1+v)(1-2v) o
0 0 0 0
1-2
0o 0 0 0 Y
i 2

Rigidez: D
Flexibilidade = D1

19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



www.gmsie.usp.br

Outros materiais
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Curva tensao deformacgao de um polimero termoplastico
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g |
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e |
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| : : — — — elastico linear
101 E elastico nao linear |
= = plastico com amolecimento
plastico com encruamento
0 i i ; N :

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Deformacéo logaritmica (mm/mm)

True stress - strain curves for PEHD
Different strain rates

True strain [mm/mm]

08 06 -0.4
0.0002 s
----- 0.001 s
== 0.005 571
620571
............ 1 =
1400 s 20 %
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MECANICA DOS SOLIDOS



e Fazer somatodrio de forgas igual a massa i

vezes aceleragao! e a0
m=Apdx "
Tax
oF . . oF
qu+F+adx—F:A(x)pdxu Apil = q + -
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Vamos acordar! Determinando eq. governante

e Utilizando a lei de Hooke e as definicoes

de tensao e deformacao, encontre a U,
equacao governante do sistema. F g F+Z—I;dx
m=Apdx
Dica: utilizar a definicao de forca e lei de Hooke, depois a A 7/
- o~ . dx
definicado de deformacdo e por ultimo a resultante do
equilibrio de forcas!
F
og=—
A F = AE¢
_ ou
o= ke ou [ F=A4E—
£ = — dx d n ou N Ao
_ _ — u
d0x E E q P
Ao N oF
u = —
P q O
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Determinando as condicoes de contorno

OF 0 ou .o
[« q . :F+adx —(AE—>+CI:APU

Precisamos de:
* Duas condicoes de contorno;

u(xq,t)=uxq ou A(xg)E(x,)

e Duas condicoes iniciais.

u(x,0) = u, u(x,0) = v,
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Exercicio exemplo

A barra de aluminio (E=72GPa) ao lado
tem 300mm de comprimento e secdo
transversal constante A=120 mm?.
Calcule os deslocamentos da barra,
considerando:

¥
E
i
>
2 0
<o

1. Forca P;
2. Peso proprio;
3. Peso proprio + forca P.
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1. Forca P

do

Equilibrio estatico: = _— ) X

Lei constitutiva:
Elastica linear

Cinemdtica: € = — l
P
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1. Forca P

2.00E-04

Equacao diferencial (ODE):
1.60E-04
i<E d_u> -7 /
dx\  dx 1.20E-04
8.00E-05
/ —P=5,0
4.00E-05

u[mm]

Condicoes de contorno:

=
u(0)=0 ~ - § l,g
™ |
Fo., :P:EA@ :Q _ 0.00E+00 - . — | . 1
ax|,., ax|._, FEA 0 100 200 300
X[mm]
Solucao analitica do problema: P
()
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2. Peso Proprio

. do ‘
Equilibrio estatico: — =—pp XU
dx | X
J| ue
Lel constitutiva: O = Eé‘ L ,Lg
Eldstica linear
Cinematica: g = % TF
!
dbx — - dx J¢ PIA
lpzo LN
E Ap . lF+dF
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2. Peso Proprio

Equacao diferencial (ODE):

d (_ du T

—| E— |+ pg=0
L e )i T
CondicBes de contorno: ] I i
#(0)=0 Jo ‘
PX:L:O:EA% SN -

ﬂ’X x=L dX x=I TF

o — - dx J¢ PIA
Solucao analitica do problema: lpzo H

~ E,Ap h lF+dF
%(X)Z g(L ——)x
E 2
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2. Peso Proprio

”(X) = L——|x 2.00E-05
E 2
1.60E-05 ——
3~
g=9,81 m/s? —  1.20E-05
L=300mm g =
E=72GPa = 5
o
A=120 mm? 8.00E-06 & l,g
p=2,7000E-06 kg/mm?3 —
4.00E-06
0.00E+00 . | |
\\4
0 100 200 300
x[mm
[mm] l 5
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3. Peso proprio + Forca P

o do ‘
Equilibrio estatico: — = — Py X,U
dx b
I| ue
. . . . L i.
Lel constitutiva: O = Eé‘ \l,g
Eldstica linear |
Cinematica: &= % L TFl
QIX v_ - dx *pgA
1 A
P (-
E An | F+dF/dx
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3. Peso proprio + Forca P

Equacao diferencial (ODE): 4

d d;

—(E —”j +p7=0 "

dx dx I 0o
Condicoes de contorno: .
#(0)=0
FX:L:P:EA% :% :i

ax|..;,  dx|.., EA

Solucao analitica do problema: l P | TF
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3. Peso proprio + Forca P

2 N A
L GRUPO DE MECANICA DOS SOUDOS Yl
E IMPACTO EM ESTRUTURAS (Y

USP - BRASIL

0.00020
P=0,1N AN
£og X F P=1N
U(X)z Lt I A DI 0.00016
E 2 EA ——P=10N
{1
0.00012
g=9,81 m/s? =
L=300mm = £
E=72GPa = &
A=120 mm? 0.00008 8 g
p= 2,7000E-06 kg/mm?3 ‘I‘? |
—
0.00004
0.00000 - : : .
0 100 200 300
x[mm] v
P
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Supondo um problema mais complexo de uma
barra de aluminio de comprimento L, com secao
variavel: A;=2A e A =A.

Supondo que a barra esteja tracionada por uma
forca P, calcule analiticamente seus
deslocamentos, desprezando o peso proprio.

dx
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Académico x Realidade

A medida que nos distanciamos dos problemas
académicos e nos aproximamos dos problemas reais
de engenharia, estes vao se tornando mais complexos! .

Dessa forma, encontrar a solucao da equacao
diferencial, quando esta existir, € um trabalho arduo...

lg
Além disso, os casos foram unidimensionais...
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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
conceilto



Meétodos numericos

e A analise de estruturas envolve a solucao de equacoes diferenciais parciais.

e Solucdes analiticas exatas (fechadas) so existem em casos especiais:
— Geometria e condicdes de contorno simples.
— Certos tipos de carregamento.
— Material homogéneo.

e A solucao de problemas reais requer a utilizacao de métodos numéricos
(aproximados):
— Método das Diferencas Finitas.
— Método dos Elementos Finitos.
— Método dos Elementos de Contorno
— Método espectral...
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equacao
geralmente,
arduo...

e Encontrar a solucao exata da

diferencial e,

um

trabalho

26 de Fevereiro de 2018

mas ao invés de desistir,
nos contentamos em ubter
uma solucao aproximada,
com um erro minimo!
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Discretizacao do problema

Determinacao do
perimetro de um
circulo.

Discretizando o circulo em n partes:

L=na talque a=2Rsen(6/2)
O=2rx/n ..n=2rx/6

A medida que 0 tende a zero,
send tende a O
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Solucao exata x numeérica

sm(&’/ 2)
(9/2)

L. =27R L.=27R

A medida que 0 : Y

Um método numérico é confiavel se ele
tende a zero, - converge para a solucdo exata do modelo
send tende a 6 matematico, com o refinamento.

Para n=360: A solucao numérica de um problema nao é

Erro (%)=0,00127 - melhor do que o modelo matematico
0)=Y,

utilizado.

Esse € um exemplo classico da literatura, para retratar que a idéia do método dos elementos finitos pode ser
considerada dos matematicos egipcios (aprox. 1800 a.C.) ou de Archimedes em seus famosos estudos sobre
aproximacao de circulo (aprox. 250 a.C.).
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Discretizacao

10
Os modelos numéricos o
devem ser implementados
e utilizados com facilidade, .
alem de serem eficientes X
computacionalmente. £

4 W
Analisar a velocidade

de convergéncia! 50 40 30 20 10 0

NUimero de elementos n
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Aproximacao...
Aproximacao ~— —
Mm

Curva real

e Quando a funcao aproximadora é
unica para todo o dominio no qual a
equacao esta definida, o método e

chamado Método de Ritz. —_— e — P m————
Aproximagao
e O MEF discretize o dominio em funcao 3
. A Solugao exata
subdominios chamados elementos T VIEE
finitos. — NOS
f
« \1: 0/ >
Elementos finitos
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Método dos elementos finitos

e Envolve a divisao do dominio (estrutura)
em um numero finito de elementos
(elementos finitos) de geometria simples
gue juntos aproximam a forma do dominio

N6
Elemento

— Triangulos, quadrilateros, tetraedros,
hexaedros,...

— Os elementos adjacentes sao conectados
através dos nos.
e Elementos estao conectados entre si

através de seus nos dos vértices -— -
chamados pontos nodais ou simplesmente

nos.
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Equilibrio

e O equilibrio é obtido em funcao dos deslocamentos nodais (graus de
liberdade).

G2 i ot' 2 e &_’ o)
Elemento finito

Elemento finito com 2 Elemento finito com 3
unidimensional com1 graus de liberdade por n6

graus de liberdade por nd
grau de liberdade por n6

Elemento finito plano
com 2 graus de
liberdade por n6

Elemento finito
tridimensional com 3

graus de liberdade
por no
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Passos em uma analise em elementos finitos

e Pré-Processamento
e Criacao da geometria;
e Atribuicao da propriedade de material,
e Selecao do tipo de elemento;
e Discretizacao do modelo.
e Analise
e Aplicacao das condicdes de contorno;
e Aplicacao da carga;
e Submissao para solucao.
e Pods-Processamento
e Selecao do tipo de variavel de campo de interesse;
e Visualizacao da variavel selecionada;
e Geracdo de Graficos/Formas
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Varios softwares disponiveis no mercado

Ansys MSc Products
— Ansys Workbench Patran
— Ansys - LS Dyna Nastran
Dytran
Abaqus
— CAE LS-Dyna
— Standard
— Explicit Hyper mesh, Ideas, Unigraphics,

Pro-Mechanica, Adina, Cosmos,
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Exemplo

www.gmsie.usp.br

L GRUPO DE MECANICA DOS SOLIDOS W}
E IMPACTO EM ESTRUTURAS (N

USP - BRASIL

S, Mises
(Avg: 75%)

+2.267e-01
+2.079e-01
+1.8908-01
+1.702¢-01
+1513e-01
+1.324e-01
+1.136e-01
+9.470e-02
+7.584e-02
+5.698e-02
+3.812e-02
+1.925e-02
+3.905e-04

L,

t=0 (s) t=0.03 (s) t=0.08 (s)

t=023 (s) t=027 (s)

t=0.40 (s) t=043 (s)

A Dynamic Finite Element Analysis of Human Foot Complex in the

Sagittal Plane during Level Walking

Zhihui Qian Lei Ren Yun Ding John R. Hutchinson Luquan Ren
November 11, 2013https://doi.org/10.1371/journal.pone.0079424

ﬁ

\

t=044 (s) =045 (s)
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METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
Matematica



Variaveis generalizadas

e Usa-se o0 sistema de coordenadas locais do
elemento x, v, z;

e Tem-se uma funcdo G(x), definida no sistema N°Z NO 2 NO 3 NO 4

de coordenadas X-Yy-Z, resultado da equagéo ELEMENTO ELEMENTO ELEMENTO

diferencial, que n3o sabemos explicitar; ! ° 3

e Assume-se uma aproximacao dessa funcao na
forma de polindbmios em X, y, z com coeficientes

constantes indeterminados o, , f; , y, com %2
i=1,2... identificados como coordenadas oLy
. X ;
generalizadas; NG 2 NO 3
. N . ELEMENTO
e A aproximacao pode ser linear, conforme 2

exemplo ao lado!
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Funcao Aproximada

e Uma exemplo de funcao aproximada de G(x) é

~ 2 X ,
G(X) = Zaifi =, + a,X NO 2 NO3
— ELEMENTO
2
e Determinando os valores para as aproximacdes g

nodais da funcao aproximada de

{

~J ~J

G(X=X1)=G1 G(X=X2)=G2 ELEMENTO
1
e Exercicios (sim, & para vocé fazer agora e acordar!) :

1) A partir das definicdes acima, determine o sistema de duas equacgdes e isole a,, e a.,.
2) Determine N, e N, para que tenhamos: G(X) = N,G, + NG,
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Funcoes de forma

e Do exercicio anterior obtivemos:

G(X = Xl): G, =, +a,X , — G, x,G, — x,G,

G
N ~ ) o, = 0 =
X, — X, X, — X

G(x:xz)sz =a, +a,xX,

1 1
X _X P X_X
N(X) = =5 — SN (0) = ——
Xy =X X, — X,
X, X, X

e E, asfungbes N,, N,, N; possuem um nome especial: funcdes de forma.

X=X = XX, & ~ ~ G; sdo incognitas e N. sdo as funcoes
G, + G, =NG, +N.G, i J i ¢

X, — X, X, — X, de interpolagéo ou de forma.

G(X) =
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Minimizando o erro...

Existem varios métodos para se definir a forma de como o erro R sera
minimizado

e

d’G(x) d’G
dXZ +F(X):O R = dX2

+F&)

Utilizaremos aqui o método de residuos ponderados,

[oRdV =0, i=1..n
V

onde V' é o dominio da solucdo, e @, s3o pesos.

26 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Conceitos



26 de Fevereiro de 2018

e Teoricamente, a funcao de
peso w; poderia ser uma fungao
qualquer. Entretanto, nesta
deducdao estamos utilizando
meétodo de Galerkin;

No método de Galerkin, as
funcdes de peso w sao as
proprias funcoes de forma
utilizadas na aproximacao.

[RN,dV =0, i=01..
V

2
96X | £)=0
dx’ N
d2G
R: dXZ (X)

+F(x)|Ndx=0, i=1,
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Desenvolvendo...

e Aplicando a distributiva em nossas duas equacoes (afinal, temos duas
funcoes de forma), temos

fd dG(X) dx+IF (x)dx =0
. dx (- dx

Xf ;X diix) N, (x)dx + Xf F(X)N,(x)dx =0

é :Né + N é XX =
X, — X, X, — X 2 191 237 N,(X) = —Xl’ N, (X) o —x.
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Desenvolvendo...

Mas, queremos que aparecam o0s termos corretos para colocarmos as condicoes
de contorno, ou seja, G(x) e dG(x)/dx em x =x; e x =x,. Um modo de
conseguirmos usar estes valores € usando a formula da integral por partes:

Xo ™ d ] Xo ™ d
1= () [g(x)dx = £ (x,)a(x,)— F(x)a(x)— [| == (g(x))| f (x)dx
J| dx ) * | dx i
1 1

e Exercicios (para fazer agora): f;x de)((X)le(X)dX+fF(X)Nl(X)dxz()

1) Aplique a regra da integral por partes acima nas _ i
primeiras parcelas das duas equagdes do slide fd dG(X)]NZ(X)dX+fF(X)NZ(X)dX=O
anterior. , OX\ O %

G(X) = XXZ__ ); G, + xX—Xlx G,=NG, +N,G, N,(X) = XXZ__); NL(X) = XX__X;
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Desenvolvendo...

No nosso caso, para a primeira parcela de cada equacao, temos:

dx

T d (dé(x)le(X)dX: dG(XZ)Nl(xz)—
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Desenvolvendo...

Agora precisamos resolver cada termo!!!

]3 d dé(X) Nl(X)dX: dé(xz) Nl(xz)_m Nl(xl)_Ti(Nl(X)) dé(x) dx

v ax{ dx dx dx v aX dx
e Exercicios (para fazer agora): 40
1) Determine o valor do termo ao lado. dx 22N, (x,)
dG(x,)

2) Determine o valor do termo aolado.  (x N (%)

X2 ~ Xy - ~
d dG(x) d d(N;(x)G; + N,(x)G,)
. _— = —(N d =
3) Resolva a integral ej dx (M.(0)) o - (N() - x
X1 1x2 X
i . (d d [ d d
determine seu valor. =G, f — (M) - (N (0)dx + G, j = (N1(0)) 7= (N2 () dx
~ X, X ~ XX =~ N N 5 =
)= 22 G+ M G, =N,G, +N,G, N(x) = —2 X NL(x) =
Xy =% Xy =X X, =X, X, — X4
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Matriz de rigidez

Incognitas

1 {1 —}él _
(Xz_x1) -1 1 éz

Condicles de
contorno naturais

| dG(x) 1 = ]
T - JF(X)Nl(x)dx
O ML
x| ;{ F(x)N,(x)dx
+C, :Z—fXX1 i(Xl)_Cc{f_fxxz N,(x2)+IF(x)N,(x)dx
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E para analise estrutural!

Condicoes de
contorno naturais

Matriz de rigidez  Incognitas ! L -

du(x) e
| L | —EA N, (x)d
EA 1 -1 U1 B dx x=x | ):‘:f l(X) .
x,—x )| -1 1|3 | du(x) y:
b =) 21 | EA i f £EN, (x )dx
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Forca distribuida

e Exercicios (para fazer agora): i i
1) Resolva para IF(X)Nl(X)dX
a) F(x)=a | %
b) F(x)=ax+b | %
considerando x, =1 e x, =0. IF(X)Nz(X)dX
NG =2, Ny =
X, — X, X, — X,
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No calculo estrutural dos deslocamentos...

_EAdU(X) ——EAg\ =—O'A‘ - e Portanto, o vetor C ¢ sempre das forcas
dx X=X, o 'rxeqxul|l|br|ol I:T‘ e nodais externas aplicadas!
jfBNl(X)dXZApngl(X)dX N9 = — X, NaX) = x2—x1
X, X 2 \|*2
INl (X )dx = ! I(xz — X )dx = = szx — X—j
X X; =X, X, 2 M 2 X
e x _X_f_l[l_z}
X, — X, HX 2] (szl 2 X, — X Z(X2 Xl)
X=X, e No qual o vetor = é sempre das forgas
2 2 ! oA, () = Apgl. distribuidas no volume/superficie, que sdo
jf 1 XJAX= ) transformadas em cargas concentradas

nos nos através das funcdes de formal

26 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Conceitos



e Esses sao ditos nos globais da estrutura. Podemos dizer

que:

— Os nos que compoOe o elemento 1 sao 1 e 2.

— Os nos que compoOe o elemento 2 sao 2 e 3.

e O grau de liberdade local 2 do elemento 1 deve ser
somado ao grau de liberdade 1 do elemento 2.

e Na hora de compor a matriz globa
]
Kkl 0 T&] |rashy 7ok
[m ]+l [Kn]z} G, -|[£8)) +| -Sk)
0 kK.l  [KzLjG: 4560) 2
)

, temos:

[TF(X)Nl(X)dX]

1

[IF(X)NZ(x)dx]l+EF(X)N1(X)dx]2

[IF(X)NZ(X)dX]Z

[ ] Elemento 1
[ ] Elemento 2
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Singularidade da matriz de rigidez global

e Como no caso da matriz de rigidez local do elemento a matriz de rigidez
global K é singular. Alguns nos da estrutura devem ser restritos (i.e,
deslocamento conhecido ou nulo) para tornar o problema estaticamente
determinado ou hiperestatico. Entao os GL restantes podem ser
determinados.

e Restringir alguns nos da estrutura significa aplicar condigcoes de contorno.
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Condicao de contorno homogénia

_ A0

K, -k 0 Tud [A

-K, Ki+K, -K,|u,|=FK

0 - K, K, |us| |/

F, )= —K,U, Forga de reagdo desconhecida nond 1
:(K1+K2)U2_K2U3

Forcas nodais desconhecidas
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Condicao de contorno homogénia

__ Linha
associada

Fi-
-K Ki+K, =Ky |U | =|FK comy,
Fs

Coluna associada com u,

PORTANTO:
1. Para condicoes de contorno homogéneas delete as linhas e colunas

apropriadas da matriz de rigidez global e resolva o conjunto reduzido de
equacoes para os deslocamentos nodais desconhecidos.

2. Deslocamentos e forcas NAO PODEM ser conhecidos no mesmo nd. Se o
deslocamento € desconhecido, a forca naquele n6é € conhecida e vice-versa.
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Voltando para nossa conhecida barra de aluminio
de comprimento L=300mm, com secao variavel:

A,=160mm? e A=80mm? ,
proprio e tracionada pela forca P=45 N.

sujeita ao peso

Calcular os deslocamentos da barra pelo método
dos elementos finitos desenvolvido, utilizando 4
elementos.

Fazer um grafico contendo a solucao analitica e a
solucao numérica.
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