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Movimento Harmonico Amortecido (MHA)

O MHS descreve sistemas ideais, que oscilam indefi-
nidamente sob a acdo de forcas lineares restauradoras. Na
maioria dos sistemas reais, forgas dissipativas amortecem o
movimento, fazendo com que a energia mecanica do sistema
diminua com o tempo. Estes movimentos sdo ditos amor-
tecidos. A resistéencia que um fluido (como o ar) oferece ao
movimento de um objeto, € proporcional a sua velocidade:

Fy = —pr = —pv || forca dissipativa que atua em
sentido oposto a velocidade

p = constante de amortecimento (%)
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Movimento Harmonico Amortecido (MHA)

A equagdo de movimento para o sistema massa-mola, com
amortecimento, é:

)

Como encontrar a solugdo desta equagdo de movimento?

mi = —kr —pt = | I +7% +wizr=0—

o (1 k
== \5) ¢ @=L

Y,

Tentativa= | x(t) = "

Justificativa = as derivadas de qualquer ordem
sao proporcionais a e’

#(t) =re] e [#() = re”]
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Movimento Harmonico Amortecido (MHA)

rrel 4 yret+wie =0 = " (r’+yr+uwi) =0
S —"

eq. caracteristica

r? +yr+w; = 0= valores de r que tormam

verdadeira a solucao tentativa

depende da relacao entre wy e 7,
levando a trés diferentes solucoes

1. v/2 <wy — Amortecimento Subcritico
2. 7/2 =wy — Amortecimento Critico

3. v/2 > wy — Amortecimento Supercritico
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MHA: Amortecimento Subcritico

) A 2 , ~ 2
w2 — [ L :__:|: R — (_)
’ (z) ] 2 { D2 }

- Y ) 5 Y 2
Solucoes: r4 = —3 +iw com w=\/wj— (5)
S————

freq. de oscilacao
(# freq. prépria wo)

Solucao Geral: z(t) = gel—2tiw)t L pol(—3-iw)t _ —3 t(qei@t 4+ heiwt)

x(t) = e 2' {a[cos(wt) + isen (wt)] + b[cos(wt) — isen (wt)]}

—e 2'[(a + b) cos(wt) +i(a — b) sen (wt)]
N—— N —

C B

Aeyp
—2
= Ae 2" cos (Wt + 90) determinados pelas

condicoes iniciais

Lembrete: Férmula de Euler = ¢* = cosz £ isenx LucyV.C. Assali



MHA: Amortecimento Subcritico

x(t) = Ae 3t cos(wt + )
A(t)

sendo w = \/wg —(2)?

Se 3 < wp o amorteci-
mento ¢ fraco e a ampli-
tude varia lentamente com // Gréfico do deslocamento em fun-
t — podcmos chamar de i ¢ao do tempo para o movimento

% harmoénico subcritico, mostrando

periodo o intervalo T = %‘T

a envoltoria A(t) = Ae
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Balango de Energia do MHA Subcritico

B(t) — %ma’:g ; % fa? = %m(i:)(:i:) + % k(2) ()

1 1
E:§m(2£i:i:)+§k’(2x'x):m:i:;i+k’;z:i7:;t(m:ﬁ+k:v)

-\

= —pi (MHA) =0 (MHS)
Energia se
conserva

= taxa instantanea de variacao (dissipacao) da energia
mecanica do MHA ¢é proporcional ao quadrado da veloci-
dade instantanea, é nula nos instantes que v = 0 e acom-
panha as oscilacoes de v* durante cada periodo
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Balango de Energia do MHA Subcritico

2

E(t) = s mi® +  ka? = s mi? + 5 (wim)z

z(t) = Ae 2t cos(wt + )

= 1%(t) = A?2e™ " cos?(wt + )

#(t) = —Ae 2! [1 cos(wt + ) + wsen (wt + )]

= 12(t) = A2 {(%)2 cos?(wt + ) + w? sen? (wt + )+

+2 (22) cos(wt + p)sen (wt + gO)}

E(t) = i mA?e { {(%)2 + w(ﬂ cos?(wt + )+ | vamos analisar a energia
= média em um ciclo (7" = 27)

+w?sen” (wt + @) + L2 sen [2(wt + gp)]} e quando 7 < wy

Sabemos que, neste caso:

a funcao e™ " ~ constante = sua média é e
média do quadrado das fungoes cosseno e seno valem 1/2
média das funcoes cosseno e seno sao nulas LucyV.C.Assali



Balango de Energia do MHA Subcritico

Energia média em
um ciclo (7" = 2m)
e quando v < wy

)

B Grafico da energia média em funcao
Eofs do tempo para o movimento harmonico
N, subecritico no limite v < wy
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com FEy=3mA*wi = 1kA*
dE —
= _~E
a

v — taxa de decréscimo relativo da
energia média por unidade de tempo

Tempo de decaimento da energia (7,)

Tempo necessario para que a energia
média caia para o valor 1/e de seu
valor inicial (~ 36% do valor inicial):
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MHA: Amortecimento Supercritico

s a]—r=-1+/(3) -
Y

Solucoes: r4 = ! + 5 com [= \/(1)2 —wp < —
Goes: T4 5 ; 0 <5
Solugao Geral: z(t) = ael—3+8)! + hel-3-0) :M

movimento nao é mais os-
cilatério = o que prevalece
¢ 0 amortecimento

Decai para zero mais rapidamente
do que o outro termo e para tem-
pos grandes é esse 0 termo que
prevalece
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MHA: Amortecimento Critico

v/2 = wy —H‘z—%
Y,

Solucao: r4o = —

b |2

Para que este resul-
tado seja compativel
com O caso  Su-
percritico no limite de

58— 0
Obs.: Este resultado também é solucéo da equagdo ¥ + yx + w3 = 0
quando = w, (com A(t) = a + bt)
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Oscilador Harmonico Amortecimento

Grafico do deslocamento
em funcao do tempo para
o movimento de um oscila-

dor amortecido nos limites:
(a) subcritico; (b) critico e
t (c) supercritico.

As solucoes tendem a zero para t — oo , tornando-
se despreziveis para tempos maiores que 74 (tempo de
decaimento para o limite subcritico)
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Movimento Harmoénico Amortecido e Forg¢ado

(MHF)

Equacao de movimento de um sistema massa-mola que descreve um
movimento harmonico amortecido e forcado (MHF):

massa do
corpo

m Z(t) + pa(t

e

)+ kx(t)

5

coeficiente de
amortecimento

= Fy cos(wt)

J

constante

eldstica da

mola

\

Forga externa
oscilatoria

A forca externa Fjcos(wt), de frequéncia w e amplitude Fj, supre
energia continuamente ao sistema de modo que as oscilacoes devem
persistir e, para t > 74, somente as oscilacoes forcadas irao sobre-
viver (regime estaciondrio)
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Movimento Harmoénico Amortecido e Forg¢ado
(MHF)

Dividindo a equacao de movimento pela massa m obtemos:

F
i+ vi + wir = — cos(wt)
m

== v = p/m e wi = k/m (frequéncia natural)

Solucao geral == g;(t) — xp(t) + ath(t)

Lp => solugao particular da equagao inomogeénea

I'h = solugao da equagao homogénea 1 + v + wga: =0

XTp — 0 para

t— 0 (t>T
Como encontrar T 7 ( a)

O desenvolvimento de como descrever um MHF e encontrar x, encontra-
se no capitulo 4 do texto Coletanea de Exercicios
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Movimento Harmoénico Amortecido e Forg¢ado
(MHF)

equacio =| & + vi + wir = -2 cos(wt)
m

solucao ———>‘ r(t) = A cos(wt + @) ‘

amplitude da
forca externa

\

Fo/m _ gl Y W
V(R — a?)? 72 LS N OF e

/

frequeéncia | | frequéncia da
propria forga externa

A=
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Movimento Harmonico Amortecido e Forgado
(MHF)

Grafico da amplitude em funcao
da frequencia para um oscilador
amortecido quando uma forca
externa periodica esta presente.
Quando a frequéncia da forca ex-
terna (w) é igual a frequéncia
prépria ou natural (wp), ocorre res-
sonancia. A forma da curva de res-
sonancia depende da magnitude do
coeficiente de amortecimento ~y
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