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Dicas

@ Explicite a varidvel independente no enunciado e estabeleca eventos nessa
variavel visando delimitar as etapas do problema.
A varidvel pode ser uma carga, o tempo, a temperatura, a umidade etc.

@ Faca esbocgos representativos de cada etapa.
Desenhe a geometria e as acdes; para depois acrescentar deslocamentos,
[ RESOLUQJ&O DE ESTRUTURAS POR ETAPAS alongamentos e forcas normais relevantes.

@ Faca a distingdo entre uma varidvel e seus incrementos nas etapas.

s

E usual caracterizar a etapa por valores das varidveis no final da etapa.

@ Escolha nGL deslocamentos incégnitos se estiver resolvendo pelo método
dos deslocamentos ou GH incégnitas hiperestdticas se estiver resolvendo
pelo método dos esforcos.

Lembre-se que nGL e GH podem variar de etapa para etapa.

@ Vale a pena representar as forcas normais incégnitas como positivas e
usar a intuigdo para verificar as respostas no final das etapas.
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Estrutura com Folgas de Montagem

Exemplo (Q20-14P1Q2)

A carga P aplicada na estrutura da figura
varia de 0 a 1600 kN. Para esse intervalo,
trace os seguintes graficos:

o1 x P, o3x P, wvgxP.
sendo o, e o3 as tensbées normais nas barras 1
e 3, e vq o deslocamento vertical do ponto Q.

A barra CD € rigida, as barras 1 e 2 possuem
produto de rigidez EA e as barras 3, 4 e 5
possuem produto de rigidez 2EA. S3o dados:
£ =100cm, A = 0,1cm, E = 10000 kN/cm’,
A=10cm?.
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Método dos Esforcos - trés estruturas distintas!
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Divisao em Etapas - Movimento de CD sob a acdao de P

A — Até atingir (3) e (5)

0< P<PA
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B — Até atingir (4) C - Até P = 1600 kN
pAr < p < pPB PB < P <1600
0< P <pPB_pA
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Método dos Deslocamentos - nGL = 1 nas trés!
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Etapa A

— Quando atinge (3) e (5)

o Compatibilidade

@ Eqg. constitutiva

N1 ¢
Ay =—=A
'TEA
EA 10* x 10
M= A= =501 =100kN
@ Equilibrio
P=N;+ N> =2N; =200kN
PA = 200 kN
Ni* = 100kN N =0 v§=0
ol = 11%0 —10kN/cm® o3 =0

Edgard S Almeida Neto (PEF-EPUSP) Resolucio de Estruturas Hiperestdticas por E 24 de Agosto de 2018 9/33

Etapa C

— Quando P = 1600 kN

Eox

AT _
B N7 N7
(3) (4) (5)1Q
TR T
Ni'.' lP” Nér
Ny W Wy

P" = 1600 — PB = 800 kN
o Compatibilidade
N N N

o Eqg. constitutiva
Nye _ _Né"f _ Ny ¢
EA 2EA 2EA
= NY =Ny = -2N/

@ Equilibrio
P" = 2N{—2N3—N; = 800 = (2+4+2)Ny

Ny = 100 kN Y = Ny = —200kN

v =0,1cm v{i =0,05¢cm
PC = 1600 kN
NY = 300 kN N§’ = —400 kN vg = 0,1cm
o =30kN/ecm®  o§ = —20kN/cm?
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Etapa B

C tibilidad
— Quando atinge (4) v

V= Al = —Aly=A

“ ol
o Eq. constitutiva
Nt N3l
@ @ EA ~ 2EA "
lP' N = N = EAA — 100k
L ¢ Rigida | ¢ A
Tl — ]=A r a2 _
At N T N3 = Ng = —=—A = —200kN
(3) (5)4Q @ Equilibrio
P’ = 2N} — 2N} = 600 kN
a . PB = PA L P’ = 800kN
M lP N B B g_ A
Ny = 200kN N3’ = —200 kN vg = >
N; Ny 0P =20 kN/cm2 0P =-10 kN/cm2 =0,05cm
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Graficos
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Problema (99P1Q2) Divisao em Etapas
A barra EF da estrutura da figura sofre uma variacdo de temperatura de 250° C. Para ; A — Até (3 i h
mostrar o que ocorre na estrutura a medida que a temperatura aumenta, trace os gE (3) F :G = Ale ( ) atingir @ chapa
seguintes graficos no intervalo de 0 < At < 250° C: At *g** A
0 <At <At
a) up x At b) Ny x At c) N> x At
. ) ' g
A chapa GHB é infinitamente rigida e as barras AB, CD e EF s3o deformaveis, tém o . B — Até a chapa atingir (2)
drea A = 10 cm? e seu material tem mddulo de elasticidade E = 1000 kN/r:m2 e HI'C P g
coeficiente de dilatacio térmica o = 20 x 10=5° C . Considere ¢ = 100 cm e 3) 3 A+DA < At < AtB
d=1cm. Z A = =
0< At < At® - Ath
0 ¥ - g O ¥ T C - Até At = 250°C
A B D
Hc D — AtB < At < 250
3 . o R =Ar=
=T ’ At 0 < At" < 250 — AtB
¥ | ¢ | S A =290
i) . £ L L2
[ ¢ L 4 L2 ‘ "
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o Compatibilidade o Compatibilidade
! ! !
— A fo— u=A0=Al=1%
Y 3 Etapa B
— Quando a chapa atinge (2) e Egs. constitutivas
e Eq. constitutiva
NG Nt _ NSt oae — s
Etapa A 0 =1 = EA ~ EA
apa Al = alAt =6 %o e ‘ EA
— Quando (3) atinge a 5 1 | 3 Ny = 75 = 100kN
= At=—=-—"" K4 | /
chapa al ~ 2x10 % x 100 ) 3 3 MR PV ANAE
= 50°C / ( i i TR w
Al At = 4]
4 (3) ” Al e Equilibrio
4 ) S
At 5 e Equilibrio . - N3 = —Nj = —100kN
N3 =0 Ny
At' =100°C
At =50°C N AtB = 150° C
S—
N =0 N =0 N3 =0 NP =100kN N =0 N§ = —100kN
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o Compatibilidade

AtC =250°C
Etapa C U= Al = Al = —Alf
— Quando At = 250°C . o NE = 150 kN N§ = —100 NS = —250 kN
At" =250 — 150 = 100° C & Y ST
NI ¢ NI NHE
A th = E-jﬂ + alAt" = —ﬁ Deslocamento do ponto F:
1 _"—T —
>o o Y} Yi N {N£'=2N{' (At =50°C uf =d=1cm
i i NY = Ny — aAt"EA
N ! At=100°C uf =25 =2cm
2 (3) | | o Equilibrio Nal
At” - [ = Al — 950° c_ N5t
Afé’ Agzu g’ _ N{’ + Nél up 3 At =250°C up EA + alAt
— 2Ny = N + N — aAt"EA = 7*2152 Toﬁoo 12 % 107% % 100 x 250
NH o o —4 4
17 g N,,:2><10 ><1400><1><10 \ — 2545=25cm
N”
— = 50kN
Ny
D Nj = —100kN N = —150kN
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Graficos Exemplo (Q21-15P1Q3
— Ruptura de barra)
N Na estrutura da figura, as barras wg .
CMF) A DH e BJ sdo infinitamente A C G I
- rigidas. As barras 1 e 2 tém
F:65 M i e S s comprimento { e a barra 3,
20 f---- / Ny 1 comprimento £/5. As barras 1, 2
" ' . (b)), e 3 tém drea A e seu material
0 hes . L.
: I ! 4501 possutﬂmodulo de ela\st:adﬁde E 0 @ @ ol ¢
) L L 10071 e tensdo de ruptura 3 tracdo o,;.
50 150 290 At(ﬂg) Trace os diagramas de
O']_XP, O'2XP, O'3XP P(g})f P
Na Ns 4 l, E l,
[W)T 50 150 250 Afa) () quando P varia de 0 a 40 kN. B H><.,D ’F H»uA J
T g —v
S~ Sdo dados: ¢ = 100 cm, B : —
“W - e - —— — N - A =0,075cm, a Jalja | a | a | a
E = 20000 kN/cm®, A = 2 em?, Rigida

-2501

ot = 20 kN/cm®

>
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Método dos Deslocamentos — nGL =1

o Compatibilidade |v = Aty = Al3
e Eq. constitutiva

ETAPAS: Aol Nl N
ok
o o o s M Ny = )
EA 5EA 5
@ Equilibrio
@ @) | @ Etlapa A ; de (3)
— Instante da ruptura ae 10P 2P
P P p p 2No+N3 =2P = N3=— No=—
N, Nyp £ N, N, N, 7 7
‘I Fl° ul’ ‘I uf’ g g
b ‘) Ibe i Ruptura da barra3 o3 =0, =20 kN/cm2
4 g w W (D - 03:712‘02:20 = [P =28kN
21(2) (2) N3 = 40kN N, = 8kN
(2) (2) n (@ @] @ P P Barra DFH encosta em B v = A
NoA £
N. 3T = N.
P P 2 5 2 10P 100
N, l l N, , P P : D 1 F l' H Al =A L — 7
2 . H%; M B}‘V2 D l l uf™ AN [P © r 3 ~ 5 x40 x 10° 0,075
*************** ! == < P = 105kN
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NA=0 N=8kN N& = 40 kN
Etapa B ) e Equilibrio E C e Equilibrio
— Logo apéds a ruptura tapa
(N3 = 0) No = P = 28kN — Quando DFH toca BJ No =P
i - PB = 28kN v=A4 e Eq. constitutiva e compatibilidade
NE=0 NE=28kN NE “He e sz_PffA:,
oB =0 0P = 14kN/cm? o2 =0 EA  EA
Encosta nas barras inferiores? m = 0,075 =
?1(2) (2) 40 x 103
(2) (2) P =30kN
28 x 100
Alp= 270 0,07 <A
P P 20000 x 2 c_
N, 1 l N, s | P P P~ = 30kN
H>(,_,D H\2 3o encostal Ny b 1 1 q N, NE =0 NS = 30kN N3C =0
Hig _____________ H_)ﬁ/—'\ 0C=0 o =15kN/cm’ 05 =0
AR TS T



Etapa D
— Apds DFH tocar BJ
P' =40 - P® =10kN

o Compatibilidade e egs.
constitutivas (PE)

V =Al =Al =

@y D) “@“ oy
Nt Nyt
EA  EA
Ny = N
1 @ @ @
@ Equilibrio
4 i /
Ny N l 1 Ny N{ TN E o
D H Ny = Np = 5kN
H><«B = o J] 1=
PP = 40 kN
NP = 5kN NP = 35kN NP =0
o = 2,5kN/cm® oP = 17,5kN/cm? 0P =0
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Método dos Esforcos — nGH = 2

@ Equilibrio

2N + X+ Y =2P =Ny =P—

@ Egs. constitutivas
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Etapa A
— Antes de DFH tocar BJ (Y =0)
10P
VF1 = VF2 %) X:T
o o
A “a ! Ny =0 m:? N3:g

Ruptura da barra3 o3 =0,4=20 kN/cm2

" =P 20 =

=)
B
=
I~ :E
)
=
o~

P P
N, X N,
] pi—l_l—”—l_—“i | Ns — 40 kN Np — 8kN
Ny D Y TA N,
H%i ! iJ Barra DFH toca BJ w=A
10P
== x 100
— Al =A —7 =007
e 3 ¢5x40x103 0,075
P = 105kN
PA = 28 kN
NA =0 N3 = 8kN N3 = 40kN
ob = o5 = 4kN/cm? o4 = 20kN/cm?
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o |@ E‘T“; @ e

»
PE P
Nl‘. D Y A ‘N
b Py
i J
PA = 28kN
NE =0 NB = 28 kN NP =0
P =0 0% = 14kN/cm? o8 =0
g Te G 1%” Etapa D
— Apds DFH tocar BJ
w le E“T‘g @l mle (X = D, P=40 kN)
%N’ EAA
, PF1X P N, VD:VB+A(:2>)YI_
| Fp H | 14
N, D ¥ A 4N, Y =—30+40 = 10kN
‘bg i T :
PP = 40kN
NP = 5kN NP = 35kN ND =
0P = 25kN/cm? oy = 17,5kN/cm? oY =0
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Etapa B

— Logo apds a ruptura
(X=0,Y=0,P=28kN)

:6# fo a 1“62 Etapa C
— Até DFH tocar BJ
X=0Y=
W |@ F t @) e ( U 0)
L
N, PFIX P N, VD:AEZZA:}
A |>3—l—3—l—u =
Nl_ D ¢Y A N,
b t !
J
PC = 30kN
NE =0 NS = 30kN
ol =0 0§ = 15kN/cm?
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Problema (13P1Q1)

O material das barras da estrutura da figura tem mddulo de elasticidade E, coeficiente
de dilatac3o térmica «v e tens3o de ruptura 3 compressdo o,. As secGes transversais
das barras 2 e 3 tém o dobro da drea da secdo da barra 1, ou seja, Ay = A e
A=A —2A

Admitindo que as barras 2 e 3 sofram um acréscimo de temperatura

0 < AT < 250°C e que o material se desintegre no caso da barra se romper, trace os
grdficos de a) op x AT, b) oq x AT, ¢) ug x AT; em que op e og sdo tensdes
normais nos pontos médios das barras 1 e 2 e ug é o deslocamento horizontal do
ponto médio da barra 3.

S50 dados: E = 10000 kN/cm’, a =2 x 1075°C~1, 0, = 24 kN/cm’, { = 100 cm,
§=0,1cme A=50cm?

A P BC Q DE F
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