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TRACAO E COMPRESSAO SIMPLES.
O ENSAIO DE TRACAO OU DE COMPRESSAO SIMPLES.

Quando se submete uma barra prismatica, como a que se mostra na fig., a ensaio
de tragdo, as segBes transversais que limitam o segmento de dimensdo L permanecem
planas e se afastam de AL, de modo que & possivel definir a grandeza € - denominada
deformacdo longitudinal - da seguinte maneira:

L+AL)-L AL

Ao mesmo tempo, a dimenso B da se¢do transversal varia AB , de modo que ¢
possivel definir a grandeza €, - denominada deformagdo transversal - da seguinte ma-

neira:
(B+AB)-B AB
By == @
B B

Como se verd adiante, a um alongamento longitudinal corresponde um encurta-
mento transversal, e vice-versa.

A for¢a normal N, responsavel pelo equilibrio dos segmentos externos, ¢ dada
por:
N =P (3
P
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Uma vez que as se¢Oes planas mantém-se planas, as infinitas fibras que com-
poem o segmento de dimensdo L , solicitadas por for¢as dN = ¢dS em suas extremida-
des, apresentam a mesma deformagdo €. Em consequéncia, € possivel admitir a cons-
tdncia de ¢, de modo que:

N P

N=[odS=c[dS=0cS = Ol 4)

Para cada valor de P pode-se determinar a deformagdo € com a expressio (1) e a
tensdo o com a expressdo (4), €, assim, determinar o diagrama ¢ x € para o material de

que € composta a barra.
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Dois tipos basicos de comportamento sdo apresentados na fig..
O comportamento elasto-fragil € caracterizado pela proporcionalidade entre ten-
soes e deformagGes, isto é:
c=tgae=Eeg (5)
one E € o mddulo de elasticidade do material.

A expresséo anterior - denominada lei de Hooke - ¢ vélida até que se atinja, no
ensaio de tracdo, a tensdo de ruptura a tragdo G y;, €, no ensaio de compressio, a fen-

sdo de ruptura a compressdo G .

Substituindo na expressdo anterior os valores de ¢ e €, dados pelas expressoes
(4) e (1), obtém-se:
PL
AL = — (6)
ES

A expressdo anterior mostra que, para um mesmo valor de P, quanto maior for a
grandeza ES - denominada rigidez longitudinal - tanto menor ¢ a variagdo de compri-

mento AL .

Para cada material, a deformago transversal é dada por:

€; =—Ve (7)
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onde v € o coeficiente de Poisson.

O comportamento elasto-plastico é caracterizado pela proporcionalidade entre
tensdes e deformagdes até que se atinja a tensdo de escoamento G, cyjo valor absoluto
€ 0 mesmo tanto no ensaio de tragdo como no de compresséo. Atingido o valor o, da-
se o escoamento do material, isto é, o aumento progressivo de deformagdo sob tensdo
constante, at¢ que sobrevenha a ruptura. Se, atingido o ponto D, se procede ao descarre-
gamento, este se d4 segundo uma reta paralela a reta correspondente ao carregamento,
de modo que, quando 6 =0, € = €p. Assim, a deformagfo total € pode ser considerada
como a soma da deformagdo eldstica €, (recuperavel no descarrega-mento) e da defor-
magdo pldstica €, (ndo recuperavel no descarregamento).

TENSOES, DEFORMACOES E DESLOCAMENTOS NA TRACAO OU
COMPRESSAO SIMPLES.

Considere-se uma barra, como a que se mostra na fig., submetida 4 agfio do peso
proprio e da forga P. A forga normal em uma segfio caracterizada pela coordenada x é
responsavel pelo equilibrio do segmento de dimenszo (1 - X) , isto é,

N =P+yS(1-x) (1)

onde y € o peso préprio do material.
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Deve-se notar que os esforgos solicitantes, normalmente indicados na configura-
¢do indeformada, sdo simultineos a deformagdo e deveriam, a rigor, ser indicados na
configura¢do deformada. Entretanto, visto que as deformagdes sio pequenas, a configu-
racéo deformada pode ser confundida - quando se escrevem as equages de equilibrio,
mediante as quais se calculam os esfor¢os solicitantes - com a configuracio indeforma-
da.

A for¢a nornal N corresponde a tenséo normal o, dada por:

N P
c_§_§+y(l—x) (2)

de modo que

do 3
o 3)
Considere-se, em seguida, um segmento de comprimento dx na configuragdo
indeformada (anterior a aplicag@io do carregamento externo), e na configuragdo defor-
mada (posterior & aplicagdo do carregamento externo), caracterizada pelo deslocamento
longitudinal das se¢des transversais, as quais se mantém planas.

A fibra genérica AB passa a ocupar a posicio A’B’, uma vez que os pontos da
segdo transversal caracterizada pela coordenada x tém deslocamento longitudinal u, en-
quanto os pontos da se¢do transversal caracterizada pela coordenada x +dx tém deslo-

camento longitudinal u+du.

A deformag@o da fibra AB ¢é dada por:

A'B'-AB '
£=—— 4
N 4)
onde:
AB =dx A'B'=dx+(u+du)-u=dx+du ®))
de modo que: '
du
£=— 6
i (6)

A fibra AB de secdo transversal dS € solicitada nas extremidades pelas forgas
odS e (o +do)dS que, juntamente com o peso proprio ydSdx , satisfazem o equilibrio,

isto €,

(6 +do)dS +ydSdx = odS = % =y %
X
A tensdo o € dada, segundo a lei de Hooke, por:
du
c=Ee=E— 3
dx (8)

A for¢a normal N na se¢8o caracterizada pela coordenada x é dada por:

N = de:jEi‘ids:Eg‘ijds:Es@ ez 0l
dx dx

—_— = 9
dx dx ES ©)



Integrando a express@o anterior, obtém-se:

= d
u(x) uo+j S X (10)
onde u, € o deslocamento em x = 0.

A expressdo anterior é valida para o caso de barras de se¢do variavel, isto é,
ES = ES(x).

Considerando na expressdo anterior a forga normal N dada pela expressdo (1),
obtém-se:

Px yS )
u(x) =E—;+%§(lx—}§r) (11)



DESLOCAMENTOS DOS NOS DE TRELICAS ISOSTATICAS.

1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS.

As trés parcelas - translagdo, deformag@o e rotagdo - que comp&em o movimento

de uma barra genérica de uma treliga, e apartir das quais se calculam os deslocamentos
nodais, sdo apresentadas nos dois exemplos seguintes.

EXEMPLO 1.

. Determinar o deslocamento horizontal u. e o deslocamento vertical Ve do ponto
C da estrutura da figura.

O equilibrio do né C permite determinar as forgas normais N, e N,, isto é:

TF, =0 = N, ="%N, N, =P (1) R
SF,=0 = Y%N,=P N, =2P (O &)

O alongamento Al, correspondente a for¢a normal de tragdo N, e o encurta-

mento Al, correspondente a for¢a normal de compressio N,, sdo dados por:

NI, P

a
Al =——=A (A B
' ES, ES (A) (B)
N.1 Pa
Al,=—22-2_%_92A (E B"
: = s, = (E) (B"

Por pertencer a barra 1, o ponto C, em decorréncia do alongamento Al,, passa a
ocupar a posi¢do C,; em seguida, em decorréncia da rota¢do da barra 1 em torno do
ponto A, descreve o arco de circulo de raio 1, + Al,, que pode ser confundido com a reta

r,. perpendicular ao raio AC, .



Por pertencer a barra 2, o ponto C, em decorréncia do encurtamento Al,, passa a

ocupar a posi¢do C, ; em seguida, em decorréncia da rotagdo da barra 2 em torno do
ponto B, descreve o arco de circulo de raio 1, — Al,, que pode ser confundido com a reta

1, perpendicular ao raio BC;.
Como o ponto C pertence simultaneamente as barras 1 e 2 , segue-se que a posi-
¢do final C' corresponde a intersecdo dasretas r, e, .

De acordo com a fig., tem-se:

Pa . E
Ue =8 =— vc_(1+2J2_)A_(1+2JE)ES (C)

EXEMPLO 2.

Determinar o deslocamento horizontal u; e o deslocamento vertical Ve do ponto
C da estrutura da figura.
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As for¢as normais N, e N, (obtidas mediante o equilibrio do né C), bem como a
forga normal N, (obtida mediante o equilibrio do n6 B), sdo dadas por:

N,=P (T) N,=+2P (C) N,=P (T) (A)
O alongamento Al,, o encurtamento Al, e o alongamento Al ; S8o dados por: .
_N)l, Pa
=—=A (A B’
'~ Es, " Es (A) (B)



N, 1 Pa
Al,=—22=2_——=2A (E B"
2= s, ~“Es (E) (B")
N;l; Pa
l. = 33=______A A B
B TE A @ (B")

Por pertencer a barra 1, a situagfo do ponto C é a mesma do caso anterior.

Por pertencer a barra 2, o ponto C, em decorréncia do desdocamento vy = Al
do ponto B, passa a ocupar a posigdo C,; em seguida, em decorréncia do encurtamento
Al,, passa a ocupar a posigdo C, ; finalmente, em decorréncia da rotagdo da barra 2 em
torno do ponto B’, descreve o arco de circulo de raio 1, — Al,, que pode ser confundido
com a reta r,, perpendicular ao raio B'C; .

Mais uma vez, como o ponto C pertence simultaneamente as barras 1 e 2, segue-

se que a posi¢do final C’ corresponde a intersegdo das retasr, e r,.

De acordo com a fig., tem-se:

uC=A:£—: vc=2(1+ﬁ)A=2(1+J§)£—; (©)

2. O DIAGRAMA DE WILLIOT.

Os exemplos anteriores permitem estabelecer, como se mostra na fig., a seguinte
generalizag@o: dado um ponto P ligado pelas barras i e j aos pontos M e N, cujas posi-
¢0es na configuragio deformada M’e N’ tenham sido previamente determinadas, obtém-

se a posi¢do P, da seguinte maneira:

Por pertencer & barra i, o ponto P, em decorréncia do desdocamento 3,, do
ponto M, passa a ocupar a posi¢do P, ; em seguida, em decorréncia do alongamento ou
encurtamento Al; da barra i, passa a ocupar a posigdo P, ; finalmente, em decorréncia da
rotagdo da barra i em torno do ponto M, descreve o arco de circulo de raio 1, £ Al;, que
pode ser confundido com areta r;,, perpendicular ao raio M'P; .

Considerado como pertencente a barra j, o ponto P, em decorréncia do desdoca-
mento &, do ponto N, passa a ocupar a posicio PJ.' ; em seguida, em decorréncia do
alongamento ou encurtamento Al; da barra j, passa a ocupar a posi¢io P_i“; finalmente,

em decorréncia da rotagdo da barra j em torno do ponto N', descreve o arco de circulo
deraio 1; + Al;, que pode ser confundido com a reta r;, perpendicular ao raio N'P;.

Como o ponto P pertence simultaneamente as barras i e j, segue-se que a posi-
¢do final P* corresponde 2 interseco das retas Ler;

No diagrama de Williot, a posi¢do inicial de cada um dos nés é representada por
um unico ponto, isto é, A=B=.. M=N=P=....
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M=N=F

Suponha-se que tenham sido determinadas as posigées finais M" e M" dos pon-

tos M e N. Como os segmentos PP, e MM’ tém o mesmo tamanho e a mesma diregdo,
basta considerar a partir d¢ M’ o alongamento ou encurtamento Al; segundo a direcsio
dambarra 1; da mesma forma, como o segmento PP e NN’ tém o mesmo tamanho ¢ a-
mesma dirego, basta considerar a partir de N o alongamento ou encurtamento Al; se-

gundo a dire¢do da barra j.
No exemplo da fig., Al; é encurtamento e Al ; € alongamento.



EXEMPLO 1.

Determinar o deslocamento horizontal uy, e o deslocamento vertical v, do ponto
D da treli¢a da fig.
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Determinadas as for¢as normais (por exemplo, mediante o diagrama de Cremona
que se mostra na fig.), determinam-se os alongamentos e encurtamentos da tabela se-
guinte, a partir dos quais se constrdi o diagrama de Williot.

BARRA | 1, |ES, N, Al =ikt
ES,
Pa
1 2a | BS| 4P(O)| ==A(B)
2 V2a| BS | %P (T) %=A(A)
3 v2a | ES | Y% P(C) %Z—=A(E)
4 V2a | 2ES | 2P (C) —EP%=A(E)
Pa
5 2a | ES P(T) |2— =2A (A
(T) ES (A)

Do diagrama de Williot, indicado na fig., resulta:

P
e =394 = 3.9E—; Ve =53A = 5.32—;
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EXEMPLO 2.

Determinar o deslocamento horizontal u; e o deslocamento vertical v; do ponto
E datrelica da fig.

=
o
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Determinadas as forgas normais (por exemplo, mediante o diagrama de Cremona
que se mostra na fig.), determinam-se os alongamentos e encurtamentos da tabela se-
guinte, a partir dos quais se constrdi o diagrama de Williot.

BARRA | I, |ES,| N, al = Nili

Pa =

1 a | ES| P(T) l§=2(A)

2 V14 a | 2ES | +2P (C) ?§=E(E)

3 2/ a | 2ES | +2P (C) 5§=3(E)

4 a | BS| P(D 1§=2(A)

5 V24 a | 2ES | +2P (C) ?§=E(E)

6 V34 a | 2ES | +2P (C) 5§=—2—(E)
a

7 a | ES| P(D| _o=A(A)

Do diagrama de Williot, indicado na fig, resulta:

ue = 3.5A = 3'5% Ve = 584 = 5.8]1;—;

12
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3. ESTRUTURAS COM BARRA RIGIDA.

EXEMPLO.

Determinar o deslocamento horizontal u;, € o deslocamento vertical v;, do ponto

D da estrutura da fig.

‘/mf
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Considerando o equilibrio da barra rigida, determinam-se as forgas normais de

compressdo N, e N,, bem como a forga normal de tragéo N,, dadas por:

N, =2P N, =3P

(A)

14



as quais correspondem os encurtamentos Al, e Al,, bem como o alongamento Aly, da-

dos por:

Pa Pa Pa
Al === Al =—— Al =-=
' ES 2 ES * ES (B)

A translagfo da barra rigida é caracterizada pelo deslocamento do ponto C, que
se obtém considerando o ponto C como pertencente simultaneamente as barras 2 e 3.

De acordo com a fig.,

Pa Pa
u. =Al, =— Ve =Al, = — C
C 2 ES C 3 ES ( )
A rotagdo da barra rigida em torno do ponto C' é caracterizada pelo angulo 0,
determinado a partir do deslocamento do ponto A, que se obtém considerando o ponto A

como pertencente simultaneamente a barra rigida e a barra 1.

Por pertencer a barra rigida , o ponto A, em consequéncia da translagdo, passa a
ocupar a posigdo A,; em seguida, em decorréncia da rotacio em torno do onto C’
0 p >

descreve um circulo de raio A,C, que se confunde com a reta Iy

Por pertencer a barra 1, o ponto A, em consequéncia do encurtamento Al,, passa
a ocupar a posi¢do A,; em seguida, em decorréncia da rotagdo da barra 1, descreve um
circulo de raio 1, — Al,, que se confunde com a retar,.

A intersegdo das retas r, e r, determina o ponto A'.

"~ De acordo com a fig.,

e AE}A: _~2(4l, + Aly) _2P ©)
A,C J2a ES
de modo que:
Pa Pa
D=uc=E—S VD=VC+ae:3E_S (E)

15



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS.

1.CONCEITOS FUNDAMENTALIS.

Os conceitos fundamentais relativos & anélise de estruturas hiperestaticas sub-
metidas a tragdo ou compresséo simples, bem como alguns aspectos importantes do
comportamento de estruturas hiperestaticas sdo apresentados nos trés exemplos seguin-

tes.
EXEMPLO 1.

Dada a estrutura da fig., determinar as reagdes de apoio X, € X; bem como o
deslocamento longitudinal u. do ponto C.

XA
pits 4]
A
¥ P
-4
C
s

| B

Lw%z
X
ALTERNATIVA 1.

A unica equagdo de equilibrio de que se dispde - equilibrio de forgas segundo a
direcdo x - fornece:
X, +Xy =P (A)

Para obter uma segunda relagdo entre X, e X,, considera-se a expressio que
fornece o deslocamento longitudinal em um ponto do eixo caracterizado pela coorde-

nada x, dada por:

u(x) :u0+].gs—dx (0<x<a) (B")

0

16



% N a N X N .
u(x)=u0+JE—de=u0+!de+!de (a<x<a+b) (B")
onde:
u,=u,=0 <
N(x)=+X, ES=ES,. (0<x<a) (c™
N(x) =-X, ES =ES,. (ag<x<a+b) c™
de modo que:
X.X
u(x) === (0<x<a) (D"
ES.c
X,a Xg(x-—a) o
= - <x<a+b D"
He) ES,c ESgc BRERETY ®

Uma vez que o deslocamento longitudinal no ponto B é nulo, resulta da expres-

séo (D"):

ESz. a
= X E
5="p B A (E)
As expressoes (A) e (E) fornecem:
ES.c ' ES;s ‘
R wee—Bee B Rommee D p (F)
ES,. + ES.. ES,e M ESze
a b a b
ES,. ES;. . . . o
As grandezas e 5 sd0 os coeficientes de rigidez a deformacéo lon-

a
gitudinal dos trechos AC e BC.

Os resultados anteriores mostram que em uma estrutura hiperestatica as reagées
de apoio e os esforgos solicitantes dependem da rigidez relativa dos elementos que

compdem a estrutura.
Considerando na expressao (D') o valor de X, dado pela expressio (F), obtém-

se:
ES,.
a Pa
U, = G
€7 ES,c R ESpc ES,. Q)
a b

17



ALTERNATIVA 2.

O comportamento da estrutura hiperestatica dada ¢ idéntico ao comportamento
da estrutura isostatica que se mostra na fig. - denominada estrutura isostdtica funda-
mental - submetida ao carregamento externo (no caso, a forga P), bem como a reacdo de

apoio X - denominada incégnita hiperestdtica -, por enquanto desconhecida

X4 X4 X40 Xat
7 VL7, -

A

A = -
c 4y T

S

J. ’f’@ T — | Upp “
Xg Xe Xg

Determinado o valor de Xj, a equaggo de equilibrio de forgas segundo a direcdo
x fornece:

Xp=P-X, (A)

Em consequéncia do principio da superposigdo de efeitos, pode-se considerar
isoladamente os efeitos do carregamento externo e da incégnita hiperestatica.

O deslocamento longitudinal ug, no ponto B devido a forca P ¢ igual, uma vez
que o trecho BC esta descarregado, ao deslocamento longitudinal u., no ponto C, isto
é:

0
_Nuclsyc _ Pa

= B
ES,. ES,. B)

Upy, = Uc

O deslocamento longitudinal uy, no ponto B devido a forga X é igual ao en-
curtamento do trecho AC mais o encurtamento do trecho BC, isto é:

- NTACIAC +N:3CIBC — XBa + XBb

u,, =All . +All = C
. Ae - ESAC ESBC ESAC ESBC ( )

Uma vez que o deslocamento longitudinal no ponto B ¢ nulo, segue-se que o
deslocamento longitudinal uy, deve anular o deslocamento longitudinal Up, , IStoO €:

18



ESgc

b
=—____ P
ES,. " ES;e¢
a b

Ug =Uz = X (D)

de modo que, retornando a expressdo (A), obtém-se:
ESAC .
a
X, = P
. Xa ESyc , BSyc . (E)
" a b

O deslocamento longifﬁdinal 1o ponto C é dado por:
Xga

Ur=Urp — U~ = NgCIAC _N:\CIAC . Pa _ _
c = Ugo ~Ug ES,. ES,. ES,. ES,.

ESyc

R T @)

- B_S_&"-‘__,.ES_E ESAC
a b

ALTERNATIVA 3.

¢t ) U

B- .
Xg ~

Considerando o equilibrio no ponto C, tem-se:
(A)

Nyc +Nge =P

onde, em vista do equilibrio das barras AC e BC, tem-se:
(B)

N ¢ :XA NBC =Xp

de modo que:

19



X, +X, =P ©
Os deslocamentos longitudinais nos pontos C' e C" s3o dadas por:

' =NAC1AC _ X,a ol = Npclpe _ Xgb

u = =] D
©  ES.  ESpc © BS,. ESg ®)
Uma vez que esses deslocamentos sdo iguais, tem-se:
: : ES a
u, =u, = X,=—258€ X E
€ C : B -b ESAC A . ( )
As expressoes (C) e (I‘E) fornecem:
ES,c ES;z
X, sssmemfesepP X —pel ___p
" BBy, Boye ® "By, ESy ®)
a b a b

Considerando nas expressdes (D) os valores de M, e M, dados pelas expres-
sGes (F), obtém-se:

ES,.
: .‘ Pa
Ue = uC uC ESAC N ESBC ESAC (G)
a b

EXEMPLO 2.

Comparar o comportamento da estrutura da fig., considerando dois materiais:
um elasto-fragil com oy = -6y = 0,, 0 outro elasto-plastico com o = C,.

77
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As forgas normais e as correspondentes tensdes normais, para um determinado
valor de P, sfo dadas, de acordo com os resultados do exemplo 1, por:

20



N
Ny=2P (T) = o,=c.2P (A)

3 S, 38

1 N 1P
N =—P C = —_"BC __ -~ C A"
BC T 3 ©) Cac S,c 38 © (A")

O deslocamento do ponto C é determinado considerando indiferentemente o
alongamento do trecho AC ou o encurtamento do trecho BC, isto é,

ug = Al mesacic, 2 Fa (B")
ES,. 3ES

Ue = AIBC = NLIBC- - ZE (B")
ES,. 3ES

O valor P, de P para o qual se d4 a ruptura por tragdo do material elasto-fragil no
trecho AC ¢ dado por:

Cpc =0, = P=P0=§GOS ©

Tendo ocorrido a ruptura por tragéo do trecho AC a tensdo no trecho BC € dada
por:

N P, 3
— 2 BC _To _ (D)

Cpe = —=—0
BC SBC S 2 0
isto €, o valor P, corresponde ao colapso da estrutura devido a ruptura por tragéo do tre-
cho AC, seguido de ruptura por compresséo do trecho BC.

Considerando as expressées (B), obtém-se:

2 Pja
P=P, = u.=u,===-2 E
0 8 (& Cco 3 ES ( )
O valor P, de P para o qual se d4 o escoamento do material elasto-plastico no
trecho AC € dado por:

3
Cupc =C, = P=Po=5008 (F)

Contrariamente ao que acontece com 0 material elasto-fragil, ndo ha colapso da
estrutura. Para um valor de P superior ao valor P,, a estrutura, anteriormente hiperestati-
ca, passa a se comportar como uma estrutura isostitica. De fato, consideran-do o
equilibrio no ponto C, pode-se determinar a forca normal Npc € a correspondente tensdo
normal Gy, uma vez que no trecho AC a tensiio normal o ac permanece igual a o, .
Assim:

Nge P

NBC =P_GOS = GBC = S _:_-g._o-o (G)
BC

O valor P, de P para o qual se d4 o escoamento do material no trecho BC,eo
consequente colapso da estrutura, ¢ dado por:
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4
Opec =0, = P=P =20‘DS=§P0 (H)

Para P <P, o deslocamento do ponto C é dado, de acordo com as expresses
(B), por:

2 Pa
uo=Fee O

Para P, <P <P, o deslocamento do ponto C deve ser calculado exclusivamente
pelo encurtamento do trecho BC, visto que s6 esse trecho se mantém em regime elasti-
co, para o qual ¢ vélido a expressdo Al = NI/ES. Assim:

_ Npelpe  (P-c,8)2a (P-2/3P,)2a 0
¢ ESgc ES ES

ue. = Al

Considerando as expressdes (I) e (J), tem-se:

2 Pya

P=P, = uc=ug =2t &
4 4 P,a
P= PI :5 0 = Ug =1Ug, =5ﬁ (Kn)

Os resultados anteriores permitem obter os diagramas que se mostram na fig.

O diagrama Pxu. permite concluir que, quando a estrutura deixa de ser hi-
perestética, ha perda de rigidez, isto €, para Py <P <P, o deslocamento de um ponto

qualquer (em particular o deslocamento do ponto C) é maior do que o correspondente ao
comportamento hiperestatico anterior.
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EXEMPLO 3.

Dada a estrutura da fig., determinar o diagrama P x u, onde u. é o desloca-
mento longitudinal do ponto C.

imm% 28 D7/
! . i
i |
s P B JP:P_E, P
f : /
T D { = I%:A.}. :— & 26
, _ L
e
7
S ,”
N P
I g
~
1 -Lisia Ul il =4 |
T el WJV T 54 4
3

-Até que seja anulada a folga A, o deslocamento do ponto C, bem como de qual-
quer ponto do trecho BC, € igual ao alongamento do trecho AC, isto &,

N,.l Pa
“e =4l =55, “Es @
AC

O valor P, de P que anula a folga A é dado por:
U, =u.=4A = P0=EA (B)
a

Para um valor de P superior a P, pode-se decompor, como se mostra na fig.,a
forca P nas parcelas P, e P, =P~P,. A parcela P, corresponde o deslocamento Uz,

dado por:

Pa
uco=A=EO—S ©

enquanto a parcela P, que solicita, agora, uma estrutura hiperestatica (ja analisada no
exemplo 1) corresponde o deslocamento u, , dado por: |
2Pa 2(P-P,)a
g =20 _2(P-F) D)
3ES 3 ES

de modo que o deslocamento total u, é dado por:

1P,a 2Pa
Ue = Uy +Ug ==t —— E
C co Cl 3 ES 3 ES ( )
As expressoes (A) e (E) permitem obter o diagrama Pxu,. que se mostra na fig.,
do qual se pode concluir que quando a estrutura passa a ser hiperestatica ha ganho de
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rigidez, isto ¢, para P > P, o deslocamento de um ponto qualquer da estrutura (em par-
ticular o deslocamento do ponto C) € menor do que o correspondente ao comporta-
mento isostatico anterior.

2. TRELICAS HIPERESTATICAS.
EXEMPLO 1.

Determinar as forgas normais N, N,eN,, ¢ os deslocamentos v, ev, na es-
trutura da fig.

s
A .\._A y . ‘
B NE l LY W
U\e}‘ - "P}““ ~ "g— NZ
’/, “""-.\ ]
0 2” N Sa e S
N ™ @' // ’ &
e G-:, 5{5 s il Ye
\\ % 2 // = N}:
AN P4 & g
\\\ 5 // i
\\..L e 8B
B P
P

O numero de incdgnitas n; do problema ¢ dado por:
n,=ng+n,=5+4=9
onde ng ¢ o nimero de barras , ou seja, 0 nimero de forgas normais, e ng € 0 nimero de
reacdes de apoio. .
O nimero de equagdes de equilibrio n; é dado por:
ng =2n, =2x4=8
onde ny € o niimero de nds, para os quais se pode escrever duas equagdes de equilibrio.

A configuragio deformada - caracterizada, em consequéncia da simetria da es-
trutura e do carregamento, pelo deslocamento vertical v, do ponto A e pelo desloca-
mento vertical vy do ponto B - sugere que a forga normal N, é de compressdo e que as
for¢as normais N, e N, sdo de tragio.

As unicas equagdes de equilibrio vteis, por enquanto, séo as relativas-ao equili-
brio dos nds A e B segundo a dirego vertical, j que as referentes ao equilibrio segundo
a diregdo horizontal sdo automaticamente satisfeitas em vista da simetria da estrutura e
do carregamento, e as referentes ao equilibrio do né C permitem determinar as reacOes
Xc e Y, a partir das forgas normais N, e N;. Assim, tem-se:
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n6 A 2F, =0 = 2N,c0s60°=N,=N, =N, (A"
néB 3IF,=0 = N,+2N,cos60°=P=N, +N, =P (A"

O encurtamento Al, correspondente & forga normal de compressio N,, o alon-
gamento Al, correspondente a for¢a normal de tragio N, , e o alongamento Al, corres-
pondente a for¢a normal de tragdo N, sdo dados por:

A =t Na (B)
ES, ES
N,l, N,a
Al, = =22 = 2 B"
* ES, ES B9
Al, _Nil, _Nja B
ES, ES

A partir da configuragdo deformada, pode-se relacionar Al,,Al, eAl, com os
deslocamentos v, e vy, da seguinte maneira:

Al =v, cos60° = }5v, (&)

Al, =vy—-v, | ("
Aly, =vycos60° = v, (C™
As expressoes (C) permitem escrever:

Al, =2Al; -2A1, = 2Al, +Al, -2Al, =0 (D)

A equagdo acima - denominada equagdo de compatibilidade - estabelece a rela-
¢do entre Al,,Al, e Al; de modo que seja possivel a configuragio deformada adotada.
Considerando na equagdo de compatibilidade os valores de Al,,Al,eAl, dados
pelas expressdes (B), obtém-se:
2N, +N, -2N, =0 (E)
Com as equagdes de equilibrio (A) e a equagio de compatibilidade (E), obtém-
se:
2 2
N,==P N, ==P N, =—§P F
5 5 5
Os valores positivos de N, N, e N, indicam que, efetivamente, a forga normal

N, ¢ de compressdo, € que as forgas N, e N, sdo de trago.
Considerando os valores de N, N, e N, nas expressdes (B), obtém-se:

_2Pa 2P 3P

5ES © SES 5ES

Os valores positivos de Al,,Al, e Al; indicam que, efetivamente, Al, ¢ encurta-
mento, € que Al, e Al; sdo alongamentos.

Al (G)

Considerando os valores de Al,,Al, e Al, nas expressées (C), obtém-se:
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4 Pa 6 Pa \
V, =—— Vo = ———
A 5ES ® SES )
Os valores positivos de v, e v, indicam que, efetivamente, os pontos A e B des-
locam-se para baixo.

EXEMPLO 2.

Determinar as forgas normais N,, N, eN,, e os deslocamentos v, ev,, decor-

rentes do aquecimento At~ da estrutura do exemplo 1.

N2

Pode-se adotar a configuragéio deformada do exemplo 1, embora seja claro que
o deslocamento vertical do ponto A € para cima.

As equagdes de equilibrio (A) passam a ser :

N, =N, (A"
N, +N, =0 (A")
As expressoes (B) passam a se escritas da seguinte maneira:
N, I N,a
Al, =—L—aAt ], =———aAt'a B'
1 I 1*1 ES ( )
N, N,a
Al, =—22 faAt,l, =—2 +aAt'a "
s =g, il =5k (B")
N,l N .
Al, =—22 4 gAt ], = E3Sa +aAt’a (B"™)

3
que devem ser lidas da seguinte maneira: o encurtamento Al, corresponde ao efeito da

forga normal de compressdo N,, minorado pelo efeito do aquecimento At”: o alonga-
mento Al, corres-ponde 2o efeito da forga normal de tragfio N,, majorado pelo efeito do



aquecimento At”; o alongamento Al, corresponde ao efeito da forga normal de tragio
N,, majorado pelo efeito do aquecimento At *.

As expressdes (C) permanecem validas, isto é:

Al =v, cos60’ = 4v, (ch

Al, =vp ~v, (C"

Aly = v, cos60° = v, (c™
O mesmo acontece com a equagdo de compatibilidade:

Al, =2Al, -2Al;, = 2Al, +Al, -2Al, =0 (D)

Considerando na equagéo de compatibilidade os valores de Al,,Al, e Al; dados
pelas expressdes (B), obtém-se:

2N, + N, —2N, = 3ESaAt’ (E)
Com as equagdes de equilibrio (A) e a equagio de compatibilidade (E), obtém-
se:
3 . 3 . 3 ,
N, = gESocAt N, = gESozAt N, = —EESocAt (F

Os sinais positivos de N, e N, indicam que as forgas normais N, e N, sdo , como
se supds, de compressdo e de tragdo, respectivamente; o sinal negativo de N; indica que
a for¢a normal N, que se supds ser de tragio, é, na verdade, de compressio.

Considerando os valores de N;, N, e N, nas expressées (B), obtém-se:

2 . 8 i 2 .
Al = —S_-O(.At a Al =§ocAt a Al =gocAt a (G)

O sinal negativo de Al, indica que Al,, que se supds ser encurtamento, €, na
verdade, alongamento; os sinais positivos de Al, e Al, indicam que Al, e Al, sdo, como
se supds, alongamentos.

Considerando os valores de Al,,Al, e Al, nas expressées (C), obtém-se:
Va =—iocAt‘a Vg =iaAt'a (H)

O sinal negativo de v, indica que o ponto A, contrariamente ao que se supos,
sobe; o sinal positivo de vy indica que o ponto B, como se supds, desce.
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EXEMPLO 3.

Determinar as for¢as normais N;,N,,N,eN, e os deslocamentosv, ev, na
trelica da fig.

-
=

Nt

Como se viu no exemplol, o niimero de incdgnitas n, é dado por:
n,=ng+n, =4+6=10
enquanto o numero de equag¢des de equilibrio ng ¢ dado por:
ng =2n, =2x4=38
A configuracdo deformada - caracterizada pelo deslocamento & A =V, /cos60°

do ponto A e pelo deslocamento &5 = v, do ponto B - sugere que as forgas normais N,
e N, sdo de compressio e que as forgas normais N, e N, sdo de tragfo.

As tnicas equagGes de equilibrio tteis, por enquanto, sio as referentes ao equili-
brio do n6 A segundo a direcdo da barra 1 e do né B segundo a diregéio vertical; as de-
mais permitem determinar as reagSes de apoio a partir das forcas normais
N,,N,.N;eN,. Assim, tem-se:

n6 A: N, =N,cos60° = 2N, =N, (A")
né B: N, +N,c0s60° +N, cos60° =P =
2N2+N3+N4=2P (A"

Os encurtamentos Al e Al, correspondentes as forcas normais de compressio
N,eN,, bem como os alongamentos Al, eAl; correspondentes as forgas normais de
tragdo N, e N, sdo dadas por:
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N, N NJ, N

a a
Al =—1L—_1= Al, = e = B'
' ES, ES ‘" BES, ES ®)
Al = N,I, - N,a Al = N,l, _ Na (B")
ES, ES ES, ES

A partir da configuragdo deformada, pode-se relacionar Al,,Al,,Al ;€Al, com

os deslocamentos v, =&, cos60° e vy, da seguinte maneira:

Al, =8, =v, [cos60° (6))
Al, =vy—-v, . (C")
Al, = v, cos60° (c™
Al, = v, cos60° "

A expressdo (C") ¢ obtida, considerando que o 4ngulo 6 é muito pequeno, da
seguinte maneira:

AB+vy, =A'B'cosO+v, =
I, +vg =, +Al)cosO+v, = 1, +Al, +v,
As expressoes (C) permitem obter as seguintes equagdes de compatibilidade:
Al, +2Al, —4A1, =0 D"
Al; = Al, (D™)

Considerando nas equagdes de compatibilidade (D) os valores de
Al},Al,,Aly e Al, dados pelas expressdes (B), obtém-se:

N, +2N, -4N, =0 (E)
Com as equagdes de equilibrio (A) e as equagdes de compatibilidade (E), obtém-
se:
N, =iP N, :ip N, =iP N, =iP 63}
"~ 13 13 13 13

Os sinais positivos de N,,N,,N;eN, indicam que as for¢as normais N, e N,
s80, como se supds, de compressdo, e que as forgas normais N, e N, sdo de traco.

Considerando-se nas expressdes (B) os valores de N, ,N,;,N;eN,, obtém-se:
4 Pa 8 Pa 5 Pa 5 Pa
== A=——— A =222 AL =22
13 ES 13 ES 13 ES I3 ES
Os sinais positivos de Al,,Al,,Al, eAl, indicam que Al, e Al, sfo, como se su-
pds, encurtamentos, e que Al, e Al, sdo alongamentos.

()

Considerando nas expressées (C) os valores de Al ,Al, ,Aly e Al,, obtém-se:

__8_Pa 10 Pa

ey — = ——= === H
YAT13Es  Y® T 3Es )
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Os valores positivos de v, € vy indicam que a configuragdo deformada adotada

¢é correta.

3.ESTRUTURAS HIPERESTATICAS COM BARRA RIGIDA.

EXEMPLO.

Determinar as forgas normais N, N, eN,, e os deslocamentos v, ev., decor-

rentes do esfriamento At” da barra 3 da estrutura da fig.

BARRA RIGIDA_ - — - " XFT "5 W
g‘? ; — ~ TN =
T « | X[ ¥ ¢
Pl | ~ |
| 2 | % |
i f ! ! L
-z
:z'ﬁ ﬂ%“’ w g

XA

YA

Considerando o equibrio da barra rigida, o nlimero de incégnitas é dado por:
n, =ng+ny =3+2=5
onde ny € 0 numero de barras ligadas a barra rigida e ng ¢ o niimero de reagdes de apoio.
O numero de equagdes de equilibrio é dados por:
n =3
a saber: duas equagdes de equilibrio de foras (as quais permitem determinar as reacdes
de apoio a partir das forgas normais N,,N,,eN,) e a equagdo de equilibrio de momen-
tos:
(EM), =0 = N,2acosp+N,2acosp = N 4acosp
= N, +N, =2N,
A configuragio deformada, caracterizada pela rotagdo®, sugere que as forcas
normais N; e N, sdo de compressdo ¢ que a forga normal N; - que representa a agéo do

(A)
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restante da estrutura sobre a barra 3 no sentido de impedir o encurtamento devido ao
esfriamento At* -¢€ de tragdo.

Os encurtamentos Al,,Al, e Al, sfo dados por:

_ N _& a

A]. . Bl
' ES, ESsenp ®)

Al,, _ N212 . & a (Bn)
© ES, ES senf

1 . N
Al =aAt], ~ N2 a2 Ns a (B"™)
. senf3 ES senf

A expressdo (B'") mostra claramente que o encurtamento Al, ¢ igual ao encur-

tamento que a barra 3 apresentaria se no estivesse ligada ao resto da estrutura minorado
pelo alongamento devido a forga normal de tragdo N;,.

A partir da configuragéio deformada, pode-se relacionar Al;,Al, e Al, com os
deslocamentos v € Vv, € estes com a rotagdo 6, da seguinte maneira:

Al, = vy cosP = 2ab cosf

()
Al, = v cosP = 2ab cosf (o)
Al; = v, cosP = 4aBcosf "
As expressdes (C) permitem obter as seguintes equagdes de compatibilidade:
Al, = Al D"
Al = 2Al, (D"
Considerando nas equagdes de compatibilidade os valores de Al,, Al e Al; da-
dos pelas expressées (B), obtém-se:
N, =N, (E)
N; =ESaAt’ -2N, (E")

Com as equagdes de equilibrio (A) e as equagbes de compatibilidade (E), obtém-
se:

N, = %ESOLA’[’ N, =%ESaAt‘ N, =§ESaAt‘

(F)
Os sinais positivos de N|,N, eN; indicam que as forgas normais N, e N, sio,
como se supds, de compresséo, e que a forga normal N; € de traggo.

Considerando-se nas expressdes (B) os valores de N,,N, eN 3, obtém-se:
_ loaAt A17 _ laaat Al = 2 oadt

Al = 3 (S))
3 seno 3 senc 3 seno

Os sinais positivos de Al,,Al, e Al; indicam que Al,,Al, e Al; sdo, como se su-
p0s, encurtamentos.
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Considerando nas expressdes (C) os valores de Al,,Al, e Al,, obtém-se:

1 oaaAt’ 2 aaAt’
VpEi———  vemi——— (H)
3 senfcosf 3 senfcosf
Os valores positivos de v, e v indicam que a configura¢io deformada adotada
€ correta.
TUBO DE PAREDE FINA.

Em um tubo de parede fina, como o que se mostra na fig., de raio interno I €
raio externo r,, submetido a presséo interna p, e a pressdo externa p,, a tensdo normal
G pode ser considerada constante ao longo da espessura § =r, —r,.

Considere-se o elemento, que se extrai de um segmento de dimensdo dx, limita-
do pelo dngulo dO.

Pz

A resultante dF, das pressGes p, ep, e a resultante dF, das tensSes normais o

sdo dadas por:

dF, =p, ,d0dx —p, r,d0dx = (p,r, — p,1,)d0dx (1)

dF, =cddx (am
de modo que se pode escrever a seguinte equagéo de equilibrio segundo a direcdo radial:

dF, = 2dF, sen(3d6) = 2dF, (+d6) = dF, d6 (2)
ou seja:

PiLi — Pl
C= £ 3
5 3)
Sendo 1, o raio médio, ¢ licito considerar r, ~ 1, = r,, de modo que:
0‘_:(p] _SPE)rU (4)



Aplicado o carregamento, os pontos A e B, caracterizados pela coordenada Is
tém deslocamento radial u = Ar

A deformagdo do segmento AB € dada por:

A'B'-AB
TTH &
onde:
AB=rdb A'B'=(r+u)dd =(r+Ar)do (6)
de modo que:

Considerando a relagdo entre tensdes e deformagcées expressa pela lei de Hooke,
tem-se:

G _ P —Pp5r
E=—= _
E Ed ®)
Considerando as expressdes (7) e (8), obtém-se:
Ar _pi5—p,1,
—_—_——— 9
r Ed ®)

: No caso de variagdo de temperatura At, sendo o o coeficiente de dilataggio line-
ardo material, tem-se:

AB=rdp  A'B'=rdo+adtrde (10)
de modo que, segundo a expressio (5),
& = aAt (11)
Considerando as expressdes (7) e (11), obtém-se:

A
= = oAt (12)
Ir
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EXEMPLO 1.

Determinar as tensGes normais no tubo interno e no tubo externo da fig., decor-
rentes da aplicagdo da pressdo p.

age " aluminio

As tensOes normais no tubo interno e no tubo externo, sio dadas por:

G' = p;rll _pi‘rl‘ = pl"; _.pCrﬁ' (Al)
) o)
" p;rln —p;‘r; pCrl" "
G = - =— A
: 5 (A")
enquanto as variagGes radiais sdo dadas por:
At o Pr; 5 pcrz' ! L
—_—=— = L, <r < I, B’
' E ES ! ’ o
ar S e _p?r,u r <r <r, (B")
" E ES&§ )

Considerando que o deslocamento radial do ponto A - numericamente igual
variagdo do raio externo do tubo interno - deve ser igual ao deslocamento radial do
ponto B - numericamente igual a variagdo do raio interno do tubo externo -, obtém-se:

' " g . (s} “
AI': = Arl = "E?'l'z = ?r, (C)
Dado que 1, =T, , resulta:
c o PY, —Pcly _ Pcly L_p
e = e = = S D
E E E$ E'S Pe =y |, E8 ®
Es

Retornando as expressdes (A), obtém-se as tensdes normais 6 € G . -
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EXEMPLO 2.

Determinar as tensdes normais no tubo interno e no tubo externo da fig., decor-

rentes do esfriamento At’ no tubo externo.

Até que seja anulada a folga A, tem-se:

B oA n <r <r, (A)
r
O valor At, de At" que anula a folga A & dado por:
A=A = Aty =LB ®)
o't

Em decorréncia do esfriamento adicional At, = At" — At,, hd interagdo entre os
tubos, de modo que as tensdes normais no tubo interno e no externo, sio dadas por:

o B ;'p’zr; _ p;rz' )

o Pl ;p;r;' _ pg_fl" ")
enquanto as variagdes radiais sdo dadas por:

%=%=_;§_§ n <r <r, (DY

Ar—i" = g;__a"m, = EC;’ — o At, A s (D")

Mais uma vez, igualando a variagio do raio externo do tubo interno i variagdo
do raio interno do tubo externo obtém-se:

"

‘ - (e} X O "
Ar, =Ary, = —r1, =—Tr E
) | E2TE (E)
Dado que 1, =1, resulta:
c o pcré pcrl" " a"&tl
— T D ———==———-a At = = F
E E ES E3 ' o5 o, g ®
ES E'§

Retornando as expressdes (A), obtém-se as tensdes normais ¢ e o .
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TUBO DE PAREDE ESPESSA.

A andlise de estruturas que nfo pertencem a categoria das barras € feita pela teo-
ria da elasticidade.

O problema do tubo de parede espessa permite ilustrar o procedimento normal-
mente utilizado (semelhante em linhas gerais ao utilizado na solug@o de trelicas hi-
perestaticas), que consiste basicamente na solugdo de equag¢des diferenciais de equilibrio

e equagoes diferenciais de compatibilidade
Em um tubo de parede espessa, como o que se mostra na fig., de raio interno r, e
raio externo r,, submetido a pressdo interna p, e pressdo externa p,, as tensdes normais

o, € ¢, variam ao longo da espessura d =1, —T;.

Considere-se o elemento ABCD, que se extrai de um segmento de dimensio
dx, limitado pelos raios r e r +dr bem como pelo dngulo df .

Na face AB, caracterizada pela coordenada r, tem-se tensio normal o, en-
quanto na face CD, caracterizada pela coordenada r-+dr, tem-se tensio normal
c.+do, ; nas faces AC e BD tem-se, em decorréncia da simetria axial, a mesma tensdo

normal c,.
As resultantes dF, e dF, das tensdes normais o, e 6, séo dadas por:
dF, = (o, +do,)(r +dr)d6dx — 6, rd0dx = (o, dr + do, r)dO dx (1
dF, = o4 drdx (1

de modo que se pode escrever a seguinte equagdo de equilibrio segundo a direcio radi-

al:
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dF, = 2dF, sen(} ) = 2dF, ( d6) = dF, do @)

ou, em vista das expressdes (1),

d
o, +1—F =g, | 3)
dr
onde as condigdes de contorno s3o dadas por:
6. (1) =-p, c.(1;)=-p, 4)

Trata-se de uma estrutura internamente hiperestatica, uma vez que se tem duas
incognitas (o, € ¢,) € uma tnica equaggo de equilibrio.

Aplicado o carregamento, os pontos A e B, caracterizados pela coordenada r,
tém deslocamento radial u, enquanto os pontos C e D, caracterizados pela coordenada
r+dr, tém deslocamento radial u +du.

A deformagéo radial ¢, ¢ dada por:

g = A'C-AC (5)
AC

onde:
AC=dr A'C'= AC+CC'—AA'=dr+(u+ du) —u=dr+du (6)

de modo que:

du
€ =— 7
= (7
A deformagdo tangencial. €, é dada por:
A'B'-AB
ge = — 'AB' (8)

onde;
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AB=rd0  A'B'=(r+u)dd=(r+Ar)do

)
de modo que:
2 gl B (10)
r T
Considerando as expressoes (7) e (10), pode-se escrever a seguinte equacdo de
compatibilidade:
de, 1l|du u dey 1
=l | = 8- (g —¢ 11
dr rl:dr r] dr r(r o) (1D

que expressa a relagdo entre as deformacdes ¢, e €y, a fim de que a configuracdo de-
formada A'B'C'D’ seja possivel.

A tensdo o, estdo associadas as deformagdes ¢, e ¢, dadas por:

g =

r

€y =—V

c
E E
enquanto a tensdo o, estdo associadas as deformagdes ¢, e g, , dadas por:

G, - Gy
B =t g =—-v—2 13
[t} E T E ( )
de modo que sdo validas as seguintes rela¢des entre tensdes e deformagdes:
g, =&, +&, =L(0, —vo,) (14)
(14")

Considerando na expressdo (11) as expressdes (14), pode-se escrever a seguinte
equagdo de compatibilidade em termos de tensdes:

Gy =)+ = £(0, ~v0,)

—v—=L= - 15
dr v dI' E (Gr 09) ( )

Considerando a equagdo de equilibrio e a equagfio de compatibilidade, dadas
pelas expressdes (3) e (15), bem como as condigdes de contorno, dadas pela expressio
(4), obtém-se as tensdes normais ¢, e 6,, dadas por:

2 2 2.2
P =Pl PP h 5 '
Sar= 2 2 22 2 (16"
L, — T, I, =1 T

2 2 2.2
I, — T - I T
o :pll p22 +p1 pZ 1 2 (16")
8 2 2 2 2 2
1'2 —r] I'z —r] r

Retornando as expressdes (14), obtém-se as deformagdes ¢_ e g,, que, conside-
radas na expressdo (7) ou na expressdo (10), fornecem o deslocamento radial u.

Sendo 1,0 raio médio, tem-se:

pm — |
I, =1, -390 I, =1, ++0

(17
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L+n=2r, I,-,=38 (17")

de modo que o denominador das expressdes (16) € dado por:

2.—

;-1 = 21,8 (18)

Em um tubo de parede fina, € licito considerar I, &1, #1,, de modo que, retor-
nando as expressdes (16), obtém-se:

. =0 Gazﬁ_—%& (19)

como se viu no item precedente.
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TORCAO.
O ENSAIO DE TORCAO.

Quando se submete um tubo de parede fina, como o que se mostra na fig., a ensaio
de torgdo, as segdes transversais que limitam o segmento de dimensdo L permanecem pla-
nas e giram uma em relagdo a outra de um angulo Ae, de modo que é possivel definir a

grandeza y - denominada distor¢do - da seguinte maneira:

Ag

=— 1
Y=T (D)
O momento de torgdo, responsavel pelo equilibrio dos segmentos externos, é dado
por:
M, =M" @
M¥ ,[ M¥

Mr

My

i I
M* M
As tens0es tangenciais sfo consideradas constantes 20 longo da espessura § , por ser
esta pequena em relacio ao raio r.

Além disso, como se viu anteriormente, sdo validas as seguintes propriedades, das
quais a segunda ¢ consequéncia da primeira.

P1. As tensGes tangenciais em planos perpendiculares tém mesmo valor absoluto,
diregdo perpendicular 4 intersecgdo dos planos e sentido simultaneamente convergente ou
divergente em relagdo 2 intersecgio dos planos. =

P2. As tensGes tangenciais s&o tangentes ao contorno da secdo.



O momento de torgdo, resultante da distribuigdo de tensdes tangenciais t , € obtido
da seguinte maneira:

w=2r

dM; =tdSr=1@rdy)r = M;= [t8ridy 3)

w=0

Considerando a independéncia de © em relagio a y, decorrente da simetria axial,
pode-se escrever:

y=2r
M; =1871? Id\y=27t'c§r2 (4)
y=0
de modo que:
M M’
3 )

i 2 2
2nr°d 2mr° o
Para cada valor de M", pode-se medir a distorgdo y bem como determinar a tenséo
T cOm a expressdo anterior, e, assim, obter o diagrama txy para o material de que é com-
posto o tubo.
Dois tipos de comportamento sio apresentados na fig.

T T
Tl D
E
-
A A
7 | %% g

O comportamento elasto-frdgil ¢ caracterizado pela proporcionalidade entre tensées
e deformagdes, expressa da seguinte maneira:

1=tgBy=Gy - (6)
onde G é o mddulo de distor¢do do material.
A expresséo anterior € valida até que se atinja a tensfo de ruptura T

O comportamento elasto-plastico é caracterizado pela proporcionalidade entre ten-
soes e deformagdes até que se atinja a tensdo de escoamento Tg - Atingido o valor 1, da-
se o escoamento do material, isto €, o aumento progressivo de deformacio sob tensdo
constante, até¢ que sobrevenha a ruptura. Se, atingido o ponto D, se procede ao descarrega-



mento, este se dd segundo uma reta paralela a reta correspondente ao carregamento, de
modo que, quando Tt =0, y =1y,. Assim, a deformacfo total Y pode ser considerada como
a soma da deformagdo elastica y, (recuperdvel no descarregamento) e da deformagdo

pléstica v, (ndo recuperavel no descarregamento).

TORCAO DE BARRAS DE SECAO CIRCULAR OU EM COROA DE CIRCULO.

Considere-se em uma barra de se¢io circular ou em coroa de circulo, como a que se
mostra na fig., submetida a torgéo, um segmento de dimensdo dx na configuragdo indefor-
mada (anterior a introdug4o do carregamento externo) e na configuragdo deformada (poste-
rior 4 introdugdo do carregamento externo).

N
P
P
s } M.+d M,
i N
5 ’.v -
=1 ——
Mr

Verifica-se que as segdes transversais permanecem planas e realizam um movi-
mento de corpo rigido caracterizado pela rotagdo @ = ¢(x) segundo o eixo x.

Na face caracterizada pela coordenada x, solicitada por momento de torgio M.,
tem-se rotagdo ¢, enquanto na face caracterizada pela coordenada x+dx, solicitada por

momento de torgdo M, +dM;, tem-se rotagio ¢ + de.

(S3)



Considere-se, em seguida, nesse segmento o elemento anular indicado na fig., de
raio r € espessura dr.

O ponto A, em decorréncia da rotagdo ¢, passa a ocupar a posi¢do A', enquanto o
ponto B, em decorréncia da rotagdo ¢+ deq, passa a ocupar a posigio B'.

A distorgdo y é dada por:

BB (do) do
~t = = =7
L T

onde O € arotagdo por unidade de comprimento.

=10 (1)

A distorgdo vy corresponde a tensdo t na face do elemento anular, dada por:
t=Gy=Gor )
isto €, o elemento anular, solicitado pelo momento dM,, dado, em decorréncia da expres-
sdo (4) do item anterior, por:
dM, =12nr’dr 3)

apresenta a rotagdo vy.
Considerando a infinidade de elementos anulares de raio r e espessura dr, obtém-se:

R R
M, = jrzmzdr=2neejr3 dr =GO(%4nR*) 4)
0 0
de modo que:
dp M
=01 (5)
dx GI;
onde:
I; = )4nR* (6)

€ o momento de inércia a torgio.

De acordo com a expresséo (5), quanto maior a grandeza Gl - denominada rigidez
d tor¢do - tanto menor a rotagdo por unidade de comprimento.

Substituindo na expressdo (2) o valor de 8 dado pela expressao (5), obtém-se:

MT
T=—TLr (7

Nos pontos do contorno tem-se a maxima tenséo tangencial, dada por:

r Mg M (8)

max IT WT

A grandeza W, denomina-se mddulo de resisténcia d torgdo.



Integrando a equagéo diferencial que aparece na expressio (5), obtém-se:

M;

=@, + dx 9

o=, + [ o )
No caso de uma barra de se¢io constante submetida a momento de tor¢do constante,
tem-se:
X

= + i 10

=0, Gl (10)

de modo que a rotagdo relativa entre duas se

¢bes que limitam um segmento de dimensdo
Ax ¢ dada por:

M
Ap=—TAx 11
0 Gl (11)

T

No caso de segdo em coroa de circulo, os limites de integragdo da expressdo (4) sdo

o raio interno R, , e o raio externo R,, de modo que 0 momento de inércia a tor¢do ¢ dado
© por:

Iy = %nR; ~R}) (12)
ou; de acordo com a fig.,

I = BRe + 48)" — (R, - 4 6)*] (13)

Quando a espessura § ¢ pequena en relagdo ao raio R, obtém-se, mediante o
desenvolvimento da expressdo anterior em série:
dI, 3
IT =1 () ~ IT(S:O) L) (E)(S:O)S =2nR; 6 (14)

de modo que, considerando a expressédo (7) calculadaem r = R, , obtém-se:



MT MT
_ - ; 15
T, T 2R28 {13)

que € o resultado, obtido anteriormente, correspondente ao tubo de parede fina.

EXEMPLO.

Dada a estrutura da fig., determinar as reagdes de apoio M} e My, bem como a
rotagdo no ponto C.

(‘M; [\_M . QM;
N NG 3§
« Y ¢ 4
ALTERNATIVA 1.

A tnica equagdo de equilibrio de que se dispde - equilibrio de momentos segundo a
diregdo x - fornece: '

M, +M, =M’ (A)

Para obter uma segunda relagdo entre M, e My, considera-se a expressio que for-
nece a rotagdo em um ponto do eixo caracterizado pela coordenada x, dada por:

X MT
X) =@+ dx (0<x<a B'
(p()%JGITK( ) (B)
My RM * M, .

cp(X)—cpo+ofGIde—cpo+of—Gl—de+a de (a<x<a+b) (B")
onde:

Po =9y =0 ()

M, (x) =+M; Gl; =Gl (0<x<a) )

MT(X) - _M-B GIT =GITBC (a SX Sa +b) (Cm)
de modo que:



.

o(x) = aX (O<x<a) D)
Glpac
o(x) = Ma Mg(x-a) (a<x<a+b) (D"
: GITAC GITBC
Uma vez que a rotagio no ponto B é nula, resulta da expressdo (D"):
' I .
M, = Tme_2 e ®)
b Gl
As expressoes (A) e (E) fornecem:
GITAC GITBC
» » N b N
M, = a M M, = M (F)
A Glppc + Glpge ? Glpc + Glpc
a b a b
As grandezas Liac e Glrpc sdo os coeficientes de rigidez & torgdo dos trechos
a

ACeBC.
Os resultados anteriores mostram, uma vez mais, que em uma estrutura hiperestatica
as reagbes de apoio e os esforgos solicitantes dependem da rigidez relativa dos elementos

que compdem a estrutura.

Considerando na expressdo (D") o valor de M , dado pela expressdo (F), obtérﬁ-se:

GITAC :
Ma
a
- (©)
£ GITAC + GITBC GITAC
a b

ALTERNATIVA 2.

O comportamento da estrutura hiperestatica dada ¢ idéntico ao comportamento da
estrutura isostatica que se mostra na fig. - denominada estrutura isostdtica Jundamental -

submetida ao carregamento externo (no caso, o momento M"), bem como a reacdo de
apoio (no caso o momento M) - denominada incognita hiperestdtica -, por enquanto des-

conhecida.
~ Determinado o valor de M}, a equago de equilibrio de momentos segundo a dire-
¢do x fornece:

M, =M’ - M, (A)



/77177
>
2
/J..
B
SN

%

Ay
£
*

§ i
Em consequéncia do principio da superposi¢do de efeitos, pode-se considerar isola-
damente os efeitos do carregamento externo e da incégnita hiperestatica.

A rotagdo @y, no ponto B devida a0 momento M" & igual, uma vez que o trecho BC

esta descarregado, a rotagdo ¢, no ponto C, isto &:

_ M'(l)‘AC[AC _ M'a (B)

GI TAC GI TAC

Arotagdo ¢y, no ponto B devida ao momento M}, € igual a rotagéo ¢, no ponto C
mais a rotagdo relativa das se¢Ges que limitam o trecho BC, isto ¢é:

©po

o _M!rACEAC +M'|I'BC€BC _ M;aa + M;ab (©)
Bl = =
Glrac Gl pgc Glipe  Glige

Uma vez que a rotagdo no ponto B ¢ nula, segue-se que a rotagio @y, deve anular a

rotagdo @g,, isto é:
G'I'I'BC
. b R
= M;= M D
® = Glppe _ Olne i
a b

de modo que, retornando & expressdo (A), obtém-se:
GITAC

M, = a M’ E
B GI'FAC +GITBC ( )

a b

Pg; = Py




A rotagdo no ponto C é dada por:

_ M'?‘ACZAC _ M’II'ACZAC -

M'a Mga

Pc =QPcp =Py = Gl

GITAC .
— a Ma
GITAC e GI TBC GITAC
a b
ALTERNATIVA 3.
M M¥

7447
>
P
(v
SR>

o

GI TAC Gl TAC GI TAC

Considerando o equilibrio no ponto C, tem-se:

MTAC +Mmc =M

onde, em vista do equilibrio das barras AC e BC, tem-se:

MTAC =M;\ MTBC =M;3

de modo que:

M, + M, =M’

As rotagOes nos pontos C' e C" sfo dadas por:

v Myl _ M;‘a

(P b —
€ GI TAC Gl TAC

S MTBC{?BC = M;b

© Glye Gl

(F)

(A)

(B)

©)

(D)



Uma vez que essas rotagdes sdo iguais, tem-se:

; i . G a .
= My=—2¢— M
Pc=0c = Mp=—p Gl A (E)
As expressoes (C) e (E) fornecem:
Glrac Glype
M, = _ M M, = b M’ F
* " Glpnc , Glne ® " Gl , Ol )
a b a b

Considerando nas expressdes (D) os valores de M} e M} dados pelas expressdes
(F), obtém-se:

GITAC .
: i M a
a
= = = G
(\DC (pC (PC GITAC N G_I & GITAC ( )
a b

10



TORCAO UNIFORME DE BARRAS DE SECAO GENERICA.

As segOes de uma barra submetida a torggio, salvo raras excegdes (entre as quais a
mais importante & a segdo circular), deixam de ser planas, isto &, empenam. A intensidade -
do empenamento varia de segdo para se¢do, a ndo ser que se tenha tor¢do uniforme, a
qual € caracterizada pela ocorréncia simultinea das seguintes condig¢Ges:

se¢do transversal constante,
momento de tor¢do constante,

empenamento livre das se¢des transversais.

o O empenamento varidvel provoca a interagéo longitudinal das seg3es transversais,
representada por uma distribui¢do de tensGes normais o . Os esforgos solicitantes relati-
vos a essa distribui¢do de tensdes normais, a saber:

N=[cdS M, = [ozds M, =—[oyds

sdo nulos, uma vez que o tinico esforgo solicitante é 0 momento de tor¢do M.

A maioria dos resultados apresentados nos itens seguintes derivam da teoria da
elasticidade e sio validos, a rigor, somente para o caso de tor¢do uniforme.

11



ANALOGIA DA MEMBRANA.

As tensbes tangenciais resultantes da torgdo uniforme de uma barra de segdo
constante séo obtidas a partir da solugdo de uma equagéo diferencial andloga i que forne-
ce os deslocamentos transversais w de uma membrana homogénea de contorno idéntico
ao da segfo transversal da barra, solicitada, como se mostra na fig., por tragdo uniforme

s; No contorno e por pressdo transversal p.

@ comtt

Y
S~

/V\
A,/fHH titd

\ ——]
N

O problema da tor¢do uniforme de uma barra de se¢fo constante é estudado pela
teoria da elasticidade. As componetes t,, € T,, da tensfo tangencial T no ponto P de
coordenadas (y,z) sdo dadas por:

_ G __%
Txy oz T2 ay (1)

onde ¢ - denominada fun¢do de Prandt - ¢ solugio da seguinte equagéo diferencial:
2 2

Q—f + 6_(1) =-2G6 2)
oy- oz

com ¢ =0 no contorno.

12



Em um ponto P, a componente t, segundo a dire¢fio normal a curva de nivel
¢ =constante que passa por esse ponto é dada, de acordo com a fig., por:

T, =T,, COSQ.+T,, seno = [¢][ ]'[ Zi][ ] 3i)=0 3

enquanto a componente t, segundo a diregio tangencial ¢ dada por:
0, dy. 06 d¢ ’
T, =T,, COSOL —~ T, Seno. = [—E][d—] —[—][—] _n 3"
As expressbes anteriores permitem concluir que a tensdo tangencial T em um
ponto P ¢€ tangente a curva de nivel ¢ =constante que passa por esse ponto e ¢ dada por:

dé

T=T1, =—E €))

O momento de torgéo ¢ dado por:
dM; =t,dSy-7,dSz = M;= [(z,, y-1, 2)dS (5)
Considerando as express(ies (1), pode-se escrever:
o
M, L P, dS 6
= -2 Y 508 ©)

Integrando por partes, de acordo com asexpressdes (4) do apéndice 1, os termos
da expressdo acima e lembrando que ¢ = 0 no contorno, obtém-se:

o
jg"’yd_3=g’¢ynyds—j¢ds=—j'¢ds (7
j@z dS =q¢zn,ds - j¢dS=-j¢ds (7"
oz ‘
de modo que:
M; =2 [¢dS (8)
Por outro lado, considerando as expresses (2), pode-se escrever:
% az¢
j [ =Lt ot oat JdS = j(—zGe) ds =-2Ges" )

onde S € aregido delimitada pela curva de nivel ¢ =¢".

Integrando por partes, de acordo com a expressdo (1) do apéndice 1, obtém-se:

0% o
——dS=d—n,ds (10"
S =1

13



.[a—z‘demj'g—q)n ds (10™

g0z’ A
onde:
ny=cosoc=;—d: nz=senoc=—% (11)

de modo que, considerando nas expressdes (10) as expressdes (1), obtém-se, em conse-
quéncia da expressio (3"):

9 i di — drds——
S:'-[ayz + == 1dS ‘1.( T, COSOL+T, sena)ds T,ds =—qtds (12)
Finalmente, considerando as expresses (9) e (12), obtém-se:
dtds = 2Ges’ (13)
Wal*
'
4 2
. 4
e

O problema da membrana uniforme carregada transversalmente reduz-se ao equi-
librio de um elemento de dimensdes dy e dz, expresso pela seguinte equagdo diferencial:

2 2
6W+6W_ p (14)

oy 8z s
onde w € o deslocamento do ponto P de coordenadas (v,z), com w =0 no contorno.

A semelhanca das equagGes diferenciais (2) e (14) bem como das respectivas con-
digbes de contorno, permite concluir que conhecida a fungdo w (que pode ser obtida na

pratica por meio de ensaio) a fun¢do ¢ € dada por:

d=kw (15)
De fato, considerando na equagfo (2) o valor de ¢ dado pela expressio (15), ob-
tém-se:

14



de modo que, por comparaggo das expressdes (14) e (16), resulta:

k=251 Gg (17)
p : .
Considerando-se as expressdes (4), (8) e (15), pode-se, de acordo com a fig., es-
crever:
dé dw ;
=7, =——=-k—=-kt =kt

=y T i ga, gB.. (18)
MT=2J'¢dS=2IkwdS=2kJ’wdS=2k‘Vw (19)

. jonde V,, é o volume compreendido entre a membrana deformada e o plano inicial cor-
respondente 4 membrana indeformada.
Substituindo na expresséo (19) o valor de k dado pela expressdo (17), obtém-se:

M; =2[22LGO]V, = Gel, (20)
P
onde:
St
I, =421y, @1)
p

€ 0. momento de inércia a tor¢do.
A determinagdo experimental de k é apresentada no apéndice 1.

15



SECAO RETANGULAR.

A distribuicéo de tensdes tangenciais em uma barra de se¢do retangular submetida
a tor¢do uniforme bem como a correspondente configuragdo deformada sio indicadas na

fig.

m* M¥

r-p
f }
i |
s ,1 —— A *A f
A A= Unox
ddc
{

No ponto médio A do lado maior, de dimens&o h, tem-se a maior tensdo tangenci-
al, dada por:
MT
= M

onde W, € o modulo de resisténcia a tor¢do, dado por:

W, =ab’h (2)
h
com o =a(—).
)
No ponto médio B do lado menor, de dimens&o b, a tensdo tangencial é dada por:
— 3)
h
com BSRELE

Em consequéncia das propriedades P1 e P2 citadas anteriormente, as componentes

T,, € T, Sd0 nulas nos vértices, uma vez que as tensdes nas faces da barra sdo nulas.

A rotagdo por unidade de comprimento 6 é dada por:
i ‘
. 4

GI,

16



onde:
I; =y b*h (5)

h
com y = Y(E) :

Os valoresde o, B e vy sdo dados na tabela seguinte.

1.000 |1.500 [1.750 |2.000 [2.500 [3.000 [4.000 [6.000 [8.000 [10.00 [ o

h
b

o 0.208 | 0.231 [0.239 |0.246 |0.258 [0.267 [0.282 [0.299 [0.307 |0.313 |0.333
B 1.000 | 0.859 |0.820 [0.795 |0.766 |0.753 [0.745 [0.743 [0.742 [0.742 | 0.742
Y

0.141 |1 0.196 |0.214 |0.229 |0.249 [0.263 [0.281 [0.299 [0.307 |0.313 |0.333

SECAO DELGADA FECHADA.

Considere-se em uma barra de segdo delgada fechada submetida a tor¢édo unifor-
me o elemento de dimens&o dx que se mostra na fig.

As tensGes tangenciais gozam das propriedades P1 e P2 citadas anteriormente, de
modo que, sendo T, a tensdo nos pontos ao longo da espessura Oy € Ty atensdo tan-
gencial nos pontos ao longo da espessura §,,, pode-se escrever a seguinte equacio de
equilibrio segundo a diregdo x:

T Oy dx=1y8ydx = 1,8,=1,8, ey
ou seja o produto 16 € constante.

O momento resultante das tensdes t na area infinitesimal & ds é dado por

dM; =10ddsr (2)

17




De acordo com a fig.,
rds=2dS’ 3)
onde dS” ¢ a 4rea do tridngulo de base ds e alturar.

Quando se consideram todos os ds ag longo do contorno, obtém-se:

M, =2[t8dS" =218 [dS" =2158" )
visto que, por ser constante, o produto T8 pode sair da integral. Desse modo:
MT
T=—= 5
28" 5 )

Se a segHo transversal apresenta, como se mostra na fig., cantos vivos, a tensio
tangencial nos pontos do contorno interno, que sdo os mais solicitados, é dada por:

5

T=7—0 8
In(1+ f) ® £
onde t € a tensdo tangencial dada pela expressdo (5). e

Quando, por exemplo, 'ri =5, a tensdo nos pontos da face interna (r=r, =3§)

atinge o valor T =1.457.

Alternativamente, recorrendo a analogia da membrana, verifica-se que em décor-
réncia da aplicagio da pressdo p, tem-se a configuragdo deformada que se mostra na fig.

: |
_/PHHHH\___J_‘U*
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A tens&o tangencial em um ponto P da segfo transversal € dada por:

dw w’ w'
T=-k—=-k|[- =k— 9
i [ 5 ] 5 ®)
enquanto o momento de torgdo M, é dado por:
M;=2kV, =2kS w' (10)
de modo que:
M
T=—1I_ 11
28 6 (1
Demonstra-se que a rotagio por unidade de comprimento é dada por:
M
0=—7L 1
onde:
48"
Iy == & (13)
6

€ 0 momento de inércia a torgdo.

EXEMPLO.

Determinar as tensdes tangenciais t,, € T, nos pontos M e N da secdo transversal
de engastamento da estrutura da fig., supondo empenamento livre.

A &
» |6PR
[~
N ¢ M 8PR\\ | v
/ @ ) @
P
> Q
z a

19



A distribui¢do de tensdes tangenciais devidas & for¢a cortante Q, =P ¢ dada,

como se viu anteriormente, por:
_Q,
T = SR cospP (A)
de modo que, em valor absoluto,
T;w =T;¢ = Tpo =L (B)
nd R
A distribuicdo de tensdes tangenciais devidas ao momento de torgdo

M, =Pb=6PR ¢ dada, segundo a expressio (5), por:
©

~_M; __6PR
285 2(mR?)s

de modo que, em valor absoluto,
(D)

3p

"

™SSR
Considerando as expressdes (B) e (D) tem-se, de acordo com a fig.,
e el gt = o (E)
mo R
T =Ty =Ty = 2F (Enj
o R
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SECAO DELGADA ABERTA.

Recorrendo a analogia de membrana, verifica-se que, em decorréncia da aplicagio
da pressdo p, tem-se a configuragio deformada indicada na fig.

Ignoradas as perturbagbes proximas as extremidades, resulta que w independe de
s, de modo que, de acordo com a expressdo(14) do item "analogia da membrana", tem-se:

d*w

— = -P (1"
n St

e P v 1"
dn St

w=-1P 2 cnap (am

2 s;
Considerando as condi¢ées de contorno:
dw
(d_n')n=o =0 Wiy =0 2)

obtém-se:
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C=0 D=+ (3)
s 8
Retornando com esses valores as expressdes (1), obtém-se:
pl &8 n’
W=—|———ro 4r
S5 [ 8 2 J )
. p &
W =W = 4"
n=0 ST 8 ( )

A tensdo tangencial em um ponto P da se¢@o transversal é dada por:

'c=-kd—w=k£n &)
St

enquanto o momento de tor¢éo € dado por:

n=9%
M, =2k [wdS=2ke wdn =~k g (6)
n=-4¢ 6 S"'
de modo que:

p2_HMug ®)

Considerando na expressdo (13) do item analogia da membrana o circuito coinci-
dente com ¢ contorno, do qual se ignora o trecho nas extremidades, tem-se:

dt,ds, =2G8S, )

Sy

onde, de acordo com a expressio (8),

Ty =t (10
5
18%¢c

de modo que:
Y1 2c=2605c > Go-dr_ M (1
18° 16°c 1
3 3 T

onde:
1, —=ffe (12)
5 =
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€ 0 momento de inércia a torg¢do.
A expressdo (8) pode ser escrita, em vista do resultado anterior, da seguinte ma-

neira:
M
Ty =Ty =—58 (13)
IT
Considerando, como se mostra na fig., o segmento de dimensgo ds, pode-se escre-
ver:
dF,
dFy, =31, 16ds = f =d—s°=}106 (14)
de modo que o momento de torgdo por unidade de comprimento € dado por:
My, =dF, 26 =17,8%ds = my = ‘ﬂf“ 11,52 (15)
s
Considerando na expressio anterior o valor de t, dado pela expressdo (13) ob-
tém-se:
1M
Mpy = E_T (16)
c
Na secéo retangular, para a qual ¢ = h, tem-se, de acordo com a fig.,
IT =%83C=%83h (17) E
de modo que: \i
vy =t 53 Mr (18)
I; 6" h
R YA LT
f 4 (&
M, =F, ¢, =F, 26 =1M, (18"™) /]
isto €, a distribuigdo de tensGes tangenciais segundo a direcdo do lado "if ] E
h € responsavel pela absor¢do de metade do momento de torgdo M. &[;-?:
A outra metade € absorvida, como se mostra na fig., pela dis- [
tribuigdo de tensSes tangenciais segundo a direco do lado § ,1sto é: - F B\

My, =4M; =F ¢, =zFh : (19)
Embora se tenha, como visto anteriormente no item se¢do retangular, 1, ~ 31, 0

brago ¢, € muito maior do que o brago c,.



Na secdo aberta, para a qual ¢ =27 R , tem-se de acordo com a fig.,

R
]
43{1
-

I =18’ c=2n8’R (20)
de modo que: ‘
M;. 3 M,
w T8 21
T, CT2mR | @1

Pode-se imaginar, voltando 4 analogia da membrana, que, em decorréncia de uma
ligeira assimetria da membrana deformada ao longo da espessura &, a distribui¢do de
tensGes tangenciais seja, como se mostra na fig., o resultado de duas parcelas, cada uma
das quais responsdvel pela absor¢do de metade do momento de torgdo.

De acordo com a fig., pode-se escrever:

dM;, =1,8dsR = M, = FT:, 8Rds =2nR %8 (23)
5=0
de modo que:
Lh 27?/1[{; 5 25:1:;5 B 4-,-:1\;;2 5 @
Comparando as expressdes (22) e (24), obtém-se:
5=t (25)

ou seja, T, << T,.
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No caso da seg@o que se mostra na fig., composta de diversos elementos de com-
primento c; e espessura J,, pode-se escrever:

C ,
M, f |
Ty = —2-8, (26) SESs e o
I s |
M. A i Mr
6,=—" = M;=G§ I, 27) ;
GI, I =
onde M,; € a parcelade M correspondente ao elemento i. \T 5
2
Lembrando que todos os elementos tém a mesma & l|
rotagfo, isto &, 0, =0, pode-se escrever: _ F-+——F
Cs ,
M; =ZMy =2G6, I L
=GOZI; =GOI, (28)
de modo que:
M
0-0 =M (29)
GI,
onde:
I; =31; =318} c, (30)
Considerando as expressdes (27) e (29), pode-se escrever:
&=G6i=G9=& (€29
ITi IT
de modo que, retornando & expressdo (26), obtém-se:
M
T =—9; (32)
I

Se a se¢do transversal apresenta, como se mostra na fig., cantos vivos, a tensdo
tangencial nos pontos do contomo interno, que sdo os mais solicitados, ¢ dada por:

1:;) =T, [l+%r§:, (33)

onde 1, € a tensAo tangencial dada pela expressdo (32).

Quando, por exemplo, 1, =§, 1, =1.251,.
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EXEMPLO.

Comparar o comportamento de duas barras, com se¢des indicadas na fig., subme-
tidas a torgdo uniforme de intesidade M.

e e 1 f——— o ———==9
| | 1 |
Py ll | o S |1 :
|
| ;"\MT I : F\MT i
| | _|_1 :
t f '
| I I
| | i 1
e <] Mo 2 ey ooy A
4 & 4 [ag
A
4 . 53

As tensOes tangenciais, cuja distribui¢do ao longo da espessura para cada caso é
indicada na fig., sdo caracterizadas na barra de segio delgada fechada por:

M, M, M,

T, = S = = 3 A
' 28"8 2(4c?)8 85c? (&)
¢ na barra de se¢fo delgada aberta por:
. M, & M, S _3M; B
*olxsic, 1[38°(2c)+28%] 88°c )
de modo que, comparando as expressdes (A) e (B), resulta:
c
=357 ©)
A rotagfo por unidade de comprimento é dada na barra de sec¢do delgada fechada
por:
M M M
e] . T.z = Tz 2 w . 3 (D)
& 48 G4(4c )" G(88c?)
[ ds 2c
LT 4D
B )

e na barra de se¢@o delgada aberta por:
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M, . M; 3 M,
R —— =2 (E)
G328 ¢;) Gi[38°(2c)+28°c] 88°c

de modo que, comparando as expressoes (D) e (E), resulta:

2

C2
0, =38—291 ¥

‘Considerando-se, por exemplo, % =10, obtém-se:

T, =307, (G)
0, =3006, (G™)

0 que sugere a conveniéncia de se transformar a segfio aberta em fechada mediante 0 em-
prego de solda, da maneira que se mostra na fig.

/

L

Considerando o equilibrio na diregio longitudinal do elemento de dimensdo dx,
obtém-se a tensdo tangencial t, na segdo da solda caracterizada pelo dngulo o, isto é:

7,8,dx=1,8dx = ts=8i'c, (H)

s

O valor méximo de t, ocorre quando 8, ¢ minimo, ou seja, quando a =45°, de
modo que:

) ) o
smax o Tl = Tl . '\/E—Tl (I)
65 min (gss) 8

s

Impondo que o valor acima nfo ultrapasse a tensio admissivel T, da solda, ob-
tém-se o valor §_.
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APENDICE 1.
INTEGRACAO POR PARTES.

Se a fungéo f(y,z) é continua com derivadas de primeira ordem continuas em uma
regido S, entdo:

j% dS={f n,ds an
Z—i ds = df n,ds 1"

\z :
Qﬂ\\%%

De fato,
2 as= ]’(’f% aypiz= [ [£(3,2)£3,,2)1d2

L )
2 dz “ dz
= Jf(yz,z)gdﬁ zz{f(y,,z)(—a) ds )

Os cossenos diretores do versor normal n no ponto 1, de coordenadas (y,,2), sdo
dados por:

dz dy
COosa = -—— cosp=n. = —— 3r
BT s p=n, ds (3)
enquanto no ponto 2, de coordenadas (y,,z), sdo dados por:
dz dy
cosa = = — cosp=n. = ——— 3"
T s s 37

28



Quando z percorre o intervalo z, <z <z, todo o contorno é percorrido, de modo
que:

j% ds = Jf n,ds
e analogamente:
jgz-f- dS={f n,ds

Se f =gh, entdo:
g

ch
—hdS=qdghn ds- [g—dS 4'
og ch "
_[a-hdSm;ghnzds—J‘ggdS (4"
De fato, basta considerar nas expressdes (1) f =g h, de maneira que:

of d(gh) og oh

— d8= |—/—= dS= |[==h+g—]dS 5

oy 8= F5~ 5=y +s, w
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APENDICE 2.
DETERMINACAO EXPERIMENTAL DO VALOR DE k.

Na pratica, utiliza-se um dispositivo munido de dois orificios, um com o contorno
da se¢o transversal e o outro circular de raio R, sobre os quais se distende uma pelicula
de sabdo. Aplicada a presséo transversal, as duas peliculas se deformam, de modo que é
possivel obter as curvas de nivel das fun¢des:

w(v,2) ¢ (v,2=kw(y,2) (1)
bem como as curvas de nivel das fungdes:
W, (Y,2) 00 (¥.2) =k W (y,2) 2

Considerando a seg@o transversal e a se¢dio circular submetidas a0 mesmo mo-
mento de torgdo M, pode-se escrever, em vista das expressdes (17) e (20) do item
"analogia da membrana":

k =251Gg =25t Mr 3"
p p I;
kO :Zﬁ_Geo =25_TM_T_. (3n) -
p I
de modo que:
ITO
k=—"k, 4)

K, =30 5)

onde w, e ¢, so os valores de Wo(r)ed,(r) em r=0.

De acordo com a expressdo (18) do item "analogia da membrana", tem-se:

d¢, dé M
@ e T ©
TO
ou seja:
M; 1r?
= —+C
b, I, 2 (7)

onde, uma vez que ¢, =k w, =0 quando r=R,,
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M
C=—l T y? (8)

2 Iy
de modo que:
1 M;(R?-1?)
iy ol O 4 (€))
LI T
Sendo:
N _IMR® 1 MR® M, (10)
2 I, 2(dnR*) R’
resulta:
; r’
b =, 1"? _ (1)
Retornando & expressgo (5) com o valor de ¢, dado pela expressio (10), obtém-
se:
M; 1
ky=—L%—
* 7R w, (12)

Considerando-se a expressio (13) do item "analogia da membrana" sucessiva-
mente para a se¢do transversal e para a se¢do circular, tem-se: :

S
I =421V, 13
T (13)
I, =431y (13"
=4-—=V, 27)°
TO p 0

onde, em vista da expressdo (11),

N o - 2n .. 1 _nR*¢, wRZ .
Vwo-J'wodS—J-—k—andr—YJ.%(l—F)rdr— =W (9

enquanto
v, = [wds (14"

€ determinado experimentamente.

Considerando na expressdo (4) as expressdes (12), (13) e (14), obtém-se o valor
de k.
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TENSOES NORMAIS E DESLOCAMENTOS NA FLEXAO NORMAL.

TENSOES NORMAIS.

Considere-se em uma viga, como a que se¢ mostra na fig.,, submetida ao
carregamento transversal q(x) e ao carregamento longitudinal P, um segmento de dimensdo
dx na configuracdo indeformada (anterior a introdugfo do carregamento externo) e na
configuragdo deformada (posterior 4 introduggo do carregamento externo).

Segundo a hipdtese de Navier, as se¢des transversais mantém-se planas e
perpendiculares ao eixo deformado.

A hipétese de Navier, rigorosamente valida na flexdo pura (auséncia de forga
cortante), fornece bons resultados mesmo quando a presenga de forca cortante provoca
distor¢do da se¢do transversal. A hipétese continua vélida no caso de grandes
deslocamentos e rotagdes que conduzem ao escoamento do material.

O ponto M do eixo, correspondente a se¢do caracterizada pela coordenada x, tem
deslocamento longitudinal u e deslocamento transversal W, enquanto o ponto N,
correspondente a se¢do caracterizada pela coordenada x+dx, tem deslocamento longitudinal

u+du e deslocamento transversal w+dw.

ftz)
_ | NPz v LAl
/7?/7/' A’ y W@Z -
-] . ) ®
Zl
& z
MN + (U+ak)
| HMN o1y
X MN=ax
ML N drau
# P L
z
S # 7
4 w
z \\\\\
A% w N
< (P iArs
4
(=% A/




A deformaggo da fibra MN de dimensgo dx ¢ dada por:
M'N'-MN
o e )
MN
de modo que:

M'N'= (1+€,)MN = (1+¢,)AB

o))
A deformagéo da fibra genérica AB, caracterizada pela coordenada z, & dada por:
A'B'-AB
= — €))
AB
onde, de acordo com a fig.,
A'B'=M'N+dpz=MN+ XN, _ 11 %) mNe
r
=(1+Z)1+€,) AB 4)
r
de modo que:
z
e=g,+(l+¢g,)— 5)
r

Considerando que as deformagdes correntes sio da ordem de 10~ (0.2%,

por
exemplo), pode-se desprezar ¢, em comparagio com a unidade, de modo que:

s=so+§=C+Bz (6)

A deformagiio € corresponde a tensdo normal ¢ dada, segundo a lei de Hooke por

o=Ee=E(g, + E) =C+B'z 7

isto €, um elemento de dimensdo AB =dx e segfo transversal dS, solicitado pela forca

dN =0dS, passa a ter, em consequéncia do alongamento £=9%, a dimensio
A'B'=(1+¢€)AB.

A distribuicdo de tensSes nommais o, correspondem os seguintes esforgos
solicitantes:

N = jcdS: _[(C’+B’z) dS=C'S+B'M,,
S

(89
M, = [ozdS = [(C+B'z)z dS=CM_ +B'I, (8"
S
M, =-[oydS = - [(C+B'2)y dS = -CM,,-B'L, (8™
S



Se o0s eix0s y e z sdo eixos centrais de inércia (eixos principais que passam pelo
centro de gravidade), resulta M,, = M, = I,, =0, de modo que:

C'= 3 °© B'= I—y’ )
e , como ndo poderia deixar de ser,
M, =0 (10)
Na flexdo normal composta (N #0 e M, #0), de acordo com as expressdes (7) e

(9), tem-se:

0'=§+I—yz (11)

y

As tensGes normais nos pontos mais solicitados sio dadas por:

M M
o' =0'(+z')=ﬂ+ 2 z'=E+—,y (127
s 1, S W,
o =o(z)=n_ Ty NV (127)
s 1, s w,

+ As grandezas W, e W, séio denominadas mddulos de resisténcia & flexdo.
Na flexdo normal simples (N=0 e M, #0), tem-se:

M

Y

O =

z (13)

Yy




A distribuigdo de tensbes normais ¢ em um a regido genérica S’ (considerada, por
comodidade, retangular na fig.) corresponde a forga normal N°, que pode ser obtida da

seguinte maneira:

_ . M
dN'=6dS = N'= jodS:[(—’uE)ds
E gL 7S

N "

M, N M S
= zdS+— |dS=M, —X + N=— :
I ss.I b S S

I

Yy §

»

y

L] . . -
bem como 0s momentos M, e M., que podem ser obtidos da seguinte maneira:

- \ M
dM; = czdS = M, = _[czdS= I(—yz+E)zdS
L] . I S
S S y
M N . I M
— y 2 el — Yy sy "
=~ [z7ds+ SsjzdS—MyI +N— (14"

y § y

Ed » M
dM, =—ocydS = M, :——J.Gde=—.|'(—yz+ﬁ)de
s° s* Iy S

* »

M )|
y Iyzds_ﬂjyd8=_My yz _NMsz (141!!)
I, ¢ S ¢ I S

y

onde as grandezas marcadas com asterisco referem-se a regido S’.

Os resultados anteriores permitem considerar a distribui¢do de tensdes normais o
estaticamente equivalente 4 forca N aplicada no ponto C” de coordenadas (v',z"), tais
que:

. . M; S.[G(Z)st
Nz= M = z'=_—21X= 15'
’ N [o(z)ds (15)
g
N ‘ o jc(z)yds
Ny =-M, = y =-—2=2 (15"
N fo(z)ds
:

isto é, o ponto C" de aplicagio da forca N” corresponde a proje¢do no plano da segdo
transversal do centro de gravidade do "sélido das tensdes" relativo a regifio S’, cujo
volume, segundo a expressdo (14'), & igual & forca N”.



EXEMPLOI.

Determinar as tensdes normais Opmax © Oy, N viga da fig.

[
4P P

R

Yok VA4

N
A
Z'e A |70 1

A
>

Na segdo S,, solicitada pelo momento fletor M, =+ % Pa , a distribuicio de
tensGes normais € dada por:
M , 36 Pa
c=—2z=(+%Pa)—z=54—-2.4 A
I (+3%Pe) bh? bh? A)

Y

de modo que:



Pa

c'=0(+z') =o(+%h)= 36 bh? (A”)
6 =o(-z)=oc(-}%h) = _18{% (a™)

Na segédo S,, solicitada pelo momento fletor M, =—Pa , a distribuigio de tensdes
normais € dada por:

M 36 Pa
c=—rz=(-Pa)——z=-36——z B
I, (=Fa) bh’ bh’ ®)
de modo que:
.. Pa
c'=0(z') =o(+%h) =-24 ™ (B’)
. . ) . Pa
¢ =0(-z)=o(-}h)=12— (B”)
bh
Considerando os valores fornecidos pelas expressoes (A) e (B), conclui-se que:
Pa Pa
Cpax = 36@ e O, =—24 ohE © .

A necessidade de analisar duas segdes decorre do fato de os valores de z’ e z” serem
diferentes. Quando os valores de z’ e z” forem iguais, por exemplo no caso de se¢oes

simétricas em relagdo ao eixo y, basta analisar a se¢do transversal solicitada pelo maior
momento fletor em valor absoluto.



EXEMPLO 2.

Determinar as tenses normais o, e o, no pilar da fig., considerando P =12F e

1=20h.
w
P
Y F
T
e )
[ /(l Sy
&
- L kx| Yok
P |
/J;\F([_x) %\“ P ™
. = Flt-)
7 7 >

L T P TS 7 A N :
%5 VA

Em uma seg¢@io genérica, caracterizada pela coordenada x, de dimens&es bxh_ ,

onde:

hx=h+&(l—x)=3h—&x = dhxz_& (A)
| 1 dx 1

os esforgos solicitantes sdo dados por:
N=-P=-12F M, =+F(-x) (B)

A esses esforgos solicitantes corresponde a distribuicdo de tensdes normais, dada

por:
M, N
=] + —
c I z S ©
onde:
Iy = %bhi S=bh, . D)

Substituindo na expressdo (C) os valores de N e M y» dados pelas expressdes (B), e

os valores de S e I, dados pelas expressdes (D), obtém-se:



12F(1-x) P ,
o= Z—— E
bh? - bh, ®)
Nos pontos caracterizados pela coordenada z = +1h,, tem-se a méxima tensdo de

tragdo, dada por:
6F(l - X) P F -2, P -1
= - = 6=h*(1-x)——h '

Nos pontos caracterizados pela coordenada z = —+h, , tem-se a méaxima tensdo de

compressdo, dada por:
6F(1-x) P F__, v P4
Cr =— — =—-6—h 1-x ——h E"
Por serem fungdes de x, determina-se, por derivagdo das expressdes (E') e (E"), as
segdes correspondentes aos valores méximos, isto é,

dO'—r F -3 dh ; -2 P L2 dh
= 6=|(~2h x(1-x)-h? |-—(-h2)Ex = ¢
T b[( ,x.)dx(l X)~h; b(hx)dx =
XTMAX=%1 = hx=%h (F')
dGC F -3 dh —27 p -2 dh
=—6—|(2b)—=(1-x)-h2? |-=(-h X ~
™ b[( x)dx( x) ] b( x)dX 0 = |
F")

Xomax =31 = h, =3h
Substituindo nas expressdes (E') e (E") os valores de x e h dados pelas expressGes

(F") e (F"), obtém-se:

48F 4P
Camax =01 (D) = S Bh SBh (GH
| 18F 9P .



DESLOCAMENTOS.

De acordo com as expressdes (6), (7) e (11) do item anterior, tem-se:

M
s=so+5=2=£+ Yz 1)
r E ES EHI,
de modo que:
N 1 M,
g =— —=—L 2
° ES r EI @

As grandezas ES e EI, denominam-se rigidez longitudinal e rigidez a flexdo.
Dados os esforgos solicitantes N e M, , quanto maiores as grandezas ES e El , tanto
menores as deformagdes €, e } , isto €, mais rigida a barra.

Para obter o deslocamento longitudinal u, considere-se, de acordo com a fig. do
item anterior, que:

MN+(u+du)=u+M'N'cosp = MN+du=MN(+¢g,)cosq
Considerando a aproximagéo cos@ ~1— %4 ¢?, tem-se:
g MN +du =MN(1+¢g,)(1-%4¢*) =MN(l+¢g, - 50> - 4 ¢’s,)

Desprezando o termo de ordem superior €,¢?, e lembrando que MN=dx, obtém-se:

du
x % AN 3)
x
ou seja,
2
u=u0+_[sodx—%].(p dx Q)]

onde €, € dado pela expressdo (2) e @ sera determinado a seguir.
Na flexdo normal simples,
u=u, -4 [p’dx 5)

Se se despreza o dngulo de rotagdio ¢ (o que corresponde a considerar cosg ~1),
resulta: \

u=u, 6)
de modo que, se a extremidade inicial for fixa, cada ponto -M. .do eixo desloca-se
exclusivamente segundo a diregfio normal ao eixo.

Para obter o deslocamento transversal w, deve-se lembrar que a curvatura ¥ de
uma fungéo w(x) é dada por:



1 Wll w"

1 o : ™
T (d+w?)  (+tge)’

Para ¢ muito pequeno, pode-se desprezar tg®p em comparagio com a unidade, de

modo que:

2 d '
d’w d ( dw) w_d . do ®
dx X

Como se mostra na fig., a curvatura, segundo a expressio (2), tem o sinal de M,
(M, >0, quando hé tragdio nas fibras caracterizadas por z>0), enquanto, segundo a
expressdo (8), tem o sinal de w” (w">0, quando @, considerado positivo no sentido

horario, cresce com Xx).

A
(=

T~ ~0=
]
RIREF
v
Q

I‘?(O =
2?50 >
e

/ﬁ"x
w /
v 2]
/\{/,/ J
Zlw M>0=1_M, >0
4 7 E?-
14
a9<0 = | - dP <o
an r az

A fim de eliminar essa discrepincia de sinais, decorrente exclusivamente da
convengdo adotada para o momento fletor, deve-se escrever:

dzwh_g_ d_wj*icg_*My ©)
dx? dxldx/ dx EI,

ou seja,



EXEMPLO 1.

(10)

(11

Determinar a fungdo w(x) - denominada linka eldstica — bem como a fungdo u(x)

da.viga de rigidez EI da fig.

N
Bhla m*

A\ (B z

w\ ] -P i I
W ff"“"*“*"m

"a . By
z ¢ ; ¢

«--O momento fletor em uma segéo genérica, caracterizada pela coordenada x, é dado

por:

-

M(x) = £x
a

(A)

Considerando a expressdo anterior na equagfo diferencial da linha elastica, resulta:

Elw’ (x) = -M(x) = —MTX

»

EIW'(x)=—M x*+C
2a

Elw (x)=—M x*+Cx+D
6a

Considerando as condigdes de contorno:

w, =w(0)=0 wg =w(a)=0

(B)

©)

D)

E)

que correspondem ao fato de o deslocamento transversal ser nulo nos apoios A e B, obtém-

se:
C=iM'a D=0

Retornando com esses valores as expressdes (C) e (D), obtém-se:

(F)

10



1M'x® 1Max
)= —— +_ 9
R @)
I1M'x? 1Ma
=—— +-_. 9y
w () aEl 6 EI @7

O deslocamento transversal méximo f - denominado flecha - & obtido a partir das
expressoes (G) da seguinte maneira:

\3 M'a?
wx)=0 = x—£a = Wy =f=w(Za)=2" H
X)) = MAX (5a) 7 g &
Asrotagdes @, e @gsHo dadas, de acordo com a expressio (G"), por:
M'a
~ =w, =w (0)= I
804 =Wy =W () == ®
Pp 18Py = —1g(N~Qp) =—Wy —W (a) = 3EI @
O deslocamento longitudinal ¢ dado, de acordo com a expresséo (3), por:
: . 1 1Mx* 1Mal
u(x)=1w x)’==|- +— ~
@ =7w &) Z[ZaEI 6EIJ ®)
de modo que:
1 M”x° 1 M™% 1 M7a’x
u (x)= +C L)

T40a’(El 36 (B! | 72 (ED)

onde C '=0, visto que u, =u(0)=0.
No ponto B, tem-se:
1 M™a® 27 f,
u =—(= M
® 790 (EI)? 10() (M)
Considerando que na prética £ ¢ da ordem de 55> conclui-se que o deslocamento
longitudinal pode ser desprezado.

11



EXEMPLO 2.

Determinar a linha eléstica da viga de rigidez constante EI da fig. ¢ comparar os

resultados com os do exemplo anterior, quando M" = Pa

P
M.=pa
Ue X 8
A \g e ,L\ z

== - " B
- T |
‘zﬁ’ P Q R
l L .
Z
O momento fletor em uma se¢io genérica, caracterizada pela coordenada X, € dado
por:

. M()=+Z,x =Px (A)

Considerando a expressio anterior na equagdo diferencial da linha eléstica, resulta:

EIw" (x) = -M(x) = -Px (B)
EIw' (x) = —1Px? +C ©)
D)

Elw (x)=-1Px’+Cx+D
Considerando as condi¢8es de contorno:
Wa=w(0)=0 @ ~tgpy =wy; =w'(a)=0 )

que correspondem ao fato de o deslocamento transversal ser nulo no apoio A e de a rotagio
ser nula no apoio deslizante B, obtém-se:

C=iPa D=0 ®
Retornando com esses valores as expressdes (C) e (D),obtém-se:
1Px® 1Pa’
W (X)=——— +— G’
*x) 6 EI 2 EI )
w (o=-LP 1Pa (@)
2 EI 2 EI
No ponto B, tem-se:
(H)

1 Pa
Wg = W(a) =§H

No ponto A, tem-se:

12



. . 1 Pa?
~t = =w (0)=—— I
Pa R 180, =W, (0) > T @

De acordo com a fig., o deslocamento W(x) e a rotagio P(x) = W (x) sdo dados

por:
_ Wi 1Px® 1Pa’x
X)=WEX)-—X=—-——"t = T
W B 6 EI 6 EI @)
w 1 Px* 1 Pa? .
£ )

W' = ' —_—_— = - + —
6 SWHEIS 2 EI 6 El

0 que permite concluir, considerando no exemplo anterior M" = Pa , que barras com
mesma distribui¢do de momentos fletores apresentam a mesma configuragio deformada. De
fato, sendo idénticos os diagramas de momentos fletores, idénticas serfio as curvaturas que
determinam a deformagdo dos infinitos segmentos de dimenséo dx de que sdo compostas as

barras.

EXEMPLO 3.

Determinar a linha elastica da viga de rigidez constante EI da fig. e comparar os
resultados com os do primeiro exemplo.

M*

N 2, £«

7

T~ — —_— =

Considerando o equilibrio da viga podem-se escrever as seguintes equagdes:

2F, =0 = X, =0 AhH
ZFZ=0 = ZA_ZB.:O (A")
EM), =0 = Zza-M,-M =0 (A"
de modo que:
M +M M +M
Zy=T L= ®)
a

onde M, &, por enquanto, desconhecido.
O momento fletor em uma se¢fo genérica caracterizada pela coordenada x é dado
por:

13



Mx)=Z,x-M, ==L My M, ©)
a

Considerando a expressdo anterior na equagdo diferencial da linha elastica, resulta:

. M +M
Elw (x) = -M(x) =—(Z,x—-M, ) =————2x+M, D)
a
o 2
Elw' (x) =—M—ﬂ"7+MAx+c (E)
a
4 3 2
Elw () =2 Ma X M X i cx+D F)
- a 6 2
onde os valores M, ,C, e C, sdo obtidos com as seguintes condigSes de contorno:
w,=w(0)=0 w, =w (0)=0 Wy =w(a) =0 ()]
de modo que
M, =iM’ C=0 D=0 H)

Retornando com esses valores as expressdes (E) e (F),obtém-se:

T ——— — . I’
YO E G T @)
: 3IM' x? 1M'x '
wvwiXx)=-——94 — 9y
(x) 4 El a 2 EI o
A rotagdo no aopio B € dada por:
: : 1 M'a
~t = —t —_ = — = - )= ————
Pg {00 g(n—¢p) Wpg w (a) 4 El @)

Comparando a rotagéio no apoio B da estrutura isostitica do primeiro exemplo com
a rotag@o no mesmo apoio da estrutura hiperestatica deste exemplo, constata-se um fato que
tem validade geral: as estruturas hiperestaticas sdo mais rigidas do que as correspondentes
estruturas isostaticas, isto €, para um mesmo carregamento, quanto maior o grau de
hiperestaticidade da estrutura tanto menores os deslocamentos e rotagdes.
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EXEMPLO 4.
Determinar a linha elastica da viga de rigidez constante EI da fig.

Vo P 2a
A Y Ye % 8

N

Zz

No trecho 1, isto é, para 0 < x < a, tem-se:

M, (x) = +2Px (A1)
Elw, (x) = -M, (x) = —2Px (BD)
Elw,(x) =~1Px* + C, (C1)
Elw, (x) = —1Px’ + C,x + D, (D1)
No trecho 2, isto €, para a < x < 3a, tem-se:
M,(x) =+2Px-P(x-a) (A2)
Elw, (x) = -M, (x) = —2Px + P(x —a) (B2)
Elw,(x) = —1Px? +1P(x—a)* + C, (C2)
Elw, (x) = —1Px* +1P(x —a)’ + C,x + D, (D2)
Considerando as condi¢des de contorno:
w,(0)=0 w,(3a) =0 (E"
wi(a)=w,(a)  w,(a)=w,(a) (E")

que correspondem ao fato de o deslocamento transversal ser nulo nos apoios e de haver
continuidade da linha eléstica (em termos de deslocamentos e de rotagSes) na interface dos

trechos 1 e 2, obtém-se:

C,=C, =£Pa’ D, =D, =0 €3]
Retornando com esses valores as expressées (C) e (D),obtém-se:
1 Px’ 5Pa’x
W, (X)=—— S Gl
0 ="5 9 EI (el

15



9 EI

, 1 Px* 5Pa’
W () = o
3 EI 9 EI
1Px* 1P(x-a)’® 5Pa’x
=——= +— +=
V=S m s m
2 a2 2
W-z(x)=_lPx +_1_P(X a) +§Pa
3 ElI 2 EI
No ponto C, tem-se:
4 Pa’
We =w,(a)=w,(a) =§T'__".I_
Nos pontos A e B, tem-se:
. : 5 Pa?
] — 0 = ——
Qp =W, =w,(0) 9 Bl
- ; 4 Pa’
=W, = — 3 = e——
?s B w,(3a) 9 EI

9 EI

(G2")

(G2)

(G2")

(H)

@

a

16



EQUACAO GERAL DA LINHA ELASTICA.

Em uma viga de segdo constante, como a que se mostra na fig., a Integracdo da
equagdo diferencial da linha eldstica, nos trechos definidos pela correspondente funcdo
M(x), é simplificada pela adogdo de dois artificios que reduzem o miimero total de
constantes a determinar de 2n para 2.

M* F ?

g_
=
)
-——————-—_‘.\q_.{ﬁ.

Em cada um dos trechos, o momento fletor é dado por:

trechol:0<x<a M;(x)=0 (1.1)
trecho2:a<x<b M,(x)=-M" (1.2)
trecho3:b<x<c M,(x)=-M" —P(x-b) (1.3)
trecho4:c<x<d M4(x)=—M‘—P(x—b)—%q(x—c)2 (1.4)

trecho 5:d<x <1 M,(x)=-M"-P(x-b)—q(d-c)[x—1(d+c)]

=-M" -P(x-b)-1q(x —c)* +1q(x—d)? (1.5)

A expressdo (1.5) corresponde ao primeiro artificio, que consiste em considerar,

como se mostra na fig., o prolongamento da carga q, o qual ¢ anulado por uma carga de
~mesma intensidade e de sentido contrario.

' M¥ P =
i Y ? Y Y Y Y Y
7N |
2 $l

o
N}
! (.
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Em cada um dos trechos, a equagdo diferencial da linha elastica é dada por:

Elw, (x) = -M,(x) = 0 2.1)
Elw, (x) = -M,(x) =M’ (2.2)
Elw,(x) =-M,(x) = M" +P(x—b) (2.3)
Elw, (x) = =M, (x) =M’ + P(x ~b) +1q(x —c)? (2.4)
EIw,(x) = -M,(x) =M" +P(x - b) +Lq(x - ¢)? - Lq(x — d)? (2.5)
Integrando as expressdes anteriores, obtém-se:

Elw, (x) = C, (3.1)
Elw,(x)=C, +M'x-M'a+M"a=C, + M'(x —a) (3.2)
Elw,(x) = C; + M"(x —a) + LP(x — b)? (3.3)
EIw, (x) = C, + M (x —a) + 1P(x - b)? + 1q(x ~ c)’ (.4)
EIw,(x) = C; + M’ (x —a) + 1 P(x —b)? + L q(x —¢)’ —Lq(x-a)’ (3.5)

A expresséo (3.2) corresponde ao segundo artificio, que consiste em somar e sub-
trair o termo M'a, de que resulta o termo M’ (x—a), que passa a ser integrado, assim
como os termos P(x—b), q(c—x),... sem abrir os parenteses. Tal procedimento é legi-
timo, visto que altera apenas a constante de integragéo.

Integrando as expressdes anteriores, obtém-se:

Elw, (x) =C,x+D, 4.1)
Elw,(x)=C,x+D, + 1M (x —a)’ “4.2)
Elw,(x)=C;x+D, + %M'(x —a)? +1P(x-b)’ 4.3)
Elw,(x)=C,x+D, +tM'(x-a)’ +1P(x ~b)’ + Lq(x —¢)* 4.4)

Elw;(x) =C;x +D; +1 M’ (x —a)® + 1 P(x — b)° +2q(x—c)* —Lqx-d)* (4.5)

Considerando a continuidade da linha elastica (em termos de deslocamentos trans-
versais € de rotagdes) na interface dos trechos, obtém-se:

wi(@)=wy@ wy(b)=w,(b).. = C,=C,= ~=Cs=C (5)
wi(@)=w,(a) w,(b)=w,;(b).. = D =D,=..= D;=D (5")
Os resultados anteriores podem ser resumidos da seguinte maneira:

M(x) = 0] ,~ M’ |, + P(x - b)] ;-1 q(x )| ;+ Lq(x - d)?], )

18



EIw (x) = Cx + D]+ 1M" (x - a)? | ,+ IP(x )| 1+ Hrq(x - 0)* |, - L ax —d)* ],

EIw () = C] + M (x - a)],+ 1P(x - b)?| j+ La(x =)’ | - Lqx-d)*], (6™

onde o i-ésimo colchete indica que devem ser omitidos os termos a direita, quando se
considera um ponto do i-€simo trecho.

Na viga que se estd considerando, as constantes C e D sfo determinadas com as
condigées de contorno:

w(32)=0 w(3a)=0 (7)
EXEMPLO.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagdo no ponto C da viga de rigidez
constante EI da fig.

M*. 12002
; TTTATTIT
e AI}} }ill‘
I"flk&llll| 4
S T N e T A O O
73 2 a | a - 1%
T 1] I

Somando e subtraindo a carga uniforme q no trecho AB, tem-se:

M(x) = —Lgx?|+Lax-a)’+ Z,(x-a) |,-M' |, (A)
EIw’ (x) = 1ax?]~tax-a)’ - Z,(x-a) [,+M" |, (B)
Elw' (x) = C+1gx’],- La(x—a)’ —1Z,(x—a)?],+ 1 M (x - 2a) ], ©

Elw (x)=Cx+D+4ax |- fax-a)* —1Z,(x~a)*],+ 1M (x~2a)’ ], D)

onde:
Z,=3%qa 4]
Considerando as condigGes de contorno:
w(a)=C@Ba)+D+-4q(a)’ =0 ®

w (3a) = C(32) + D+ £q(3a)’ —£q(2a)’ - 1 (2qa)(2a)’ + L(Lqa)a® =0 (G)
obtém-se as constantes:

C=-1ga’ D=3ga* H)

19



de modo que:

Elw (x)=-1ga’x+3qa’ +ﬁqx"]1—-2‘7q(x -a)' =17, (x —a)3]2+ 1M’ (x -2a)? ]3

Elw (x) = —Lga’+ %qx’]l-lﬁq(x -a)’ -1Z, (x-a)? ]2+ 1M (x-2a) ]3
No ponto C, tem-se:

5 qa* : 11 ga’

w. =w(0
¢ =w(O) 12 EI 24 EI

20



ANALOGIA DE MOHR.

Considere-se uma viga, como a que se mostra na fig., submetida ao carregamento
q(x) que provoca flexdo normal simples.

MM

vy | ®

| o> A0
1

X

N\

X

O equilibrio de um segmento de dimensio dx, limitado & esquerda pela segfo
transversal caracterizada pela coordenada x, a qual € solicitada pelos esforgos solicitantes Q
e M, e a direita pela secdo transversal caracterizada pela coordenada x+dx, a qual é
solicitada pelos esforgos solicitantes Q+dQ e M+dM, ¢ expresso pelas seguintes equagdes:

SF,=0 = (Q+dQ)-Q+qdx=0 (1"
IM, =0 = (M+dM)-M-Qdx+qdx%dx=0 (1"

Desprezando o termo de segunda ordem }qdx’, obtém-se as seguintes equagdes
diferenciais de equilibrio:

dQ

ax ! @)
dM d*M

ax g = ax: 0 @"

Em um ponto do eixo caracterizado pela coordenada x, o deslocamento transversal
w e a rotagdo ¢ podem ser determinados mediante a integragdo da equagio diferencial da

linha elastica:

d’w M
== (3)

dx? EI
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Considere-se, em seguida, na mesma viga, o carregamento transversal q(x) -
denominado carregamento ficticio — dado em cada ponto, como se mostra na fig., por:
' M(x:
(x) @)
El(x)

q(x) =

onde M(x) é o momento fletor correspondente ao carregamento real q(x).

?(:0= M)
- EI)

\
LA
=]
ST

WI\\_\____/

As equagdes diferenciais de equilibrio para este carregamento s3o dadas por:

dQ _

_— = , 51
x 1 5"
dM — d’M

— = —_7 5n
dx Q dx? d "

Substituindo na segunda das expressées (5") o valor de g dado pela expressdo (4),
obtém-se:

d’°™M M
—— 6
dx? EI ©)
Considerando, em seguida, a expressdo (3), pode-se escrever:
d*M  d*w
2 =3 (7
dx dx

isto €, a fungdo M(X), que corresponde a0 momento fletor na viga submetida ao carrega-
mento ficticio q(x), e a funciio w(x), que corresponde ao deslocamento transversal nos
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pontos do eixo da viga submetida ao carregamento real ((x), diferem entre si por uma
fungo linear, ou seja:

M=w+Cx+D (8)
Substituindo o valor de M na primeira das expressoes (5"), obtém-se:
6:2—W+C=tg(p+Czq)+C 9
X

isto €, a fungdo Q(x), que corresponde a forga corfante na viga submetida ao carregamento
ficticio q(x), e a funcdo @(x), que corresponde & rotagdo nos pontos do eixo da viga
submetida ao carregamento real q(x), diferem entre si por uma constante.

Se na viga submetida ao carregamento real o deslocamento w € nulo nos pontos A e
B de coordenadas x, e X3, € se as condi¢des de contorno da viga submetida ao carregamento
ficticio sdo tais que M, =0 e M, = 0 nesses pontos, resulta, segundo a expressdo (8):

0=0+Cx, +D {10

0=0+Cx,3+D (10"
ou seja, ‘

C=0 D=0 (11)

Nessas condi¢Ges, o deslocamento transversal w e a rotagdc © nos pontos da viga
submetida ao carregamento real sio iguais, respectivamente, ao momento fletor M e 2
forga cortante Q nas segbes da viga submetida ao carregamento ficticio.

Se na viga submetida ao carregamento real o deslocamenio w ¢ nulo no ponto A de
coordenada x, e a rotagdo ¢ nula no ponto B de cordenada x;, ¢ se as condig¢Ges de apoio da
viga submetida ao carregamento ficticio sfo tais que se tem M, =0 e Q, =0 nesses
pontos, resulta , segundo as expressdes (8) e (9),

0=0+Cx, +D (129

0=0+D (12m
ou seja,

C=0 D=0 (13)

Na viga que se mostra na fig., € necessario analisar os pontos A, B, C e D. No ponto
A, paraque se tenha w, =0 e ¢, =0, ouseja, M, =0 e Q, == 0, ndo se deve introduzir
apoio; no ponto B, para qune se tenha wi = wg #0 ¢ @ # ¢;, (o sinal negativo significa
imediatamente & esquerda; o sinal positivo significa imediatamente a direita), ou seja,
M, =M; =0 e Q; # Qj, deve-se introduzir um apoio simples; no ponto C, para que se
tenha we =0 e ¢ =¢¢ #0, ou seja, Mg =0 e Q; = Q¢ # 0, deve-se introduzir uma

23



articulaggo; no ponto D, para que se tenha w,, # 0 e ¢, # 0, ou seja, M, #0e Q, =0,
deve-se introduzir um engastamento.

W=0 W) tf"0 We=0 UL40
‘8 F (o ‘9#
%ﬁiva % v %40 Do
i A
=0  ze0 M.-0 W40
Gu=0 0 Qb Qe#0 "ﬁ@ £0
A 2 7 0
7777, Z
Convém notar que:

M>0 = q>0,istoé, no sentido de z positivo.
M>0 = w>0,istoé, no sentido de z positivo.

Q>0 = ¢>0,isto &, no sentido horario de x para z.
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EXEMPLO 1.

Determinar o deslocamento vertical no ponto C bem como a rotagio nos apoios A e
B da viga de rigidez EI da fig.

p
A ¢ B
Hyr_a za i
g-zr Znf
\’V
J ;
L e %] #%a |R 4 |

De acordo com a fig., tem-se:

— 12Pa’> 1Pa?
R = —_—— a=— A'
' 23 EI 3 EI (A)
2 2
= lg Pa 23. _ 2 Pa Zﬁl (A")

*"23E 3 El
Considerando o equilibrio da estrutura submetida ao carregamento ficticio, tem-se:

GM), =0 = KA3a=§1§a+E2§a=5E, = R, =§PEaIZ B"

M), =0 = EB3a=§1§a+E2§a=4E = KB=§EE-&; (B")
de modo que:

0n=T=F,= 322 ©

¢ =0y =R, =222 )

we =M, =§Aa—ﬁléa =§Ela =§PELII3 (o)
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EXEMPLO 2.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagdo no ponto B da viga da fig.

P
¥ 2EI £T ]
dhi__ B
e — g
a a ~ ~
: ) =’:,L—¢B
2rG
Pa
A 5%
T T [T PF
2ET | i J/ J
P {( 2a !
&l LTk AR
Rl_ 5i3a

|

De acordo com a fig., tem-se:

de modo que:

— 1 Pa 1 Pa’
R, == a=—
2 2EI 4 EI

"E Pa _ 1 Pa2

2= a=
2EI 2 EI

— 1 Pa 1 Pa?
Ry=——a =—"—
2 EI 2 EI

— = = 5Pa’

-=Q, =R, +R,+R, =222

(pB QB 1 2 3 4 EI
3
WB=MB=E-5—a+E2§a+_R-3ga=E£
3 2 3 2 EI

(A)

(A"

(A"I)

(B)

(Blll)
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EXEMPLO 3.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagéo nos pontos C e M da viga de rigidez
constante EI da fig.

Considerando a viga submetida ao carregamento ficticio e vinculada de acordo com
as observagOes feitas anteriormente, a saber, manuten¢iio do apoio externo A, transfor-
magdo do apoio interno B em articulagio e engastamento da extremidade livre C, tem-se:

— 2gqa’ 2 qa’
R, =22 9522 :
' 32EI 3 EI (A)
2 3
—2 ="]"‘£23 =l£ ( u)
2 2EI 2 EI

2 3
R, -le’ _la’
3 2EI 6 EI

Considerando a articulagdo no ponto B da viga submetida ao carregamento ficticio
tem-se:

(am

2

M,=0 = R,21+R,2a-Ra=0 = R,=1% (g
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de modo que:

% : 6 EI (©)
4
We = M +R 3a-— R 2a+R —a-+ R— ia:l& (C")
’4 8 EI
-Q R R R 1 qa3 m
M=QM=RA_%R1+%R2=—QE_I <M
M R R, R 1 ! a4 nn
WM:MM=RA3_%R1_3+%R2_ 12 qEI (c"™)

O exemplo mostra a conveniéncia de considerar separadamente o carregamento no
vdo e no balango, de maneira que a distribuicio de momentos fletores e o carregamneto
ficticio correspondente sejam representados por figuras geométricas simples (no caso trian-
gulos e pardbolas), com 4rea e posigédo do centro de gravidade sejam conhecidos.

EXEMPLO 4.

Determinar o deslocamento vertical e a rotagdo nos pontos C e M da viga de regidez
constante EI da fig.

: W'~ Vaga?
T A,
1 a il Qa \J Q %
'Z:l‘ : ?Zg

s

26 A D 8
21 [}

| 1/?

| SHa 1 2 mf w2 ] wa |

| 'l 2 | Iﬁj Bl

Considerando a viga submetida ao carregamento ficticio e vinculada de acordo com
as observagdes feitas anteriormente, a saber, engastamento da extremidade livre C, transfor-
mag&o do apoio interno A em articulagdo e manutenggo do apoio externo B, tem-se:

28



—~ 1lga* 1ga’
R. = = Ai
'S32E1° 6 EI (A)

= = lg® 1gqa’
R =R = oe—— = ee—— A"
Y. R (A7)

Considerando a articulagdo no ponto A da viga submetida ao carregamento ficticio,
tem-se:

dom = == 1 = . 5 an
MA=0 = ana—Rzga—R:,'—-a:O = RB:E?I (B)
de modo que:
= = = = 11 qa®
=Q.=R;-R,-R,-R, =——2_
Pc = Q¢ B 1 2 3 24 EI )
=4 -7 5qa* \
We =M =-Ry3a+R, a+Rz§a+R3-§a=Ef{E—I c"
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TENSOES TANGENCIAIS NA FLEXAO NORMAL SIMPLES.

TENSOES TANGENCIAIS EM SECOES CHEIAS.

Considere-se em uma viga, como a que se mostra na fi g., submetida a flexdo normal

simples, um segmento de dimens3o dx.
Na face caracterizada pela coordenada x, a0 momento fletor M, corresponde a

distribui¢do de tensGes normais oy, enquanto, na face caracterizada pela coordenada x+dx,
ao momento fletor M,+dM,, corresponde a distribuicdo de tensdes normais oxtdoy.




Considere-se, em seguida, nesse segmento o elemento indicado na fig., cuja face

superior ¢ caracterizada pela coordenada z.
Na face caracterizada pela coordenada x, a distribuicio de tensdes normais c,

correspondem a forca N ¢ o momento M, dados por:

M M M!
S = |2 =Y - 4 '
N —Sjcx(t)dS—s..l'Iy tdS= 3 Sjt dS=M, 3 (1)
L

l

(1"

It

. M M
My — IG(t)tdS= J‘I—ytzds=l_yft2ds= My
s’ s* Ty s

y y

- B o - , o - <5
onde M, € o momento estitico e I, ¢ o momento de inércia da regifio hachurada

relativamente ao eixo y.
O ponto C" de aplicago da forga N* ¢ caracterizado pela coordenada z° , tal que:

M Sjcx (s .

L = =X (2)

N" fo,(ds M,
J

Nz’ =M; = z =

A expressdo acima corresponde & projecdo no plano da seg#o transversal do centro
de gravidade do "s6lido das tensbes" relativo a regido S°, cujo volume, segundo a

expressdo (1), € igual & forca N°.
Na face caracterizada pela coordenada x +dx, a distribuigdo de tensdes normais

S, +do, correspondem a forga N* +dN" € o momento M, + dM; .

A distribuicdo de tensGes tangenciais Tx = T, (2) na face superior do elemento ¢
determinada a partir do equilibrio de forgas segundo a dire¢do X, ou seja:

' 3 1 dN°
T, bdx=dN = 1t =—
zZX X b dx (3)

Substituindo na expressdo anterior o valor de N* dado pela expresséo (1'), obtém-se:

1d M, 1 dM, M; d M.
e LV ., B e S 2 ¥ - Wi 2 @)
b dx Iy b dx Iy dx Iy

*

sy = .
nao varia com X, de modo que:

Em vigas de se¢do constante o termo
y
1dM, M, Q, M,
T = — — = —=
b odx I b 1

y M
A distribuigdo de tens3es tangenciais 1, = T,,(Z) na se¢do transversal é determina-
da a partir do equilibrio do elemento infinitesimal prismatico que se mostra na fig., de
dimensdes dx,dy,dz, no qual as tensdes O, €71, ja sdo conhecidas, a tensdo o, sera
obtida adiante na expressdo (14), as tensdes ce T serdo obtidas considerando 0 equilibrio

)

de forgas segundo duas diregSes perpendiculares, e a tensio T,. € obtida considerando o
equilibrio de momentos em relagio ao ponto P e segundo a diregio y, ou seja:

18]



Q. M,
T dydz)jdx =1, dxdy4dz = 1, =1, = b’ L (6)

E importante notar que a resultante das tensGes tangenciais Tx, é numericamente

igual a forga cortante Q,.
De fato:

Z M‘ z .
jxxz ds = j&—“bdz=91jms dz 7
Lembrando que, sendo u(z) e v(z) duas fungdes continuas de z com derivadas de
primeira ordem contmuas
Iu—dz=uv|_§:. - J‘ﬂvdz
o dz .dz

tem-se:
y L] » z' B d ;y 1
M, dz=M, z[Z - | Idz zdz (7

Como se mostra na fig., M; =0 quando z=-z" (por ser S* =S e, portanto,

M;y‘ =M,, =0), equando z=2z (porser S’ = 0), de modo que:

M, z|5= L
1T 7B
: //' ;
'{_Lmzm;‘g //////////X S B
7 & ¢

Por outro lado, como se mostra na fig., quando se passa da coordenada z para a

coordenada z+dz, o momento estético passa de M;, para M, +dM_,, onde:

dM;, =-bdzz

de modo que:
zdz— jbz dz= [z’ dS=1, (7"

- J' !

Substltulndo na expressao (7) os resultados anteriores obtém-se:

[r.ds=q, ©)

(V3 )



i = N ~ T v emmEE
A tensdo t,, correspondente 4 deformagdo vy, =€ que produz o efeito, indicado

na fig., de distorcer as seges transversais, o que contraria a hipétese, adotada na obtencdo

da expressdo ¢, =—=z, de as segdes planas se manterem planas.
I
y

Todavia, o erro introduzido pode ser desprezado quando a altura h da viga ¢
pequena relativamente ao vdo /, o que acontece na maioria dos casos praticos. No caso de
viga biapoiada submetida a carregamento uniforme q, a tensdio o  nos pontos mais
solicitados da segdo mais solicitada, obtida a partir da teoria da elasticidade, ¢ dada por:

» - 4 h2 L L]
6 =0,[l+——=]=0,A €))
15 ¢
v, . . . Cez=0= lyz0
onde G, € o valor obtido com a resisténcia dos materiais — Taim:
. = I
e A, o respectivo fator de corregdo. ”_” vl
1 \\
Txzmax |\
k!
— \ \
I v |
N ‘\
AR \
|
P oLLLI

o |
Considerando-se um ponto P no contorno da se¢dio transversal, conclui-se que a

componente T, corresponde a componente T,,» de modo que a resultante T seja, como se
mostra na fig., tangente ao contorno.

De fato, se a tensdo t nfo fosse tangente ao contorno, a componente T,

corresponderia a componente t,, na superficie lateral da viga, uma vez que, como se viu na

deducdo da expressdo (6), as tensdes tangenciais em planos perpendiculares tém o mesmo
valor absoluto, dire¢do perpendicular a intersegfio dos planos e sentido simultaneamente
convergente ou divergente em relagdo a intersegdo dos planos. Ora, como nio hi

carregamento na superficie lateral, resulta 1, =0 e, portanto, 1,, =0, de modo quet="T,.



Em um ponto da segfio transversal a componente T,y € obida mediante a construggo

geométrica indicada na fig.
Voltando ao elemento cuja face superior é caracterizada pela coordenada z, verifica-

se, como se mostra na fig., que, na face caracterizada pela coordenada X, a resultante Q

das tensoes T,, € dada por:

L]

) z' M:y t z : Jy
Qi = fru (s !%Tob(t)dw% prwa=e. 3 o

y.

onde:
T, = ML at (11)
enquanto na face caracterizada pela coordenada x + dx, a resultante das tensdes T,, +dT,,

é dada por Q, +dQ,.

I
1k

v

O reace\

: A \ .

B RN W e 2N

7 AN N | et
a

f
!
|
[
1
|
|z

A distribuigSio das tensGes normais G, =0,(z) na face superior do elemento &
determinada a partir do equilibrio de forgas segundo a dire¢go z,0u seja:
. dQ’
c,bdx=dQ, = o, ~14Q, , (12)
b dx

Substituindo na expressdo anterior o valor de Q. dado pela expressdo (10), obtém-

S€:

1d J,. 1.dQ o da 7,
c,=——I[Q, L]=-[—22,Q S (x 13
* bdx[ ’Iy] b dx I ’dx(Iy)] (13)

L]

Em vigas de se¢fio constante o termo fy— néo varia com x, de modo que:

do_ J: i
o =14dQ, ¢y qly (14)
b dx I bl

O sinal negativo justifica-se pelo fato de o carregamento q provocar tensdes

normais ¢, de compressio.



EXEMPLO 1.

Determinar as tensdes c,,c,,T,, em um ponto P de coordenadas (x,z) da viga da

“z? “xz

fig., submetida & carga transversal q(x). -

@) } B
1]
: 4

p4% ¢ . P

x ?-z ,, o ! ":'
| . S

—— [ &z | ¢
il zl

S

P _iz ?/
s+ 777,

zZ

A tensdo normal oy, no plano da se¢do transversal, é dada por:

MY MY
c"=1—z=12bh3z (A)
y
de modo que:
M)’
meix = _mein = G(J/Zh) =6 bhz (B)

A tensdo tangencial T, =, ¢ dada por:

4 _Qz MS}'
sz_ra_' b Iy (C)
onde:
c_plop LB bh B o b bW,
Msy_b(z 2)[2 2(2 z)] 2(2 Z)b(2+2)~2(4 z”) (D)

de modo que:



Q,bh? , 12 Q 3 g
—; ==z  (—— —_— =z ——6—
I Ay et P e Rl E)

22 ®

A tens&o normal o, no plano horizontal & dada por:

J‘
gy

O, Se—em—== G

= ny ( )
onde:

! h

y B b h? bz' bh’z bh®

J, = IM_(t)dt= |—(——t2)dt = N +

; f S Odt= -ty at=2 -2 )
de modo que:

o, =~1M2) )
onde:

M) =269 -2 D)+ ®

Para z=){h, A, =0;para z=0, A, = ¥ ; para z=-4h, A, =1.

EXEMPLO 2.

Determinar as tensdes Txy € Tx, em um ponto P da secdo transversal da viga da fig.

N\

A z V ¥
I
2 e

Y
+
/

|
N //.-»/@L%
2

®
3
AN e
L8

Nos pontos caracterizados pela coordenada z, a tensfo tangencial T, ¢ dada por:



M.
Qz sy (A)

T =
b I
onde:
Q~P (B)
c 2
b=b(z)=—(>=h-=z B"
() - (3 ) (B")
ch’
I = B™
Y36 - B0
M, =2bCh-dEh-2Ch-9)=1 b h-n ey @)
M., 20 73 3 3 3
de modo que:
= e ybGhaGhe) S Lo dy i dhy (o
A tensdo tangencial 1y, é *~=0, ou seja, quando z= Y%h, de
modo que:
umie =T (1) =3 ®)
No ponto P de coordenadas (y,z) a tensdo tangencial 1, € dada por:
T
2 - Xz E
- ano. = T, —r (E) .

Xy
onde, como se mostra na fig., o = a(y,z).
E importante notar que a resultante das tensdes tangenciais Ty, € igual a forga

cortante Q,.
De fato, em um elemento de 4rea dS = bdz, a resultante das tensdes tangenciais Ty,

¢ dada por:
dF, =1,dS=1,,bdz (F)
de modo que:
§h
= [r,, bdz (G)
h
3
Substituindo na expressao anterior o valor de 1y, dado pela expressdo (C), obtém-se:

E=Q, (H)



TENSOES TANGENCIAIS EM SECOES DELGADAS.

A distribui¢io de tensdes tangenciais em se¢bes delgadas é obtida com a formulagio
apresentada anteriormente, isto ¢, determina-se o equilibrio segundo a diregaio longitudinal
de elementos de dimens3o dx, considerando que as tensdes tangenciais (supostas constantes
ao longo da espessura) devem ser tangentes ao contorno da se¢do e que, em planos
perpendiculares, as tenses tangenciais tem mesmo valor absoluto, dire¢do perpendicular a
intersecdo dos planos e sentido simultaneamente convergente ou divergente em relacio a

intersec¢do dos planos.

SECOES ABERTAS SIMETRICAS.

Na viga que se mostra na fig, os esforgos solicitantes em uma se¢do caracterizada
pela coordenada x s&io dados por:
Q.=P M, =-P(a-x) 1)

. e
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\I\ N¥  NEEQYSCNT
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]
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vE L e e ! g NTHINRN#

[ i BN A N
Z

_‘ %\.“!%’a i'
NN



Como o momento fletor é, em valor absoluto, decrescente com X, a resultante

] e .
N das tensdes normais o, , dada por:

M M:
N' = dS= |—zdS=M i 2
s.".c" J—Iy y I ( )

y

4 . ]
€ decrescente com X, ou seja, dN” < 0.
A distribui¢do de tensdes tangenciais T,y =Ty, Das “mesas”, obtida a partir do

equilibrio segundo a diregfio x do elemento de dimensfo dx caracterizado pela coordenada
s, € dada por:

. 1dN°  Q, M,
T,0dx=dN = 1 _ =1 == =—2_2 4
. Yoo s dx 8 I @)
O momento de inércia é dado por:
3 3
I, =10 42019 = 5(12;’) +2[°182 +c8c2]=§503 +28¢? 5)

onde I¢’¢ o momento de inércia do retdngulo de dimensdes §x2c¢ e I, 0 momento de

inércia do retdngulo de dimensdes cx8 relativamente ao eixo de y.
Como & << ¢, resulta:

8., '
I y ¥ 550 (5"
O momento estético é dado por:
M,, =8sc ©)

Substituindo na expressdo (4) os valores de I , ede M;y dados pelas expressdes (5")

e (6), obtém-se:

Q 3 .3Q
Ty =T, =—=0Cs =——=3
Yoo g 88c® 858¢c? @)
Quando s=0, t,, =0; quando s=%(c—8)z%c,txy=%%.
c

A distribui¢do de tensdes tangenciais t,, =t,_ na "alma", obtida a partir do
equilibrio segundo a dire¢do x do elemento de dimensio dx caracterizado pela coordenada

z, € dada por:

(8

T, 80dx=dN" = 1_=1 =

onde:
» » * 1 ]- 2 2
M, =ML +M? =8(c-2)[c —5(0 ~z)]+dcc= 58(30' -z*) (9)

sendo M’ o momento estético do retangulo de dimensdes 5x(c—z) e M., o momento

estatico do retdngulo de dimensdes §x ¢ relativamente ao eixo.y.
Substituindo na expressio (8) os valores de I, e M;y dados pelas expressées (5') e

(9), obtém-se:

10



=1 =—<z(3_%2_ 10
T = T 16 Sc( cz) €9)

9 Q 6 Q
d —O, = z; d =+(c—1 8 ~ + > Tyy =— z .
Quando z=0, 7, 16150 quando z=*(c—¥%08)~+c, 1 ~16 50

Considerando o equilibrio segundo a diregio x do elemento de dimensio dx
indicado na fig., correspondente & unifo da alma e da mesa (no caso geral, com
.espessuras g, e d, ), tem-se: -

T,8,dx =21,5,dx = 1:2=%-;—5‘—'c, 1n

No caso presente, 1, =1, 1, = T,y € 8, =8, =38, de modo que Ty =W, -

11



SECOES ABERTAS NAO-SIMETRICAS.

Considere-se a estrutura que se mostra na fig. A analise da barra AB, que se supde
um perfil C, pode ser feita considerando os esforgos externos estaticamente equivalentes
aplicados no ponto B, aos quais correspondem os seguintes esforgos solicitantes na se¢do

transversal caracterizada pela coordenada x:
Q,=P M, =-P(a-x) M, =Pb (1)

y

&

N*

Z;‘” NE+N ¥ n*

AN

NTaws
\ N¥L AN %

RKlop
S
an
Z

Ry
¢z

:M

|
94 JUc

*QI‘ @ :IV‘.“+CZA/“<N*

A distribuiggo de tensdes tangenciais Txy = Tyx NOS segmentos horizontais, obtida a
partir do equilibrio segundo a diregdo x do elemento de dimensdo dx caracterizado pela

coordenada s, é dada por:

: M;,
T 8dx=dN" = 1 =1, = Q. My )

12



onde:

3 (2c)? c 8’ 8
I, =10 +21® = +2 +cdc?]x=6¢° '
y T T =Ty A redc]a she 39
M, =38sc (3"
de modo que:
Q 3Q

= ==28¢ =z 4

B T T S e 88 )
Quando s=0,'rxy=0;quando s=c,1:xy=§§Z.
c

A distribuigfio de tensdes tangenciais 1, = T 10 segmento vertical, obtida a partir
do equilibrio segundo a diregdo x do elemento de dimensio dx caracterizado pela

coordenada z, € dada por:

% QzM;y
T 80dx=dN" = 1t =1_= &)
81,
onde:
. . . 1 1
Msy=Msy,+Msy2=8(c-z)[c-5(c—z)]+800=58(3cz—zz) (6)
de modo que:
Q, 1 2 2 3 3Q z?
=—=2—§(Bc - —_—=E3 - 7
BT 200 TR G T 165 O @
Quand02=0,sz=in;quandoz=-|_-c, txz=£Q’.
16 8¢ 16 6¢

A resultante Fy das tensGes t,, em um dos segmentos horizontais é dada por:
i s=c 3
dF, =7, 8ds = F, = ftxy8ds=EQz (8)

s=0

¢ a resultante F, das tensSes t,, no segmento vertical & dada por:

zZ=C

df, =1, 8dz = F,= [r,8dz=Q, )

A distribuicdo de tensdes tangenciais obtida corresponde, portanto, aos seguintes

esforgos solicitantes:
1) forga cortante nula segundo a dire¢io y, visto que:

Qy:Fy—Fy:O (10)
uma vez que o sentido das tensdes Ty, nos segmentos horizontais sdo opostos.

2) forga cortante Q,.
3) momento segundo a direcio x, dada por:

(& c 3 c 3
MX=FZ—+2F c=Q,—+2— .c=Q,(=+=c 11
g e e=Q+22Q, Q(4~8) (11)
Os esforgos solicitantes Q, e M, sfo estaticamente equivalentes a forga Q,
aplicada em um ponto C - denominado centro de cisalhamento - caracterizado pela

coordenada ;, tal que:

13



- - M
Q,y=M, = y= "=E+-§—c (12)

x

Conclui-se, pois, que a distribui¢do de tensdes obtidas s6 é valida quando na se¢io
transversal os esforgos solicitantes forem os seguintes:

Q=0 Q M=0,y=Q.(+0 (13)

ou, em vista das expressdes (1), quando:
= ¢ 3
b= y=z+-§c (14)
Quando b # y procede-se a seguinte decomposigéo:

M, =M, +M, (15)
onde:

M,=Py M, =P(b-y) (16)

O carregamento externo composto de P e M, provoca flexéio desacompanhada de
torgdo (a qual corresponde a distribuigdo de tensdes tangenciais determinada acima), ao

passo que o carregamento M, provoca, satisfeitas certas condigdes, torgdo desacompa-
nhada de flex@o (a qual corresponde a distribuigdo de tensdes a ser determinada em capitulo

subseqiiente).

14



SECOES FECHADAS SIMETRICAS.

Na viga que se mostra na fig, os esfor¢os solicitantes em uma secdo caracterizada

pela coordenada x sio dados por:
Q, =P M, =-P(a-x) (1)

N¥
T
NE NEt+QU*eN*
Txz
V¥+dnr< n*
. N\ :
o+ \N*+d)v*<1v*

| %’z/
\-| A |4 N[.+cz,v*<u*

A distribui¢do de tensdes tangenciais Ty =Ty © T,,=1, pode ser obtida

considerando-se, como se mostra na fig, o equilibrio na diregdo longitudinal de elementos
de dimensdo dx, simétricos relativamente ao eixo y e caracterizados pelas coordenadas s

€ z. Assim, para as tensGes T,, = T, » tem-se:

M
= @)

27, 8dx=dN" = 1t =1 =

onde:

15



; 8§(2¢c)  ,2cd 16
=210 41 21® = Y ;
I, =210 +21® =2 % +2[ T +2cé§cz]_w?é5c3

M;y=2s5c=28cs
de modo que:
Q, 2dcs E = 3« szs
166¢” 168c*

Ty =T

R
Quando s=0, 1., =0; quando s=¢, 1 =1Qz.
i ¥ 16 8¢
Para as tensbes t,, =1, , tem-se:
. ) M,
21, 8dx=dN = 'cxz='cu=——l—ﬁ—=Q‘ =
26 dx 26 I,
onde:
M, =2M® +2M®
=28(0—2)[0-%(0—2)]+2060=5(3c:2—zz)
de modo que:
Q 2 2 3 3Q z?
Ty, =Ty =—=0(3¢" -2 ) ——=—=2(3 -2
= =T =550 65 3250
% Q, 6 Q,

uando z=0, 1,, =——%;quando z=+c, T, =——%,
¥ 28c 1 %= =325

39
(3"

“)

)

(©)

@)

O fato de a tens#o tangencial ser nula nos pontos M e N sugere que se pode'obter
a distribui¢do de tensGes tangenciais em uma segfio fechada simétrica, solicitada por forga

cortante Q,, considerando a segdo aberta correspondente ao corte da barra segundo o

plano xz, solicitada pela forga cortante )5 Q, .

E, de resto, a conclus@o a que se chega, escrevendo a expressdo (5) da seguinte

maneira:
_(5Q) AMy) _ (4QIM®
) s (11) SI;C}

®)

16



EXEMPLO.

Comparar a distribuigio de tensdes tangenciais nas secoes transversais da fig.

e

. X G-z I
I 1

=

N¥ ‘&‘\ NeaN ¥ <N ¥
Z
N* : N*ed N *< N ¥ 2
LR N )Y
2t

ar

Considerando o equilibrio segundo a diregsio longitudinal dos elementos indicados
na fig., obtém-se, na segfio delgada fechada,

.

S w=0

Qz Ms‘yl
T, = —E——
b28 1, =
onde:
y=2n
R J.zzds = I(R siny)’ 3R dy =8 R> (B)

17



y=n-@

M,, = [zdS= [(Rsiny)SRdy=25R?cosg (B")
H wEp
de modo que:
2
_Q,23R%cosp _ Q, oG ©

T
'728 =sR®  =wsR
e, na se¢do delgada aberta,

Q, M,
=z __7° D
LP) 5 1, D)
onde:
I,=1I, =ndR? (E)
y=0
M, = [2dS= [(Rsing)5R dy =5R? (1-cosg) (E")
S; y=0 p
de modo que:
Q, 8R*(1-cosp) Q
— Ed = — z 1 - £
2T msR’  maR OO ®
No ponto M, tem-se:
n=2 ==t ©

Em um elemento da 4rea dS=3Rdg, caracterizado pelo angulo ¢ a forga
resultante das tensGes tangenciais e suas projegdes segundo as diregdes y € z sdo dadas
por:

dF =t8Rdo (H')

dF, =dFsenp =t8Rsenqdo (H™)

dF, = dFcos¢ = t8R cospdp H")
enquanto o momento segundo a diregio x € dado por:

dM, =dF R=18R?do ¢9)

Considerando nas expressdes anteriores os valores de T, e T,, dados pelas
expressoes (C) e (F), obtém-se:

n

2 2n

F, =2 [r,8Rsinpdp=0 F, = jrzsksin<pd<p=o a
% 0
% 2n

E, =2 _['r, dRcospdp=Q, F,= J-':I dRcospdp=0Q, {@m
X 0

<
1
<

0 =M =0 M, =[5, 3R*dp=Q, @R) (")
0

onde:
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T, 8R*dp=2Q,R @)

M :

x1

Y PTY N

Conclui-se que a distribuigdo de tensdes tangenciais 1, s6 é vélida quando a forca
cortante Q, for acompanhada do momento M, =Q, (2R), o que equivale considerar a
forga cortante Q, no centro do cisalhamento C.
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TENSOES TANGENCIAIS EM BARRAS DE SECOES VARIAVEIS.

TRACAO OU COMPRESSAO SIMPLES.

Considere-se em uma barra de segfio varidvel, como a que se mostra na fig.,
submetida a tragdo ou compressdo simples, um segmento de dimensdo dx.

x
Z
6 o+ag
N N
z
G:Iz e —.r | -
NF N N> '
x

Na face caracterizada pela coordenada x, & forca normal N corresponde a
distribuicdo de tensGes normais oy, enquanto, na face caracterizada pela coordenada

x+dx, a for¢a normal N +dN corresponde a distribui¢io de tensdes normais o, +do,,

onde a parcela do, ¢ devida a variag8o da sego transversal.
Considere-se, em seguida, nesse segmento o elemento indicado na fig., cuja face

superior € caracterizada pela coordenada z.
Na face caracterizada pela coordenada x, de area S, a distribui¢do de tensdes

normais o, corresponde a forga N, dada por:
N . oS
N =06,S =N = (1)
enquanto, na face caracterizada pela coordenada x+dx, a distribui¢io de tensSes

normais o, +do, corresponde a forga N' +dN".
Considerando o equilibrio das forgas segundo a dire¢do x, obtém-se a distribuicio

de tensdes tangencias t,, =T, , da seguinte maneira:
14N’

zx _E dx (2)

T, bdx=dN" = 1_=1

20



Substituindo na expressdo anterior o valor de N* dado pela expressdo (1), obtém-

se:
1d,. § N d, S '
No caso de seg8o transversal retangular, tem-se:
» h d S‘ A dh
_ (2 2) xS e 4)
de modo que:
N z dh
P T h ®)

Na expressdo anterior, a forga normal N ¢ positiva. quando de trago, e o termo

dh , .. , ,
" ¢ positivo quando h cresce com x.

21



FLEXAO NORMAL SIMPLES.

Em uma barra de se¢fo varidvel, como a que se mostra na fig., submetida a flexdo
normal simples, a distribuigéio de tensGes tangenciais t,, =1_ ¢ dada, de acordo com a
expressdo (4) do item tensGes tangenciais em segdes cheias, por:

M., M M.
e e ) M)

T, =T

Xz = " + B
b I, bdx I

z
No caso de segéo retangular, tem-se:
bh? . b h* , d M, 6 _2z> 1.dn
I = M, =— -z) 5 —(—)==—70C=-9)— 2
Y12 »=34% ) dx(Iy) n? 2 Pax @
de modo que:
L8 M, 1 _z’_dh
=t = 2 G-Iy -6 G & ®
bh 2 h bh® 4 h* dx
Quando z=0,
3Q, 3M, dn
St ©

B0 S h T 2bh? dx

Nas expressdes anteriores, a forga cortante Q, = 5 . ¢ positiva quando M,
X

cresce com X, o momento fletor € positivo quando provoca tragdo nas fibras ca-

. i dh , .
racterizadas pela coordenada z positiva, e o termo ym € positivo quando h cresce com x.
X
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EXEMPLO.

Determinar a distribuigdo de tensGes tangenciais na base do pilar da fig.

| 3[7[[4 3%'_—]

\qy

N
R
e 2P %2
N Y4
¥
<& | e N
H—
Yo P&
>

Os esforgos solicitantes em uma se¢fo transversal caracterizada pela coordenada
X, de dimensSes bxh, onde:

B=ih — 22 (A)
a

sdo dados por:
N=-P Q,=0 M, = }5Pb (B)

de modo que, de acordo com as expressdes (4) do item tragdo ou compressdo simples e
(3) do item flex&o normal 51mples tem -se:

dh Nz dh
T, =—6 ——3—=)—+ —
bh2 h2 dx th dx
Pb) 1 _, 2 —P)z
- 2D+ L2 (o)
b (3b) 4 (3b) - b(3b)
2P 1 2. 2Pz
e T (©
3ba'4 3b 9 bl b
Aresultante Q, da distribuigfo T, € dada por:
2y
2
Q, = [r,dS= [r,bdz=0 (D)

S



LIGACOES LONGITUDINAIS.

Considere-se uma viga V de dimensGes bxh submetida, como se mostra na fig.,
ao carregamento transversal q(x) que provoca flexdo normal simples.

) y Oc . ~ G-Cl'_ '
> s e 'y
o f2
-
SN Or == —‘j— n == _{ :

o ]|

,,,4,),\ N s
VIGA 2 /§Q/ KK

WSS =

O equilibrio do segmento de dimensdo dx, limitado & esquerda pela secio
caracterizada pela coordenada x, a qual € solicitada pelos esforgos Q e M, e 4 direita pela
segdo caracterizada pela coordenada x +dx, a qual ¢ solicitada pelos esforgos Q + dQ e
M +dM, € expresso pelas seguintes equagdes diferenciais de equilibrio:

dQ__ w
. (1)
dM d’M .
0T e g

Em um ponto caracterizado pela coordenada x, o deslocamento transversal w(x)
e a rotagdo @(x) podem ser determinados mediante a integragdo da equagio diferencial
da linha elastica:

d’w M
e 2
dx? El )
As expressoes (1") e (2) permitem escrever:
d‘w q
=1 3
dx* EI )

Considere-se, em seguida, duas vigas sobrepostas V, e V, de dimensdes bxh, e
bxh,, com h, +h, =h, submetidas, como se mostra na fig., a0 mesmo carregamento
transversal q(x) que provoca flexdo normal simples.

Seja q,(x) a parcela de q(x) que solicita a viga V, e q,(x)e a parcela de q(x)
que solicita a viga V,, de modo que:

q,+9; =q (4)

Analisando isoladamente as vigas V, e V,, pode-se, em vista da expressio (3),

escrever:
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4
G TE (5

dx*  EI

4

SR (5")
dx*  EI,

Como, em cada ponto x, o deslocamento transversal de cada uma das vigas € o
mesmo, resulta:
d4W| d“Wz q; q,

W, =W = = = = ——=—== 6
o dx*  dx* El, EL (©)
Considerando as expressdes (4) e (6), obtém-se:
EI
= —-—I q . (7’)
EI, + EI,
EI,
—_— 2 7n
U = v EL ¢ 7

A fim de comparar o comportamento das duas estruturas quando solicitadas por
um carregamento uniforme q, suponha-se que a viga V tenha dimensdes bxh e que as
vigas V, e V, tenham dimensdes bx %5h .

Na viga V, as tensdes normais méaximas na segfo central sio dadas por:

‘ « _M,h q®12h 3qP
Cr =—C~ = max . — —_——=—— 8
T7°T 1 2 8 bh’2 4bh? ®)
enquanto, nas vigas V, e V,, solicitadas, em vista das expressdes (7), pelo carregamento:

q, =9, =19 9)

q

sdo dadas por:
: + Muyuh  ql? 12 h, 3gl* 3q° "
O =—Cg =—F—=—_____1_ =— =2c 10
m "I, 2 8 bh’2 4bh’ 2bh? r {49
Na viga V, o deslocamento no meio do vio é dado por:
_54q' 5gq‘12 5 g a1
384 EI 384 E bh® 32 Ebh’
enquanto, nas vigas V, e V,, é dado por:
4 4 4 4
Wl.=5q,l=5q,1 123=i q,13=§ q,13=4w. (12)
384 EI, 384 E bh; 32Ebh’ 8Ebh
A tensdo tangencial no plano horizontal situado a meia altura da viga V é dada

por:
3Q
X 13
"T2bh (3)
enquanto nas vigas V, e V,, é dada por:
=0 (14)

uma vez que o plano horizontal coincide com a interface das vigas.
Os resultados anteriores mostram a conveniéncia de ligar as vigas V,eV,, de
maneira que a viga resultante se comporte como a viga V.
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A ligagdo das vigas V, e V, pode ser feita ,como se mostra na fig., por parafusos,
cujo espagamento e, ¢ determinado considerando o equilibrio de um dos elementos
E, ouE,, de dimensdo e,.

55 N N (DN N N 1Jf4ff { (VY Y ¥ (

HHf———

&\\%
£ &\ N & W
% //////;g "Yal N +ANS
Z77%

S
~
s
™
A
n-)

As resultantes das tensGes normais na face esquerda dos elementos E, eE, sdo
dadas por:

’ syl . M
N, =M, N,=M (15)
Iy i ’ I)’
onde:
bh’ . . hh bh’
b Ma =M =boo-— (o)
e na face direita por:
N; +AN;  Nj =AN; (17)

5 N . o
onde AN; e AN, sdo dados, em primeira aproximacgao, por:
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_dN; dN? M,

AN LAX = e, = e 8'
1S T T I (18)
. dN: dN’ M.,

AN, =—2Ax=—"L¢g, = e Q
2 i X ax ep =Q, I P (18"

y
Os incrementos AN, e AN, sio equilibrados pela for¢a F, transmitida na secdo
transversal do parafuso, isto &,

. M;y] =

AN, =F, = Q,—%e =T, 4, (19)

Yy

de modo que:
. A, L =§'fp Al 20)
p L]

Qz Msyl 2 th
Na prética costuma-se dividir o vdo em trechos nos quais se considera a forga

cortante Q, constante, de modo que se tenha espagamento €, constante em cada trecho.

EXEMPLO 1.

Determinar , na viga da fig., o espagamento e, dos parafusos de se¢o transversal

A, =0.5cm?® e tensdo admissivel T, =1000kgf /cm?.

]
L o g .
Hd o /o) o) ® o) o} (G} o
N
~3
¢p
¥ <= — g
N{"-Mz \ ”?_
g
2 NN L5
e P4 :
=

q = ,:1 ) . ! :
A T % |

As resultantes das tensGes normais nos elementos E, eE,, de dimensio e, , sdo
dadas, na face direita, por:

. M;yl . M:y2
NI =M, — N; =M, — (A)
y y
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onde;

bh’
I = — B:
Y12 ®)
hh bh bh?
—b-—— ———0— B,:
33 23 9 B")
hh bh bh?
M, 2 =bo T2 S 0==
33 43 9 &)
e na face esquerda por:
N;+AN; N +AN; ©
onde:
. _dN; M, bh? 12 4Q, ,
i el S S
. _dN; M, 4Q, .
AN; = Ax= Q% =22, (D7)

Yy
Os incrementos AN; e AN, sdo equilibrados pelas forgas Fp transmitidas nas
duas segbes transversais do parafuso isto é:

. 4Q, B
AN, =2F, = TTh e, =2T,A, (E)
de modo que:
T, A
. _35 "h=310000'524=150m F)
"2 Q, 2 1200
EXEMPLO 2.

Dada a estrutura da fig., determinar:

a) 0s espagamentos e, € €,, dos parafusos P,, de secfio transversal Ap ,e Py de
se¢do transversal A,,, ambos com tensdo admissivel T,

b) a tensio tangencial nos pontos Ve W.

¢) a espessura da solda admissivel 7.

i
7 —® [
s IS r
O30
P =0)
\ i
A2 22 j%
o »
45“rr!-/‘l L_"la _A__L
-0 I ] !
v
®
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Na determinagdo do espagamento dos parafusos bem como das tensdes
tangenciais t, e T, , supSe-se que ndo haja atrito entre as chapas e a cantoneira, isto &,
que a ligagdo entre as chapas e a cantoneira se dé exclusivamente nos parafusos.
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Considerando o segmento de dimenséo e,, indicado na fig., tem-se:

Ms 1 dN M 1
N, =My > = AN, =d_x]AX=QzI_W'eP1 (A)
y y
onde:
I, = 2I§‘°" + I(yB) +4I‘yc) M, = Mg;‘) (A"
de modo que, para que haja equilibrio, deve-se ter:
M - T I
AN, =2F, = Q,—Ze, =214, = e, =2 rhe _y B)
Iy Qz Msy)
Considerando o segmento de dimenséo e,, indicado na fig., tem-se:
M, dN M,
N, =M, — 2 = AN, = dX2 Ax=Q, -I—”epz (C)
y ¥
onde;
M,, =M{’ +2MQ (o))
de modo que, para que haja equiibrio, deve-se ter:
M, - T I
AN, =2F,, = Q, —yzep2 =21PA, = e,,=2 U D)
I V‘Qz Msyz

y
A tenso no ponto V pode ser obtida considerando, como se mostra na fig., o

equilibrio segundo a dire¢do x do segmento de dimenséo €p; , OU seja:

N, =M, -2 (E)
Y
dN M
AN =—YAx=Q —X¢
v | dX Qz Iy P1 (F)
Q Msyv
AN_ =21 de = T =z %
v v Pl v 28 Iy (G)

A tensdo no ponto W pode ser obtida considerando, como se mostra na fig., o

equilibrio segundo a diregdo x do segmento de dimensio e p1 > OU sgja:
M., +2M.,
o ) (H)

1 ” Mls W Syw
N, =N, +2N, =M, —=+2M — - M
v I ’ d I
Yy Yy y
M. +2M’
aN, =S ax = e o o ®
dx Iy
M. +2M
Qz syw syw (J)

AN, =21 8e, = e [
26 I,

Alternativamente, mediante a decomposi¢do indicada na fig., pode-se escrever,
considerando sucessivamente o equilibrio segundo a dire¢do x do segmento inferior e de

cada um dos segmentos superiores:
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. M, . dN' M.,
N =M syw AN = W Ax = syw 5
w y Iy = \a{ dx Qz Iy ePl (K)
" 5 M‘s W i
AN,, =2F =2 F, = g'z"«_yem @)
2 1
; M,,., . _dN; M,,,
N, =M, =2 = N, =D tme gy
I, dx I .

Q, M, +2M$yw ™)
i 25 I,
"Deve-se notar que a tensdo tangencial no ponto W é muito maior do que no ponto

V, e que os sentidos sdo contrérios.
Considerando o segmento de dimens#o dx indicado na fig., tem-se:

AN, +F, =1,8¢e;,;, = 1, =

M s Ms s
N, =M, > = dN,=Q,—dx (0)
: Iy : Iy
onde:
I =2IM+1® M, =M% (e))

de modo que, considerando o equilibrio segundo a diregéo x, obtém-se, em uma segdo
genérica caracterizada pelo 4ngulo o, a tensdo tangencial t, ,da seguinte maneira:

5 M__ : : M
st w 2Fs = Qz idx = 2158,st = 1= Q—z‘i (P)
=] 2, 1,

R . y
O méximo valor de , ocorre quando &, é minimo, isto &, quando o = 45°, de
modo que:
T =£&_M“‘ N (6)
smax 2 85 Iy q
Impondo que o valor acima n#io ultrapasse a tensdio admissivel da solda M
obtém-se:

M
QM o
2 Ts I)’
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