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Exercicios

1. (PSUB 2018) Seja a seguinte fungéo, f () definida de inteiros positivos para inteiros positivos: Se x é
par, f (r) = x/2. Se x é fmpar, f (z) = 3z + 1. Considere a sequéncia {ag,a1,...,an,...} tal que
ai+1 = f(a;). A conjectura de Collatz propde que, ndo importa qual o valor de ag (desde que inteiro
positivo), existe sempre um valor n finito tal que a,, = 1. A veracidade da conjectura de Collatz ainda é um
problema em aberto na matemadtica.

a) Escreva uma funcdo que, para um dado ag, calcula o menor valor de n tal que a,, = 1. Use a seguinte
assinatura:
def collatz_n(a):
Onde a € um inteiro positivo com o valor ag de sua sequéncia. Sua funcdo deve retornar o primeiro n
tal que a,, = 1.

b) O cédigo que vocé escreveu corresponde a um algoritmo? Discuta.

2. (P12017) Uma sequéncia A = {ay, . .. az,—1} € dita supercrescente se:
i—1
a; > Zaj
j=0

a; >0

Ou seja, cada elemento é positivo e estritamente maior que a soma dos seus anteriores. Por exemplo, a
sequéncia [1, 2, 3] ndo é supercrescente, enquanto que a sequéncia [2, 3, 6] é. Escreva em Python uma fungéo
que verifica se uma dada seqliencia é supercrescente. Use a seguinte assinatura: supercrescente (a),
onde a € a sequéncia. A func¢d@o deve retornar True se a € supercrescente € False caso contrdrio. A
sua fung¢do deve ter complexidade linear O(N). Explique o comportamento da sua fungio no caso de uma
sequéncia nula.

3. Escreva uma func¢do em Python que receba dois arranjos, a e b, de tamanho igual, contendo niimeros e
retorne o produto interno de a e b = Y a;b;. Mostre que seu algoritmo estd correto.

4. (P1 2017) Seja A = {ao, . ..a2,—1} uma sequéncia com nimero par de elementos. Chamemos de ope-
racdo de redugdo de pares a operagdo em que cada par de elementos consecutivos (a;,a; 1) é substituido
por a; se a; = a;y1 ou é eliminado se (a; # a;+1). Por exemplo, esta operagdo aplicada a sequéncia
[1,2,2,1,1,1,3,3,3, 1] transforma-a na sequéncia [1, 3] (verifique!).

a) Seja N o tamanho original da sequéncia. O tamanho mdximo da sequéncia obtida pela operacdo de
redugdo de pares € N/2, e o tamanho minimo é 0 (uma sequéncia nula). Forneca exemplos de ambos os
casos com sequéncias de 6 elementos.

b) Escreva em Python a fun¢do reduz que recebe uma sequéncia com um nimero par de elementos e
transforma-a (substituindo os elementos originais!) pela sequéncia resultante da operagdo de reducio de
pares sem uso de espago auxiliar. Vocé€ deve modificar a sequéncia recebida, inclusive no seu tamanho
e s6 deve usar um nimero fixo de varidveis escalares. Use a seguinte assinatura:

def reduz(a):



Onde a ¢é a sequéncia sobre a qual deve-se fazer a operacdo. Lembrete: Em Python, o tamanho de um
vetor a pode ser reduzido a um tamanho n em tempo constante com o comando (com n < len(a)):

del a[n:]

¢) Escreva em notacdo Big Oh a complexidade do seu algoritmo em fungdo do tamanho da sequéncia
original N.

5. (Adaptado de PSUB 2016) Uma sequéncia A é dita subsequéncia de outra sequéncia B se é possivel trans-
formar B em A removendo-se elementos mantendo-se a ordem original. Por exemplo, a sequéncia {2, 5,1}
é subsequéncia da sequéncia 0,2, 1,1, 5,2, 1. Por outro lado, a sequéncia {1, 2,2} ndo ¢ subsequéncia da
sequéncia 2,0,1,2. Escreva uma funcdo em Python que determina se uma sequéncia é subsequéncia de
outra. Use a seguinte assinatura:

def checa_subsequencia(x, vy):

Esta funcdo deve retornar True se o vetor x é subsequéncia do vetor y e False caso contrdrio. O seu
algoritmo deve ter complexidade /inear, ou seja, O(N), onde N é o tamanho do vetor y.

6. O algoritmo de Minimo Divisor Comum Bindrio! é um algoritmo alternativo ao tradicional algoritmo de

Euclides. Ele tira proveito do fato de que computadores digitais bindrios podem rapidamente realizar ope-
racdes de divisdo por 2 através de um simples deslocamento de bits. Seu funcionamento, para dois niimeros
impares, pode ser descrito da seguinte maneira: Subtraia 0 menor niimero do maior. Enquanto o resultado
for par, divida o resultado por 2. Substitua o maior nimero pelo resultado. Continue com o processo até
obter dois nimeros iguais. O maior denominador comum é o nimero final. Por exemplo, tome 145 e 25.
Subtraindo-se 25 de 145 o resultado é 120. 120 ¢é par, divide-se por 2, chegando a 60. 60 ¢é par, divide-
se por 2, chegando a 30. 30 é par, divide-se por 2, chegando a 15. O algoritmo prossegue com 25 e 15.
Subtraindo-se 15 de 25 chega-se a 10. 10 € par, divide-se por 2, chegando a 5. O algoritmo prossegue com
15 e 5. Subtraindo-se 5 de 15 chega-se a 10. 10 € par, divide-se por 2, chegando a 5. O algoritmo para em
5 e 5. O maior divisor comum é 5 (verifique!).

a) Escreva uma implementa¢do em Python do algoritmo de Minimo Divisor Comum bindrio para dois
inteiros maiores do que zero impares.

b) Mostre que o algoritmo termina em tempo finito.

¢) Mostre que o algoritmo € correto, ou seja, para dois inteiros maiores do que zero impares o algoritmo
retorna o maior divisor comum.
Sugestdo: Observe que se a > b entdo ged(a,b) = ged(a — b,b). Além disso, se a é par e b ndo, entdo
ged(a, b) = ged(a/2,b)

d) Mostre que algoritmo ainda funciona quando somente um dos nimeros € par.

Sugestdo: Divida o problema em dois casos, o caso em que o maior nimero € par € 0 caso em que
o menor nimero € par. Mostre que para ambos os casos o algoritmo apés algumas iteragdes passa a
trabalhar com dois niimeros fmpares.

e) O algoritmo pode falhar quando ambos os nimeros sio pares (verifique!). Vocé € capaz de escrever uma
modificagdo deste algoritmo que trabalhe também com dois nimeros pares?
Sugestdo: Verifique que se ambos a e b sdo pares, entdo ged(a, b) = 2 - ged(a/2,b/2)

7. (Adaptado da PSUB-2015) O algoritmo de Euclides Extendido € um dos algoritmos necessdrios para a
geracdo de chaves de criptografia RSA. Como o nome sugere, ele € uma extensdo do cldssico algoritmo
de Euclides para calcular o maximo divisor comum. Além de calcular, como o algoritmo de Euclides, o
maéximo divisor comum r de a e b, ele também calcula um par de inteiros z, y tal que:

r=azr+ by

A listagem a seguir mostra uma implementacéo do Algoritmo de Euclides Extendido. Ela retorna a tupla
r7 .’I/" y'

IStein, J. (1967), "Computational problems associated with Racah algebra”, Journal of Computational Physics 1 (3): 397-405
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def egcd(a, b):
xa, ya=1, 0

xb, yb = 0, 1
while b !=0 :
q=a/lb # Quociente
r =a—q *x b #Resto
a =b;
b =r;
xa, xb = xb, xa — q * xb

ya, yb = yb, ya — q * yb
return a, xa, ya

Este algoritmo supde sempre que a > b. Seja a;, bs, Tajs Yas» Thi» Yo, O valores das varidveis a, b, xa,
va, xb, yb ao final da i-gésima iteracdo do laco iniciado na linha 4, e ag ,bo , Zag> Yag» Tbo» Ybg O valores
destas varidveis antes da entrada no lago. Da andlise do Algoritmo de Euclides tradicional feita em sala sdo
conhecidos os seguintes fatos:

e O algoritmo termina em tempo finito (note que o controle de fluxo deste algoritmo € idéntico ao
algoritmo convencional).

e gcd (ag,bg) = ged (as, b;).
e b, =0= gcd(ag,bp) = an

Dado o exposto acima, demonstre que a implementacio do algoritmo de Euclides Extendido esté correta.

Sugestdo: Mostre como vale em toda iteracao

aj = Tq;00 + yaibO

b; = xp;a0 + Yp;bo

. (P12016) E possivel estabelecer uma relagdo de ordenacio entre duas cadeias de caracteres, aniloga i or-

dem alfabética de verbetes em um diciondrio. Sejam as cadeias A = {ag, a,...,an} e B = {bg,b1,...,b;m}
e i 0 menor indice tal que a; # b; (se houver). Se a; < b;, entdo A < B e se a; > b;, entdao A > B. Se ndo
ha4 tal indice (ou seja, as cadeias séo idénticas até a ultima posi¢do da menor), entdo se n < m entdo A < B
e sen > mentdo A > B, ou seja, a menor cadeia vem antes na ordem estabelecida. Exemplos:

e se A=“ab”e B =“aa”entdo A > B.

e sc A=“aa”e B="“aaa”entdo A < B.

e se A =“aaa”e B ="“aaa”entio A = B.

a) Escreva uma fun¢do em Python que recebe duas cadeias de caracteres, s1 e s2,eretorna-1se s1 < s2,
Osesl =s2elsesl > s2. Use aseguinte assinatura:

def CompareStrings(sl, s2):

Dos recursos de Python para cadeias de caracteres vocé deve usar exclusivamente as fungdes len (),
ord () e ooperador [] (vide questdo anterior).

b) Seja IV a quantidade de caracteres em s1 e M a quantidade de caracteres em s2. Escreva em funcdo de
N e M a quantidade de iteragdes da fungdo criada.

(PREC 2017) Seja S uma progresséo aritmética de razao unitdria inciada em 0 da qual um elemento foi

removido.

Exemplos:

e {0,1,2,3,5,6}: O elemento 4 foi removido.
e {1,2,3,4,5,6}: O elemento 0 foi removido.
e {0,1,2,3,4,5}: O elemento 6 foi removido.

Considere o c6digo a seguir:
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def elemento_faltante(a):
def elemento_faltante_rec(esquerda, direita):
if esquerda >= direita:
return esquerda
else:
m = (esquerda+direita)//2
if a[m] > m:
return elemento_faltante_rec (esquerda, m)
else:
return elemento_faltante_rec (m+l, direita)
return elemento_faltante_rec (0, len(a))

A fungio elemento_faltante (a) retorna o elemento faltante da sequéncia armazenada no vetor v.

a) Mostre que o algoritmo estd correto, ou seja, efetivamente retorna o elemento faltante.

b) Calcule a complexidade do algoritmo.

(P1 2018) Em uma sequéncia de inteiros A = {aq,...a,} uma inversdo é uma ocorréncia de pares de
indices (4,7) com i < j e a; > aj, ou seja, um par de elementos tal que o maior antecede o menor. Por

exemplo, a sequéncia (1,2, 3) ndo contém nenhuma inversio (como toda sequéncia ordenada), enquanto
que a sequéncia (3,2, 1) contém 3 inversdes (os pares (3,1), (3,2) e (2,1)).

a) Escreva uma fungdo em python implementando um algoritmo ndo-recursivo que retorna o nimero de
inversdes em uma sequéncia. O seu algoritmo deve usar memoria constante com o tamanho da entrada.
Use a seguinte assinatura:

def inversoes(a):

onde a € a sequéncia cujas inversdes devem ser contadas. Sugestdo: Cuidado para ndo contar a mesma
inversdo mais de uma vez!

b) Qual a complexidade do seu algoritmo?

. (Adaptado da P1 2015) Considere o cédigo abaixo para calcular a exponenciagdo z*:

def exp(x, a):

r =1
while a!=0:
if (a%2)!=0: # Verdadeiro se a impar
r x= X
a =1
a //= 2
X = X*X
return r

Para este algoritmo sdo relevantes as seguintes propriedades da exponenciagdo:

e Sea é parentdo 2 = (z?) La/2]

e Para a positivo vale 2% = x - 2¢~1

a) Moste que o algoritmo termina em tempo finito para a ndo-negativo.

b) Mostre que o algoritmo acima efetivamente retorna x® (sugestdo: Considere como varia a cada iteracdo
o valor de r - x* apds a execugdo da linha 8).

(PREC 2015) Considere o c6digo abaixo para converter um inteiro maior do que zero em uma String com
sua representacao decimal:

def convert (x):

r = "n
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# Adiciona o digito de d
# a esquerda de r
r = chr(ord(’0’) + d) + r
x //= 10

return r

a) Mostre que o algoritmo termina em tempo finito para x maior do que zero.

b) Mostre que o algoritmo acima estd correto, ou seja, ele efetivamente retorna a representacdo decimal de
X.

Sugestdo: seja ¢ o ndmero da iteracdo do lago interno. Considere ao final de cada iteracao do lago os
valores do niimero representado pela String armazenada em r e de x - 10°.

(P12016) A listagem a seguir mostra o cédigo de uma funcio que converte uma cadeia de caracteres com a
representaciio decimal de um nimero em um inteiro com o nimero em questao:

def atoi(s):

(s
r =0
i
r

for in range(len(s)):

*= 10
r += ord(s[i]) - oxd('0’)
return r

A fungdo presume que todos os caracteres na cadeia sao digitos entre “0” e “9”.

Sdo relevantes as seguintes operacdes sobre uma cadeia de caracteres:

A fungfo length (s) retorna um inteiro com a quantidade de caracteres na cadeia s.
O operador s [1] retorna o caractere na ¢-gésima posi¢ao da cadeia s (contando a partir de 0).
A fungdo ord (c) ) retorna o cédigo ascii do caractere c. No cédigo ASCII os digitos de 0 a 9 correspon-
dem a cédigos consecutivos.
a) Mostre que o c6digo acima termina em tempo finito.

b) Mostre que o cédigo estd correto, ou seja, ele efetivamente retorna o nimero desejado. Sugestdo: Seja
S = s0,581,...,8n asequéncia de caracteres na cadeia s. Observe que o niimero desejado é

i 10" s,
j=0

Seja r; o valor da varidvel r ao final da i-gésima iteracdo. Escreva a lei de recorréncia de r; e a partir
desta encontre a expressdo para r; em fungdo de S e i.

c) Escreva em notagdo big Oh a ordem de complexidade do algoritmo em fung@o do nimero de caracteres
na cadeia V.

Considere o problema de se calcular o valor de um polindmio:

p(x) = apaz™ + an_12" .. F a1z + ag
Este polindmio pode ser representado computacionalmente por uma sequéncia de seus n + 1 coeficientes
A = {ayp, . ..an}. Considere o algoritmo abaixo:

def polinomio(a, x):
i = len(a)-1

p =20

while i>= 0O:
p *= X
p += alil]
i -=1

return p

Page 5



15.

16.
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Este algoritmo recebe uma sequéncia com os coeficientes de p(z) e um valor x e retorna o valor de p(x).

a) Mostre que o algoritmo esta correto.

b) Calcule a complexidade do algoritmo.

(Adaptada da P1-2015) O produto de duas matrizes A = X - Y quadradas n x n é definido como:

n
Aij = XirYi;
k=1

Em Python, matrizes podem ser representadas por listas de linhas, as linhas por sua vez, listas de pontos
flutuantes. Assim, por exemplo, se a varidvel a € uma referéncia a uma matriz A, entdo o elemento A, ;
pode ser acessadopor a [1] [J].

a) Com a representacdo acima, escreva uma funciio em Python que recebe 3 matrizes quadradas, x, v € a
de tamanhos idénticos. A funcio deve escrever na matriz a o resultado do produto matricial de x e y.
Use a seguinte assinatura:

def matrixmult(x, y, a):

b) Escreva em funcdo de NV , onde N € o nimero de linhas/colunas das matrizes quadradas, a ordem de
complexidade da funcdo escrita.

(PREC 2018) Uma matriz bidimensional em Python pode ser representada por uma sequéncia de sequéncias.

Assim, a matriz
1 2
(s 1)

pode ser escrita em Python como:
X = [[1, 21, [3, 4]]

O elemento X » da matriz acima, cujo valor € 2, pode ser acessado através da varidvel x acima declarada
com a seguinte sintaxe: x [0] [1] (note a convencdo em Python de se utilizar indices baseados em 0).

Seja uma matriz quadrada N x N cujos coeficientes sdo 0 ou 1. Em cada linha da matriz, um O jamais
antecede um 1. Por exemplo:

1
0
0

—_ O =

1
0
1

Escreva em Python uma fungéo que encontra com complexidade O(NV) o indice (baseado em zero) da linha
da matriz com a maior quantidade de 0’s. Utilize a seguinte assinatura:

def encontra_mais_zeros (x) :

onde x é uma referéncia a sequéncia de sequéncias que representa a matriz acima descrita. Sua funcdo deve
retornar o {ndice da sequéncia com a linha que contém a maior quantidade de 0’s.

Escreva uma rotina recursiva que resolve com custo O (2N ) o seguinte problema: Dado um conjunto de NV
inteiros a; a ap, e um inteiro K maior que todos os A;, descubra se existe um subconjunto dos inteiros A
a Ay cuja soma é exatamente K. (Nota: Esse problema é chamado Problema da Soma de Subconjuntos;
ndo existe nenhuma solug@o conhecida para esse problema que seja polinomial em /N. A descoberta de uma
solucdo polinomial para esse problema é um dos problemas abertos mais importantes em matemadtica, € o
problema mais importante em computacao tedrica.)

(P1 2017) O problema da Soma de Subconjuntos é o problema de se determinar se em uma sequéncia
A ={ao, . ..az,—1} existe uma subsequéncia cuja soma é exatamente um dado valor x (vide problema 17).
Por exemplo, existe uma subsequéncia em [1, 3, 6, 2] cuja soma € exatamente 5 e ndo existe subsequéncia
em [1, 3, 6, 4] que some exatamente 12. Este é um problema computacional notoriamente dificil, para o qual
ndo se conhecem algoritmos com complexidade sub-exponencial. Existe no entanto uma forma simples de
resové-lo quando a sequéncia A é supercrescente (vide questdo 2):
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def ExisteSubSoma(a, x) :
for v in reversed(a): # Do fim para o comego
if x >= v: x —= v
return x==

a) Seja N o tamanho da sequéncia a. Qual a complexidade do Algoritmo em fun¢do de N?

b) Mostre que o algoritmo estd correto, ou seja, ele retorna True se e somente se hd uma subsequéncia de
a cuja soma é exatamente x.

O problema 17 pode ser resolvido com complexidade pseudo-polinomial O(kN), onde k é o inteiro que
deseja-se obter com uma soma e /N é o tamanho do conjunto de inteiros (note que isso ndo € o mesmo que
complexidade quadratica!). Encontre essa solu¢do por programacao dindmica. Suponha por simplicidade
quek >0ea; > 0.

Sugestdo: Seja S [k, A1.,] a solugdo do problema. Suponha que vocé tenha todas as solugdes S [¢, A1.p,—1]
para 0 < ¢ < k. Vocé consegue com estas calcular S [k, A;.,,] em complexidade constante?

(PREC 2015) O cdédigo a seguir mostra uma implementagdo em python do algoritmo Bubblesort para orde-
na¢do em ordem crescente de vetores de inteiros:

def bubblesort (x):
ultimo = len(x)-1
while ultimo > O:
ultimo_alterado = 0
for j in range(l, ultimo + 1):
if x[jl<x[j-1]:
temp = x[7]
x[7J] x[j-1]
x[J-1] = temp
ultimo_alterado = j
ultimo = ultimo_alterado - 1;

O principio do algoritmo é comparar a ordem relativa de elementos contiguos em um vetor e realizar a troca
de posicdo sempre que necessario. Note que ao final do laco interno, todos os elementos entre as posi¢des
apontadas por ultimo e ultimo_alterado estdo em ordem crescente e sdo maiores ou iguais a todos
os elementos que os precedem. Como ultimo € inicializado com a dltima posi¢do do vetor, e a cada
iterag@o do lago externo é modificado para a posi¢do anterior a ultimo_alterado, o algoritmo termina
em tempo finito e ordena efetivamente o vetor.

a) Calcule em notagdo Big Oh a ordem de complexidade do algoritmo Bubblesort no seu pior caso.

b) Calcule em notacdo Big Oh a ordem de complexidade do algoritmo Bubblesort no seu melhor caso.

. Prove que o seguinte algoritmo ordena corretamente um arranjo a entre indices i e j (inclusive), e obtenha

a complexidade do algoritmo em notacdo BigOh.

def ordena(a, i, 3j):
if ali] > aljl:

alil, aljl = aljl, ali]
if (i+1) >= 7:
return

k = (j-i+1)//3
ordena (a,i, j-k)
ordena (a, itk, J)
ordena(a, i, j-k)

. (P1 2016) Define-se como repeti¢do em um vetor a ocorréncia de um elemento idéntico a um elemento

anterior. Por exemplo, o vetor {1,1,1} tem duas repeti¢des, o vetor {1, 1,2} tem uma repeti¢éo e o vetor
{1,2, 3} néo tem nenhuma repeti¢io.
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a) Escreva uma funcio em Python que, dado um vetor ordenado em ordem crescente, retorna a quantidade
de repeti¢des com complexidade linear (O (N)). Utilize a seguinte assinatura:

Def Repeticoes(a):

Onde a € o vetor em questao.

b) Explique com o seu conhecimento de algoritmos como € possivel obter o nimero de repeticdes em um
vetor ndo-ordenado com complexidade O (N log N).

(P1 2015) O fator h é uma métrica que mede a produ¢do de um pesquisador, que combina quantidade
de publicagdes com frequéncia na qual estas sdo citadas. Define-se fator h de um pesquisador como o
nimero mdximo n de publica¢des que ele produziu que foram citadas ao menos n vezes cada uma. Por
exemplo, um pesquisador que possui 5 publicagdes que foram citadas respectivamente {5, 4, 3,2, 1} vezes
possui um fator h de 3, visto que as 3 publicacdes mais citadas foram citadas ao menos 3 vezes cada e
nenhuma das subsequentes foi citada 4 vezes. J4 um pesquisador com 10 publica¢gdes que foram citadas
{11,10,6,5,4,3,2,1,1,1} vezes possui um fator h de 4 (verifique!).

a) Escreva uma funcdo em Python que, dado um vetor com a quantidade de citagdes que cada uma das
publicagdes de um pesquisador recebeu ordenado em ordem decrescente, calcula o fator h. A funcgdo
deve possuir a seguinte assinatura:

def fatorh(citacoes):

Nota: hd uma solug@o trivial com complexidade O(NN) mas o aluno deve ser capaz de encontrar uma
com complexidade O(log N).

b) Explique como, dado o seu conhecimento de algoritmos, € possivel calcular o fator h a partir de uma
lista desordenada com complexidade O(N log N).

(P12015) A listagem a seguir mostra uma implementag@o do algoritmo de transformada rapida de Fourier
segundo o algoritmo de Cooley-Tuckey:

import math
import cmath

def fft(x):
# Funcao recursiva
def fft_rec(x, y, start, n, s):
if n==1: return

fft_rec(y, x, start, n//2, sx2)
fft_rec(y, x, start+s, n//2, sx2)

for k in range(n//2):
arg = —2xmath. pix(k/n)
t = y[start+s*(2xk+1)]*xcmath.rect(l, arg)
x[start+k*s] = y[start+k*2xs] + t
x[start+(n//2+k)*s] = y[start+k*2xs]— t

# aux recebe uma copia de x

# ATENCAO: Esta operacao tem complexidade O(len(x))!
aux = list(x)

# Chama a funcao recursiva

fft_rec(x, aux, 0, len(x), 1)

Este algoritmo trabalha exclusivamente com vetores cujo tamanho € uma poténcia de 2. O seu ponto de
entrada € a fungdo £ ft, que por sua vez chama a funcdo recursiva fft_rec.
a) Mostre que o algoritmo sempre termina para um vetor com tamanho igual a uma poténcia de 2.

b) Escreva a equagdo de recorréncia que da a ordem, em notagdo big Oh, do tempo de execugdo deste
algoritmo para uma entrada de tamanho N. Considere que todas as operagdes com nimeros complexos
tém complexidade constante O(1).

¢) Resolva a equagio e obtenha a ordem em notacdo big Oh do tempo de execugado do algoritmo.
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(PSUB 2015) Considere o problema de se determinar se um ndumero estd ou nio presente em uma matriz
na qual todas as colunas e linhas estdo ordenadas em ordem crescente. Exemplo:

1 3 10 23
4 7 18 36
7T 12 26 44

Uma maneira de se resolver este problema € dividir a matriz em quatro quadrantes, noroeste, nordeste,
sudeste e sudoeste. Em seguida, o valor na posi¢do no centro da matriz € verificada. Caso ele seja maior
do que o niumero procurado, o quadrante “sudeste” (inferior direito) € removido da busca (acrescido da
coluna e linha centrais) e a busca prossegue nos 3 quadrantes seguintes. Caso ele seja menor, o quadrante
“noroeste” (acrescido da coluna e linha centrais) é eliminado da busca e ela prossegue nos 3 quadrantes
restantes. A listagem a seguir contém uma implementacio em Java deste algoritmo:

def procura (v, a):
def procura_rec(o, e, n, s):
if o >e or n > s : return False
x = ( o+ e )//2 #Coordenadas do
y (n+ s )//2 #centro
t =a [yllx]
if v == : return True # Achou
elif v > t: # Descarta canto NO
return procura_rec(x + 1, e, n, y ) or\
procura_rec(x + 1, e, y + 1, s) or\
procura_rec(o, X, y + 1, s)
else: # Descarta canto SE

return procura_rec(x, e, n, y — 1) or\
procura_rec(o, x — 1, y ,s) or\
procura_rec(o, x — 1, n , y — 1)

return procura_rec(0 , len(a[0])—1, O , len(a)—1)

A matriz é representada por um vetor de linhas, passado no parametro a. O pardmetro v contém o valor a
ser procurado. A funcdo procura (v, a) chama a fun¢do recursiva procura_rec (o, e, n, s),
na qual os pardmetros o, e, n e s sdo os limites da matriz a oeste (esquerda), leste (direita), norte (acima) e
sul (abaixo).

a) Escreva a equag@o de recorréncia da ordem de complexidade deste algoritmo em fungdo de NV, o niimero
total de elementos da matriz.

b) Resolva a equagdo de recorréncia do item anterior e compare este algoritmo com uma busca sequencial
na matriz.

. (P12018) H4 como resolver a questdo 10 com complexidade O (N log N') com uma extensio do algoritmo

de ordenag@o mergesort. Considere a listagem:

def mergesort(v):
temp = [None]xlen (v) # Complexidade O(n)
def merge(e, m, d):

i=ce
j =m
k =e
inv = 0

while i <m and j < d:
if v[i] <= v[j]:
temp[k] = v[i]
i +=1
else: # O elemento a direita é menor do que i, conte inversoes
inv 4= m — i
temp[k] = v[j]
j +=1
k += 1
# Completa com os elementos restantes
while i<m:
temp[k] = v[i]
i +=1
k += 1
while j<d:
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temp (k] = v[j]
j +=1
k += 1
# Copia o resultado do vetor tempordrio
# de volta em v
for k in range(e, d):
v[k] = temp[k]
return inv

def merge_recursiva(e, d):
if d — e <= 1: return 0
inve = merge_recursiva(e, (e+d)//2)
invd = merge_recursiva ((e+d)//2, d)
invm = merge(e, (e+d)//2, d)
return inve+invd+invm

return merge_recursiva(0, len(v))

Esta listagem é muito similar a implementagdo de mergesort estudada no curso. De fato, assim como no
mergesort original, este algoritmo ordena o vetor v com complexidade O(N log V). Esta implementacéo,
no entanto, também retorna a quantidade total de inversdes no vetor original. Para tanto, ela soma os
valores retornados pelas duas chamadas recursivas e o valor retornado pela fun¢do merge. Mostre que esta
implementagdo esté correta. Sugestdes:

e Naturalmente, vocé€ pode usar qualquer propriedade do mergesort aplicavel (por exemplo, o algoritmo
termina, os sub-vetores apds cada chamada recursiva estdo ordenados, etc.).

e Observe que o total de inversdes € o total, para cada elemento, de outros elementos menores do que si
que o sucedem. O que € igual ao total, para cada elemento, de outros elementos maiores do que si que
o precedem.

. (P12016) Considere o problema de se encontrar a maior subsequéncia (com ao menos um elemento) de um

vetor. O algoritmo abaixo resolve este problema de forma recursiva.

def maxSubSegRec(a, e, d):
if e==d: return ale]

meio = (e+d)//2
sl = maxSubSegRec (a, e, meio)
s2 = maxSubSegRec (a, meio+l, d)

# Encontra maior subsequéncia que comega
# a esquerda do centro e acaba a direita
# Maior subsequencia do centro a esquerda
soma = a[meio]
s3e = soma
for ee in range (meio-1, e-1, -1):

soma +=a [ee]

if soma>s3e: s3e = soma

# Maior subsequencia do centro a direita
soma = a[meio+1]
s3d = soma
for dd in range (meio+2, d+1):
soma+=a [dd]
if soma>s3d: s3d = soma

s3 = s3e + s3d
# Retorna o maior de sl, s2 e s3
if s3 > sl:
if s3 > s2: return s3
else: return s2
elif s2>sl: return s2
return sl
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A fung@o maxSubSeq (a) chama maxSubSeqg(a, e, d) com limitesOe len (a). Esta funcdo, por
sua vez, se 0 vetor tiver comprimento unitario retorna o tnico elemento do vetor. Caso contrério, divide o
vetor em duas partes de tamanho aproximadamente igual (diferem entre si por no miximo 1), chama a si
mesmo em cada uma e armazena o resultado em s1 e s2. Depois, determina qual a maior sequéncia que
comecga antes da metade do vetor e termina depois por busca sequencial simples (linhas de cédigo de 13 a
26) e armazena o resultado em s 3. Finalmente, retorna o maior valor entre s1, s2 e s3. Pede-se:

a) Aponte o caso base do algoritmo recursivo. Mostre que o algoritmo retorna o valor correto neste caso.
b) Mostre que o caso base é sempre atingido.

¢) Mostre que o algoritmo esta correto

d) Escreva a equagfo de recorréncia que dita a ordem de complexidade do algoritmo no seu pior caso, em
fungdo do nimero de elementos do vetor V.

e) Resolva a equacdo. Compare o desempenho do algoritmo com os vistos em sala por busca direta
(O (N?)) e por programgdo dinamica (O (N)).

Resolva a seguinte equagdo, resultado da andlise de um algoritmo recursivo:
T(N) =aT(N/b)+ NlogN,
para:

(a) aiguala3ebiguala?.
(b) aiguala2ebigual a?2.
(c) aiguala?2ebiguala3.

Assuma que N é uma poténcia na base mais conveniente e que 7'(1) = 1.

. (P12015) O cédigo a seguir mostra uma implementagdo em Python do algoritmo de ordenagdo Quicksort

para vetores de inteiros entre os indices a e b:

def quicksort(s, a, b):

if a>=b:
return
p = s[b] # pivot
1 =a
r = b-1

while 1l<=r
while 1<=r and s[l]<=p:

1 = 1+1
while 1<=r and s[r]>=p:
r=1r -1
if 1<r:
temp = s[1]
s[1l] = slr]
s[r]l=temp
s[b] = s[1]
s[l] =p

quicksort (s, a, (1-1))
quicksort (s, (1+1), b)

Esta implemenacio escolhe como pivd o ultimo elemento do vetor. O vetor € dividido em dois sub-vetores,
umdeaal —1eoutrode!+ 1abde modo que no primeiro hd somente elementos menores ou iguais ao
pivd e no segundo somente elementos maiores ou iguais ao pivo.

a) Em sua tese de doutorado em 1975, Robert Sedgewick propds uma alteragdo no algoritmo: A primeira
chamada recursiva do algoritmo deve ser feita sobre o menor dos sub-vetores. Reescreva o algoritmo
acima de modo a comparar o tamanho relativo dos subvetores apds a divisao e fazer as chamadas recur-
sivas de acordo com o proposto por Sedgewick.
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b) Reescreva o algoritmo do item (b) de modo a transformar a chamada de cauda (ou seja, a iltima chamada
da fun¢@o) em um lago.

¢) O objetivo da modificagdo de Sedgewick é reduzir a profundidade méaxima da arvore de chamadas e
consequentemente o uso de memdria de pilha pelo algoritmo. Qual a ordem em notacdo big Oh da
profundidade médxima da arvore de chamadas do algoritmo produzido no item (c) para um vetor de N
posicdes?

(P1 2017) Uma sequéncia A = {aq, ...a,—_1} possui um elemento dominante se exite um elemento que
se repete em mais da metade das posi¢des de A (ou seja, existe x tal que |{i € N|a; = x}| > n/2). Por
exemplo, a lista {1, 2, 3,2} ndo possui elemento dominante (o elemento 2 se repete apenas duas vezes e a
seqliencia possui 4 elementos). J4 a lista {1, 2, 2} possui elemento dominante (o elemento 2 se repete duas
vezes e a sequéncia possui 3 elementos).

a) Seja Ag uma sequéncia com niimero par de elementos, e A; o resultado da operacio de redugdo de pares
(vide questdo 4) aplicada a A . Vale a seguinte propriedade: se x é elemento dominante de Ay, entdo x
também € elemento dominante de A;. A implicacéo reversa, no entanto, ndo é vélida, ou seja, existem
sequéncias resultantes A; que possuem um elemento dominante x que ndo é elemento dominante de Ay.
Fornegca um exemplo deste tltimo caso, ou seja, uma sequéncia que ndo possui elemento dominante,
mas que, submetida a operacgdo de reducio, produz uma sequéncia com elemento dominante.

b) Considere a funcio:

def ExisteElementoDominante (a) :
v = list(a) # Cdépia: Complexidade O(len(a))

n = len(a)
def TestaRecursivamente () :
if len(v) == 0: # Ndo ha mais candidato!

return False
if len(v)%2!=0: # se v tem numero IiImpar de elementos...
# Verifica se o ultimo elemento & dominante

if v.count(v[-1])*2 > len(v): # Contagem: Complexidade O(len(v))

return a.count (v[-1])*2 > n # Complexidade O(len(a))
v.pop () # Retira o ultimo elemento: Complexidade O (1)
reduz (v) # Presuma aqui complexidade O(len(v))
return TestaRecursivamente ()
return TestaRecursivamente ()

Esta é uma funcdo recursiva que usa internamente uma fun¢iio reduz (a), similar a descrita na questdo
2. Mostre que a fungdo ExisteElementoDominante (a) termina em tempo finito e retorna True
se a sequéncia em a possui elemento dominante, False caso contrrio.

Sugestdo: Vocé pode usar as propriedades do item (a) da questdo 2 e do item (a) desta mesma questdo.
Note que € preciso mostrar que a chamada a reduz (v) € sempre valida.

¢) Escreva a equag@o de recorréncia da complexidade da chamada a ExisteElementoDominante (a)
em fun¢do do comprimento da sequéncia a IN. Resolva a equac@o e obtenha a complexidade da funcdo.

Ateng¢do: Aqui vocé deve adotar uma complexidade da chamada a fungéo reduz (v) O(N), onde N é
o comprimento da sequéncia v.
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Solucoes

Exercicio 1

a) Uma solucdo simples € aplicar o procedimento descrito até que a condicdo a = 1 seja atingida e contar as
iteragdes:

def collatz_n(a):

i =20
while a != 1:
if a%2:
a = 3xa + 1
else:
a //= 2
i 4+=1
return i

b) O término em tempo finito da fun¢do acima implica na veracidade da conjectura de Collatz, o que pelo enun-
ciado ainda € um problema em aberto. Assim, ndo se sabe se o cddigo representa ou ndo um algoritmo.

Exercicio 2

def supercrescente(a):
soma = 0
for i in a:
if soma > i:
return False
soma += i
return a[0]>0

Note a necessidade de se verificar se o dltimo elemento € positivo ao final. Esta fun¢@o retorna True para
sequéncias nulas.

Exercicio 3

def produto(a, b): # a e b tem o mesmo tamanho
prod = 0
for i in range(len(a
total += a[i]*b]
return total

)) .
i]

As pré-condicdes sdo:
L] a:{ao,...,an},b:{bo,..‘,bn},nGN.

a e b sdo vetores de tamanho finito (potencialmente nulo) e idéntico.
e Os componentes a; e b; sdo fodos numeros de ponto flutuante.
A p6s-condi¢do (desejada) é:

n
produto (a,b) = Z aibr
k=0

Seja i; e p; respectivamente os valores das varidveis i e prod ao final da j-ésima iteracdo do lago. As regras
de transicdo sdo:

pj+1 =p; + aib;

com valores iniciais ¢g = 0 e pg = 0.
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A condi¢do de permanéncia no lago € i < n. Claramente, o valor de ¢ ao final da itera¢do € idéntico ao nimero
da iterac@o. Assim, sdo realizadas exatas n iteragdes e o algoritmo termina em tempo finito.
Para demostrar a correcao, basta mostrar que a identidade

Jj—1
pi =Y axbs
k=0

permanece vélida em todas as iteracdes.
Ora, ela € trivialmente verdadeira para j = 0, quando py = 0. Por inducdo finita,

j—1 J
Pj+1 = pj +ab; = Zakbk +a; +b = Zakbk
k=0 k=0

Assim, se a afirmacdo € vélida para j, também o € para j + 1.
Na condi¢do de parada, i; =n+1 = j = n+ 1 e o valor retornado é produto (a,b) = p,41. Ora, mas
pelo invariante, p,41 = Y __, arby, a pés-condi¢do desejada.

Exercicio 4

a) O tamanho maximo é obtido quando todos os pares de elementos sdo formados por dois elementos iguais
e sdo reduzido a um elemento, o que produz uma lista com tamanho N/2. Exemplo: [1,1,2,2,3,3], com
comprimento 6, que produz a sequéncia [1,2, 3] .

O tamanho minimo é obtido quando todos os pares de elementos sdo formados por dois elementos diferentes e
séo eliminado, o que produz uma sequéncia nula. Exemplo: [1, 2, 3,4, 5, 6].

b) A solucdo consiste em verificar que o resultado pode ser escrito no vetor original enquanto o mesmo estd sendo
lido (afinal, a posicdo a ser lida € sempre maior ou igual a posicao de escrita no resultado).

def reduz(a):

n =0
for i in range (0, len(a), 2): # dois em dois
if a[i]==ali+l]:
aln] = ali]
n += 1

del a[n:] # Mantem somente os n primeiros elementos

¢) A complexidade desta implementac¢do, com um lago simples, é O(N).

Exercicio 5

A solugfo é manter dois indices, um para os elementos em x, outro para os elementos em y. Os elementos em
y sdo inspecionados sequencialmente. A cada vez que o elemento em x € igual ao elemento em vy, o indice de
x € incrementado. Se por este processo chega-se ao final da sequéncia em x, retorna-se verdadeiro, falso caso
contrdrio.

static boolean checaSubsequencia(int[] x, int[] vy) {
int i, 3;
for(i = j = 0; i<y.length && j < x.length; i++)
if(x[§]==y[i]) J++;
return j==x.length;
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Exercicio 6
a) Implementagdo em Python:

def gcd(a, b):
while a'!=b:

r =a->b
while (r%2)==0:
r//= 2
if r>b:
a=r
else: # Garante que a > b
a=>,
b=r

return a

b) Considere-se o cédigo do item anterior, e sejam t;, a;, b; os valores das varidveis temp, a e b ao final da
i-gésima iteragdo. Seja 2% a maior poténcia de 2 que divide exatamente (a; — b;). As leis de recorréncia deste
algoritmo podem ser escritas como:

a; — bl
ti+1 = QT (l)
A1 = max(tHl, bl) (2)
bi+i = min(ti_,_l, bz) (3)

Por (1), t; é sempre impar, e consequentemente, também o sdo a; e b;. Ademais, t;11 < (a; — b;) < a; =
tiy1 < a;. Por outro lado, ¢;41 > 0. Das regras de recorréncia em (2) e (3), a; > a;4+1 > b;+1 > 0. Como
a sequencia de inteiros a; € estritamente decrescente e a b; € limitada inferiormente por O e superiormente por
a;, entdo a condigdo de saida b; = a; € inevitavel.

¢) Nota-se que independentemente do resultado do teste na linha 6, tem-se (por comutatividade do maximo divisor
comum) ged(a;41,bi+1) = ged(tif1, b;). Ora, mas por (1) ged(ti41,b;) = ged ((a; — b;) /2%, b;). Observa-
se que por (1) a sequéncia de valores t; € sempre impar. Assim, também o é a sequéncia b;. Deste modo,
ged ((a; — b;) /2%, b;) = ged ((a; — b;) , b;). Finalmente, ged ((a; — b;) , b;) = ged (a;, b;), ou seja:

ng (ai+1, bi+1) = ng (ai, bl) (4)

Isso significa que o valor ged (a;, b;) é invariante no algoritmo! Seja n a iteragdo na qual a,, = b,. Entéo
ng (Clo, bO) = ng (Cln, bn) = Qn.

d) Nota-se que o maior dos valores (ou seja, o da variavel a) é sempre substituido ao final da iteracdo, seja pela
varidvel b ou pela varidvel t emp, ambas valores impares. Deste modo, quando o maior dos valores € par, apds
a primeira iteracdo, o algoritmo passa a trabalhar com dois valores impares.

O cendrio em que by € par é mais complexo. Enquanto a; — b; > b;, vale a recorréncia a;41 = a; — b; e
bi+1 = b;, de modo que b; mantém-se par. Ora, mas isso vale apenas para i < |ao/by|. Na dltima iteragdo,
ai+1 =0b; e b;41 = a; — b;. Neste momento, o nimero par passa ser o armazenado na variavel a e, como
visto no caso anterior, o algoritmo termina.

Nota: Embora estritamente falando neste tltimo caso o algoritmo ainda funcione, ele potencialmente trabalha
com um desempenho extremamente deteriorado. De fato, sdo necessdrias |ag/bg| + 1 iteracdes até que o
algoritmo possa voltar a trabalhar com dois nimeros impares, o que potencialmente pode ser um nimero
muito grande.

e) E facil encontrar um exemplo para o qual o algoritmo falha quando os dois niimeros sdo pares. Considere-se o
célculo de ged(4, 2) = 2. Eis a sequéncia de funcionamento do algoritmo.

Pode-se ver que a resposta final do algoritmo € 1, e ndo a correta, 2. Isso acontece pela divisdo de a; — b; por
2 na primeira iteragdo. Como b; ¢ par, ndo vale ged ((a; — b;) /2%, b;) = ged (a; — by, b;).

A prova de corre¢io do algoritmo usa a propriedade de que se a e b so pares, entdo ged (a, b) = 2ged (a/2,b/2):
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while (a%2)==
a//= 2;

while (b%2)==0:
b//= 2;

if b>a: # Garante a > b
a, b =D0b, a

while a!=b:
r =a ->b
while (r%2)==0:

r//= 2
if r>b:
a=r
else: # Garante que a > b
a=>
b=r

return fatorxa

Exercicio 7

Do sabido sobre o algoritmo de Euclides, mostra-se que o algoritmo termina em tempo finito e que o valor final
obtido, a,, (sendo n a tdltima iteragéio do laco iniciado na linha 4) é efetivamente o valor de gcd(ag, bg). Resta
provar que a,, = Zqna0 + Yan,bo-

Sabe-se pelas linhas de 8 a 18 do algoritmo que

aiy1 =0b; (®))
git1 = “:J (6)
bit1=a; — qi11b; (7
Thit1 = Tai — Git1Th; (®)
Yoit1 = Yai — Qi+1Yb; 9
Lait1 = Lo (10)
Yai+1 = Ybi (1T)
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A relacdo

a; = Tgi00 + yaibO

by = xp;a0 + Yp;bo

¢ trivialmente verdadeira para ¢ = 0, visto que o0 = Yoy = 1 € Yag = T = 0.
Ora, mas por indugdo finita, supondo que a relagdo é vdlida para ¢, segue-se que:

Thi+100 + yb¢+1b0 = (%i - Qi+1xbz’) ap + (yai - i+1ybi) bo

a; b’L
—_— —_——
= Tq;00 + Ya;bo —it1 (Tv;00 + Yp;bo)
= ;i — Git+1b;

= bi+1

Tait100 + Ya;y1b0 = Toia0 + Yp;b0 = by = a;q1

Logo a relagdo € verdadeira em todas as iteragdes do algoritmo.

Exercicio 8

a) A ideia bdsica € inspecionar as cadeias um caractere por vez da esquerda para a direita até achar um ponto de
discrepancia, seja por diferenca de caracteres, seja por diferenga de comprimento. A dificuldade desta abor-
dagem decorre essencialmente do elevado nimero de condicdes de parada do algoritmo. O lago do algoritmo
pode parar quando:

1: A cadeia s1 terminou.

2: A cadeia s2 terminou.

3: Os caracteres considerado nas cadeias diferem entre si.

Nota-se que € possivel que as condi¢des 1 e 2 sejam simultaneamente atingidas, caso em que as cadeias sdo

idénticas. Uma possivel implementagdo € fazer um laco que itera sobre um indice e testa as 3 condi¢des acima
simultaneamente. Apds o término do laco verifica-se qual das condic¢des foi responsdvel pelo término.

def CompareStrings(sl, s2):
nl = len(sl)
n2 = len(s2)

i =0 # O valor de i deve ser preservado apos o laco
while i<nl and i<n2 and ord(sl[i]) == ord(s2[i]): i+=1
r = 0;
if i>=nl : # Saiu por termino de sl
if i<n2: r = -1 # s2 nao terminou, de modo que sl<s2
else:
if i>=n2: r = 1 # s2 terminou mas sl nao, de modo que sl>sZ2

else: # As cadeias nao terminaram, oS caracteres sao diferentes
if ord(sl([i]) < ord(s2[i]): r=-1
else: r=1
return r

Outra possibilidade menos estruturada € fazer um laco permanente (cuja condi¢do de saida € sempre verda-
deira) e testar as condi¢des, forcando o retorno imediato da fung¢do quando alguma delas ¢ atingida.
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b)

def CompareStrings(sl, s2):
nl = len(sl)
n2 = len(s2)

i =20
while True:
if i>=nl:

if i>=n2: return O
else: return -1

if i>=n2: return 1

cl = ord(sl[i])

c2 = oxrd(s2[i])

if cl<c2: return -1

if cl>c2: return 1

i +=1

O pior caso do algoritmo é quando as cadeias sdo idénticas até o término da menor. Neste caso o nimero total
de iteragdes é a quantidade de elementos da menor cadeia, ou O (min (N, M)).

Exercicio 9

a)

b)

Seja a sequéncia A = {ag, a1,...an-1}.
Se o indice do elemento removido € r, entdo a expressao para o i-gésimo elemento da sequéncia é:

1 parai <r

a; =9 . .

1+1 vparat>r
Assim, a,, >m=m>rea, <m=m<r.
Sejam e, d, m os valores das varidveis esquerda, direita e m respectivamente.
O algoritmo descrito é uma fungdo recursiva que procura o elemento faltante entre os indices ee d — 1.

O caso base do algoritmo é e > d. Este caso representa uma subsequéncia de comprimento zero iniciada na
posi¢do e. Neste caso, o tnico indice possivel € e e o algoritmo retorna a resposta correta.

e+m
m =
2
e chama a si mesmo ou com os indices (e, m) ou m + 1,d. De todo modo, vale m < dem + 1 > e, o que
mostra que o caso base é sempre atingido, de modo que ele sempre termina em tempo finito.

Nos demais casos, o algoritmo calcula o indice

Ora, pelas propriedades expostas anteriormente, se e < r < d e a,, > m entdo vale e < r < m e a chamada
na linha 8 retorna a resposta correta do problema. Do mesmo modo, se a,, < mentdovalem+ 1 <r <de
a chamada na linha 10 retorna a resposta correta do problema.

Cada sub-sequéncia tem no maximo metade do tamanho da sequéncia original. O algoritmo faz opera¢des em
tempo constante chama a si mesmo uma vez com metade da entrada. Assim a complexidade é O (log N).

Exercicio 10

a)

Pela definicao, o total de inversdes € igual ao total, para cada elemento a;, do nimero de elementos a sua direita
que sdo menores do que ele, ou seja:

n n
X Ose Q. > a;
inversoes (aj,...,a,) = E E )
=1 j=it1 sea; < a;

Esta soma se traduz trivialmente no algoritmo abaixo:
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def inversoes(a):
inversoes = 0
for i in range(len(a)):
for j in range(i+l, len(a)):
if alj] < alil:
inversoes += 1
return inversoes

b) Seja n o tamanho da sequéncia. Entdo a complexidade é dada pelo total de iteragdes do lago interno, ou seja,

di=1"Y j=1+1"0(1) = 0 (n?)

Naturalmente, a resposta a este item depende da particular solug@o encontrada para o item a).

Exercicio 11

a) Seja ¢ o ndmero de iteracdes realizadas pelo lago da linha 3, a;, r; e x; o valor das varidveis a, r e x respecti-
vamente apos a execugdo da linha 8 na i-gésima iteracdo. Assim, pelas linhas 6 e 7, a;+1 < a;. No entanto,
a; > 0, pois a varidvel a s6 é submetida a operagdes de divisdo por 2 e decremento quando é par ndo-nulo.
Conclui-se dai que a; € estritamente decrescente mas limitado inferiormente por 0. Como a; é uma sequéncia
inteira, hd um niimero finito possivel de iteracdes.

b) Ha dois caminhos que o algoritmo pode seguir, dependendo da paridade da varidvel a;:

a; € par: a; é impar:
Neste caso: Neste caso:
a; a;
aHl:{JJ:J C|ai—1| a—1
2 2 Qi1 = B D
Titl1 = T4
) Tit1 = TiT4
Titl = T — .2
Tiy1 = T4
Neste caso,
Neste caso,
ag
a; _ 2\ 2 L
rip1Zip “ =1 (2,°%) . 2zl

a; _ 2

w Pip1 @i M = i (%)

= 1T " 4 )
=rxir T =

Seja como for, vale 7,412,414t = r;x; %, ou seja, o valor r;z;%¢ € invariante no algoritmo. Ora, mas para

1 =0, vale r;z;* = x¢°, ou seja, o valor x* procurado. Por outro lado, se n € a iterag¢do final na qual a,, = 0,

entdo r,x,** = ry, que é o valor retornado pelo algoritmo. Deste modo, conclui-se que r,, = x7®°, ou seja,

o algoritmo efetivamente retorna o valor z.

Exercicio 12

a) Seja z; o valor da varidvel x ao final da execugdo da linha 8, na ¢-gésima iteracio do lago iniciado na linha 3.
Pela linha 8, x; 1 = |2;/10] e assim 2,11 < z;. Por outro lado, z; > 0 = z;;1 > 0. Assim, a sequéncia x;
¢ inteira, estritamente decrescente e limitada inferiormente por 0. Existe portanto um valor finito n para o qual
x, = 0, condicao de encerramento do lago.

b) Seja r; o inteiro representado pelo i-gésimo digito da cadeia em r, da direita para a esquerda e com o indice do
primeiro digito igual a 1 (atencdo!). Pela linha 7, a i-gésima iterac@o adiciona a cadeia exatamente o ¢-gésimo
digito, mantendo os anteriores inalterados. Seja R; o valor representado pela cadeia em r. Seja n o indice do
digito final da cadeia em r, que é também o nimero da iteracio do algoritmo, quando vale x,, = 0.

Diz-se que a representacdo final em r estd correta se e somente se

0<=r; <=9 (12)
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Rn = ZT‘Z' . ].Oi_l = X9
i=1

Pelo algoritmo,
Tit1 = &4 mod 10
knl
€T; = | =
7 110
A condic¢do (12) é trivialmente satisfeita por (14). Sabe-se que
Rit1 =R +riy1 - 10°

Por outro lado,

\‘&J o Tr; — ((El mod 10) - Ti — Ti41
101 10 10

Assim,

. Ti; — Tit1 . . .
Tip - 1007 = 2 Lot — g 107 — g - 107

10
Somando-se (16) e (17), chega-se a:

Riy1+xiy1- 100t = R+ x; - 10°

13)

(14)
5)

(16)

A7)

Ou seja, o valor R; + x; - 10% é invariante no algoritmo. No inicio do algoritmo, Ry = 0. No final, z,, = 0.

Assim, R,, = xg, 0 que comprova o funcionamento do algoritmo.

Exercicio 13

a) O tnico laco do programa € o iniciado na linha 3 e encerrado na linha 6. A condicdo de permanéncia é
i<s.length (). A varidvel i € inicializada com O e é incrementada ao final de cada iteracdo, enquanto que
s.length () éimutdvel. Assim existe um nimero finito de iteracdes para o qual a condi¢cdo de permanéncia

deixa de ser atendida.

b) Se a cadeia € vazia, s.length () €0, o lago nunca é executado e a funcdo retorna 0. Para uma cadeia nao-
vazia, seja r; o valor da varidvel r apos a execugd@o da linha 5 na ¢-gésima iteragdo (quando a varidvel i vale
1). Imediatamente, ry = sq. Pelas linhas 4 e 5, a lei de recorréncia para o valor de r; é:

Ti+1 = 107‘1' + Si+1

Lemal. r; = Z;:O 107,

Prova: O lema ¢ trivialmente verdadeiro para ¢ = 0, pois 79 = so. Mas se existe um ¢ para o qual ele € valido,

entdo, pela lei de recorréncia,

Tiy1l = 102 107778, + 841 = Z 100+D=Tg, 45,04 =

=0 =0

Demonstrando-se por indug¢do finita o lema.

i+1

Z 100+ —ig,

=0

Ora, mas na condi¢do de parada, ¢ = n e ent@o o valor retornado é Z?:o 1077 sj.

¢) O lago executa exatamente N iteragdes, de modo que a complexidade é O (
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Exercicio 14

a) Sejan + 1 o tamanho da sequéncia. Seja = o valor (constante) do pardmetro x. Seja j o nimero de vezes que
as linhas 4-7 foram executadas. Seja i; € p; o valor das varidveis i e p ao final da execugdo pela j-€sima vez
da linha 7, com py = 0 e iy = n. As leis de recorréncia, derivadas das transformacdes nas linhas 5, 6 e 7 séo:

ijy1 =15 —1 (18)
Dj+1 = Tp; + ay; (19)

Segue-se trivialmente de (18) que
ij=n—7—1 (20)

A condi¢do de permanéncia no lago na linha 4 € i; > 0, de modo que a tltima iteragdo € ana qual j = n + 1.
Deste modo, o programa termina necessariamente em tempo finito. Vale também:

n—(j—1) ‘
pi= Y aF G @1
k=n

De fato, isso € trivialmente verdadeiro para po. Porém, se existe p; para o qual vale (21), entdo por (19),

Dj+1 = Tp; + ay; (22)
n—(j—1)
=7 Z akxk*(”*(jfl)) +a;,
k=n
n—(j—1)
= Z akxki(nij) =+ aijCCO
k=n

n—j
— Z apzh— (=9
k=n

Ou seja, se (21) vale para algum p;, entdo também vale para p;1, 0 que por indugio finita mostra a validade
de (21) para todo j finito. As propriedades (20, 21) sdo os invariantes deste algoritmo. O valor retornado pelo

algoritmo € p,, 1, que vale:
0
_ k
Pn+1 = Z apT
k=n

Que € o valor desejado. Isso demonstra que o algoritmo esta correto.

b) Como visto no item anterior, a complexidade do algoritmo é O(NN), onde N é a quantidade de coeficientes do
polindmio.

Exercicio 15

a) Note que embora a matriz a esteja pré-alocada, seu conteiido € indeterminado.

def matrixmult(x, y, a):
for i in range(len(a)):
for j in range(len(afi])):
total = 0
for k in range(len(y)):
total += x[1][k] » y[k][7]
ali]l[j] = total

b) Ha 3 lagos, cada um com N iteragdes. Assim a complexidade é O (N 3).
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Exercicio 16

Este problema aparentemente demanda uma solucio quadratica. No entanto, note que se uma determinada linha
possui 0’s até a j-ésima coluna, é possivel ignorar todas as linhas seguintes que possuam 1’s até a posi¢do j.

def encontra_mais_zeros (x) :

n = len(x) # Matriz quadrada
# primeira linha
3 =0
while j < n and x[0][j] != 1:
J 4= 1
maior_linha = 0
maior_sequencia = j
for i in range(len(x)):
while j < n and x[i][]J] '= 1:
J +=1
if j > maior_sequencia:
maior_linha = i
maior_sequencia = j

return maior_linha

Exercicio 17

Seja o conjunto A representado pelo vetor a = {ag, a1, ..., a,}. Temos 3 possibilidades:
1. Existe um subconjunto cuja soma ¢ exatamente k que contém a,,.
2. Existe um subconjunto cuja soma é exatamente k£ que ndo contém a.,.
3. Ndo existe subconjunto cuja soma é exatamente a

Ao menos uma destas 3 opcdes deve ser verdadeira. Assim, testando-se os casos 1 e 2 € possivel determinar
se 0 subconjunto existe ou ndo. De fato, se existe um subcojunto de A que contém a,, cuja soma é exatamente k,
entdo existe um subconjunto de A\ {a,,} = {ao, a1, ..., a,—1} cuja soma é exatamente k — a,,. Por outro lado, se
h4 um subconjunto de A que ndo contém a,, cuja soma € exatamente k, entdo evidentemente hd um subconjunto
de {ap,a1,...,a,—1} cuja soma é exatamente k. Deste modo, é possivel resolver o problema para um vetor de
tamanho n resolvendo dois problemas com vetores de tamanho n — 1, testando as duas possibilidades.

O caso base é o do vetor nulo, para o qual a resposta s6 é verdadeira se k = 0.

def ExisteSubSoma (a, k) :
def ExisteSubSomaRec (ultimo, k):
if ultimo < 0: return k==
return ExisteSubSomaRec (ultimo-1, k—-al[ultimo]) or ExisteSubSomaRec (ultimo-1,k)

return ExisteSubSomaRec (len(a)-1, k)

A lei de recorréncia que rege a complexidade deste algoritmo é:

T (N)=2T (N —1)+ 0O (1)

T(1)=0(1)

Cuja solugao é T (N) = O (2N ) (nota-se que esta equacio de recorréncia, embora trivial, ndo € soluciondvel
pelo master theorem).
Nota: é possivel obter também os componentes da sequéncia desejada:

def EncontraSubSeqg(a,k) :
def EncontraSubSegRec (ultimo, k):
if ultimo < O:
if k==0: return True, []
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else: return False, None
Existe, seq = EncontraSubSeqRec (ultimo-1, k-al[ultimo])
if Existe: return True, seqg + [alultimo]]
Existe, seq = EncontraSubSeqgRec (ultimo-1, k)
if Existe: return True, seq
return False, None

return EncontraSubSeqgRec (len(a)-1, k)

Exercicio 18

a) O tunico laco do algoritmo percorre a sequéncia a em ordem reversa, consequentemente faz exatamente NV
iteracdes. Assim a complexidade do algoritmo é O(N).

b) O algoritmo trivialmente termina em tempo finito (vide item anterior). Seja A = {ao,...a,} a sequéncia em
a (note que neste cason = N — 1) e A;; = {a;,...a;} ¢ < j a subsequéncia de a iniciada no indice ¢ e
terminada no indice j. Seja n o ultimo indice védlido de a (ou seja, N — 1). Seja x; o valor da varidvel a na
1-gésima iteracdo do lago, apds a execugdo da linha 3, com zy = x. A lei de recorréncia do algoritmo é:

Z; se, T; < Ap—j
Ti41 =
Ti— Qp—j S€, Ty > Ap—;

Mostra-se que vale sempre a propriedade:

Lema 2. Existe subsequéncia de A que soma exatamente x( se e somente se existe subsequéncia de Ao (,—)
que soma exatamente ;.

Esta propriedade € trivialmente verdadeira para ¢ = 0. Vamos dividir esta afirmag@o em 3 sub-casos:

(a) Existe uma subsequéncia S qualquer de Ag.,,_; cuja soma é exatamente x;:
i. 2; < a,—;: Evidentemente a,,—; ¢ S (pois a; > 0, assim qualquer soma que inclua a,,_; serd maior
que z;). € assim existe uma subsequéncia de Ag.,,—(;+1) Cuja soma € exatamente T; = T'j11
ii. z; > ap—;: Neste caso a,—; € S, pois, pela definicdo de supercrescente, qualquer soma de sub-
sequéncia que ndo contém este valor serd menor do que a,,—;. Novamente, existe uma subsequéncia
de AO:nf(iJrl) cuja soma € exatamente r; — Gp_; = T4
(b) Nao existe subsequéncia S qualquer de Ap.,,—; cuja soma é exatamente x;: Entdo ndo pode existir sub-
sequéncia de Ag.,—; cuja soma seja exatamente x; nem x; — a,,_; (caso contrario seria trivial construir a
sequéncia desejada). Assim, ndo existe subsequéncia de Ag.,,—; seja T; 1.

Ora, mas na condi¢do de saida, i = n e Ag.,—i+1 = {}, cuja soma é 0. Assim, existe subsequéncia de A cuja
soma é exatamente x( se e somente se z,, = 0.

Exercicio 19

A sugestdo do enunciado dd o caminho para a solugdo. Seja S [k, A;.,] verdadeiro se existe subconjunto de Aj.,,
cuja soma seja exatamente k e falso caso contrério.

Vamos construir a solu¢do por programacao dindmica “incrementando” o conjunto um elemento por vez e a
meta para a soma k£ de um em um.

De fato, note que existe soma de subconjunto de A;.,, exatamente igual a k entdo evidentemente esta soma
inclui ou ndo o elemento a,,. Assim, existe soma de subconjunto A;.,, exatamente igual a k se e somente se existe
soma de subconjunto A;.,,_1 iguala k ouak — a,.

Deste modo,

S [kvAlzn] =5 [k7A1:n—1] VS [k - an:Alzn—l}

Assim, se sdo conhecidos todos os valores possiveis de S [i, A1.,—1] com 0 < ¢ < k, entdo é possivel calcular
os valores de S [i, A1.n].
A listagem a seguir implementa esta idéia:
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def ExisteSubSoma(a, k) :
s = [False]lx(k+1)
s[0] = True
s_a = list(s)
for v in a:
for i in range (k+1):
s_al[i] = s[i]
s[i] = s_a[i] or (i>=v and s_al[i-v])
return existe[-1]

Note que é necessario preservar o valor anterior das varidveis s até que a atualizagdo esteja completa.

Esta solugdo tem complexidade O(kN) onde k € o valor meta da soma e N é a quantidade de elementos do
conjunto. Note que esta ndo € uma solugdo com complexidade verdadeiramente quadratica, pois o valor k£ nao é
proporcional ao tamanho do problema. Assim, diz-se que este algoritmo opera em tempo pseudo-polinomial.

Exercicio 20

a) Seja u; o valor da varidvel ultimo ao final da execucdo da linha 11, na ¢-gésima iteracdo do laco externo
(iniciado na linha 3). O laco na linha 5 vai executar um total de u; passos. Seja a; o valor da varidvel
ultimo_alterado ao final da execucdo da linha 10, na i-gésima iterag¢do do lago interno. O valor maximo
de a; é (u; — 1), quando o dltimo elemento a ser inspecionado pelo lago interno é modificado (isso ocorre
por exemplo com uma entrada em ordem inversa, na qual o lago interno transporta o primeiro elemento até a
posicdo u; e mantém a ordem relativa dos demais elementos inalterada). Assim, o valor maximo que u; pode
assumir é (u;—1 — 1). Ou, seja, no pior caso, u; segue uma sequéncia aritmética decrescente de razdo -1. O
nimero total de iteragdes do lago interno no pior caso para uma entrada com n elementos € dado por:

b) Do mesmo modo, o valor minimo que a; pode assumir na primeira iteracdo é 0, quando nenhuma posicao é
modificada (como por exemplo com uma entrada ordenada). Neste caso a complexidade é O (n).

Exercicio 21

A idéia bésica € dividir o vetor em 3 regides, uma no inicio, uma no centro e uma no final, de modo que a regiao
central é maior que as outras duas. O algoritmo é chamado recursivamente nas duas primeiras regides concatena-
das, depois nas duas finais e finalmente, nas duas primeiras novamente. Mostra-se que ap6s a 2a chamada a 3a
regido contém os maiores elementos do vetor de forma ordenada. Segue a prova detalhada:

Trata-se de um algoritmo recursivo. Sejam ¢, j os valores das varidveis i, j em uma dada chamada da fung¢@o
(como o algoritmo é recursivo, estes valores sdo especificos de um dado escopo). Seja k = |j —1i] /3. Seja
A ={d;,...,d;} ovalor da varidvel a antes da chamada a ordena(a, i, j) e A* o valor da mesma varidvel apds
a chamada.

As pés-condigdes desejaveis sio:

L. aj,; > a; Vi <1< j,ouseja, o vetor A* estd em ordem crescente.

2. 37 : NBdl s N7l | g = a:(l), ou seja, existe uma permutacdo (representada como a fungdo bijetora 7)
de Aem A*.

3. af =aq;Vi<lIVI> j,ouseja, os eventuais elementos de A fora do intervalo de indices 7, j permanecem
l ] J 7.] P
inalterados.

Trata-se de um algoritmo recursivo cujo caso-base é ¢ — 57 < 2, ou seja o vetor a ser ordenado tem no maximo
duas posigdes. O algoritmo chama a si préprio 3 vezes, com indices (i, j — k), (¢ + k, j) e (i, 5 — k) novamente.

Ora, mas é fécil mostrar que fora do caso-base, k = [j — ¢+ 1| /3 > 1. Isso significa que diferenca i — j
em cada nivel de chamada da funcio € um valor inteiro, estritamente decrescente e limitado inferiormente. Deste
modo o caso-base é sempre atingido.
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No caso-base, o algoritmo troca as eventuais duas posi¢des do vetor caso elas estejam fora de ordem (ou ndo
faz nada se o vetor € unitario). Deste modo, as duas p6s-condi¢des sdo trivialmente satisfeitas.

Ora, mas se as 3 sub-chamadas efetivamente ordenam os respectivos sub-vetores, entdo, seja AWM o conteddo
do vetor a apds a 1a chamada. Neste caso vale:

itz aVVi<i<(G-k)

gp(l) - NEI—k _, NlET—F] | a; = a,m )

ap =aV(j—k) <l<j
Ou seja, o intervalo entre indices i, — k da sequéncia A() (denotado Az(.}j)f ) estd ordenado em ordem
crescente e os valores neste intervalo sdo obtidos de uma permutagio dos valores de A no mesmo intervalo. Os
dema;s ‘Valores permanecem inalterados, ou seja, Agl_) k1 = Aj_j+1:; (logo hd uma permutagdo a1 . Nl
— NI tal que a; = A1) (1))-

A propriedade de ordenag@o em particular garante que:

o) <aDVi<m< (i+k) <n< (- k)

Isso significa que se hd al") < a,, comi < m < (i+k)e(k+1) < o < jentdo necessariamente o > (j — k).

. . . A 1
Assim, ha no maximo k elementos na subsequéncia AE Jr)k: ; Que podem ser menores do que algum elemento de

Se A ¢ o valor do vetor a depois da segunda chamada, entfio:

a2\ > a3V (i+k) <1<

Jp@ ; Nlitkal _, Nkl | al(Q) = ail(g)(l)

a? =aVVi<l<i+k
Do mesmo modo, a propriedade de ordenacdo garante que:

0 <@V (i+k) <m<(j—k) <n<j

P 2 ~ .
Mostra-se, por absurdo, que além disso, fodos os elementos de A;j k+1:; 80 maiores do que qualquer elemento

de AEiL x_1- De fato, sabe-se devido a existéncia de p?) e as propriedades da primeira chamada que hd no maximo

k elementos em Av(I—Qir)k, ; que podem ser menores do que algum elemento de Af27)+ x_1- Por outro lado, se ouvesse

algum elemento em Aﬁ) j+1:.; menor do que algum elemento de A£22)+ x_1> €ntdo a propriedade de ordenagio

exigiria que ouvesse ao menos j — ¢ — 2k também menores. Ora, mas:

.. . j—1 . J—t J—1i J—i
—i—2k=4—19—2 —71—2 = =k
I I { 3 J>*7 ! 3 3 >{ 3 J

Isso é uma contradi¢do de modo que ndo pode existir tal elemento. Assim, combinando esta propriedade com

~ 2 ~ . 2
a de ordenagdo mostra-se que todos os elementos em Ag_) k+1:; Sd0 maiores do que todos os elementos em Ag: j)_ o
A terceira chamada completa a ordenagao, pois apés esta,

a > a®' V(i) <1< (k)

3p® : NEIH oy NI | o = 03

af¥ =aPv(i-k)<i<j
(3) (3)
Deste modo, os elementos em Ai;j k1,

~ . , . 3 ~ . .
(que ndo foram modificados). Além disso, todos os elementos em AEZ j)_ «; SA0 menores ou iguais aos elementos

_, estdo ordenados. Ora, mas também o estdo os elementos de A

em Aﬁ) k1,5 Assim, o vetor A®) estd completamente ordenado. E trivial mostrar que ele é uma permutagdo do
vetor original. Como A®) = A*, as pés-condi¢des originais sio atendidas.
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Quanto a complexidade, ele faz operagdes em tempo constante e em seguida chama a si préprio 3 vezes com
entradas com 2/3 do tamanho original.
Na notacao do Teorema-Mestre,

T(N)=3T (3]72> + 0O (N?)

Deste modo,

T(N) =0 (Nlog3/2 2) ~0O (N1’71)

Exercicio 22

a) Em um vetor ordenado, cada elemento inspecionado é ou uma repeti¢do do elemento anterior ou um elemento
novo que ainda ndo apareceu. O tnico caso que deve ser considerado com mais cuidado é o de um vetor com
comprimento nulo, mas um teste rapido no inicio do cédigo resolve o problema:

def Repeticoes(a):

if len(a)==0: return 0

n =20

ultimo = al[0]

for i in range(l, len(a)):
if a[i]==ultimo: n += 1
else: ultimo = al[i]

return n

Este cédigo faz exatamente N — 1 iteracdes, onde N é o tamanho do vetor. Alternativamente é possivel
comparar os elementos a[i] com a[i-1] (oua[i] ea[i+1], se o devido cuidado for tomado com os
limites para i), mas € ligeiramente mais rdpido usar uma varidvel local.

b) O algoritmo mergesort ordena vetores com complexidade O (N log N). Deste modo a tarefa de se ordenar
um vetor e aplicar o algoritmo do item acima é O (Nlog N + N) = O (N log N).

Exercicio 23

a) Uma solugdo trivial com complexidade O(N):

def fatorh(citacoes):
i=0
while i<len(citacoes) and citacoes[i]>=(i+1l): i += 1
return i

A versdo com complexidade O(log N) usa as mesmas idéias basicas de uma busca bindria:

def fatorh(citacoes):
a =20
b = len(citacoes)
best = 0
while a<=b:
ref = (a+b)//2
if citacoes|[ref]l>=(ref+l): # Procura na metade superior
best = ref
a =ref +1
else: # Procura na metade inferior
b =ref -1
return best+1l

E possivel ainda omitir completamente a varidvel best:
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def fatorh(citacoes):

a=2=0
b = len(citacoes)
while (a<=Db) :
ref = (a+b)//2
if citacoes|[ref]>=(ref+l): # Procura na metade superior
a = ref+l
else : # Procura na metade inferior
b =ref -1
return a

Finalmente h4 uma versao recursiva bastante compacta:

def fatorh(citacoes):
def busca(a, b):
if a>b: return a
ref = (atb)//2
if citacoes|[ref]l>=(ref+l): return busca(ref+l, Db)
return busca(a, ref-1)
return busca (0, len(citacoes)-1)

b) O algoritmo de ordenagdo mergesort ordena um vetor com complexidade O(N log N). Assim, a complexidade
das operagdes conjuntas ordenar por mergesort e calcular o fator h é de O(N log N + N) = O(N log N).

Exercicio 24

a) O algoritmo é um algoritmo recursivo cujo caso base é o parametro n igual a 1. Caso contrario, o algoritmo
chama a si mesmo duas vezes, passando n/2 como novo pardmetro n. Se o valor inicial de n, o tamanho
inicial do vetor, for exatamente uma poténcia de 2, as sucessivas divisdes por 2 fardo com que o caso base seja
atendido.

b) SejaT(N) a ordem de complexidade do algoritmo. O algoritmo chama a si mesmo duas vezes com N/2 como
pardmetro e realiza N - O(1) operagdes sobre os vetores. A equagio é:

T(N) =2T @7) +O(N)

¢) Na notacéo do Master Theorem, temos A = 2, B = 2 e L = 1. Neste caso, tem-se exatamente A = BT donde
a solugdo é:
T(N)=0O(NlogN)

Exercicio 25

a) Resposta: O algoritmo divide a matriz em 4 quadrantes, cada um com aproximadamente 1/4 do tamanho da
matriz original. Em seguida, chama a si mesmo em 3 destes quadrantes. A operacdo de divisdo e escolha de
quadrantes a rejeitar tem complexidade constante O(1). A equacdo recursiva é:

N

T(N)=3T (4> + O(1)

b) Na notagdo do teorema Mestre, tem-se A = 3, B = 4 e L = 0. Neste caso, naturalmente, A > Blea solugdo

é N'°gz 4 ou seja,
T(N) =0 (Nlog4 3) ~0O (NO’7925)
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Exercicio 26

Como trata-se de uma adi¢do de um contador ao mergesort, este algoritmo necessariamente termina em tempo
finito. O caso base do algoritmo é o do vetor unitdrio ou nulo, para o qual este retorna o valor correto de zero
inversdes. Resta mostrar que se as duas chamadas recursivas nas linhas 34 e 35 efetivamente retornam o niimero
de inversdes nos seus respectivos intervalos, a fungdo também retorna o valor correto. Como visto na questéo 10,
o nimero de inversdes I é dado por
n—1
I=Y & (23)
i=0

onde € o total de elementos a; com j > i tais que a; < a;. Tomando-se a funcdo H(n) = lparan > Oe
H(n) = 0paran < 0 (esta é a Fungdo de Heviside), entdo pode-se escrever

n—1
&= 1-Ha—a) (24)
j=it+1
Ora, mas para qualquer indice m talque 0 < m < n — 1, vale

€i,m 0i,m

m—1 n—1
&= Y 1-H(a;—a)+ Y 1-H(a; - aj) (25)
j=i+1 j=m
Ou seja, se particiona-se a sequéncia em e = {ag,...,am—1} € d = {am,...,a,—_1}, entdo trivialmente, o valor

&; € asoma da quantidade de elementos maiores encontrados na primeira parti¢do ¢; ,, € a quantidade de elementos
na segunda parti¢do ¢; ,,,. Observa-se ademais que quando ¢ > m entdo €; ,,, = 0.
Substituindo-se em (23), temos:

I. I I,
—
n—1 n—1 m—1 n—1 n—1
I= § €im T § 5i,m = § €m T § 5L,m + § €i,m (26)
=0 =0 =0 i=m i=m

Por hipétese, I, seria o valor retornado na linha 34, ou seja, a quantidade de inversdes na primeira sub-
sequéncia. Do mesmo modo, I seria o valor retornado na linha 35, ou seja a quantidade de inversdes na segunda
sub-sequéncia. Assim, se provarmos que a chamada a me rge efetivamente retorna I,,,, comprovaremos a corregao
do algoritmo.

Seja I; ; o valor da varidvel inv quando i = 4, j = j ao final da execugio da linha 25. Entdo vale:

i—1 7
Ii,j :qu—l— Z 1—H(aj —ai) (27)
k=0 k=m

Exercicio 27

a) O caso base é o de uma sequéncia na qual o limite a esquerda € igual ao limite a direita, ou seja, o de uma
sequéncia unitdria. Naturalmente, a Gnica subsequéncia (e consequentemente a maior) neste caso é a propria
sequéncia, e a soma € o tnico valor contido.

b) Sao feitas duas chamadas recursivas, uma com limites (e, meio) e outra com limites (meio+1, d). Claramente
meio < demeio+ 1 > e. Do mesmo modo, meio > e emeio + 1 < d. Assim, os limites nas chamadas
sdo estritamente decrescentes e limitados inferiormente por uma sequéncia unitdria. Assim ha um nivel de
chamada que leva a sequéncia unitaria.

¢) O algoritmo faz duas chamadas recursivas com vetores com metade do tamanho do vetor original. A primeira
busca sequencial custa O (N/2) e a segunda custa O (N/2). A equagio é:

T (N)=2T (g) +O(N)
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€)

Supondo que as chamadas nas linhas 8 e 9 retornam o valor correto, as varidveis s1 e s2 contém, respectiva-
mente, a maior subsequéncia em (e, meio) e (meio+1, d). Por busca sequencial direta, a varidvel s3 contém
a maior subsequéncia que comeca em (e, meio) e termina em (meio+1, d). Ora, mas toda subsequéncia
possivel do vetor ou comeca e acaba antes da metade, ou comeca antes da metade e acaba depois da metade,
ou comeca e acaba depois da metade. Assim, claramente o maior valor entre s1, s3 e s2 e contém o valor da
maior subsequéncia.

Na notacio do master theorem, A = 2, B = 2e L = 1, de modo que A = B’. A solucio é assim
O (Nlog N). O algoritmo é assim melhor do que o de busca direta (O (N 2)) e pior do que o por programacao
dinamica (O (N)).

Exercicio 28

A equagdo a ser resolvida é

T(N)=aT <JZ> + Nlog N

Esta é uma equacdo recursiva, na qual o termo de uma ordem (7'(IN)) estd expresso em fungdo de N e do

termo de ordem imediatamente anterior (7'(N/b)). Uma maneira de resolvé-la é escrever o termo de ordem
imediatamente anterior (7'(n/b)) em fungdo de seu antecessor (T'(IN/b?)), usando para isso a prépria equagdo

recursiva“:

2

r(5) = () + e (5)

Substituindo-se na equacao anterior,

N N
T (N) = a2T <b2) + %Nlog (b) + Nlog N

Prosseguindo agora, escrevemos 7'(N/b?) em fungdo de T'(N/b3),

N N N N
7 (52) =or () + 3o (32)

Se N = bk,
f/(& k-l bk
a
T(N)=d"T(1) +; (3) b log <b>
k—1 i

=a"O() + Y4 () (logt" —logt)

. Z:O k—1 ani k—1 ani
= d"0(1) +b logb<k2(b) ->i(3) )

=0 i

k
=a"O0(1) + b* log (b*) (

=0
k—1 i
)

@
Il
<
.
I
<}

2Esta é a maneira pela qual o Master Theorem é demonstrado no curso
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Existem formas fechadas para as duas séries do lado direito, que dependem da razdo (a/b). Se a = b, entdo
a/b =1 e trivialmente,

T (N) =d"O(1) + b* log (b") k
Como N = bk ek = log, N,
T (N) = O (N (log N)*)
Para a # b usa-se resultados conhecidos de somas de séries. Com z # 1, vale®:

k—1

xF—1

r—1

k-1
Z W = ——= +2 — 3
Pt (x —1) r—1 (z-1)
Entdo, substituindo-se x = a/b e descartando-se os termos de menor ordem em k,
k—1 . k—1 . k+1
a\t 1 a\t (a/5)"" ik — 1
b I i(Z) = —_ 1"~ ~
z;(b) ki;@(b) ( (a/b) — 1) )

7=

.’L‘iz

@
Il
<

Retomando-se N = b* e k = log, N,

(a/b)°5 N _log, N)

T (N) = N"°&*0O(1) + NO ( OO

Estamos entdo diante de 2 possibilidades:
1. a/b > 1. Neste caso, (a/b)'°® N > log, N e

T(N)=0 (N"&)

2. a/b < 1. Neste caso, (a/b)!°®» N < log, N e

T (N) = 0O (NlogN)

Resumindo, tem-se:

O (NlogN) paraa < b
T(N)=10 (N (logN)2> paraa = b
@) (Nlogba) paraa > b

Em particular, para:

(@ a=3,b=3:
T(N) -0 (Nlogb a) ~ N1’585
b a=2,b=2:
T(N) =0 (N (log N)?)
© a=2,b=2:

T(N)=0O(NlogN)

3Note que o segundo resultado é a derivada do primeiro multiplicada por z
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Exercicio 29

a) A quantidade de chamadas subsequente € limitada pelo tamanho do vetor de entrada. Assim, naturalmente,
a maior quantidade de chamadas ocorrerd quando um dos sub-vetores pds-divisdo for o maior possivel. Isso
ocorre por exemplo em um vetor pré-ordenado, quando o primeiro sub-vetor tem tamanho N — 1. Neste caso
a profundidade maxima é O(N).

b) O resultado € idéntico a listagem do enunciado até a linha 17:

1 def quicksort(s, a, b):

2 if a>=b:

3 return

4 p = s[b] # pivot

5 1 =a

6 r = b-1

7 while l<=r

8 while 1<=r and s[l]<=p:
9 1 = 1+1

10 while 1<=r and s[r]>=p:
11 r=1r -1

12 if 1<r:

13 temp = s[1]

14 s[1l] = s[r]

15 s[r]=temp

16 s[b] = s[1]

17 s[l] = p

18 if (1-1-a)<(b-1-1):

19 quicksort (s, a, (1-1))
20 quicksort (s, (1+1), b)
21 else:

22 quicksort (s, (1+1), b)
23 quicksort (s, a, (1-1))

¢) Note que é impossivel retirar ambas as chamadas recursivas (a0 menos sem uma estrutura de dados auxiliar
(que por sua vez utilizaria uma quantidade de memoria comparavel a da pilha do programa).

def quicksort(s, a, b):
while a < b:

p = s[b] # pivot
1 =a
r = b-1

while 1<=r
while 1<=r and s[l]<=p:

1 = 1+1
while 1<=r and s[r]>=p:
r=1r — 1
if 1<r:
temp = s[1]
s[1l] = slr]
s[r]l=temp
s[b] = s[1]
s[l] =p

if (1-1-a)<(b-1-1):
quicksort (s, a, (1-1))

a=1+1

else:
quicksort (s, (1+1), b)
b=1 -1
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d) A profundidade maxima ocorre quando o sub-vetor passado para a chamada recursiva tem o tamanho maximo
a cada iteracdo. Ora, este sub-vetor tem no maximo o tamanho da metade do vetor original (visto que ele é
menor ou igual ao outro sub-vetor). Finalmente, é possivel dividir um vetor em 2 no maximo log, IV vezes, de
modo que a profundidade mdxima é de ordem O(log N).

Exercicio 30

a) A sequéncia [1, 2, 3, 3], sob a operacéo de reducdo, gera a sequéncia [3]. 3 € trivialmente elemento dominante
da segunda sequéncia, mas ndo é da primeira.

b) A funcio recursiva verifica se a sequéncia € nula e retorna verdadeiro neste caso. Em seguida ela verifica se a
sequéncia tem um nimero /mpar de elementos. Caso tenha, ela verifica se o seu ultimo elemento é dominante
da sequéncia original. Finalmente ela chama reduz sobre a sequéncia e a si mesma.

Esta funcio recursiva tem dois casos-base:

(a) A sequéncia recebida € nula, situacdo em que a fungéo retorna False.

(b) A sequéncia recebida tem nimero impar de elementos e seu ultimo elemento € elemento dominante
da sequéncia v, situacdo em que a funcio retorna True caso o elemento também seja, False caso
contrério.

O primeiro caso base € correto, pois pela propriedade do item (a), se alguma sequéncia v ndo tem elemento
dominante, a sequéncia original a também ndo pode ter. O segundo caso-base também €, pois se o ultimo
elemento de v é dominante em v, ele € o Gnico candidato possivel a dominancia de a.

A chamada a reduz é sempre vélida, pois se o vetor v tem inicialmente nimero impar de elementos, o seu
dltimo elemento € retirado. Ora, mas a chamada a reduz garante que o tamanho do vetor v na préxima
chamada estard entre 0 e |Len(v)/2|. Assim, algum caso-base é sempre atingido.

Ora, mas a chamada recursiva retorna o valor correto, entdo necessariamente a fungio retorna o valor correto
(de fato, trata-se de um tail call).

¢) O pior caso da fungéo recursiva € o no qual o vetor v é sempre impar e ndo possui elemento dominante. Neste
caso a fungdo recursiva faz O(N) operagdes e chama a si mesma com no maximo N /2 elementos, onde N é o
tamanho de v. Assim, a equacdo recursiva é:

T(N)=T (J;[) + O(N)

Cuja solugdo é:
T(N)=0(N)

O enunciado original ndo faz a verificagd@o final sobre o vetor a, o que torna o algoritmo incorreto. Durante a
prova pediu-se aos alunos que substituissem o teste v. count (v[-1]) 2 > len(v) pora.count (v[-1]) %2
> len (v). Este teste tem complexidade len (a), que ndo depende do tamanho de v. A equagdo resultante

z

é: T(N) =T (Z) + O(1en(a))

Cuja solugio é O (log N (1 4+ O(len(a))) = O (N log N) Em virtude do erro no enunciado, ambas as res-
postas serdo consideradas corretas.
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