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Objetivos da aula

@ Apresentar e exemplificar o que é um processo estocastico;

@ Definir conceitos associados a representacdo temporal de um
processo, como estacionariedade, ergodicidade e autocorrelacdo;

@ Exercitar os conhecimentos adquiridos por meio de exemplos e
exercicios.
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Aula de hoje

@ Conceito de Processo Estocéstico

© Estacionariedade

e Caracterizagdo Temporal para Processos
@ Ergodicidade
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Introducdo: Processo Estocastico

@ Ferramenta na modelagem de sinais e sistemas em inliimeras
areas da Engenharia e das Ciéncias em geral.

(EPUSP) Abril 2019 7/31



Introducdo: Processo Estocastico

@ Ferramenta na modelagem de sinais e sistemas em inliimeras
areas da Engenharia e das Ciéncias em geral.
@ Vamos considerar um espaco de probabilidades (S, F, P), com

o S - Espago das amostras;
o F - o-dlgebra dos eventos definidos em S;
o P - fungdo S — R que obedece aos axiomas estudados.
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Introducdo: Processo Estocastico

@ Ferramenta na modelagem de sinais e sistemas em inliimeras
areas da Engenharia e das Ciéncias em geral.
@ Vamos considerar um espaco de probabilidades (S, F, P), com

o S - Espago das amostras;
o F - o-dlgebra dos eventos definidos em S;
o P - fungdo S — R que obedece aos axiomas estudados.

@ Conceito parecido com o de VA:

o VA associa a cada s € S um ndmero X (s);
@ Processo estocastico associa a cada s € S uma fungdo X (¢,s).
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Definicao formal

Processo Estocastico

Seja (S,F,P) um espago de probabilidades e um mapeamento X de
S em um espacgo de fun¢des de uma varidvel ¢ (tempo).

@ O mapeamento X é chamado de processo estocastico ou
aleatorio se para cada t fixo o mapeamento é uma VA.




Definicao formal

Processo Estocastico

Seja (S,F,P) um espago de probabilidades e um mapeamento X de
S em um espacgo de fun¢des de uma varidvel ¢ (tempo).

@ O mapeamento X é chamado de processo estocastico ou
aleatorio se para cada t fixo o mapeamento é uma VA.

@ Os elementos da imagem de X s3o chamados de
funcées-amostra.
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Para s; fixo, X (t,s;) = z;(t)
é uma funcdo do tempo

determinista.

Abril 2019

9/31



Notacdo

X(t,s)
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o Para s; fixo, X (t,5;) = z;(t)
é uma funcdo do tempo
determinista.

o Para t;, fixo,
X (ty,8) = X (t1) é uma VA
que assume valores
{z1 (tg) 22 (tg) - . - xn (t) }-
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determinista.
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Notacao

X(t,s)

(EPUSP)

o Para s; fixo, X (t,5;) = z;(t)
é uma funcdo do tempo
determinista.

o Para t;, fixo,

X (ty,8) = X (t1) é uma VA
que assume valores
{z1 (tg) 22 (tg) - . - xn (t) }-

@ Quando S ficar implicito,
X(t,s) é representado como
X(t) e uma fungdo-amostra
por x(t).

@ Vejamos alguns exemplos. ©
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Processo Estocastico: Exemplo

@ Processo definido por X (t) = Acosnt, t € R em que A é uma

VA A ~ U[-1,1].
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Processo Estocastico: Exemplo

@ Processo definido por X (t) = Acosnt, t € R em que A é uma

VA A ~ U[-1,1].

xg(0)
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o X(0) = A; X(0) ~ U[-L1,1]
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Processo Estocastico: Exemplo

@ Processo definido por X (t) = Acosnt, t € R em que A é uma

VA A ~ U[-1,1].
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o X(0) = A; X(0) ~ U[-1,1]

@ X(0,5) é VA com P[X(0,5) =0]=1
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Processo Estocastico: Exemplo

@ Processo definido por X (t) = Acosnt, t € R em que A é uma

VA A~ U[-1,1].
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o X(0) = A; X(0) ~ U[-1,1]

@ X(0,5) é VA com P[X(0,5) =0]=1

@ x1(t) = cosmt é funcdo determinista
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Processo Estocastico: outro exemplo

Vias congestionadas em S3o Paulo num dia dtil
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@ Sejam X (t1), X (t2), ...,X (tx) VAs obtidas do processo X (t)
nos instantes ¢, to, ..., t&.
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Estacionariedade

@ Propriedades estatisticas das VAs X (t;.) dependem de ¢;7?

@ Sejam X (t1), X (t2), ...,X (tx) VAs obtidas do processo X (t)
nos instantes ¢, to, ..., t&.

@ A FDP conjunta é Fx ;) x (1)
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Estacionariedade

@ Propriedades estatisticas das VAs X (t;.) dependem de ¢;7?

@ Sejam X (t1), X (t2), ...,X (tx) VAs obtidas do processo X (t)

nos instantes ¢, to, ..., t&.
o A FDP conjunta é FX(tl),X(tg) ..... X(ty) ()
@ Deslocam-se todos os tempos de observacdo de 7, obtendo

novas varidveis X (t1 +7), X(to+17), ..., X(tx + 7).
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Estacionariedade

@ Propriedades estatisticas das VAs X (t;.) dependem de ¢;7?

@ Sejam X (t1), X (t2), ...,X (tx) VAs obtidas do processo X (t)
nos instantes ¢, to, ..., t&.

o A FDP conjunta é FX(tl),X(tQ),...,X(tk) ()

@ Deslocam-se todos os tempos de observacdo de 7, obtendo
novas varidveis X (t; +7), X(ta +7), ..., X(tx + 7).

Processo estacionario em sentido estrito

O processo estocastico X (t) é dito estacionario no sentido estrito ou
estritamente estaciondrio se

FX(t141), X (ta+7), X (tet7) (1) = Fx(t1),x (1), X (82) (*) (1)

quaisquer que sejam 7, k e os instantes de observacao ty, ..., t;.

4




Casos especiais: k£ =1

e Para k =1, (1) torna-se
Fx((7) = Fx(tsn)(2) = Fx() (2)
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Casos especiais: k£ =1

e Para k =1, (1) torna-se
Fx((7) = Fx(tsn)(2) = Fx() (2)

@ Para processo estritamente estaciondrio, FDP de X (t) ndo
depende de t.
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Casos especiais: k£ =1

@ Para k =1, (1) torna-se
Fx((x) = Fx(n)(2) = Fx() (2)

@ Para processo estritamente estaciondrio, FDP de X (t) ndo
depende de t.
@ Processo que satisfaz (2) é chamado de estacionario de 1° ordem



Casos especiais: k£ =1

@ Para k =1, (1) torna-se
Fx((x) = Fx(n)(2) = Fx() (2)

@ Para processo estritamente estaciondrio, FDP de X (t) ndo
depende de t.

@ Processo que satisfaz (2) é chamado de estacionario de 1° ordem

@ Casos dos exemplos sdo claramente nao estacionarios!
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Casos especiais: k = 2

o Parak=2e7m=—14,

Fx (1), X (t2) (71,%2) = Fx(0) X(t2—11) (T1,72) (3)
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Casos especiais: k = 2

o Parak=2e1=—1,,

Fx ) x () (21,22) = Fx(0),x(t2-11) (£1,22) (3)
@ A FDP conjunta de X (1) e X (t3) depende apenas da diferenca
tg — tl e ndo de tl e tg.

@ Processo que satisfaz (3) é chamado de estaciondrio de 2?
ordem.

@ Estaciondrio de 22 ordem = Estacionario de 1® ordem.

@ Resolver Exercicios 6.1 e 6.2 da apostila.
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Casos especiais: k = 2

o Parak=2e1=—1,,

Fx ) x () (21,22) = Fx(0),x(t2-11) (£1,22) (3)
@ A FDP conjunta de X (1) e X (t3) depende apenas da diferenca
tg — tl e ndo de tl e tg.

@ Processo que satisfaz (3) é chamado de estaciondrio de 2?
ordem.

@ Estaciondrio de 22 ordem = Estacionario de 1® ordem.

@ Resolver Exercicios 6.1 e 6.2 da apostila.

@ D€ um exemplo de um processo estacionario.
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Aula de hoje

9 Caracterizagdo Temporal para Processos



Caracterizacdo temporal: média

@ Assim como definimos nimeros que resumem propriedades de
VAs (momentos), vamos definir fungdes que resumem
caracteristicas de X (7).
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Caracterizacdo temporal: média

@ Assim como definimos nimeros que resumem propriedades de
VAs (momentos), vamos definir fungdes que resumem
caracteristicas de X (7).

Média ou valor esperado de X ()

Valor esperado da varidvel aleatdria obtida observando o processo
num instante ¢:

ux(®) =X = [ arxo@d,

oo

em que fx(x) é a fdp de X ().




Caracterizacdo temporal: média

@ Assim como definimos nimeros que resumem propriedades de
VAs (momentos), vamos definir fungdes que resumem
caracteristicas de X (7).

Média ou valor esperado de X ()

Valor esperado da varidvel aleatdria obtida observando o processo
num instante ¢:

() = ELX(0] = [ afv o),

oo

em que fx(x) é a fdp de X ().

@ Se X (t) for pelo menos estaciondrio de 12 ordem,
fxw (@) = fx(x) e ux(t) = ux = cte., para todo ¢.



Caracterizacdo temporal: autocorrelacao

Funcao de autocorrelacao

Valor esperado do produto das VAs X (1) e X (t2):

Rxx (t1,t2) = E[X (t1) X (t2)] = / / 182 fx (1) X (1) (X1,22) dx1das.

em que fx(¢,)x(t,) (¥1,22) é a fdp conjunta de X (t1) e X (t2).
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Caracterizacdo temporal: autocorrelacao

Funcao de autocorrelacao

Valor esperado do produto das VAs X (1) e X (t2):

Rxx (t1,t2) = E[X (t1) X (t2)] = / / 182 fx (1) X (1) (X1,22) dx1das.

em que fx(¢,)x(t,) (¥1,22) é a fdp conjunta de X (t1) e X (t2).

@ Fazendot; =t ety =t + 7, tem-se a forma conveniente
Rxx(t,t—i-T) iE[X(t)X(t—FT)].

@ Se X(t) for pelo menos estaciondrio de 2° ordem, fx () x(4r) (*)
depende apenas de 7 e, portanto, Rxx é funcao apenas de 7:

Rxx(r) = E[X(@)X(t +7)]




Estacionariedade em sentido amplo e exemplo

Estacionariedade em sentido amplo

Se X(t) é tal que ux(t) é constante e Rx x(t,t + 7) depende apenas
de T, processo é dito estaciondrio em sentido amplo (ESA).
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Estacionariedade em sentido amplo e exemplo

Estacionariedade em sentido amplo

Se X(t) é tal que ux(t) é constante e Rx x(t,t + 7) depende apenas
de T, processo é dito estaciondrio em sentido amplo (ESA).

@ ESA é definicio de estacionariedade mais usada na pratica.
@ Note que Estacionariedade de 22 ordem = ESA, mas n3o o
contrario.

Exemplo 1: Processo estacionario em sentido amplo?

Seja o processo estocastico
X(t) = Acos (wot + 9),

com A e wy constantes e © ~ U(0,27). Mostre que esse processo é
ESA. :
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Estacionariedade em sentido amplo e exemplo

Estacionariedade em sentido amplo

Se X(t) é tal que ux(t) é constante e Rx x(t,t + 7) depende apenas
de T, processo é dito estaciondrio em sentido amplo (ESA).

@ ESA é definicio de estacionariedade mais usada na pratica.
@ Note que Estacionariedade de 22 ordem = ESA, mas n3o o
contrario.

Exemplo 1: Processo estacionario em sentido amplo?

Seja o processo estocastico
X(t) = Acos (wot + 9),

com A e wy constantes e © ~ U(0,27). Mostre que esse processo é
ESA. Dica: cos(a) cos(b) = 1 [cos(a + b) + cos(a — b)].
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Algumas fun¢des-amostras do Exemplo 1
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Algumas propriedades de Ry x(7)

Para processos ESA,
A) Rxx(0) = E[X?(t)] & Poténcia de X (t)
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Algumas propriedades de Ry x(7)

Para processos ESA,

A) Rxx(0) = E[X?(t)] & Poténcia de X (t)
B) RXX(T) = RX)(<—7') (simetria par)

C) |Rxx(7)] < Rxx(0)

Exemplo 2: Propriedades da correlacao

Demonstre a Propriedade C).
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Algumas propriedades de Ry x(7)

Para processos ESA,

A) Rxx(0) = E[X?(t)] & Poténcia de X (t)
B) RXX(T) = RX)(<—7') (simetria par)

C) |Rxx(7)] < Rxx(0)

Exemplo 2: Propriedades da correlacao

Demonstre a Propriedade C).

D) Se X(t) tem componente periddica, Rxx(7) tem uma
componente periédica com mesmo periodo.
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Exemplo de correlacdo de processos estacionarios
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Funcdo de autocovariancia Cx x

Funcao de autocovariancia

Cxx(tt+7) S E[(X(8) — px(8) (X(t +7) = px(t+7))]
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Funcdo de autocovariancia Cx x

Funcao de autocovariancia

Cxx(tt+7) 2 E[(X(t) — px(t) (X(t+7) = px(t +7))]
= Rxx(t,t + 7') — Mx(t)ﬂx(t + 7')
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Funcdo de autocovariancia Cx x

Funcao de autocovariancia

Cxx(tt+7) 2 E[(X(t) — px(t) (X(t+7) = px(t +7))]
= Rxx(t,t + 7') — Mx(t)ﬂx(t + 7')

@ Varidncia de X (?):
P(t) & Cx(tt) = E [X(0)] — ux (0
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Funcdo de autocovariancia Cx x

Funcao de autocovariancia

Cxx(tt+7) 2 E[(X (1) — px(t) (X +7) — px(t +7))]
= Rxx(t,t + T) - ,UX(t),uX(t + 7—)

@ Varidncia de X (¢):
P(t) & Cx(tt) = E [X(0)] — ux (0

@ Para processos ESA,

Cxx (1) = Rxx (1) — u%

0% = Rxx(0) — p% = E[X?] — i




Aula de hoje

@ Ergodicidade
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Médias amostrais e temporais

@ Valor esperado E[-] para X (t) é média sobre conjunto de
realizacoes.



Médias amostrais e temporais

@ Valor esperado E[-] para X (t) é média sobre conjunto de
realizacoes.

@ Por exemplo, para calcular Rxx(7) é necessario conhecer FDP
ou todas as fun¢des-amostra.
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Médias amostrais e temporais

@ Valor esperado E[-] para X (t) é média sobre conjunto de
realizacoes.

@ Por exemplo, para calcular Rxx(7) é necessario conhecer FDP
ou todas as fun¢des-amostra.

@ Porém, muitas vezes sé se tem acesso a uma Unica
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@ Valor esperado E[-] para X (t) é média sobre conjunto de
realizacoes.

@ Por exemplo, para calcular Rxx(7) é necessario conhecer FDP
ou todas as fun¢des-amostra.

@ Porém, muitas vezes sé se tem acesso a uma Unica
fungdo-amostra e, mesmo assim, quer se obter a Rxx(7) do
processo.

@ Se o processo for estacionario, pode-se definir médias temporais.

@ Serd que elas s3o iguais as médias amostrais?
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Médias amostrais como estimadores

Médias temporais - Fungoes-amostra de tempo continuo

X £ Alz(t)] = lim L /T o (t)dt

T—00 2T _T

Roxx(r) 2 A fa(t)e(t +7)] = Jim % / alt)e(t+ )

@ X e Ryx(7) sdo VAs - resultados variam, em principio, de
funcao-amostra para funcao-amostra

0 E[X] = limp oo 5 [ E[X(8)]dt = px
0 E[Rxx(7)] = limy o0 5= [T E[X (£)X (t + 7)]dt = Ryxx(7)

@ X e Rxx(7) sdo estimadores ndo enviesados para jx e
Rxx(7), respectivamente.
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@ Se var[X] = 0, de modo que para qualquer z(t) o resultado é o
mesmo e igual a px, o processo é dito ergodico em média.

@ Se var[Rxx(7)] = 0, de modo que para qualquer z(t) o
resultado é o mesmo e igual a Rxx(7), o processo ¢ dito
ergddico em correlag3o.

@ Se todas as médias temporais se igualam as médias amostrais, o
processo é dito ergaodico.

@ Ergodicidade é uma forma restritiva de estacionariedade!
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Exemplo

Exemplo

Dado o processo estocdstico X (t) = K em que K ~ U(—1,1).

Pede-se:

a) Esboce fun¢des-amostras deste processo.

b) Determine px(t)

c) Determine Rxx(t,t + 7)

d) Este processo é ESA?
)

e) Este processo é ergddico?
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Abril 2019

28 / 31



Ergodicidade e correlagdo

A correlacao de processos ergddicos apresenta mais uma propriedade
interessante:

E) Se X (t) é ergddico sem componentes periddicas entdo

lim RX)((T) = [Lg(

|T|—00

Ou seja, X(t) e X(t+ 7) tendem a ser varidveis ndo correlacionadas.

Exemplo 3: Propriedades da correlagao e ergodicidade

Um processo ergédico X () sem componentes periddicas tem fungdo
de autocorrelacdo

=2 .
RX)((T> 5+ 1+672

Determine sua variancia o%.

4
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Préximas aulas:
o Caracterizacao espectral de processos

@ Processos estocdsticos e sistemas LIT
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