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Aula de hoje

@ Introducio: por que estudar aleatoriedade?
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O que ¢ aleatdrio? O que n3o é aleatdrio? Para
que serve essa disciplina?

“Randomness is what we call our inability to predict things which, in
turn, reflects our lack of knowledge about the system of interest.”
(Sivia and Skilling [2006])

“It is remarkable that a Science, which commenced with a
consideration of games of chance, should be elevated to the rank of

the most important subjects of human knowledge.” (Pierre Simon
Laplace 1749-1827).

Ver videos “What is random??” e “What is not random??" no STOA.

([Peebles, 2000, Se¢des 1.0 a 1.4]; Apostila
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Sinais aleatdrios

@ Muitos sinais na Engenharia s3o caracterizados apenas de forma
probabilistica. Nao ha férmulas fechadas para eles.

O ruido de fundo ouvido quando escutamos uma rddio.

Interferéncia em uma imagem.

Num sistema sonar, sons do mar gerados de forma aleatédria

geram ruidos que interferem com os ecos desejados.

Bits em uma comunica¢do entre computadores.

Saida de tens3o de um gerador edlico.

Incidéncia luminosa em um gerador solar.

¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢

@ Como aplicar conceitos de Sistemas e Sinais, PDS, Controle, etc.
a esses sinais? Como representa-los temporal e espectralmente?

@ Resposta: Processos Estocasticos ou Aleatdrios, o assunto desse
curso.

@ Caminho: Probabilidades = 1 VA= 2VAs = oo VAs
associadas com instantes de tempo (Processo Estocdstico)
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Aula de hoje

© Os diferentes tipos de probabilidade
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Teorias de Probabilidades [Stark and Woods, 2001, p. 2]

© Probabilidade intuitiva Baseada em intuicdo, comportamento
contraditério e pouco Util.

© Probabilidade como razio entre eventos favoraveis pelo total
(Teoria Cldssica) Nao experimental. Tipica aplicacdo: Encontrar
a probabilidade de ao menos 1 cara ao jogar 2 moedas.
Problemas: nao consegue lidar com resultados nao equiprovéveis.
Nao consegue lidar com resultados nao enumeraveis.

© Probabilidade como medida da frequéncia de ocorréncia
Experimental. Realizar experimento n vezes e verificar o néimero
de vezes que E ocorre (n.). Dai, P[E] = limy, o .
Problemas: Necessério estimar P[E] a partir de um niimero
finito de tentativas. Como veremos, limite em geral ndo existe.

© Probabilidade baseada na Teoria Axiomatica
Baseada em teoria matematica rigorosa. Kolmogorov
(1903-1987). Essa é que vamos utilizar.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Andrei_Kolmogorov

Aula de hoje

© Conceitos elementares: conjuntos, 4lgebras e eventos
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Experimento e Espaco das amostras

Experimento H

Qualquer acdo ou processo cujo resultado estd sujeito a incerteza.
Exemplos: jogar um dado, determinar tipo sanguineo de uma pessoa,
determinar tempo de viagem casa - Poli.

Espaco das amostras ou Espaco de eventos ou Espaco

amostral - 2

de todos os resultados possiveis de um experimento.

Exemplos de espacos das amostras
@ Jogar um dado - Q = {1,2,3.4,5,6}
@ Tipo sanguineo - Q = {A,B,AB,0}
@ Tempo de viagem -Q =R, ou Q = {t € R/t > dstinca}
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Algebra de conjuntos

4 B A r’\ B
v
S 4 g ‘ |
: Dragramade Venn  (b) Area sombreada (c) Area sombreada (d) Area sombreada
doseventosAe B éANB éAUB €A’

Conjuntos que n3o possuem nenhum elemento comum: AN B = ().

e N, Notacdo:

AN B @ Reunido: AUBou A+ B

[‘S, A @ Complementar: A’ ou A°

(e) Eventos m;.;ua;;;e,;m @ Intersecao: AN B ou AB
exclusivos
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Algebras e o-algebras

Algebra
Considere um conjunto €2 e uma cole¢ao de subconjuntos de €.

Sejam FE, F subconjuntos dessa cole¢do. Essa colecio de
subconjuntos forma uma algebra M se

1)leMeQeM

2) SeEeMeFeM,entio EUF e Me EF e M
(consequentemente unides e intersecgdes finitas)

3) Se E € M entdo E° ¢ M

o-algebra ou o-campo F

E uma algebra que é fechada sob qualquer conjunto enumeravel de
unides e interseccoes. Isto é, se Ey, ..., E,, ..., € F entao
U2, Ei e (2, E; também pertencem a F.
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Eventos

Seja um experimento H com espaco de amostras {2

@ Se ) é enumerdvel, entdo a classe de todos os subconjuntos
forma uma o-3algebra.

@ Se () é n3o enumerdvel, considere-se uma o-algebra F formada
por subconjuntos para os quais pode-se atribuir probabilidades
condizentes com os axiomas que serao formulados na sequéncia.

@ Em ambos os casos, cada um dos elementos dessa o-algebra é
chamada de evento.

@ Temos entdo 2 dos 3 objetos para a Teoria Axiomatica de
Probabilidades:

@ Um espago das amostras 2
o Uma o-3lgebra F de eventos definidos em €2
@ Precisamos agora de uma medida de probabilidade P.
@ Esses trés objetos (£2, F, P) foram uma tripla chamada de
espaco de probabilidades P
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Exercicio

[Dantas, 2013, Exemplo 1.3.1, p. 21]

Uma urna contém bolas numeradas de um a quinze. Uma bola é
retirada da urna e seu nimero anotado. Sejam A e B os seguintes
eventos:

@ A - nimero da bola retirada é par
@ B - nimero da bola retirada é miltiplo de 3
Determine os eventos
a) AUB
b) AB
c) A°
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Aula de hoje

@ Definicdo axiomatica de probabilidade e suas consequéncias
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Probabilidade - Definicao e axiomas

Probabilidade

Dado um espaco de amostras {2 e uma o-algebra de eventos F,
probabilidade é uma fun¢do P[] F — R que atribui a cada evento
E € F um nimero real P[E] que satisfaz os seguintes axiomas.

Axioma 1 Para qualquer evento E, P[E] >0
Axioma 2 P[Q] =1
Axioma 3 P[EUF|= P[E|+ P[F]se EF =0

Tripla (Q,F,P) forma um espaco de probabilidades P.

Considere um dado de 6 faces e o experimento jogar o dado e
observar o seu resultado. Podemos atribuir P [{1}] = 77

([Peebles, 2000, Se¢des 1.0 a 1.4]; Apostila 20 de fevereiro de 2019 14 /23



Consequéncias da definicao

Propriedades das probabilidades - Demonstrar!

Propriedade 1 P[] =0

Propriedade 2 P [EF‘] = P[E| — P|EF]|

Propriedade 3 P[E] =1— P [E“]

Propriedade 4 P[E U F| = P[E]+ P[F]| — P[EF)
Propriedade 5 P|J;._,Ei]=>" [ P[E]se E,E; =0,i#j

Nota: Um 4° axioma

P||JEi| =) P[E]se EiE; =0, Vi#j
i=1 =1

precisa ser incluido para lidar rigorosamente com limites e unides
contdveis infinitas
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Aula de hoje

© Probabilidade conjunta, condicional e total
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Probabilidade Condicional

@ P[AB] - Probabilidade conjunta dos eventos A e B

Probabilidade Condicional

Para quaisquer dois eventos A e B com P[A] # 0, a probabilidade
condicional P[B|A] é definida por

P[B|A] &

v

@ P[B|A] - probabilidade de B dado que ocorreu A; condicionada
a A; restrita a A
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Exemplo

Exercicio [Peebles, 2000]

Em uma caixa existem 100 resistores tendo a resisténcia e a tolerancia
mostradas na tabela a seguir.

Tolerancia

Resisténcia)

Sejam os eventos: A “selecionar um resistor de 472", B “selecionar um
resistor com tolerancia de 5%" e C “selecionar um resistor de 100Q”. A
partir da tabela, determine as seguintes probabilidades:

(a) P[A] (b) P[B] (c) P[C] (d) P[AN B] (e) PI[ANC]

(f) P[BNC] (g) PIA|B] (h) PIA|C] (i) P[B|C]

>
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P[E|A] é uma probabilidade?

Mostre que probabilidades condicionais satisfazem os 3 axiomas e
portanto sdo uma funcdo de probabilidade vilida.
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Resultados envolvendo probabilidade condicional

A regra da multiplicacao

P[AB] = P[A]P[B|A]

Note que P[AB] = P[A]P[B] se e somente se P|B|A] = P|[B].
Quando isso ocorre??

Teorema da Probabilidade Total

Seja A;, i =1,...,n uma particdo n de 2 e B definido sobre o
mesmo espago de probabilidades da particdo. Se P [A;] # 0 para
todo 7, entao

P[B] = ZP [B|A,] P [A)]
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Exemplos

Canal binario simétrico

Transition probabilities
1-p

0 0
P
Transmitted Received
signals p signals
1-p

A probabilidade de um “0" ser recebido como “1" ou vice-versa é
igual a p. Suponha que as probabilidades de se transmitir um X = 0
ou um X = 1 sejam, respectivamente, () e 1 — Q.

a) Qual a probabilidade de se receber 07?

b) Qual a probabilidade de se receber 17?
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Exemplos

Doacao de sangue

Quatro pessoas se prontificaram a doar sangue a um enfermo. E
necessario sangue do tipo O+ e sabe-se que apenas 1 dos 4
voluntdrios tem esse tipo de sangue’. Qual a probabilidade de que
pelo menos 3 individuos precisem ser testados para obtencdo do tipo
desejado?

?Na populacio brasileira, a porcentagem de individuos O+ é cerca de 40%.

Emails e spam

Pedro possui 3 contas de correio eletronico. 70% de suas mensagens
chegam a sua conta no Gmail, 20% a sua conta da USP e 10% a sua
conta da empresa em que faz estdgio. Das mensagem do Gmail, 10% ¢é
spam, e nas outras duas contas 5% e 2% s3o spam. Qual a probabilidade
de uma mensagem selecionada aleatoriamente ser spam?
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http://pt.wikipedia.org/wiki/Grupo_sangu%C3%ADneo#cite_note-9
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