Escola Politécnica da USP

PTC3405 - Processos Estocasticos - Algumas Notas de Aula -

versao 0.75

Prof. Marcio Eisencraft

Sao Paulo

2018



Capitulo 1

Probabilidades

Neste curso, trata-se dos fenomenos que nao podem ser representados de forma deterministica
mas apenas em termos de estatisticas. Dentre estes, destaca-se o ruido que é um limitante
para qualquer sistema de comunicacoes.

Define-se um sinal aleatorio ou randomico como uma forma de onda que pode ser caracte-
rizada apenas de uma maneira probabilistica. Em geral, pode ser uma forma de onda desejada
ou nao.

Alguns exemplos:

e O ruido de fundo ouvido quando escutamos uma radio. A forma de onda causadora do
ruido, se observada em um osciloscopio, aparece como uma tensao flutuando de forma
aleatoria com o tempo. Ela ¢ indesejavel ja que interfere com nossa habilidade de ouvir

o programa de radio e é chamada de ruido.

e Num sistema de televisao, o ruido aparece na forma de interferéncia de imagem, freqiien-

temente chamada de “snow”.

e Num sistema sonar, sons do mar gerados de forma aleatoria geram ruidos que interferem

com os ecos desejados.

e Bits em uma comunicacao entre computadores parecem flutuar de forma aleatoria com

o tempo entre os niveis 0 e 1 gerando um sinal aleatério.
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e A saida de tensao de um gerador edlico é aleatéria por causa da variagao randomica da

velocidade do vento.

e A tensao de um detector solar varia de forma aleatéria devido a imprevisibilidade das

condicoes das nuvens e do tempo.

e A tensao de um analisador de vibracao acoplado a um carro dirigido sobre um terreno

irregular.

Para definir precisamente as caracteristicas de um sinal aleatério precisamos dos conceitos
da teoria das probabilidades.
Comeca-se o estudo dos processos aleatérios introduzindo a teoria axiomatica das probabi-

lidades. Para isso, precisa-se das Teoria dos Conjuntos.

1.1 Definicoes de conjuntos

Um conjunto é uma colecao de objetos. Os objetos sao chamados de elementos do conjunto.

Existem dois modos para especificar os elementos de um conjunto:

e método tabular - todos os elementos sao enumerados explicitamente. Exemplo: {6; 7; 8; 9}.

e método da regra - o conteudo do conjunto é determinado por uma regra. FExemplo:

{inteiros entre 5 e 10}.

Algumas definigoes:

Conjunto enumerduvel - seus elementos podem ser postos em correspondéncia 1-a-1 (biunivoca)

com os numeros naturais. Caso contrario é nao-enumerduvel.

Conjunto vazio (@) - nao possui elementos.

Conjunto finito - contém um nimero finito de elementos. Caso contrario é infinito.

Conjuntos disjuntos ou mutuamente exclusivos - dois conjuntos que nao tém nenhum

elemento em comum.
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e Conjunto universo S - conjunto que contém todos os elementos que estao sendo conside-

rados.

Exercicios

1. [Peebles, 2000] Os conjuntos a seguir representam possiveis valores que podem ser obtidos

na medicao de certa corrente:

A={1,; 3; 5; 7}

B={1;3; ...}
C=1{05<c<85)

D = {0}

E =1{2; 4; 6; 8 10; 12; 14}

F={-5<f<12}

Determine se sao finitos ou nao, enumeraveis ou nao e especificados de forma tabular ou

por regra.

2. [Peebles, 2000]Ainda com relagao aos conjuntos do exercicio anterior, diga se é verdadeiro

ou falso:

a) ACB
b) AcC
¢) AZF
d) CCF
¢) DEF

f) ECB
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3. [Peebles, 2000] Com relagao aos conjuntos do Exercicio 1., escreva todos os pares de

conjuntos que sao mutuamente exclusivos.

4. [Peebles, 2000] Considere-se o experimento de jogar um dado. Estamos interessados nos
numeros que aparecem ha face superior. Pede-se:
a) Escreva o conjunto universo S de todos os resultados possiveis.

b) Num jogo, suponha que uma pessoa ganhe se sair um nimero impar. Escreva o

conjunto A dos resultados que interessam a esta pessoa.

¢) Suponha que uma outra pessoa vence se sair um nimero menor ou igual a 4. Escreva

o conjunto de todos os resultados que interessam a esta pessoa.

d) Quantos subconjuntos de S existem?

1.2 Operacoes com conjuntos

Define-se a seguir as principais operacoes entre conjuntos.

1.2.1 Igualdade e diferenca

Dois conjuntos A e B sao iguais se todos os elementos de A estao presentes em B e vice-versa.
A diferenca de dois conjuntos A — B é o conjunto contendo todos os elementos de A que nao

estao em B.

1.2.2 Uniao e interseccao

A uniao de dois conjuntos (AU B) é o conjunto de todos os elementos pertencentes a A ,B ou
ambos. A intersecgao de dois conjuntos (AN B) é o conjunto de elementos comuns a A e B.

Se A e B forem mutuamente exclusivos, AN B = (.
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1.2.3 Complemento

O complemento de um conjunto A, denotado por A é o conjunto de todos os elementos que

nao estao em A.

Exercicio

5. [Peebles, 2000] Dados os conjuntos:

S={seN/1<s<12}
A ={1; 3; 5; 12}
B ={2; 6; 7; 8 9; 10; 11}

C={1; 3; 4; 6; 7; 8}

pede-se:
a) AUB
b) AuC
c) BUC
d) ANB

e) AnC

1.2.4 Algebra de conjuntos

Valem as propriedades comutativa, distributiva e associativa para uniao e interseccao.
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1.3 Probabilidade introduzida por meio de conjuntos e
frequéncia relativa

A definicao de probabilidades pode ser feita de forma axiomatica a partir dos conceitos de

eventos e espacos das amostras.

1.3.1 Experimentos e espaco das amostras

O espago das amostras é o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento.

Simbolo: S.

1.3.2 Espacos das amostras discretos e continuos

O espago das amostras € dito discreto se S é enumeravel. O espaco das amostras é dito continuo

se S é nao-enumeravel.

1.3.3 Eventos

Um evento é definido como um subconjunto do espaco das amostras. Como um evento é um
conjunto, todas as defini¢oes e operagoes anteriores aplicadas a conjuntos se aplicam a eventos.

Por exemplo, se dois eventos nao tém resultados comuns eles serao mutuamente exclusivos.

1.3.4 Definicao de probabilidade e axiomas

A cada evento definido no espago das amostras S associa-se um nimero nao-negativo chamado
de probabilidade. A probabilidade é portanto uma funcao; é uma funcao dos eventos definidos.
Adota-se a notagao P(A) para a “probabilidade do evento A”.

A probabilidade deve satisfazer os seguintes axiomas para quaisquer eventos definidos num

espago de amostras:

Axioma 1: P(A) >0
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Axioma 2: P(S) =1

Axioma 3: P (Ufj:l An) = Zi:;l P(A,) se A,,NA, =0.

1.3.5 Modelo matematico de experimentos

Para resolver problemas de probabilidades sao necessarios 3 passos:
1. Estabelecimento do espago das amostras
2. Definicao dos eventos de interesse

3. Associar probabilidade aos eventos de forma que os axiomas sejam satisfeitos

Exercicio

6. [Peebles, 2000] Um experimento consiste em observar a soma dos nimeros que saem

quando dois dados sao jogados. Determine a probabilidade dos seguintes eventos:

a) A= {soma =T}
b) B ={8 <soma < 11}

c) C'={10 < soma}

7. [Peebles, 2000] Um dado é jogado. Encontre a probabilidade dos eventos A = {um

ntimero ifmpar é obtido }, B = {um ntimero maior do que 3 é obtido}, AU B e AN B.

1.4 Probabilidades condicionais e conjuntas

Estes sao conceitos muito importantes que sao revistos a seguir.
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1.4.1 Probabilidade conjunta

A probabilidade P(A N B) é chamada de probabilidade conjunta para dois eventos A e B que
se interceptam no espaco de amostras.

Estudando um diagrama de Venn, obtém-se:
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) < P(A)+ P(B) (1.1)
Portanto,
P(ANB)=P(A)+ P(B)— P(AUB) (1.2)

Para eventos mutuamente exclusivos, P(ANB) =0 e P(A) + P(B) = P(AU B).

1.4.2 Probabilidade condicional

Dado um evento B com probabilidade nao-nula, define-se a probabilidade condicional de um

evento A, dado B , como:

P(AB) = %

Exercicio

8. [Peebles, 2000] Em uma caixa existem 100 resistores tendo a resisténcia e a tolerancia

mostradas na tabela da Figura 1.1.

Considere que um resistor é selecionado da caixa e assuma que cada resistor tem a mesma
possibilidade de ser escolhido. Defina trés eventos: A como “selecionar um resistor de
47€Y", B como “selecionar um resistor com tolerancia de 5%” e C' como “selecionar um

resistor de 100€2”. A partir da tabela, determine as seguintes probabilidades:

a) P(A)
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Tolerance

Resistance (£2) & . 10% Total

22 10 14 24
47 2R 16 44
100 24 R 32
Total 62 38 100

Figura 1.1: Resistores em uma caixa [Peebles, 2000].

d) P(ANB)
e) P(ANCQC)
f) P(BNC)
9) P(A|B)
h) P(AC)

i) P(B|C)

1.4.3 Probabilidade Total

Dados N eventos mutuamente exclusivos B,, n = 1, 2, ..., N, cuja uniao seja o espaco de

amostras S, a probabilidade de qualquer evento A pode ser escrita como
N
P(A) = P(A|B,) P (By) (1.4)

n=1

Esta situacao ¢é ilustrada no diagrama de Venn da Figura 1.2
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ANB,

Figura 1.2: N eventos mutuamente exclusivos B,, ¢ o conjunto A [Peebles, 2000].

1.4.4 Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes, um dos mais importantes e usados na area de probabilidades e na teoria

de estimagao estabelece que:

P (A|B,) P (Bn)

P(B,|A) = 1.5
(Bd) = =525 (15)
Usando a probabilidade total, pode-se escrever que:
P(A|B,) P (B,
P(B.JA) = AB) P D) (1.6

(A|B1)P(By) 4 P(A|By)P(B;) + - -- + P(A|By)P(By)

As probabilidades P(B,) sao geralmente chamadas de probabilidades a priori ja que sao
aplicadas a eventos antes de ocorrer o experimento. As probabilidades P(B,|A) sao chamadas

de a posteriori ja que elas se aplicam quando um evento A é obtido.

Exercicio

9. [Peebles, 2000] Um sistema de comunicagao bindrio elementar consiste de um transmissor
que envia um de dois simbolos possiveis (1 ou 0) sobre um canal para o receptor. O canal

ocasionalmente causa erros de forma que um 1 é detectado quando foi transmitido um 0
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e vice-versa.

O espago das amostras tem dois elementos (0 ou 1). Denota-se por B;, i = 1, 2, como 0s
eventos “o simbolo antes do canal é 17 e “o simbolo antes do canal ¢ 07, respectivamente.
Além disso, define-se A;, © = 1, 2, como os eventos “o simbolo depois do canal é um” e
“o simbolo depois do canal é zero”, respectivamente. Assume-se que as probabilidades
de que os simbolos um e zero sejam selecionados para transmissao sejam P(B;) = 0,6 e

P(By) = 0,4.

O diagrama da Figura 1.3 mostra as probabilidades condicionais que descrevem o efeito

que o canal tem sobre os simbolos transmitidos.

A— 0.9 A

P(A(|8))

P(A118)) Ay
O 0.9 O

Figura 1.3: Sistema de comunicagao bindrio simétrico [Peebles, 2000].

Pede-se:

a) as probabilidades de se receber um 1 e de receber um 0 P(A;) e P(As).
b) as probabilidades de acerto de bit P (By|A;) e P (Bs|As).

c) as probabilidades de erro de bit P (By|A;) e P (By]As2).
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1.5 Eventos independentes

Sejam dois eventos A e B tais que P(A) # 0 e P(B) # 0. Estes eventos sao independentes se
a probabilidade de ocorréncia de um deles nao afeta a ocorréncia do outro evento. Usando a

notacao da secao anterior

P(A|B) = P(A) e P(B|A) = P(B) (1.7)

Pela definigao da Eq. (1.3), para eventos independentes,

P(ANB)=P(A)-P(B), Ae B independentes. (1.8)

Cuidado: nao confundir independéncia estatistica com eventos mutuamente exclusivos.
Dois eventos serem independentes significa que a ocorréncia de um nao depende, nao é influen-
ciado, pela ocorréncia do outro. Dois eventos serem mutuamente exclusivos significa que um

nao pode ocorrer se o outro ocorreu. Em suma,

A e B independentes < P(ANB) = P(A) - P(B).

A e B mutuamente exclusivos < P(AN B) = 0.

Pelas definic¢oes, dois eventos com probabilidade nao-nula nao podem ser simultaneamente

independentes e mutuamente exclusivos.

Exercicios

10. [Peebles, 2000] Em um experimento, uma carta é selecionada de um conjunto comum de
52 cartas. Defina os eventos A como “selecionar um rei”, B como “selecionar um valete

ou uma rainha” e C' “selecionar uma carta de copas”. Pede-se:

a) Determine P(A), P(B) e P(C).
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b) Determine as probabilidades conjuntas P(AN B), P(BNC) e P(ANC).

c¢) Determine se os pares A e B, Ae C e B e C sao independentes ou nao.

11. Considere a retirada de quatro cartas de um conjunto com 52 cartas. Sejam os eventos
Ay, Ay, Az, Ay definidos como a retirada de um as na primeira, segunda, terceira e quarta
tentativas. Determine a probabilidade conjunta P (A; N As N A3 N Ay) (ou seja, retirar

quatro ases seguidos) nos seguintes casos:

a) cada carta é recolocada no baralho apds ser retirada.

b) as cartas retiradas nao sao retornadas ao baralho.

Em qual dos dois experimentos os eventos sao independentes?

1.6 Experimentos Combinados

Um experimento combinado consiste em se formar um experimento unico pela combinacao de
experimentos individuais, chamados de subexperimentos.

Lembre-se que um experimento é definido por trés quantidades:

1. o espaco das amostras aplicavel
2. os eventos definidos no espago das amostras

3. a probabilidade dos eventos

1.6.1 Espaco das Amostras Combinado

Sejam S7 e Sy os espacos das amostras de dois subexperimentos e sejam s; e sy elementos
de S7 e Sy, respectivamente. Forma-se um novo espaco S, chamado de espaco das amostras
combinado, cujos elementos sdo os pares ordenados (sq, s2).

O espaco das amostras combinado é denotado

S = Sl X 52 (19)
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Exercicio

12. Considere que S corresponde a jogar uma moeda e, assim, S; = {H, T}, em que H é

o elemento “cara” e T representa “coroa”. Seja Sy = {1,2,3,4,5,6} correspondente ao

arremesso de um dado. Obtenha o espaco das amostras combinado S = 57 x Ss.

Para N espacos das amostras S,, n = 1,2,3,..., N, tendo elementos s,, o espaco das

amostras combinado S é denotado

5251X52X"'XSN

1.6.2 Eventos do Espaco Combinado

Seja A qualquer evento definido em S; e B qualquer evento definido em S5, entao

C=AxB

é um evento definido em S consistindo de todos os pares (s1, $2) tais que

s5€A e s,€B

1.6.3 Probabilidades

Serao considerados apenas o caso em que

P(A x B) = P(A)P(B)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

Subexperimentos para os quais a Eq. (1.13) é valida sao chamados de experimentos indepen-

dentes.
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1.7 Tentativas de Bernoulli

Considere o seguinte problema: seja um experimento elementar tendo apenas dois resultados
possiveis com probabilidades P(A) = p e P(A) = 1 — p. Deseja-se repetir esse experimento
N vezes e determinar a probabilidade do evento A ser observado k vezes nessas N tentativas.

Esse experimento é chamado de tentativas de Bernoulli (“Bernoulli trials”).

Pode-se mostrar que, neste caso:

P(A ocorrer exatamente k vezes) = pP(1—p)NF (1.14)

N

|
em que =

K(N—R)"

Quando N é muito grande, uma aproximacao para a féormula acima, conhecida como apro-

ximacao de De Moivre-Laplace é dada por

(1.15)

1 k— Np)?
P(A ocorrer exatamente k vezes) = &1

Np(i—p) " [_ 2Np(1 —p)

Exercicios

13. Um submarino deseja afundar um porta-avioes. Ele tera sucesso apenas se dois ou mais
torpedos atingirem a embarcacao. Se o submarino dispara trés torpedos e a probabilidade

de cada torpedo atingir o alvo é 04, qual a probabilidade do porta-avioes naufragar?

14. Em uma cultura usada para pesquisa bioldgica, o crescimento inevitavel de bactérias
ocasionalmente estraga os resultados de um experimento que requer que pelo menos
trées de quatro culturas nao estejam contaminadas para se obter um ponto de dado.
Experiéncias mostram que cerca de 6 em cada 100 culturas sao contaminadas de forma

aleatoria por bactérias. Se um experimento requer trés pontos de dados, encontre a
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15.

16.

probabilidade de sucesso para um conjunto de 12 culturas (trés pontos de dados usando

quatro culturas cada).

Suponha que certa arma automatica dispara balas por 3 segundos a uma taxa de 2400
por minuto e que a probabilidade de acertar um alvo seja 04. Encontre a probabilidade

de que exatamente 50 balas atinjam o alvo. (Use a aproximacgao de De Moivre-Laplace).

Uma companhia vende amplificadores de alta fidelidade capazes de gerar poténcias de
10, 25 e 50W. Ela tem em maos 100 unidades de 10W das quais 15% sao defeituosas,
70 unidades de 25W dos quais 10% sao defeituosos e 30 dos de 50W dos quais 10% sao

defeituosos.
a) Qual a probabilidade de que um amplificador vendido entre os de 10W seja defei-
tuoso?

b) Se cada amplificador de poténcia é vendido com mesma probabilidade, qual a pro-

babilidade de uma unidade selecionada de forma aleatdria ser de 50W e defeituoso?

¢) Qual a probabilidade de uma unidade selecionada de forma aleatéria para venda ser

defeituosa?



Capitulo 2

A variavel aleatoria

Neste capitulo é introduzido um conceito que permite definir eventos de uma forma mais
consistente. Este novo conceito é o de waridveis aleatorias e se constitui em uma poderosa

ferramenta na solucao de problemas probabilisticos praticos.

2.1 O conceito de variavel aleatoria

Define-se uma variavel aleatoria real como uma funcao real dos elementos de um espaco das
amostras [Peebles, 2000]. Representa-se uma variavel aleatdria por letras maiusculas (como
W, X ouY) e um valor particular que ela assume por letras minisculas (como w, x ou y).
Assim, dado um experimento definido pelo espaco das amostras com elementos s, atribui-se
a cada s o nimero real X(s) de acordo com alguma regra e diz-se que X (s) é uma varidvel
aleatoria.
Uma variavel aleatéria é discreta se possui apenas valores discretos. Uma variavel aleatéria

é continua se abrange um continuo de valores.

Exercicio 2.1. [Peebles, 2000/ Um experimento consiste em jogar um dado e uma moeda.
Considere uma varidvel aleatoria X tal que: (1) uma cara (H) corresponde a valores positivos
de X que sdo iguais aos numeros que aparecem no dado e (2) uma coroa (T) corresponde a

valores negativos de X cuja magnitude é o dobro do numero que aparece no dado. Pede-se:
18
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a) Represente o espago das amostras deste experimento;
b) Para cada evento s deste espaco das amostras, determine X (s).

Exercicio 2.2. [Peebles, 2000] Um espaco das amostras € definido pelo conjunto S = {1; 2; 3; 4}

sendo as probabilidades de seus elementos P(1) = 5, P(2) = 2 e P(3) = ;. Definindo a

varidvel aleatéria X = X (s) = s3, calcule as probabilidades:

a) P{X =1}
b) P{X =8}
¢c) P{X =27}
d) P{X =64}

Exercicio 2.3. Suponha que a temperatura de uma localidade seja modelada como uma varidvel
aleatoria continua T que sabe-se encontrar entre —5°C e 35°C. Além disso, considere que todos

0s valores {—5 < t < 35} sao igualmente provdveis. Calcule:
a) P{T <10}
b) P{5 <T <10}

¢) P{T = 10}

2.2 Funcao distribuicao

A probabilidade P ({X < x}) é a probabilidade do evento {X < z} e é uma quantidade
que depende de z. Esta fungao, denotada por Fx(x), é chamada de fun¢do distribuicdo de
probabilidade cumulativa da variavel aleatoria X.

Assim,

Fx(x)=P({X < z}). (2.1)
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Frequentemente, Fx(x) é chamada de funcdo distribui¢ao de X. O argumento = é qualquer
nimero real entre —oo e +00.

Algumas propriedades de Fx(x) sao:

a) Fx(—o00)=0

b) Fx(+o00) =1

c) 0< Fx(z) <1

d) Se x1 < x9 entao Fx(x1) < Fx(xg)

e) P({z1 < X <ax}) = Fx(x2) — Fx(x1)

Exercicio 2.4. [Peebles, 2000] Considere que X assuma valores discretos no conjunto
{—=1; —=0,5; 0,7; 1,5; 3}. As probabilidades correspondentes sao {0,1; 0,2; 0,1; 0,4; 0,2}.

Determine e fa¢a um grdfico de Fx(x).

2.3 Funcao densidade

A funcdao densidade de probabilidade fx(x) é definida como a derivada da funcdo de distri-

buigao. Assim,

dF;(x)

fx(z) = T (2.2)

Frequentemente, chama-se fx(x) apenas de func¢dao densidade da varidvel aleatéria X.

A funcao fx(z) existe desde que a derivada de F,(z) exista. No caso de variaveis aleatérias

. L, . - ~ . d
discretas, pode ser necesséria a utilizagao de fungoes impulso d(x) = Z(x) para sua repre-
X

sentagao. Ela é revista a seguir.

As principais propriedades da funcao densidade sao:
a) fx(z) >0, qualquer que seja x

b) Fx(z) = [7 fx(§)d¢
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c) fj;o fx(z)dx =1

d) P({x;1 < X <ay}) = ff fx(x)dx

2.3.1 A funcao impulso unitario J(t)

Definicao:
i(t) =0, t#0

2.3
ST s(tydt =1 29

Pode-se visualizar um impulso como sendo um retangulo estreito e alto, como mostrado na

Figura 2.1

1af —

_(a/2) a/2
t

Figura 2.1: Aproximacao do impulso unitério. A funcdo §(¢) é obtida quando a — 0.

Sua largura é um nimero muito pequeno, a e sua altura, um nimero muito grande 1/a.
Assim, sua area é 1. O impulso §(t) é obtido quando a — 0.

A funcao J(t) é representada como na Figura 2.2.

Lo

Figura 2.2: Representagao grafica do impulso 0(¢).
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Algumas propriedades importantes da funcao §(t) sao:

a) Multiplicagdo de uma fungao por um impulso

g9(£)o(t) = g(0)(t) (2:4)

9(t)6(t =T) = g(T)o(t = T) (2.5)

/_mg(t)a(t) dt = g(0) (2.6
/ st - 1) di = g(1) (2.7

Funcao degrau unitario

Definicao:

u(t) = (2.8)

Na Figura 2.3 é mostrado um grafico de u(t).
Repare que dq;—g) =0(t).
Se desejar-se que um sinal comece em ¢t = 0, pode-se multiplicé-lo por u(t). Por exemplo, o

@ representa uma exponencial que comeca em t = —oo. Se desejar-se que ele se inicie

sinal e~
em ¢t = 0, pode-se descrevé-lo por e~ u(t). Um grafico deste sinal é mostrado na Figura 2.4.
Observagao: Um sinal que possui valores nao-nulos apenas para t > 0 é chamado de sinal

causal.

Exercicio 2.5. [Lathi, 1998] Simplifique as sequintes expressoes:

a) (245) (1)

b) (Z5) 6(w)

w249
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Figura 2.3: Grafico de u(t).
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Figura 2.4: Gréfico de e™“u(t).
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c¢) [e7tcos (3t — 60°)] 4(¢t)

sin Z (t—2)]

a) 2305

Exercicio 2.6. [Lathi, 1998] Calcule as sequintes integrais:
a) [77 g(r)s(t —r)dr
b) [T 6(r)g(t — 7)dr
c) [T208(t)etdt
d) [T26(t — 2)sinntdt

Exercicio 2.7. A atenuagao que certo canal apresenta é uma varidavel aleatoria X cuja fungao
densidade gx(x) € dada na Figura 2.5. Pede-se:

A 9x (XD

v

Ty — & Xy $0—|—a T

Figura 2.5: Funcao densidade triangular.

a) Determine a para que g(x) seja uma fun¢do densidade
b) Para o valor de a do item anterior, determine e esboce Gx (x)

Exercicio 2.8. Suponha que uma atenuacdao aleatoria X tenha a densidade de probabilidade

triangular do Ezercicio 2.7 com ©o = 8, a« = 5 e a = é = Determine a probabilidade

1
5

P({45 < X <6,7}).



M. Eisencraft 2.4 A variavel aleatoria gaussiana 25

Exercicio 2.9. A quantidade acessos normalizada a um servidor durante um dia € descrita

por uma variavel aleatoria X que tem distribuicao
:c2
Fx(z) = u(x) [1 — e’T} . (2.9)

Determine a funcao densidade fx(x).

Exercicio 2.10. [Peebles, 2000] A central de um sistema de intercomunica¢io prové misica
para seis quartos de um hospital. A probabilidade de que cada quarto seja ativado e consuma

poténcia a qualquer instante € 0,4. Quando ativado, o quarto consome 0,5W. Pede-se:

a) Encontre e faga um grdfico das fungoes distribuicdo e densidade para a varidvel aleatoria

“poténcia fornecida pela central”.

b) Se o amplificador da estag¢ao principal fica sobrecarregado quando mais do que 2W €

necessario, qual a probabilidade de sobrecarga?

2.4 A variavel aleatéria gaussiana

Uma variavel aleatoria é chamada de gaussiana se sua funcao densidade de probabilidade tem

a forma
1 (z—ax)?

fx(@) = —=—=se = (2.10)

\/2mo%

em que ox > 0e —00 < ax < +00 sao constantes reais. A Figura 2.6 mostra um grafico de

fx(z) paraaxy =0eox = 1.

A densidade gaussiana é a mais utilizada de todas as densidades e aparece praticamente
em todas as areas da Ciéncia e da Engenharia. Esta importancia vem de sua descrigao precisa
de muitas quantidades praticas e de significado no mundo real, especialmente as quantidades
resultantes de muitos efeitos aleatérios pequenos que se somam agindo para criar a quantidade

de interesse [Peebles, 2000].
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Densidade gaussiana com a, = Oe oy = 1

Figura 2.6: Funcao densidade gaussiana com ax =0 e oy = 1.

A funcao distribui¢ao gaussiana é dada por

1 x 7(5*112)()2
Fx(x) = / e x dE. (2.11)

2
2roy

A integral da Eq. (2.11) nao tem forma fechada conhecida. Para obter Fix(z), define-se a

distribuicao gaussiana normalizada

Flz) = \/%/ % de (2.12)

e, com essa definicao, tem-se:

Fx(z) :F(I_“ﬂ”) (2.13)

O

A funcao F'(x) é encontrada em tabelas em muitas referéncias, como [Peebles, 2000]. Alguns
livros, como [Lathi, 1998] tabelam Q(z) = 1 — F(x) ao invés de F(x).

A tabela da Figura 2.7 [Peebles, 2000] mostra valores de F'(x) para x > 0. Repare que para

x < 0 basta utilizar o fato de que F/(—z) =1 — F(x).

Exercicio 2.11. A relacao sinal-ruido no canal de um sistema de comunicacoes dada em dB
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TABLE B-1
Values of F(x) for 0 < x < 3.89 in steps of 0.01

x .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 07

08

0.0 5000  .5040  .5080  .5120  .5160  .5199  .5239  .5279
0.1 5398 5438 5478 5517  .5557  .5596  .5636  .5675
0.2 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026  .6064
0.3 6179 6217 6255  .6293  .6331  .6368  .6406  .6443
0.4 .6554  .6591  .6628  .6664  .6700  .6736  .6772  .6808
0.5 6915 .6950  .6985  .7019  .7054  .7088  .7123 7157
0.6 7257 7291 7324 7357 7389 7422 7454 7486
0.7 7580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794
0.8 7881 7910  .7939  .7967  .7995  .8023  .8051 .8078
0.9 8159 8186  .8212  .8238  .8264  .8289  .8315  .8340
1.0 8413 8438 8461  .8485  .8508  .8531  .8554  .8577
1.1 .8643  .8665  .8686  .8708  .8729  .8749  .8770  .8790
1.2 8849 8869  .8888  .8907  .8925  .8944 8962  .8980
1.3 9032 9049 9066  .9082 9099 9115 9131 9147
1.4 9192 9207 9222 9236 .9251 .9265 9279  .9292
1.5 9332 9345 9357 9370 9382 9394 9406  .9418
1.6 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 9525
1.7 9554 9564 9573 9582 9591 9599 9608  .9616
1.8 9641 9649 9656 9664 9671 9678  .9686  .9693
1.9 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750  .9756
2.0 9773 9778 9783 9788 9793 9798  .9803  .9808
2.1 9821 9826 9830  .9834 9838 9842 9846  .9850
2.2 9861  .9864 9868 9871 9875 9878  .988l 9884
23 9893 9896  .9898  .9901  .9904  .9906  .9909  .9911
2.4 9918 9920 9922 9925 9927 9929 9931 9932
2.5 9938 9940 9941 9943 9945 9946  .9948  .9949
2.6 9953 9955 9956 9957  .9959 9960  .9961 9962
2.7 9965 9966 9967  .9968 9969 9970  .9971 9972
2.8 9974 9975 9976 9977 9977 9978 9979  .9979
29 9981 9982 9982 9983  .9984  .9984 9985 = .9985
3.0 9987 9987 9987 9988  .9988  .9989  .9989  .9989
3.1 9990 9991 9991 9991 9992 9992  .9992  .9992
8.2 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995
33 29995 9995 9996 9996 9996  .9996  .9996  .9996
3.4 9997 9997 9997 9997 9997 9997 9997  .9997
3.5 9998 9998 9998 9998  .9998 9998  .9998  .9998
3.6 9998 9999 9999 9999 9999 9999  .9999  .9999
3.7 9999 9999 9999 9999 9999  .9999  .9999  .9999
3.8 9999 9999 9999 9999 9999 9999  .9999  1.0000

5319
5714
6103
.6480 651
6844 6879
190 722
517 7549
7823 7852
8106 8133
8365 8389
8599 8621
8810 883
8997 . 9015
9162 AN
9306 9318
9429 944
9535 95
9625 9688
9699 9706
9761 9761
9812 9817
9854 9857
9887 9890
9913 9918
9934 9936
9951 5958
9963 9964
9973 9974
9980 9981
9986 9986
9990 9990
9993 95
9995 S
9996 9997
9998 9998
9998 9998
9999 98
9999 558
1.0000 1.0000

Figura 2.7: Valores tabelados de F'(z) [Peebles, 2000].
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pode ser aproximada por uma varidvel aleatoria gaussiana X sendo ax = 3 e ox = 2. FEncontre

a probabilidade do evento {X < 5,5}.

Exercicio 2.12. [Peebles, 2000] Assuma que a altura das nuvens sobre o solo em um deter-
minado local é uma variavel aleatoria gaussiana X com ax = 1830m e ox = 460m. FEncontre

a probabilidade de que uma nuvem esteja a uma altura superior a 2750m.

Exercicio 2.13. Seja uma varidvel aleatoria gaussiana para a qual ax = 7 e ox = 0,5.

Encontre a probabilidade do evento {X < 7,3}.

2.5 Outros exemplos de distribuicoes e densidades

A seguir, descrevem-se outros exemplos de distribuigoes utilizadas em diversos problemas de

Engenharia.

2.5.1 Uniforme

A densidade de probabilidade uniforme e a sua funcao distribuicao sao dadas por

ﬁ, a<x<b
fx(z) = (2.14)
0, caso contrario
;
0, r<a
Fx(o)=q &2 a<z<b (2.15)
1, x>0

para constantes reais a e b com b > a.
A Figura 2.8 mostra graficos de fx(z) e de Fx(z) para este caso.
Uma aplicacao importante é na modelagem do erro de digitalizacao de sinais amostrados

em sistemas de comunicacoes digitais.



M. Eisencraft 2.5 Outros exemplos de distribuicoes e densidades 29

Densidade e distribuicao uniforme
T T

1/(b-a) [ .

0 a b
X
1k
0.8 4
= 06F .
=
w4l i
021 i
0 i
-0.2 L I
0 a b

Figura 2.8: Fungoes densidade e distribuigao uniforme.

2.5.2 Exponencial

As funcoes distribuicao e densidade exponencial sao:

%e‘ v, r<a
fx(z) = (2.16)
0, r<a
\
(
_(z=a)
l—e7v, z<a
Fx(z) = (2.17)
0, r<a
\

para numeros reais a e b com b > 0.
Na Figura 2.9 sao mostrados graficos da densidade e da distribuicao exponencial.
Algumas das aplicagoes da variavel aleatoria exponencial sao a descricao do tamanho das
gotas de chuva e a flutuacao da intensidade de um sinal de radar recebido da reflexao de certas

aeronaves.

Exercicio 2.14. [Peebles, 2000] A poténcia refletida por uma aeronave com um formato

complexo € recebida por um radar e pode ser descrita por uma varidvel aleatoria exponencial
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Densidade e distribuicao exponencial

1o *

X

Figura 2.9: Fungoes densidade e distribuicao exponencial.

P. A densidade de P €, portanto,

L ~%
e P, p>0

frp) =4 " (2.18)
0, p <0

em que Py € o valor médio da poténcia recebida. Em um instante particular, P pode ter um
valor diferente do seu valor médio. Qual a probabilidade de que a poténcia recebida seja maior

do que o seu valor médio?

2.5.3 Binomial

Para0<p<le N =1, 2 ..., afuncao

fx(@) =) (1 —p)Fo(x — k) (2.19)

é chamada de funcao densidade binomial.

A densidade binomial pode ser aplicada aos experimentos de Bernoulli. E utilizada em
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muitos problemas de deteccao em radar e sonar e muitos experimentos tendo apenas dois
possiveis resultados.

Integrando-se Eq.(2.19), obtém-se a funcao distribui¢ao binomial

Fx(z)=)_ PP = p)ru(x — k) (2.20)

N N
k=0 \ k

Na Figura 2.10 sao tracados graficos das fungoes densidades e distribuicao binomial para

N =6ep=0,25.

f.d.p. binomial com N =6 e p = 0,25
T

0.4 T T T
L] X=2
X=1 Y=0.2966
0.3F Y=0.356 n -
— X=0
= Y=0.178 i
% 02 o
Y=0.1318
[ ]
0.1 X=4 1
Y=0033 x=5 X:6
n Y= 0.0044 Yo
0 L [ ] .
0 1 2 3 4 5 6
X
1 T [ ] u
. —— X=5 X=6
08l = Voog Y=09998 Y=1 |
X=3
Y=0.9624
_. 06 b
% ]
e X=2
0.4r- Y= 0.8306 ~
X=1
Y=0.534
02F n J

Figura 2.10: Exemplo de densidade e distribuicao binomial com N =6 e p = 0,25.

2.5.4 Poisson

A variavel aleatéria de Poisson tem densidade e distribuicao dadas respectivamente por:

fx(@)=e?)" 0@ — k) (2.21)

Fx(z)=e"> u(e = k) (2.22)
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em que b é uma constante positiva.

A distribuicao é um caso limite da distribuicao binomial em que N — +oo e p — 0 com
Np =b. E usada para descrever, por exemplo, o nimero de unidades defeituosas numa linha
de producao, o numero de chamadas telefonicas feitas durante um periodo de tempo, ou o
nimero de elétrons emitidos de uma pequena por¢ao de um catodo num intervalo de tempo.

Se o intervalo de tempo de interesse tem duracao 7" e os eventos sendo contados ocorrem a
uma taxa A, entao b é dado por

b= AT (2.23)

Exercicio 2.15. [Peebles, 2000] Assuma que a chegada de carros num posto de gasolina é uma
distribui¢cao de Poisson e ocorrem a uma taxa média de 50/h. O posto tem apenas uma bomba.
Assumindo que todos os carros necessitam de 1 minuto para abastecer, qual a probabilidade de

que uma fila se forme na bomba?

2.5.5 Rayleigh

As funcoes densidade e distribuicao de Rayleigh sao

r—a 2
%(az—a)e’( = ., T>a
fx(x) = (2.24)
0, r<a
\
( (z—a)?
l—e "7, z>a
Fx(x) = (2.25)
0, r<a
\

para numeros reais a ¢ b com b > 0.
Na Figura 2.11 sao mostradas curvas das fungoes densidade e distribuicao de Rayleigh.
Entre outras aplicacoes, a variavel de Rayleigh descreve a envoltéria de um tipo de ruido
quando passa por um filtro passa-faixas. Também é importante na analise de erros em varios

sistemas de medicao.

Exercicio 2.16. [Peebles, 2000] O valor x = x¢ tal que P (X < ) = P (X > x9) € chamado
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Densidade e distribuicdo de Rayleigh

0.607sqrt(2/b) |- R

£
*_X

X

Figura 2.11: Funcoes densidade e distribuicao de Rayleigh.
de mediana de uma distribuicao. Determine a mediana de uma distribuicao de Rayleigh.

Exercicio 2.17. [Peebles, 2000] Uma tensao aleatoria gaussiana X para a qual axy = 0 e
ox = 4,2V aparece através de um resistor de 1002 com uma poténcia mdrima permitida de
0,25W. Qual a probabilidade de que esta tensao cause uma poténcia instantanea que exceda a

mazima do resistor?

2.6 Funcoes densidade e distribuicao condicionadas

Lembre-se que, para dois eventos A e B em que P(B) # 0, a probabilidade condicional de A

dado que B tenha ocorrido é
P(ANB)

P(AIB) = =55

(2.26)

Nesta secao estende-se o conceito de probabilidade condicional para variaveis aleatérias.
Considere que o evento A na Eq. (2.26) seja identificado com o evento {X < x} para

a variavel aleatéria X. A probabilidade resultante P{X < z|B} é definida como a func¢ao
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distribuicao condicional de X, que denota-se por Fy(x|B). Assim,

P{X <xzNnB}
P(B)

Fx(z|B) = P{X < 2|B} = (2.27)

em que usa-se a notagdo {X < z N B} para representar o evento conjunto {X <z} N B.
Todas as propriedades das distribui¢oes ordindrias aplicam-se a F'x(z|B).
De forma semelhante as funcoes densidades ordinarias, define-se a func¢ao densidade condi-
cional da variavel aleatoria X como a derivada da funcao distribuicao condicional. Definindo-se

esta densidade como fx(z|B), entao

fxtalB) = XB) (2.28)

Como a densidade condicional estd relacionada a distribuicao condicional por meio da

derivada, ela satisfaz as mesmas propriedades das fungoes densidades ordinarias.

Exercicio 2.18. [Peebles, 2000] Duas caizas tem bolas vermelhas, verdes e azuis dentro; a
quantidade de cada uma € dada a sequir.

Caiza 01 - 5 vermelhas; 35 verdes; 60 azuis

Caixa 02 - 80 vermelhas; 60 verdes; 10 azuis

Um experimento consiste em selecionar uma caiza e entao uma bola da caiza selecionada.
Uma caiza (a nimero 2) é um pouco maior do que a outra, o que a leva a ser selecionada com

mais frequéncia. Seja By o evento “selectonar a caiza maior” e seja By o evento “selecionar a

2
10

caiza menor”. Assuma que P (By) = 75 ¢ P(By) = & (By e By sao mutuamente exclusivos e
By U By € o evento certo, ja que alguma caiza tem que ser selecionada; assim, P (By)+ P (Bs)
¢ a unidade).

Defina entdo a varidvel aleatoria discreta X como assumindo valoresx =1, x =2 ex =3
quando uma bola vermelha, verde, ou azul € selecionada.

Determine e esboce as FDP condicionadas fx (x|B1), fx (z|Bs), fx(z) e Fx(x).

Exercicio 2.19. [Peebles, 2000]A “distancia de erro” radial no pouso de saltos de paraquedas,
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medida a partir do centro do alvo, é uma VA de Rayleigh com b = 800m? e a = 0. O alvo ¢
um circulo de 50m de rato com uma “mosca” de 10m de raio. Calcule a probabilidade de um

paraquedista atingir a “mosca” dado que ele atingiu o alvo.



Capitulo 3

Operacoes sobre uma variavel aleatoria

- Esperanca matematica

Neste capitulo, introduz-se algumas operacoes importantes que podem ser realizadas sobre

uma variavel aleatoria.

3.1 Esperanca

Valor esperado é o nome dado ao processo de tomar uma média quando uma variavel aleatéria
estd envolvida. Para uma varidvel aleatéria X, usa-se a notacao E[X], que pode ser lida como
“a esperanca matematica de X7, “o valor esperado de X7, “o valor médio de X” ou ainda “a
média estatistica de X7.

Ocasionalmente, usa-se a notacao X que tem o mesmo significado que E[X], ou seja,
X = EB[X].

Para motivar a definicao de E[X], parte-se do exercicio a seguir.

Exercicio 3.1. [Peebles, 2000/ Noventa pessoas foram selecionadas aleatoriamente e o valor
em reais fraciondrio das moedas em seus bolsos foi contado. Se a conta dava acima de um real,
o valor inteiro era descartado e tomava-se apenas a parte que ia de 0 a 99 centavos. Observou-

se que 8, 12, 28, 22, 15 e 5 pessoas tinham 18, 45, 64, 72, 77 e 95 centavos respectivamente.
36
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Determine o valor médio da quantidade de centavos nos bolsos.

Seguindo o exemplo do Exercicio 3.1, o valor esperado de uma variavel aleatéria X ¢é definido

por
EX|=X = / zfx(z)dz. (3.1)
Caso X seja discreta com N possiveis valores de z; com probabilidades P(x;), entao:
N
EX]=X =) a;P(x,). (3.2)
n=1

Exercicio 3.2. A poténcia captada na entrada de uwma antena interna pode ser modelada

aprozimadamente por uma varidvel aleatoria continua distribuida exponencialmente com

%e_ b, T >0
fx(x) = (3.3)
0, r<a
Determine o valor médio da poténcia recebida. Dica: [ xe™**dx = —E;ZI (1+ azx).

Como ficara evidente na proxima secao, muitos parametros teis relacionados a uma variavel

aleatéria X podem ser obtidos encontrando o valor esperado de uma funcao real g(-) de X.

Este valor esperado é dado por

Bl = [ " o) fx (2)de. (3.4)

Se X for uma variavel aleatéria discreta,

). (3.5)

Exercicio 3.3. Sabe-se que uma dada tensao aleatoria pode ser representada por uma varidvel
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aleatoria de Rayleigh V' com func¢ao densidade dada por

(w=a)?
v—a)eT b, v>a
fv(v) = ( ) (3.6)

0, v<a

SIN

coma =0 eb=05. Estatensao é aplicada a um dispositivo que gera uma tensioY = g(V) = V?
que € igual, numericamente, d poténcia de V' (sobre um resistor de 19)). Encontre a poténcia

média de V.

Exercicio 3.4. [Peebles, 2000] Um problema em sistemas de comunicagoes € como definir a
informacao de uma fonte. Considere a modelagem de uma fonte capaz de emitir L simbolos
distintos (mensagens) representados pelos valores de uma varidvel aleatdria discreta x;, i =
1,2, ..., (L=2¢€o caso bindrio). Seja P(x;) a probabilidade do simbolo X = x;. Pergunta-se,
qual a informacao contida nesta fonte, em média. E necessdrio fazer trés consideracgoes.
Primeiro, considera-se que a informacgao deve ser maior para saidas da fonte com baizra
probabilidade. Por exemplo, contém pouca informacao prever tempo quente e seco para o
deserto do Saara jd que estas condigoes prevalecem quase todo o tempo. Mas prever tempo
frio e chuvas fortes carrega “muita informacao”. A sequir, as informacoes de duas fontes
independentes devem se somar de acordo e finalmente a informacgao deve ser uma quantidade
positiva (uma escolha feita) e zero para wm evento que ocorre com certeza. Uma fungdo com
estas propriedades € a logaritmica. Como duas quantidades representam o menor niumero
para uma escolha, o logaritmo na base 2 € escolhido para medir informacao e sua unidade é
chamada de bit. Para uma fonte, definimos a informacao de um simbolo x; como logs [%] =
—logy [P (z;)]. Determine entdao a informagio média ou entropia, de uma fonte discreta com

L simbolos possiveis.

3.2 Momentos

Uma aplicagao imediata do valor esperado de uma funcao ¢(-) de uma variavel aleatéria X é

o calculo de momentos. Dois tipos de momentos sao de interesse, os em torno da origem e os
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em torno da média.

3.2.1 Momentos em torno da origem

A funcao
gX)=X", n=0,1,2, ... (3.7)
quando usada na Eq. (3.4) fornece o momento em torno da origem da varidvel aleatéria X.

Denotando-se o enésimo momento por m,,, tém-se:

o0

m, = E[X"] = / " fx(z)dz. (3.8)

— 00

Claramente, mo = 1, a drea sob a funcio fx(x) e m; = X, o valor esperado de X.

3.2.2 Momentos centrais

Momentos em torno da média sao chamados de momentos centrais e sao simbolizados por .

Sao definidos pelo valor esperado da funcao

g X)=(X-X)", n=0,1,2, ... (3.9)
que é
= E[(X - X)"] = / (v~ X)" fx(a)de. (3.10)

O momento pg = 1 é a area sob fx(z), enquanto p; = 0. (Por qué?).

3.2.3 Variancia e distorcao (skew)

O segundo momento central ps é tao importante que é conhecido por um nome especial:

variancia representada por o%. Assim, a variancia ¢ definida por

o = E[(x -X)’] :/_OO (2 — X)* fx ()d. (3.11)

[e.e]
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A raiz positiva ox da variancia é chamada de desvio padrao de X e é uma medida do
espalhamento da fungao fx(x) ao redor da média.
A variancia pode ser determinada conhecendo-se o primeiro e segundo momento em torno

da origem, pois
0% =F [(x . 7)2} -5 [X2 ~9XX + 72] = E[X?Y - 2XE[X]+ X" =my—m? (3.12)

O terceiro momento central puz = F [(X — 7) 3] ¢ uma medida da assimetria de fx(z) ao
redor de # = X = m,. E chamada de distor¢ao (skew) da fungao densidade. Se uma densidade
é simétrica em torno de = X, entdo ela tem distorcao zero.

O terceiro momento central normalizado £ é chamado de coeficiente de distor¢ao (skew-

X

ness).

Exercicio 3.5. [Peebles, 2000] Seja X uma varidvel aleatoria com a func¢ao densidade expo-

nencial do Fxercicio 3.2. Determine a variancia de X.

Exercicio 3.6. [Peebles, 2000] Ainda para a varidvel X do exercicio anterior,

a) Mostre que pz = X3 — 3Xo% — X

b) Calcule pg e o coeficiente de distor¢ao.

. 2 3 2
Dicas: fx2€mmd$ — Mz [a:_ _ 2_:1; + %] ;: fx3emxd:x — M [x_ . i:,n% + 6xr 6

m m m m3 md |-

Exercicio 3.7. [Peebles, 2000] Certo medidor é projetado para ler pequenas tensoes, porém
comete erros por causa de ruidos. Os erros sao representados de forma acurada por uma
varidvel aleatoria gaussiana com média nula e desvio padrao 1073 V. Quando o nivel DC € des-
conectado, descobre-se que a probabilidade da leitura do medidor ser positiva devido ao ruido

¢ 0,5. Quando a tensao DC ¢é presente, a probabilidade torna-se 0,2514. Qual o nivel DC?
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3.3 Funcoes que fornecem momentos
Podem ser definidas duas func¢oes que permitem que todos os momentos para uma variavel

aleatoria X possam ser calculados. Sao as fungoes caracteristica e geradora de momentos.

3.3.1 Funcao caracteristica

A funcao caracteristica de uma VA X é definida por
Dy (w) = E [¢™] (3.13)

em que j = v/—1. E uma funcio do niimero real —oco < w < oo. Se a Bq. (3.13) for escrita
em termos da func¢ao densidade, ®,(w) pode ser vista como a transformada de Fourier (com o

sinal de w invertido) de fx(z):

By (w) = /_ " elw)erds. (3.14)

Assim, se ®,(w) é conhecida, fx(z) pode ser obtida pela transformada inversa de Fourier

(com o sinal de x trocado)

Felw) = = / " O (w)e T du (3.15)

" or oo

Pode-se mostrar que diferenciando-se a Eq. (3.14) n vezes em relac¢ao a w e fazendo w = 0

na derivada, obtém-se o n-ésimo momento de X, ou seja,

n @"Px(w)
dwn

mp = (—J)

(3.16)

w=0

Pode-se mostrar também que a magnitude maxima da funcao caracteristica é unitaria e
ocorre em w = 0; isto €

[@x(w)] < @x(0) =1 (3.17)
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Exercicio 3.8. Considere novamente a VA com densidade exponencial do FExercicio 3.2 e

encontre sua funcdao caracteristica e seu primeiro momento

3.3.2 Funcao geradora de momento

Uma outra média estatistica fortemente relacionada a fungao caracteristica é a funcao geradora
de momento, definida por

Mx(v) = E [e"] (3.18)

em que v é um nimero real —oo < v < co. Assim, Mx(v) é dado por

Mx(v) = /OO fx(z)e"d. (3.19)

Os momentos sao relaciodos a Mx(v) por

_ anX(V)

Mt dy™

(3.20)

v=0

Exercicio 3.9. Considere a varidvel exponencial do Exercicio 3.2. Calcule sua funcao geradora

de momento e seu primeiro momento.

3.4 Transformacoes de uma variavel aleatoria

Muito frequentemente deseja-se transformar uma VA X em uma nova VA Y por meio de uma
transformacao

Y =T(X). (3.21)

Tipicamente, a fungao densidade fy(x) ou distribuicdo Fx(z) é conhecida e o problema é

determinar a fungao densidade fy(y) ou distribuigao Fy (y) de Y.
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3.4.1 Transformacoes monotonicas de uma VA continua

Uma transformacao 7' é chamada de monotonicamente crescente se T (x1) < T (z3) para
qualquer =7 < xo. Ela é monotonicamente decrescente se T (x1) > T (x3) para qualquer
r1 < Z9.

Considere-se primeiramente a transformacao crescente.

Considere-se que Y tenha um valor particular yo correspondente a um valor particular zg

de X como mostrado na Figura 3.1(a). Estes dois niimeros sao relacionados por

.l.- - r“:‘

e — e —

o . —_—

T

'__.__.—-—--r———"

(o)

Figura 3.1: Transformacoes monotonicas.

yo =T (z9) ou xo="T""(y0) (3.22)
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em que T~! representa a inversa da transformacao T. Assim, a probabilidade do evento
{Y < yo} precisa ser igual a probabilidade do evento {X < x4} devido a relagdo biunivoca

entre X e Y. Assim,

Fy (yo) = P{Y < yo} = P{X <z} = Fx (z0) (3.23)
Y0 zo=T""(yo)
" tway = | fx(2)da. (3.24)

A seguir, diferenciamos ambos os lados da Eq. (3.24) com relagao a 3o usando a regra de

Leibniz [Peebles, 2000] e chegamos a

ar— (yo).

Iy (o) = fx [T7" (vo)] o

(3.25)

Como este resultado aplica-se a qualquer 1y, podemos eliminar o subescrito e escrever

_ ATy
(o) = g [ ) 2 (3.26)
ou, de forma mais compacta,
dz
= —. 3.27
Frl) = Fx@) (327)
Considerando-se a Figura 3.1(b) para a transformacao decrescente, tem-se
Fy (yo) = P{Y < wo} = P{X > 2o} =1 — Fx (x0) (3.28)

Uma repetigao dos passos que levam a Eq. (3.29) produz novamente a Eq. (3.29) exceto
pelo fato de que o membro direito é negativo. No entanto, como a inclinagao de T~ (y) também

é negativa, podemos concluir que para qualquer dos tipos de transformacao monotonica

(3.29)

fr(y) = fx [T (y)] ‘dT_—l(y)‘ :

dy
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ou simplesmente

(3.30)

Exercicio 3.10. Seja X uma VA gaussiana com parametros ax e ox e sejaY = T(X) =

aX +b. Determine a FDP de Y. A VAY € gaussiana?

3.4.2 Transformagoes nao-monotonicas de uma VA continua

Uma transformacao pode nao ser monotonica em um caso mais geral. A Figura 3.2 ilustra

uma transformagao deste tipo.

¥ =Tix)

I ! |
1 i I
I i I
[ I |
i i i
I | i
/ o “ "

Figura 3.2: Transformacao nao-monotonicas.

Para o valor de gy, mostrado na figura, o evento {Y < yy} corresponde ao evento
{X <2y e 29 <X <ux3}. Assim, a probabilidade do evento {Y < yy} iguala-se a proba-

bilidade do evento {valores de x que geram Y < 1,}. Em outras palavras

Fy (yo) = P{Y <y} = P{z|Y <y} = iy )fx(l")dx (3.31)
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Pode-se entao diferenciar para obter-se FDP de Y:

d

Fr ) = 7 /(m%) fx(x)dz (3.32)

Exercicio 3.11. Uma tensao aleatoria X € aplicada a um sistema com relacao entrada-saida
Y =T(X) =cX? (3.33)
com ¢ > 0. Encontre a FDP de 'Y em fun¢io da FDP de X, fx(x).

3.4.3 Transformacao de uma variavel aleatoéria discreta

Neste caso,
fx(x) =) P (2,)6 (x — z,) (3.34)
Fx(z) = Z P(zp)u(x —x,) (3.35)
em que a soma é tomada de forma a incluir todos os possiveis valores z,,, n = 1,2, ..., de X.

Se a transformacao for monotonica, existe uma correspondéncia biunivoca entre X e Y
de forma que o conjunto {y,} corresponde ao conjunto {z,} pela equacgao y, = T (z,). A

probabilidade P (y,) iguala-se a P (z,). Assim,

W)=Y P )6 (y—yn) (3.36)
Fy(y) =Y P(yn)u(y —yn) (3.37)

em que
Yo =T () (3.38)

P (y,) = P (x,). (3.39)
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Se T' nao for monotonica, o procedimento acima continua valido exceto que existe agora a
possibilidade de mais de um valor de x,, corresponder a um valor y,. Neste caso, P (y,) sera

igual & soma das probabilidades dos vérios z,, para os quais y, = T (x,,).

3.5 Geracao computacional de uma variavel aleatoria

Nesta se¢ao descreve-se resumidamente como gerar uma variavel aleatéria com uma distribuicao
de probabilidades especificada, dado que um computador é capaz de gerar nimeros aleatérios
que sao valores de uma VA com distribuigao uniforme no intervalo (0, 1)
Da Eq. 3.23, temos:
Fy ly =T(x)] = Fx(x). (3.40)

Mas para X uniforme, Fx(x) = x para 0 < x < 1, da Eq. (2.14). Assim, resolvendo para a
inversa da Eq. (3.40) chega-se a

y="T(z) = F;l(x), 0<xz<l. (3.41)

A Eq. (3.41) é o principal resultado desta se¢ao. Ele afirma que, dada uma distribuigao
especifica Fy (y) para Y, podemos encontrar uma funcao inversa resolvendo Fy (y) = x para y.

Este resultado é T'(x).

Exercicio 3.12. Encontre a transformacao necessaria para gerar uma varidvel aleatoria de

Rayleigh da Eq. (2.24) com a =0 a partir de um VA uniforme no intervalo (0,1).

Exercicio 3.13. Um programa de computador gera nimeros aleatorios com distribuicao aleatoria
no intervalo (0,1). Encontre a transformagdao necessdaria para gerar nimeros com distribui¢do

arco-seno dada por

Fx(z)=1q J+1Lsin™'(2), —a<az<a (3.42)
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Exercicio 3.14. Faca um programa Matlab® que gere 100 niimeros aleatdrios com distribuicao

uniforme. A partir destes numeros gere 100 numeros com distribuicao de Rayleigh com a =0

e b=1. Faca histogramas das duas distribuicoes.



Capitulo 4

Multiplas Variaveis Aleatorias

Neste capiutlo, estende-se a teoria para incluir duas variaveis aleatérias na descricao de um

fenomeno. Como exemplo, pode-se pensar nas coordenadas de um ponto aleatério num plano.

4.1 Variaveis aleatdrias vetoriais

Suponha que duas variaveis aleatérias X e Y sejam definidas num espago de amostras S em
que valores especificos de X e Y sao denotados por x e y respectivamente. Entao, qualquer par
ordenado de nimeros (z,y) pode ser convenientemente considerado como um ponto aleatério
no plano xy. O ponto pode ser tomado como o valor especifico de uma variavel aleatéria
vetorial ou um vetor aleatério. A Figura 4.1 ilustra o mapeamento envolvido em ir de S para

o plano zy.

4.2 Distribuicao conjunta e suas propriedades

As probabilidades dos eventos

A={X <z} (4.1)

B={Y <y} (4.2)

49
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Function X

Figura 4.1: Mapeamento do espago das amostras S para o plano zy [Peebles, 2000].
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ja foram definidas como funcgoes de x e y respectivamente e chamadas de funcoes distribuicao

de probabilidades. Ou seja,

Fx(r) = P{X <z} (4.3)

Fy(y) = P{Y <y} (4.4)

E introduzido agora um novo conceito para incluir a probabilidade do evento conjunto {X <

x, Y <y}

4.2.1 Funcao distribuicao conjunta

Define-se a probabilidade do evento conjunto {X < z, Y <y}, que é uma fungao dos nimeros
r e y como uma funcao distribuicao de probabilidades conjunta e a denota-se pelo simbolo
Fxy(z,y). Assim,

Fry(e,y) = P{X <2,V <y} (45)

Repare que P{X <z, Y <y} = P(AN B), em que o evento AN B foi definido em S.

Exercicio 4.1. Assuma que o espaco das amostras S tenha apenas trés elementos possiveis:
(1,1), (2,1) e (3,3). As probabilidades destes elementos sao P(1,1) = 0,2, P(2,1) = 0,3 e
P(3,3) =0,5. Encontre Fxy(z,y).

Resposta indicada na Figura 4.2.

4.2.2 Propriedades da distribuicao conjunta

A partir da definicao da Eq. (4.5), chega-se as seguintes propriedades cuja demonstracao é

deixada como exercicio ao leitor interessado.
a) 0 S FX,Y(xay) S 1

b) FX,Y<_OOJ —OO) = 07 FX,Y(_OO7y) = 07 FX’Y(Z[’, _OO) =0
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FX, Y(x’y)

(@) X

Figura 4.2: Funcgao distribui¢ao conjunta do Exercicio 4.1 [Peebles, 2000].
¢) Fxy(400,+00) =1
d) Fxy(z,400) = Fx(z), Fxy(+00,y) = Fy(y)
e) Fxy(z,y) é uma funcao nao-decrescente de z e y

) Fxy(za,yo)+Fxy(xi,y1) — Fxy(z1,y2) — Fxy(z2,11) = P{x; < X <x9,y1 <Y <y}

4.2.3 Funcoes de distribuicao marginal

A Propriedade (d.d) anterior afirma que a fungao distribuigdo de uma varidvel aleatéria pode
ser obtida fazendo o valor da outra varidvel aleatéria ser infinito em Fxy(z,y). As fungoes

Fx(z) ou Fy(y) obtidas desta forma sao chamadas de fungoes de distribuicao marginal.

Exercicio 4.2. Encontre expressoes explicitas para as distribuicoes marginais do Exercicio

J.1.
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4.3 Densidade conjunta e suas propriedades

Da mesma forma como foi feito para as variaveis aleatérias isoladas, define-se a seguir a funcao

densidade conjunta.

4.3.1 Funcao densidade conjunta

Para duas variaveis aleatorias X e Y, a func¢ao densidade de probabilidade conjunta, denotada
por fxy(x,y) é definida como a segunda derivada da fungao distribuig¢ao conjunta onde quer

que ela exista. Ou seja,

o 62FX,Y(w7y)
fX,Y(xay) = 8x—8y (4-6)

4.3.2 Propriedades da densidade conjunta

A partir da definicdo da Eq. (4.6), chega-se as seguintes propriedades cuja demonstracao é

deixada como exercicio ao leitor interessado.
a) fxy(z,y) =0
D) [7o o fxy (xy)dady = 1
c) Fxy(z,y) = [' [° fxy (&1, 8) d&idé,
d) Fx(x) = [T J70 fxy (§,&) déadés e Fy(y) = [7 [ fxy (&1, &) d6idé
e) P{oy < X <mo,yn <Y <o} = [ [ fxy(a,y)dedy

) fx(@) = [7 fxy(@y)dy, fy(y) = 7o fxy(zy)da

As Propriedades (a.a) e (b.b) podem ser usadas para testar se uma dada fungao pode ser

uma funcao densidade valida.

Exercicio 4.3. Seja b uma constante positiva. Determine seu valor para que a fung¢ao

becosy, 0<xr<20<y<7?
g9(z,y) = (4.7)
0, caso contrario
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seja uma funcdao densidade de probabilidade vdlida.

4.3.3 Funcao densidade marginal

As fungoes fx(x) e fy(y) da Propriedade (f.f) sdo chamadas de fungées densidade de probabili-
dade marginal ou apenas funcoes densidade marginal. Sao as fungoes densidades das variaveis

simples X e Y definidas como as derivadas das fungoes distribuicao marginais, ou seja,

o) = T2) (4.
riy) = T (4.9)

Exercicio 4.4. As tensoes X e Y foram medidas em volts em dois pontos diferentes de um
circuito elétrico. Encontre fx(x) e fy(y) se a fungao densidade de probabilidade conjunta

dessas tensoes € dada por

Fxy(@,y) = u(@)u(y)ve @, (4.10)

4.4 Densidade e distribuicao condicional

A funcao distribuicao condicional de uma varidvel aleatéria X, dado algum evento B com

probabilidade nao-nula é definida por [Peebles, 2000]

{X <znNB})

P
Fx(z|B) =P ({X <z|B}) = 4.11
“(e|B) = P (X < |B)) o (111)
A funcao densidade condicional correspondente é definida através da derivada
dFx(x|B)
fx(z|B) = —————=. (4.12)

dx
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4.4.1 Densidade e distribuicao condicional - condicao pontual
Pode-se mostrar [Peebles, 2000] que, para varidveis discretas, vale

N

fx (@)Y =uyp) = ———0 (x — x;) . 4.13
Ja para o caso continuo,
fxy(@,y
FrlelY =) = Flaly) = LD (114)
fr(y)
Exercicio 4.5. Encontre fy(y|z) para a funcao densidade definida no Ezercicio 4.4.
4.5 Independéncia Estatistica
Dois eventos A e B foram definidos como independentes se (e somente se)
P(ANB)= P(A)- P(B). (4.15)
Da mesma forma, define-se que duas variaveis aleatérias X e Y sao independentes se:
Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) (4.16)
ou, de forma equivalente,
fxy(z,y) = fx(x) - fr(y). (4.17)

Usando a densidade e a distribuicao condicionais, mostra-se que se duas variaveis aleatérias

X e Y forem independentes, vale:

Ixy(xy)  fx(7)fy(y)

fx(zly) = i (y’) “ TR fx(2) (4.18)
fxy(ry)  fx(@)fr(y)
fy(ylz) = o fr (). (4.19)

Assim, as densidades deixam de ser condicionais e tornam-se iguais as marginais.
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Exercicio 4.6. Verifique se as tensoes do FExercicio 4.4 sao independentes.

Exercicio 4.7. A densidade conjunta de duas varidveis aleatorias X eY €

kcos? (3zy), —l<z<le —l<y<l

fxy(z,y) =
0, caso contrario
em que k = w+§i(w) ~ 0,315 e o seno integral é definido por
Si(z) = / Si() e,
o £

Determine se X e'Y sao independentes.

(4.20)

(4.21)

4.6 Distribuicao e densidade de uma soma de variaveis

aleatorias

O problema de encontrar as fungoes distribuicao e densidade de uma soma de VAs estatistica-

mente independentes é considerado nesta secao.

4.6.1 Soma de duas variaveis aleatdrias

Seja W uma VA igual a soma de duas VAs independentes X e Y:

W=X+Y

A funcao distribuicao de probabilidades que procuramos é definida por

Fy(w)=P{W <w}=P{X+Y <w}

A Figura 4.3 ilustra a regiao do plano em que = +y < w.

(4.22)

(4.23)
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xty=w

N

2\

) e
T :

Figura 4.3: Regiao do plano xy em que z +y < w. [Peebles, 2000].
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Assim,

/+OO/ fxy(z,y)dzdy (4.24)

e usando a Eq. (4.17),

Fi(w) = _+°° fr(w)dy /I_U:y Fx(@)de (4.25)

Diferenciando a Eq. 4.25 e usando a regra de Leibniz chega-se a funcao densidade desejada

“+o00

fw(w) = fy (W) fx(w —y)dy. (4.26)

Esta expressao é uma integral de convolucao. Consequentemente, mostrou-se que a fung¢ao
densidade da soma de duas varidveis aleatorias estatisticamente independentes € a convolucdo

das suas densidades individuais.

Exercicio 4.8. Calcule a densidade de W = X +Y em que as densidades de X e Y sao,

respectivamente,

[u(z) — u(z — a)] (4.27)

[u(y) — uly —b)] (4.28)

com 0 < a<b.

4.6.2 Soma de diversas variaveis aleatdrias

Quando deseja-se considerar a soma Y de N variaveis aleatérias X, Xs, ..., Xy, pode-se
extender os resultados acima. Continuando o processo encontra-se que a funcao densidade de

Y =X1+Xo+4 ...+ Xy é a convolucao das fungoes densidade individuais:

fy(y) = fxy (@n) * fxy_, (@no1) - % fx (1) (4.29)
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4.7 Teorema do Limite Central

De forma geral, o teorema do limite central diz que a fungao distribuicao de probabilidades da
soma de um grande nimero de VAs aproxima-se de uma distribui¢do gaussiana.

Seja X; e 0—3(1_ as médias e variancias, respectivamente, de N variaveis aleatorias X;, ¢ =
1,2,..., N que podem ter densidades de probabilidade arbitrarias. O teorema do limite central
estabelece que a soma Yy = X7 + Xy + -+ -+ Xy, que tem média Yy = X; + Xo+---+ Xy e
variancia oy = 0%, + 0%, + -+ UiN tem uma distribuigao de probabilidade que se aproxima
de uma gaussiana para N — oo.

A importancia pratica do teorema do limite central nao reside tanto na exatidao da distri-

buigao gaussiana quando N — oo porque a variancia de Yy torna-se infinita, mas sim no fato

de que Yy para N finito ter distribuicao muito préxima de uma gaussiana.

Exercicio 4.9. Use o Matlab® para tracar histogramas da varidvel aleatoria Y = X; + Xy +
-+ Xy, sendo que cada uma das VAs X; tem distribui¢ao uniforme no intervalo [0,1]. Veja

0 que ocorre para diversos valores de N.



Capitulo 5

Operacoes sobre multiplas variaveis

aleatorias

Nessa secao, estende-se o conceito de valor esperado para o caso de duas ou mais variaveis

aleatorias.

5.1 Valor esperado de uma funcao de variaveis aleatérias

O valor esperado de uma funcao de uma variavel aleatéria foi definido na Secao 3.1 por

E (X)) = / " o) fx (@) de. (5.1)

o0

Quando mais de uma variavel aleatéria é envolvida, o valor esperado deve ser tomado em
relagao a todas as varidveis envolvidas. Por exemplo, se g(X,Y") é uma funcao de duas varidveis

aleatérias X e Y, o valor esperado de g(.,.) é dado por

7-Elgxy) = [ . / " 9o, y) Fry (. y)dady. (5.2)

Para N variaveis aleatorias Xp, Xs, ..., Xy e uma funcao dessas variaveis denotada por

60
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g(X1,...,Xn), o valor esperado dessa fungao se torna:

?ZE[Q(Xla---,XN)]:/ / g(x1, .., 2N) fxixy (@1, . oy)doy o doy. (5.3)

Um resultado que segue diretamente da definicao acima é que o walor esperado de uma

soma ponderada de variaveis aleatorias

N
9(Xi,..., Xn) :ZaiXi (5.4)
i=1

¢ a soma ponderada de seus valores médios:

Z aiXi] = Z o B [X]] (5.5)

5.1.1 Momentos conjuntos em torno da origem

Uma importante aplicacao do valor esperado é na definicao de momentos conjuntos em torno

da origem. Eles sao denotados por m,,; e sao definidos por

My = XnYk / / kfXY (z,y)dxdy (5.6)

para o caso de duas variaveis aleatérias X e Y.

Claramente, m,o = FE [X"] sdo os momentos m,, de X e moy = F [Y’“} sao os momentos de
Y.

A soma n + k é chamada de ordem dos momentos. Assim, mgy, Moy € My sao todos
momentos de segunda ordem de X e Y.

Os momentos de primeira ordem mg = E[Y] =Y e mjy = E[X] = X sdo os valores
esperados de X e Y respectivamente e sao as coordenadas do “centro de gravidade” da funcao
fxy(z,y).

O momento de segunda ordem my; = E[XY] é chamado de correlagao de X e Y. Ele é tao
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importante que recebe um simbolo especial Rxy. Assim,

Rxy =my = E[XY] = / / vy fxy (v, y)dzdy. (5.7)

Se a correlagao puder ser escrita na forma
Ryy = E[X] - E[Y], (5.8)

entao X e Y sao ditas nao-correlacionadas.

A independéncia estatistica de X e Y é suficiente para garantir que elas sao nao-correlacionadas.
Porém, o contrario nao é verdade em geral. Ou seja, independéncia implica nao-correlacao,
mas nao-correlacao nao implica independéncia.

Se Rxy = 0 as variaveis X e Y sao ditas ortogonais. Resumindo:
o fxy(z,y) = fx(z)- fy(y) = X e Y sao independentes

e Ryy = E[X]- E[Y] = X eY sao nao-correlacionadas

e Rxy =0 = X eY sao ortogonais

e X e Y sao independentes = X e Y sao nao-correlacionadas

Exercicio 5.1. Seja X wma varidvel aleatoria com valor médio X = E[X] = 3 e variancia

0% = 2 e uma outra varidvel Y dada por Y = —6X + 22. Pede-se:
a) E[X?
b)Y
c) Rxy
d) as varidveis sao correlacionadas?

e) as varidveis sao ortogonais?
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5.1.2 Momentos conjuntos centrais

Uma outra aplicacao importante da definicao de valores esperado é a definicao de momentos
centrais conjuntos. Para duas variaveis aleatérias X e Y, estes momentos denotados por /i, k

sao dados por:

fn = E [(X X) / / x — Y)k fxy(z,y)dxdy (5.9)

Os momentos centrais de segunda ordem

po = E (X -X)°] =% (5.10)
poo = E [(Y—?)Z] — 0% (5.11)
(5.12)

sao as variancias de X e Y.
O momento conjunto de segunda ordem g7 € muito importante. E chamado de co-variancia

de X e Y é simbolizado por Cyy. Assim,
Cxy=pn=FE [(X X / / i y Y) fxy(z,y)dzdy.  (5.13)
Expandindo-se o produto (X — 7) (Y — 7) esta integral se reduz a
Cxy = Rxy — XY = Rxy — E[X]- E[Y] (5.14)

Se X e Y forem independentes ou nao-correlacionadas, entao Ryy = E[X|-E[Y] e Cxy = 0.
Se X e Y forem ortogonais, entdo Cxy = —E[X] - E[Y]. Claramente, Cxy = 0 se X ou Y

também tiverem média nula além de serem ortogonais.
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O momento de segunda ordem normalizado

C
p=_H1_ _ XY (5.15)

v/ 20402 Ox0y

é conhecido como coeficiente de correlagio de X e Y. Pode-se mostrar [Peebles, 2000] que
—1<p<1l
Uma aplicacao direta das definicoes acima é que se X é uma soma ponderada de varidveis

;. N ~
aleatérias X;, X =) . ;X entdo

N

EX]=) aX; (5.16)
i=1
N

oy = Za?ag(i. (5.17)
i=1

Exercicio 5.2. [Peebles, 2000] Num sistema de controle, sabe-se que uma tensao aleatoria X

tem média X = mqy = —2V e momento de sequnda ordem X2 =my = 9V2. Se a tensio X ¢
amplificada por um amplificador que fornece como saida Y = —1,5X + 2, encontre 6%, Y, Y2,
012/ € RXy.

5.2 Funcoes caracteristicas conjuntas

A funcao caracteristica conjunta de duas VAs X e Y é definida por
(I)X7y (wl,w2) =F [6jw1X+jw2Y] (518)
em que wp e wy sao numeros reais. Uma forma equivalente é

By (w1, wn) = / / Fry (@, y) P dudy. (5.19)

Esta expressao é a transformada de Fourier bidimensional (com os sinais de w; e wy trocados)

[Oppenheim, 2010].
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Fazendo wy = 0 ou w; = 0 na Eq. (5.19), a funcdo caracteristica de X ou Y é obtida,

respectivamente. Sao as chamadas funcoes caracteristicas marginais:

(I)X (wl) = (I)ny (wl, 0) (520)

CI)Y (wg) = q)x,y (0, (JJQ) (521)

Os momentos conjuntos m,,, podem ser encontrados a partir da funcao caracteristica con-

junta por:
omay OOy (W1, Wy
M = (—5)" = ( - ) (5.22)
Owi Oy w1=0,w2=0
Esta expressao é a generalizacao bidimensional da Eq. (3.16).
Exercicio 5.3. Duas varidveis aleatorias X eY tem funcao caracteristica conjunta
Dyy (wi,ws) = exp (—2w; — 8ws)) (5.23)

Mostre que X e Y tém média nula € que elas sao nao correlacionadas.

5.3 Variaveis aleatdrias gaussianas conjuntas

Variaveis aleatoérias gaussianas sao muito importantes porque aparecem praticamente em todas
as areas da Engenharia e das Ciéncias. Nesta secao o caso de duas variaveis aleatorias conjuntas
gaussianas ¢ examinado.

Duas variaveis aleatérias X e Y sao sao ditas conjuntamente gaussianas se sua funcao

densidade conjunta é

B 1 1 (2-X)° 20(=-X)(y-Y)  (y-Y)
fX’Y_Qﬂ'O'XUy 1_p26Xp{ 2(1 p2)[ Ug( Ox0Oy + 0'}2/ }
(5.24)
em que X = E[X], Y = E[Y], 0% = E[(X—Y)Q], 0 = E[(Y—?)Q_ e

p=B[(X =) (v - V)] = &

oxoy "
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A Figura 7.2 mostra um gréafico da fungao densidade gaussiana bidimensional. Seu méximo
ocorre em (7, 7).
Da Eq. (5.24), se p = 0, correspondendo a varidveis nao-correlacionadas, fyy(x,y) pode

ser reescrita como

fxy(z,y) = fx(x) fr(y) (5.25)

em que fx(z) e fy(y) sdo as densidades marginais de X e Y e dadas por

1 _(l—f)
[x(2) = —==5e ™% (5.26)
\2moy
1 _(-v)?
Hy) = —==e > . (5.27)

\/ 27r<7)2/

Assim, conclui-se que quaisquer varidveis aleatorias gaussianas nao-correlacionadas sdao

independentes.

Exercicio 5.4. Sejam duas variaveis aleatorias gaussianas X eY com médias X e Y, variancias

0% e ot e coeficiente de correlagio p. Determine o dangulo 0 tal que as varidveis

A= Xcosf+Ysind (5.28)

B=—Xsinf +Y cosf (5.29)

sejam independentes.

Exercicio 5.5. [Peebles, 2000] Suponha que a queda de neve anual (quantidade de neve
acumulada em metros) em dois hotéis de esqui alpinos vizinhos seja representada por varidveis
aleatorias gaussianas conjuntas X e Y para as quais p = 0,82, ox = 1.,0m, oy = 12m e
Rxy = 81,476m?%. Se a queda de neve média no primeiro hotel é 10m, qual a taza de queda

média no outro hotel?

Exercicio 5.6. [Ziemer and Tranter, 2014] Duas varidveis aleatorias X e 'Y tém medias e

varidancias dadas por mx = 2, 0% = 3, my = 1 e 0% = 5. Uma nova varidvel aleatdria Z é
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Jx, y(x,»)

~I
T

=
| it
=

(b)

Figura 5.1: Densidade gaussiana bidimensional [Peebles, 2000].
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definida por
Z =3X —4Y. (5.30)

Determine a média e a variancia de Z se o coeficiente de correlacdo entre X eY € pxy = 0,6.

5.4 Transformacoes de multiplas variaveis aleatoérias

Deseja-se encontrar a fungao densidade conjunta de um conjunto de novas VAs
Y, =T, (X1, Xs,..., Xy), 1=1,2,... N (5.31)

definido pelas transformacgoes 7;.

Assume-se que as novas VAs Y; dadas pela Eq. 5.31 sao produzidas por fungoes continuas
tendo derivadas parciais continuas em todos os pontos. Assume-se também que um conjunto
de funcgoes inversas Tj’1 existe tal que as antigas varidveis podem ser expressas como funcoes

continuas das novas varidveis:
X;=T;"(Y1,Ys,...,Yn), j=1,2,...,N. (5.32)

O jacobiano é o determinante de uma matriz de derivadas definido como

ar;! ar;!

oYy YN
J=1: : (5.33)

ary! oTy!

ovi T ovw

Com esta defini¢cao, pode-se mostrar que

thm,YN (yh s 7yN) - fX17~~7XN (xl = Tl_1 (yl) yoo s TN = T]gl (yN)) |J| (534>

Quando N = 1, a Eq. (5.34) reduz-se a Eq. (3.30) previamente deduzida para uma unica
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variavel.

Exercicio 5.7. Sejam as transformacoes lineares dadas por

}/1 = T1 (Xl,XQ) = aX1 -+ bX2 (535)

}/2 = T2 (X17X2) = CX1 + dX2 (536)

Encontre fy, y; (y1.32) em fungio de fx, x, (11, 2)

5.5 Transformacoes lineares de variaveis aleatdrias gaus-
sianas

A Eq. (5.31) pode ser diretamente aplicada ao problema de transformar linearmente um
conjunto de VAs gaussianas Xi, Xs,..., Xy para o qual a densidade conjunta gaussiana se

aplica. As novas variaveis Y7, Ys,..., Yy sao

Y1 = a11X1 + CL12X2 + -+ CL1NXN (537)
sz = a21X1 + a22X2 + e 4 CLQNXN (538)
(5.39)
YN = CLNle +CLN2X2+ "'—|—CLNNXN (540)
em que os coeficientes a;; e 7 = 1,2,..., N sao ntimeros reais. Definimos a matriz
@11 ai2 - Q1N
a a “ .. a
7] = 21 22 2N (5.41)
i an1 an2 -+ QNN i

Pode-se mostrar [Peebles, 2000] que as novas variaveis Y, Ys, ..., Yy sdo conjuntamente
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gaussianas. Ou seja, uma transformacao linear de VAs gaussianas produz VAs gaussianas.

Pode-se mostrar também [Peebles, 2000] que estas novas variaveis tém médias
N
k=1
e co-variancias dadas pelos elementos da matrix de covariancia
[Cy] = [T][Cx][T]". (5.43)

As matrizes de co-variancia tem elementos C;; definidos por

_ _ O-X17 /L — j
C,=B[(X - X) (X, - X,)] = - (5.44)
CXin? G 7é J
Exercicio 5.8. Duas VAs gaussianas X, e Xo tém médias nulas e variancias o—§(1 =4 e

03(2 = 9. Sua co-variancia Cx,x, € igual a 3. Se X1 e Xy sao linearmente transformadas em

novas varidveis Y7 e Yo de acordo com

V) = X, — 2X, (5.45)

Yy = 3X; + 4X, (5.46)

calcule as médias, variancias e co-variancia de Y, e Ys.

5.6 Geracao computacional de multiplas variaveis aleatérias

Para gerar computacionalmente algumas VAs pode ser necessario usar mais de uma distribuicao
uniforme inicial, como feito na Secao 3.5.

Por exemplo, duas VAs gaussianas independentes com médias nulas e variancia unitéria
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podem ser geradas pelas transformacoes

Vi =T (X1, Xa) = /—21In (X7) cos (27X5) (5.47)
Yo =Ty (X1, Xa) = /—21In (X7) sin (27.X5) (5.48)
(5.49)

.7 . . . A . . 2 2 . ~
Variaveis gausslanas com varianclas qualsquer O'W1 (§ UWQ e coeficiente de Correlagao Pw

podem ser geradas a partir de Y] e Y usando as transformagoes [Peebles, 2000]

Wi =ow, Y1 (5.50)

Wa = puwow, Y1 + oy /1 — piYo. (5.51)

Exercicio 5.9. Usando o Matlab®,

a) gere N = 10000 amostras de duas VAs uniformes no intervalo (0,1). Esboce seus histo-

gramas;

b) a partir destas VAs, gere duas VAs gaussianas com média nula e variancia unitdria.

Esboce seus histogramas;

¢) a partir do resultado do item anterior, gere duas VAs Wy e Wy com oy, =4 e opy, =9

e coeficiente de correlagao pyw = —0.4; esboce o histograma delas;

d) para confirmar a qualidade das VAs geradas, estime suas médias, variancias e coeficiente

de correlacao usando as estimacoes

W; = Nzwm (5.52)
n=1

= 2 (wm - Vm) (5.53)
n=1

_1

2 2 2 N

- UW10W ) — —

Ppw = T2 Z (wln - W1> (’LUgn — W2> (554)
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5.7 Amostragem e alguns teoremas sobre limites

Para quantificar os problemas associados as medidas praticas de uma VA, considere o problema
de medir a tensd@o média (dc) de uma tensao ruidosa aleatéria. Suponha que tome-se uma
sequencia de N amostras em um periodo de tempo em que se assume que as propriedades
estatisticas da fonte permanecem inalteradas. Cada amostra pode ser considerada como o
valor de uma de N variaveis aleatérias estatisticamente independentes X,,, todas tendo mesma
distribuicao de probabilidades. Assim, elas tem mesma média X e variancia o%

Se queremos estimar (ou medir) a média da tensao ruidosa, a intuigao leva a obter a média

dos valores medidos:

N
—_ 1
Xy = estimativadamédiade /Namostras = N Z Xn. (5.55)
i=1
Esta equacao é uma fungao do conjunto especifico de amostras {x, }; ela fornece um nimero
que chamamos de uma estimativa ou medida da média da VA.

Uma pergunta importante é: quao bom é esta estimativa? Para responder, podemos cal-

cular o valor esperado e a variancia do estimador.

E|Xx|=E

1 & 1 &
NZXn] = NZE[Xn] =X, VN. (5.56)
n=1 i=1

Qualquer estimador (funcado de mensuragao) para o qual a média iguala a quantidade sendo
estimada é chamado de nao-enviesiado.

Para a variancia

—_ _\ 2 —2 _ _
0% =B {(XN . X) ] —F {XN 92X Xy +X2} (5.57)
[T ke —xre|lyxlyx
- [N]— B2 Xy 2 Ko (5.58)
1 N N
. WZ > E[X,X,)] (5.59)
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Mas, pela independéncia, E[X,X,,] = F[X? param = n e F[X,X,,] = X? para m # n.

Assim,

_ 1 _
Oxy = X+ 57 [VE (X7) + (N* = N) X7] (5.60)
ZL[E(XQ)_;‘@}:Q (5.61)
N N '
Dai vemos que a variancia de nosso estimador da média vai para zero quando N — oo.
Este fato implica que para N grande nosso estimador fornecer-a uma estimativa préoxima da
quantidade sendo estimada com alta probabilidade.

Da mesma forma que a Eq. (5.55) é um bom estimador para a média, a expressao a seguir

¢ um bom estimador para a variancia de X [Kay, 1993, Peebles, 2000]

N

0% = ﬁ 3 (Xn - };)2 (5.62)

n=1

Exercicio 5.10. Uma tensao aleatoria X se comporta aprozimadamente como uma VA ex-
ponencial com um valor médio 4 e uma variancia de 16. Onze amostras sao tomadas tendo
valores 0.1V, 0.4, 0.9, 1.4, 2.0, 2.8, 3.7, 4.8, 6.4, 9.2 ¢ 12.0V. Estime a média a variancia

desta VA a partir destas amostras e discuta o resultado.

5.8 Variaveis aleatorias complexas

Uma varidvel aleatoria complexa Z pode ser definida em termos de variaveis aleatérias reais
X eY por
Z =X+3Y (5.63)

em que j = y/—1. Considerando-se valores esperados envolvendo Z, a densidade conjunta de

X e Y deve ser usada. Por exemplo, se ¢(-) for uma funcao (real ou complexa) de Z, o valor
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esperado de ¢g(Z) é obtido por

Bo2) = [ [ s yday (5.00)

Exercicios de Revisao para P1

Exercicio 5.11. [Hsu, 1996] Existem 100 pacientes em um hospital com uma certa doenga.
Destes, 10 sao selecionados para passar por um tratamento por drogas que aumenta a tara de
cura porcentual de 50% para 75%. Qual a probabilidade do paciente ter recebido o tratamento

por drogas sabendo-se que ele foi curado?

Exercicio 5.12. [Hsu, 1996] Seja X uma VA continua com FDP

kr, 0<zx<1
fx(z) = (5.65)

0, caso contréario

em que k € uma constante.
a) Determine o valor de k que esboce fx(z)
b) Encontre e esboce a correspondente fungdao distribui¢ao de probabilidades Fx(x)
¢) Encontre P (1 < X < 2)

Exercicio 5.13. Seja X uma varidvel aleatoria continua com FDP uniforme entre a e b.

Mostre que

E[X] = (5.66)

(5.67)
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Exercicio 5.14. [Hsu, 1996] A FDP conjunta de uma VA bivariada (X,Y") € dada por

kEx+y), 0<z<2 ,0<y<?2
fxy(z,y) = (5.68)

0, caso contrario

a) Encontre o valor de k
b) Encontre as FDPs marginais de X e Y
c) X eY sao independetes?

Exercicio 5.15. [Peebles, 2000] Suponha que a queda de neve anual (quantidade de neve
acumulada em metros) em dois hotéis de esqui alpinos vizinhos seja representada por varidveis
aleatorias gaussianas conjuntas X e Y para as quais p = 0,82, ox = 1,0m, oy = 12m e
Ryy = 81,476m?. Se a queda de neve média no primeiro hotel é 10m, qual a taza de queda

média no outro hotel?



Capitulo 6

Processos aleatorios - caracteristicas

temporais

6.1 O conceito de processo aleatorio

Um processo aleatoério ou estocédstico é um espaco de amostras em que cada elemento é associado
a uma funcao do tempo.

Da mesma forma que para uma variavel aleatoéria, o resultado de um experimento é mapeado
em um nimero, em um processo aleatorio cada resultado é associado a uma forma de onda,
ou seja, a uma funcao do tempo. A Figura 6.1 ilustra esta situacao.

Considere um experimento aleatério especificado pelos eventos s definidos num espago de
amostras S e pelas probabilidades desses eventos. Suponha que se atribua a cada ponto s uma

funcao do tempo de acordo com a regra
X(t,s),-T<t<T (6.1)

em que 27" ¢ o intervalo de observacao total.

Para um s; fixo, o gréafico da fungao X (t, s;) pelo tempo ¢ é chamado realizagdo ou fung¢do

76
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Figura 6.1: Um conjunto de fungoes amostras [Haykin and Moher, 2009].

amostra do processo aleatério. Para simplificar a notacao, denota-se essa funcao amostra por

X;(t) = X (t, s;). (6.2)

Da Figura 6.1, nota-se que para um tempo fixo t; dentro do intervalo de observacao, o

conjunto de niimeros

{Qﬁ,(tk>,iﬂg (tk),. ..,th(tk)} (6.3)

constituem uma varidvel aleatoria. Assim um processo aleatério pode ser visto como um
conjunto indexado de variaveis aleatorias.
Por simplicidade de notagao, costuma-se suprimir o s e usar simplesmente X (¢) para re-

presentar um processo aleatorio.
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6.2 Independéncia e estacionariedade

Um processo ¢ dito estaciondrio se quando dividido em intervalos de tempo as varias segoes
do processo exibem essencialmente as mesmas propriedades estatisticas. Caso contrario é dito
nao-estaciondrio.

Para ser mais preciso, considere o processo aleatério X (t) que se inicializou em ¢ = —oo.
Sejam X (t1), X(t2), ..., X(tx) as varidveis aleatérios obtidas pela observagdo do processo
aleatério X (t) nos instantes ¢y, to, ..., t respectivamente. A funcao distribuicao conjunta
deste conjunto de varidveis é Fix (i) X (t2),....x(t) (1, T2, - -, Tp).

Suponha em seguida que desloque-se todos os tempos de observacao de 7, obtendo novas
varidveis X (t; + 7), X(t2 + 7), ..., X(tx + 7). A funcao distribuicao conjunta deste novo
conjunto de varidveis é Fx (i, 4r) X (ta7),.... X (tx+7) (L1, T2, - -, Tp).

O processo aleatério X (t) é dito estaciondrio no sentido estrito ou estritamente estaciondrio

se

FX(t1+T),X(t2+7),...,X(tk+7—) (561796‘27 S ,SCk) = FX(tl),X(tg) ..... X (t3) (371, T2, ... Jik) (6.4)

quaisquer que sejam T, k e os instantes de observagao tq, ..., t.

Situacoes de especial interesse:

a) Para k =1, tem-se

Fx() = Fxin(z) = Fx(x), (6.5)

para todos t e 7. Ou seja, a funcao distribuicao de primeira ordem de um processo

estacionario independe do tempo.

b) Parak=2e1 = —14,

Fx(t1),x(02) (71, T2) = Fx(0),X (t2-11) (T1, 72) (6.6)

para todo t; e ty. Isto é, a funcao distribuicao de segunda ordem de um processo esta-
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cionario depende apenas da diferenca entre os tempos de observagao e nao dos particulares

instantes de observacao.

Exercicio 6.1. [Haykin and Moher, 2009] Considere um processo aleatorio X (t) definido por
X(t) = sin(27 fet) (6.7)

no qual a freqiéncia f. € uma variavel aleatoria uniformemente distribuida sobre um intervalo

[0, W]. Mostre que X(t) é nao-estaciondrio.

Exercicio 6.2. [Haykin and Moher, 2009] Considere o processo senoidal
X(t) = Acos(2m f.t) (6.8)
em que a freqiéncia f. € constante e a amplitude A € uniformemente distribuida:

1, 0<a<1
fala) = (6.9)

0, caso contréario

Determine se este processo € ou nao estritamente estaciondrio.

6.3 Funcoes de correlacao

Considere um processo aleatério X (t). Define-se a média do processo X (t) como o valor

esperado da variavel aleatoria obtida observando o processo num instante ¢, ou seja,

() = EIX@) = [ afxole)ds (610

oo

em que fx(x) é a funcdo densidade de probabilidade de primeira ordem do processo.

Para um processo estritamente estaciondrio, fxu(x) ¢ independente de t. Conseqiiente-
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mente, a média de um processo estritamente estaciondrio é uma constante, ou seja,

px () = px (6.11)

para todo t.

Define-se a func¢dao de autocorrela¢ao de um processo X (t) como o valor esperado do produto
de duas varidveis aleatérias, X (t;) e X (t3), obtidas pela observacao do processo X (t) nos
instantes £, e to respectivamente.

Especificamente, escreve-se

Rxx (t1,t2) = E[X (t1) X (t2)] = / / 172 X (1)X (1) (71, T2) dx1dTs. (6.12)

Para um processo estritamente estacionario, a funcdo de autocorrelacdo depende apenas
da diferenca entre os instantes t e t;. Assim, neste caso, definindo-se 7 = t, — t;, pode-se

reescrever a Eq. 6.12 como

RX)((T) :E[X(t)X(t—f—T)]. (613)

Da mesma forma, a funcao de autocovariancia para um processo estritamente estacionario

¢ definida por

Cxx (1) = E[(X(t) — px) (X(E +7) — px)] = (6.14)

Cxx(7) = Rxx(7) — ik (6.15)

Um processo cuja média é constante e a fungao de autocorrelacao é fungao apenas de 7 é

chamado de estaciondario em sentido amplo ou simplesmente estaciondrio.
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6.3.1 Propriedades da funcao de autocorrelacao

a) Rxx(0) = E[X?(t)]

b) Rxx(7) = Rxx(—7) (simetria par)

¢) |[Rxx(7)| < Rxx(0)

Assim, ve-se que a funcao de autocorrelagao nao pode assumir um formato qualquer. A
Figura 6.2 mostra dois exemplos de Rxx (7).

Ry () Slowly fluctuating
random process

Rapidly fluctuating
random process

0 7

Figura 6.2: Exemplos de fungoes de autocorrelagao [Haykin and Moher, 2009].

Exercicio 6.3. Demonstre a propriedade (c.c).

Exercicio 6.4. [Haykin and Moher, 2009] Considere um sinal senoidal com fase aleatoria,

definida por

X(t) = Acos(2nfet + O) (6.16)

em que A e f. sao constantes e © € uma varidvel aleatoria uniformemente distribuida no

intervalo [—m, 7|. Determine a func¢ao de autocorrelagio Rx x(T) deste processo estaciondrio.

6.3.2 Funcao de correlacao cruzada

Dados dois processos estaciondrios X (t) e Y (¢) com fungoes de autocorrelacio Rxx(7) e

Ryy (1), definem-se suas fungoes de correla¢ao cruzada como
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Rxy(r) = E[X(®)Y(t+7)] e (6.17)

Ryx(7) = E[Y ()X (t +7)]. (6.18)

As propriedades de correlacao de dois processos X (t) e Y (t) podem ser mostradas convenien-

temente na forma de matriz como

R(r) = Bxx(r) Bxv(r) | (6.19)

Ryx(T) Ryy(T)
Observe que

RXy(T) = Ryx(—T) (620)

Exercicio 6.5. [Haykin and Moher, 2009]Considere um par de processos modulados em qua-

dratura X1(t) e Xo(t) que sao relacionados a um processo X (t) como se seque:

Xi(t) = X(t) cos(2m ft + O) (6.21)

Xo(t) = X(t)sin(27 f.t + ©) (6.22)

em que f. € uma frequéncia de portadora e a varidvel aleatoria © € uniformemente distribuida
no intervalo [0,2x]|. Além disso, © € independente de X(t). Encontre a correlagio cruzada

entre X1(t) e Xo(t).

6.3.3 Processos ergdédicos

O valor esperado de um processo aleatério X (t) é calculado “através da média no conjunto”.
Por exemplo, a média de um processo aleatério X () em um instante fixo ¢, é o valor esperado
da varidvel aleatéria X (t;) que descreve todos os valores das fungoes-amostras no instante
t =ty

Pode-se definir também médias temporais que sao tomadas “ao longo do processo”. Por
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exemplo, a média temporal de uma fun¢ao-amostra x(t) definida no intervalo =T <t < T é

definida por

px(T) = % /Tx(t)dt (6.23)

Da mesma forma, a autocorrelagdo temporal de uma fungao-amostra x(t) é definida por

Rux(r,T) = % /_ alt+ a0yt (6.24)

Um processo é dito ergodico em média se suas médias temporais e de conjunto coincidem

quando 7" — 00, ou seja

Ji ox (T) = px (6.25)
lim var [ux (7)) =0 (6.26)

T—o00

Um processo é dito ergodico em termos da autocorrelacao se

lim RX)(<7', T) = RX)((T) (627)
T—o0
lim var [Rxx(7,7)] =0 (6.28)
T—o0

Vale ressaltar que uma condicao necessaria para a ergodicidade é a estacionariedade do

Processo.

Exercicio 6.6. [Lathi, 1998] Dado o processo aleatorio X (t) = k em que k é uma varidvel

aleatdria uniformemente distribuida no intervalo (—1,1). Pede-se:
a) Esboce fungoes-amostras deste processo.
b) Determine E[X(t)]

c) Determine Ry x(t1,t)
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d) Este processo € estaciondrio?
e) Este processo € ergddico?

f) Se o processo for estaciondrio, qual sua poténcia Px, ou seja, seu valor médio quadrdtico

E[X()*]

Exercicio 6.7. [Lathi, 1998] Mostre que para um processo estaciondrio x(t) e sem compo-
nentes periodicas

lim Rx(7) = X? (6.29)

T—00

Exercicio 6.8. [Peebles, 2000/ Um processo estaciondrio e ergddico X (t) sem componentes

periodicas tem funcao de autocorrelagao

RX)((T) =254+ (630)

1+ 672
2

Determine sua variancia o%.

Exercicio 6.9. [Haykin and Moher, 2009] Um processo aleatdrio X (t) é definido por
X(t) = Acos(2rf.t) (6.31)

em que A € uma varidvel aleatéria gaussiana com média nula e variancia o%. Este processo

aleatorio € aplicado a um integrador ideal, produzindo a saida

Y(t) = /0 "X (r)dr (6.32)

a) Determine a fun¢ao densidade de probabilidade da saida Y (t) em wm instante particular
tr.

b) Determine se Y (t) é ou nao estaciondrio.

c) Determine se Y (t) € ou nao ergddico.
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Exercicio 6.10. [Haykin and Moher, 2009] Sejam X e Y waridveis aleatérias com distribui¢ao
gaussiana independentes, cada uma com média nula e variancia unitdaria. Defina o processo
gaussiano

Z(t) = X cos(2nt) + Y sin(27t) (6.33)

a) Determine a funcao densidade de probabilidade conjunta das varidveis aleatorias Z (ty)

e Z (ty) obtidas da observagdo de Z(t) nos instantes ty e ty respectivamente.
b) O processo Z(t) € estaciondrio? Justifique.

Exercicio 6.11. [Haykin and Moher, 2009] Prove as duas sequintes propriedades da fun¢ao

de autocorrela¢io Rxx(7) de um processo aleatorio X (t):

a) Se X(t) contém um componente DC igual a A, entdo Rxx(T) conterd uma componente

constante iqual a A?.

b) Se X(t) contém uma componente senoidal, entio Rxx(T) conterd uma componente se-

noidal de mesma freqiiéncia.

Exercicio 6.12. [Haykin and Moher, 2009] A onda quadrada x(t) da Figura 6.3 de amplitude
constante A, periodo Ty e atraso tg representa uma funcdao-amostra de uwm processo aleatorio

X(t). O atraso € aleatdrio, descrito pela fun¢ao densidade de probabilidades

L’ _1ir <t SlT
fr(tg=4 ™ 0T (6.34)

0, casocontrario

a) Determine a func¢ao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X (ty) obtida da

observagdao do processo aleatorio X (t) no instante ty.
b) Determine a média e a fun¢do de autocorrelagao usando média de conjunto
c) Determine a média e a fun¢do de autocorrela¢iao usando média temporal

d) FEstabele¢a se o processo X(t) € estaciondrio ou nao. Ele é ergodico?
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x(f)

C

— fge—— T ———>

Figura 6.3: Fungao-amostra do processo do Exercicio 6.12 [Haykin and Moher, 2009].
6.4 Medida de funcoes de correlacao

No mundo real, nao consegue-se medir as func¢oes de correlagao verdadeiras de dois processos
aleatdrios X (t) e Y (t) porque nunca estdao disponiveis todas as fungoes amostras. De fato,
tipicamente tem-se disponivel para medidas apenas um trecho de uma funcao amostra de cada
processo.

Como somos obrigados a trabalhar apenas com funcoes do tempo, somos forcados,querendo
ou nao, a assumir que os processos dados sao ergodicos.

Na Figura 6.4 é mostrado o diagrama de blocos de um possivel sistema para medida da

fungao de correlagao cruzada aproximada de dois processos aleatérios ergddicos conjuntos X ()

e Y(t).
A ol
yU1) =t 1.;."_1_": ‘
Product f——>p 'i!‘-i" fr"l"?T(.)d; - R {1, + 2T)
1
x(#) = D'f‘,l,” !

Figura 6.4: Um sistema de medicao da funcao de correlacao cruzada. A funcao de autocor-
relagao pode ser medida conectando os pontos A e B e aplicando em ambos z(t) ou y(t) [Peebles,
2000].

Assumindo que x(t) e y(t) existem ao menos durante o intervalo —7" < t e ¢; é um instante

arbitrario satisfazendo 0 < t¢; , entao a saida pode ser facilmente encontrada como
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t1+T
Ro (b +2T) = / 2(B)y(t + 7). (6.35)
t1—T

Assim, tomando t; = 0 e assumindo que 7' é grande, temos

RoeT) = 5 [ al@)ylt + )it = Ry (r) = Rv(7), (6.36)

Claramente, conectando os pontos A e B e aplicando x(t) ou y(t) ao sistema, pode-se medir

também as fungoes de autocorrelagdo Rxx(7) e Ryy (7).

Exercicio 6.13. Considere o processo estocdstico definido por
X(t) = Acos (wot + ©), (6.37)

em que A e wy sao constantes e © € uniformemente distribuida no intervalo (0,2m). Pede-se
a) determine a func¢ao de autocorrelagao deste processo.

b) suponha que deseja-se usar o sistema da Figura 6.4 para medir esta fun¢ao. Conecta-se
0s pontos A e B e aplica-se uma fungdo amostra x(t) do processo a eles. Determine

neste caso Ry(2T") e compare com o resultado do item anterior.

c) deseja-se que o erro na medigdo seja no minimo 20 vezes menor do que o maior valor

da func¢ao de autocorrelagcao verdadeira. Determine qual deve ser T neste caso.

6.5 Processos aleatérios gaussianos

Varios processos aleatérios sao tao importantes que a eles sao dados nomes proprios. Nesta
secao discute-se o mais importante deles, o processo aleatorio gaussiano.
Considere um processo aleatério continuo como o ilustrado na Figura 6.5 e defina N VAs

Xi=X(t1),....X; =X (t),...,Xny = X (ty) correspondentes a N instantes ¢y, ..., t;, ..., ty.
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Se, para qualquer N = 1,2,... e instantes tq,...,ty estas varidveis aleatorias sao conjunta-

mente gaussianas, isto é, elas tém a FDP conjunta dada por

o processo ¢ chamado de gaussiano.

A Eq. (6.38) pode ser escrita na forma

fX(mla"'axN;tlw"atN): (639)

em que as matrizes [z — X| e [Cx] sdo definidas por

r — X,
w-X]=| " o (6.40)
| TN T X J
I Cy, Cp --- Ciy |
[Cx] = C_Ql 0.22 O?N (6.41)
i Cni Cn2 -+ Cnyw |

- s (6.42)

X, = E[X] = BX (t;)]. (6.43)
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Figura 6.5: Um processo aleatério continuo [Peebles, 2000].
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Os elementos da matriz de covariancia [C'x| sao

Cir. = Cx,x, = B [(X; — Xi) (Xy — Xi)] (6.44)
= E{X () = E[X ()] X (t) = E[X ()]} (6.45)
= Cxx (t;, tr) (6.46)

que sdo as autocovariancias de X (t;) e X (tx)

Cxx(t,t+7) = E{X(t) — EXOD Xt +7) — E[X(t+7)]}]. (6.47)

Exercicio 6.14. Um processo aleatorio gaussiano € estaciondrio com média X = 4 e func¢ao
de autocorrelacao

Rxx (1) = 25e73I", (6.48)

Determine a matriz de autocovariancia das VAs X (t;), i = 1,2,3, definidas nos intantes

ti=1to+ [(igl)] , sendo ty uma constante.

6.6 Processo aleatorio de Poisson

Nesta secao, consideramos um importante exemplo de processo aleatorio discreto conhecido
como processo de Poisson. Ele descreve o nimero de vezes que algum evento ocorreu em
funcao do tempo, em que os eventos ocorrem em instantes aleatorios.

Para visualizar o processo de Poisson, seja X (¢) o nimero de ocorréncias de um evento
em func¢ao do tempo (o processo); entao X (t) tem fungoes amostras com valores inteiros e
nao decrescentes, como mostrado na Figura 6.6(a) para os tempos de ocorréncia aleatérios da
Figura 6.6 (b).

Em muitas situagoes apenas interessa o comportamento do processo para t > (. No restante
desta segdo assumimos que o processo é definido apenas para t > 0 (e é nulo para t < 0).

Para definir o processo de Poisson precisamos de duas condicbes. A primeira é que o
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x(1), a sample
function of X(1) 6

5
41
3

(B
I

T (Lt ty fs "

(b)

Figura 6.6: (a) Uma fungdo amostra de um processo aleatério de Poisson; (b) os tempos de
ocorréncia aleatéria que geram esta fungao amostra. [Peebles, 2000].

91
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evento ocorra apenas uma vez em que cada intervalo de tempo infinitesimal. A segunda é que
os instantes de ocorréncia sejam estatisticamente independentes de forma que o nimero de
ocorréncias em cada intervalo seja independente do nimero de ocorréncias em qualquer outro
intervalo. Uma consequéncia destas duas condigoes é que o nimero de ocorréncias de eventos
em qualquer intervalo finito é descrito pela distribuicao de Poisson em que a taxa média de

ocorréncias ¢ denotada por A (veja as Egs. (2.21) e (2.23) da Secao 2.5.4).

6.7 Processos aleatérios complexos

Se as VAs complexas da Secao 5.8forem generalizadas para incluir o tempo, o resultado é um

processo aleatdrio complexo Z(t) dado por
Z(t)=X(t)+jY(t) (6.49)

em que X (t) e Y(t) sdo processos reais.
Pode-se estender as operagoes envolvendo média, funcao de autocorrelagao e autocovariancia

para incluir os processos complexos. O wvalor médio de Z(t) é
E[Z{t)] = EX®I+EY(#)]. (6.50)
A funcao de autocorrelagdo é definida por
Ryz(t,t+71)=FE[Z*(t)Z(t+ 7)] (6.51)
em que o asterisco * denota complexo conjugado. A funcdo de autocovariancia é definida por
Con(tt+7) = BI{Z(t) — BIZW)]} {Z(t+7) — BZ(t+ 7))} (6.52)

Exercicio 6.15. Um processo aleatorio complexo V(t) € composto pela soma de N sinais
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complexos

N
V(t) =) Aneleottion, (6.53)
n=1

Aqui 5° € a frequéncia (constante) de cada sinal. A, € uma VA representando a amplitude do
n-ésimo sinal. Da mesma forma, ©, € uma VA representando a fase. Assuma que todas as
VAs A, e ©, sdo independentes e que ©,, é uniformemente distribuida no intervalo (0,2).

Encontre a funcao de autocorrelagao de V(t).



Capitulo 7

Processos aleatorios - caracteristicas

espectrais

Exercicio 7.1. Calcule a transformada de Fourier de x(t) = e~ u(t), |a| > 0.

Exercicio 7.2. [Peebles, 2000[Determine quais das sequintes fun¢des pode ou ndo ser uma
DEP vdlida. Para aquelas que nao podem, explique o porqué.

2
w
a) wO+3w2+3

b) exp[—(w —1)’]

4
w
d) 1+w2+jwb

Exercicio 7.3. [Peebles, 2000] Para um processo aleatorio X (t), assuma que sua func¢do de

autocorrelacao é

Rxx(t,7) = 12e7 4 cos?(24t) (7.1)
a) X(t) € estaciondrio?
b) Encontre Rxx(T).

c) Encontre a DEP de X (t). o4
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Tabela 4.2 Pares transformados basicos de Fourier

Sinal Transformada de Fourier Coeficientes da série de Fourier (se periodica)
= " +00
Y qef 2 )" @ blw—kwy) a,
k=— k=—00
. a,=1
el 276 (w-wy) B
a,=0, caso contrario
1
[11 = ﬂ71 =—
€08 wyt 6 (w-wy) + 8 w-wy] 2
a, =0, casocontrario
a,=da 1
m =d_ 1=
sen w;t —{8lw—wy) = 6lw+wy ] Y
/ a, =0, caso contrario
a=1 a=0, k=0
At)=1 2mélw) (esta é a representago em série de Fourier para qualquer
escolhade 7> 0)
Onda quadrada periddica
1< T,
U=l Tel<l = 2wk T (ko) sen ke
L <[5 Z sen kuwyl, Sl ke wolh o [ Koy | _ sen kel
ok T T km
e
x(t4+T)=xl1)
too too
Z 8(t—nT) 2% Z 6[w—27;k a =% para todok
N=—00 k=—00
Tlt<T,
x(t)= it <T, 2 sen wl, B
0. [t|>T, w
sen Wt L W<
X ( /w): —
t 0, [w/>W
o 1 —
o)
U(T) jw -
§(t-t) g —
1
ety (f, Refa} >0 i+ —
r 1
-a 0. _ —
(,%[e‘“ru(t), 1. : B
Refay>0 la+jw)

Figura 7.1: Principais pares transformados de Fourier [Oppenheim, 2010].
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Tabela 4.1 Propriedades da transformada de Fourier
Secao Propriedade Sinal aperiédico Transformada de Fourier
x(t) X{jo)
yit) Y{jo)
431 Linearidade ax(t)+ by(t) aXjw) + bY (jo)
432 Deslocamento no tempo ~ x(t- ;) ol X(jw)
436 DesloE:an.lento em eltx) X(j(o- o)
frequéncia
433 Conjugagdo xX*(t) X-jm)
435 Reflexdo no tempo X(=t) X(-jo)
435 Mudanca de escalano  x(at) 1 [jw
tempo e na frequéncia |a_|X [7]
44 Convolugdo x(t) = y(t) X(jo)Y(jm)
45 Multiplicagao x(thy(t) 1 pto. . )
— X(j6) Y(j(w—8))de
= [ xo) Y(iGw-9)
434 Diferenciacdo no tempo ¢ X JoX (jo)
dt
434 Integracdo
o [ i L X(ji + X006
—00 /w
436  Diferenciacdo em tx(t) d .
frequéncia / EX (jw)
433 Simetria conjugada x(t) real X(jw)= X"~ jw)
para sinais reais RofX(jwl} = Ro{X(—jw)}
I {X(jw)}=— .‘lne{X (—jw)}
IX{jw = X(—joo)
W (jw)=—<xX(—jw)
433 Simetria para sinais x(t) real e par Xjw) real e par
reais e pares
433 Simetria para sinais x(t) real e impar X|jw) puramente imagindrio e impar
reais e impares
433 Decomposicdo par- x{t)=E ¢ {x(t)} [x(t)real] RofX (o))
-impar para sinais reais  x (t)=© «/{x(t)} [x(t) real] jImiX(jo)}
437 Relagéo de Parseval para sinais aperiddicos

00 00 2
I |x(t)|2dt=% I et do

Figura 7.2: Principais propriedades da transformada de Fourier [Oppenheim, 2010].
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Exercicio 7.4. [Peebles, 2000] Um processo aleatdrio é dado por
W(t) = AX(t) + BY (t) (7.2)
em que A e B sao constantes reais e X (t) e Y(t) sao processos conjuntamente estaciondrios
em sentido amplo.
a) Encontre a DEP Syw(w) de W(t)
b) Encontre Syw(w) se X(t) e Y(t) sdao nao-correlacionados

c) Encontre as densidades de poténcia cruzadas Sxw(w) e Syw(w).

Exercicio 7.5. A funcdo de correla¢ao cruzada entre dois processos X (t) e Y(t) €
AB .
Rxy(t,t+71) = - {sin (woT) + cos [wo(2t + 7)] } (7.3)

em que A, B e wy sao constantes. Encontre o espectro cruzado destes processos.

Exercicio 7.6. Considere um processo X (t) discreto gaussiano estaciondrio em que as fungoes

amostras sio constituidas por VAs independentes com média nula e variancia c% = 1.

a) Determine a média e funcao de autocorrelagdo para este processo

b) Use o Matlab para obter estimativas da fungdo de autocorrelagao e da DEP deste processo.

clear all; close all;
%Sem fazer média

Npontos = 10000;

x = randn(1,Npontos);

[Rxx,tau] = xcorr(x,’unbiased’);
figure(1);

subplot(211); plot(tau,Rxx);
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grid; xlabel(’\tau’);ylabel (’R(\tau)’);
title(’Sem média’);

Sxx = fft(Rxx);

subplot (212); plot(abs(Sxx));

axis ([0 Npontos 0 5]);

grid; xlabel(’\omega’);ylabel(’S_{XX}(\omega)’);
Vo oo o oo To o To o o To o Jo o o To o Jo o o

%Fazendo média

samples = 10000;

Sxx = zeros(1,2*Npontos-1);

Rxx = zeros(1,2*Npontos-1);

x = randn(samples,Npontos);

for ind = l:samples,
ind
Rxx = Rxx+xcorr(x(ind,:),’unbiased’);
Sxx = Sxx+fft(Rxx);

end

Rxxmedio = Rxx/samples;

figure(2);

subplot(211); plot(tau,Rxxmedio);

grid; xlabel(’\tau’);ylabel(’R(\tau)’);
title(’Sem média’);

Sxxmedio = fft(Rxxmedio);

subplot(212); plot(abs(Sxxmedio));

axis ([0 Npontos 0 5]);

grid; xlabel(’\omega’);ylabel(’S_{XX}(\omega)’);
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Sem média
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Figura 7.3: RxX(7) e Sxx(w) do Exercicio 7.6 calculado sem média.
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Figura 7.4: RxX(7) e Sxx(w) do Exercicio 7.6 calculado com média.
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Capitulo 8

Sistemas lineares com entradas

aleatorias

Exercicio 8.1. Considere o circuito LC da Figura 8.1. Pede-se:

L

O

Input x(¢) R Output y(r)

Figura 8.1: Circuito RL [Peebles, 2000].

a) determine a func¢ao de transferéncia H(w) deste circuito;

b) Esboce 0o mddulo desta resposta em frequéncia. Que tipo de filtro € este?

101
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Exercicio 8.2. [Peebles, 2000/ Um processo aleatdrio X (t) tem fungio de autocorrelagdo
RX)((T) = A2 + Be“ﬂ (81)

em que A e B sao constantes positivas. Encontre o valor médio da resposta de um sistema

tendo como resposta ao impulso

h(t) = (8.2)

em que W é uma constante positiva quando a entrada € X (t).

Exercicio 8.3. Determine a DEP e a poténcia média da saida do circuito RL do Ezercicio

8.1 quando a entrada é um ruido branco com

SXX(W) = % (83)

Dica: | cﬂﬁﬁ = ﬁ arctan (%’“") )

Exercicio 8.4. Determine a largura de banda de ruido do circuito RL do Exercicio 8.1.

Exercicio 8.5. Encontre a temperatura equivalente de ruido Ts da associa¢ao série de dois

resistores Ry e Ry a temperaturas T e T5.

Exercicio 8.6. Repita o Fxercicio 8.5 supondo que hd um capacitor Cy ideal em paralelo com

o resistor Ry.

Exercicio 8.7. Um medidor bastante sensivel € capaz de medir poténcia de ruido em uma

faiva (estreita) de 1kHz de largura em qualquer frequéncia 5=. FEle é conectado a saida de

uma antena de microondas usando em um rddio-enlace e registra 2 x 1078 W quando uma

impedancia casada com a antena € conectada. Encontre a temperatura de antena T,.
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Exercicios de Revisao para P2

Exercicio 8.8. [Hsu, 1996] Considere um processo aleatério X (t) definido por
X(t) = Acos(wt 4+ 0), —oco <t < 00 (8.4)

em que A e w sao constantes e © é uma VA uniforme no intervalo (—m, ). Mostre que X (t)

é WSS.

Exercicio 8.9. [Hsu, 1996] Considere um processo aleatdrio X (t) definido por
X(t) =Y cos(wt +0©), —oo <t < 00 (8.5)

em que Y e © sio VAs independentes uniformemente distribuidas no intervalo (—A, A) e
(—m,m), respectivamente.
a) Encontre a média de X (t).

b) Encontre a fungao de autocorrelagio Rxx(t,T) de X (t).

Exercicio 8.10. [Hsu, 1996] Um processo aleatério WSS de média nula é chamado de ruido

branco de banda limitada se sua densidade espectral de poténcia € dada por

%7 |w| < Wo
Sxx(w) = (86)
0, |u)| > Wy

Encontre a func¢ao de autocorrelagao de X (t) e esboce-a.

Exercicio 8.11. [Hsu, 1996] A entrada X (t) de um filtro RC série é um ruido branco espe-
cificado por

SX)((M) = O'2 (87)

Determine o valor médio quadrdtico de Y (t).
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Exercicio 8.12. [Peebles, 2000] Dois resistores com resisténcias Ry e Ry sao conectados em

paralelo e tém temperatura fisica Ty e Ty respectivamente.

a) Encontre a temperatura de ruido efetiva Ts de um resistor equivalente com resisténcia

wqual a combinacao paralela de Ry e Rs.

b) Se Ty =T5 , quanto vale Ts?
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