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O Método de Euler é um algoritmo de primeira ordem, explicito e de um passo para resolugao de
Equagoes Diferenciais Ordinarias com condigao inicial. Neste trabalho, foi estudado seu comporta-

mento e convergéncia variando o valor de n.

I. Introdugao e Conceitos

Dado o seguinte problema de Cauchy na forma normal:

y(t) = f(t,y(t)) com y(to) = yo (1)

O Método de Euler estima uma solugdo numérica a

partir da nogao bésica de derivada, i. e., podemos apro-
ximar y’(t) por:

i ~ X200 )

Quanto menor At, melhor a aproximacgao. O primeiro
passo, portanto, é discretizar o dominio de definicao do
problema. Dado um intervalo I = [to,ts] € Dom(y(t)) e
n € N o namero de passos, define-se At = ? Note
que o intervalo é igualmente espacado.

Voltando a ideia da derivada, nota-se que g(t) é igual
a f(t,y(t)), por definicdo. Podemos entdo reescrever (2)
da seguinte forma:

Yrt1 = Yk + Atf(t, yi) (3)

Ou seja, a partir de um valor inicial, temos uma rela-
cao de recorréncia para obter uma estimativa do valor de
y(tx) =~ y a partir do anterior.

O Método de Euler pode ser estendido para EDO’s de
ordens superiores adotando o modelo n-dimensional. Por
exemplo, para n=2, temos §(t) = f(¢,y(¢),y(t)) e basta
introduzir uma variavel auxiliar z;(t) = ¢(t). Teremos o
seguinte sistema de equagoes diferenciais:

Zl(t)

Y() = (51((?)) =F&Y) = (f<t7y<t>,zl<t>>) )

II. TImplementacgao e testes

O algoritmo foi implementado na linguagem C, orga-
nizado em 3 arquivos: main.c, euler.c, util.c. Os graficos
foram gerados usando a biblioteca matplotlib do Python
(ver apéndice D). As partes relevantes dos codigos podem
ser conferidos nos apéndices.

A. Arquivos do projeto

Abaixo segue um breve resumo do contetido dos codi-
gos fonte e interfaces.

main.c: apenas implementa a fungao main(). Veja o
codigo na integra no Apéndice C.

euler.c: implementa o algoritmo em si. Um pedacgo
de sua interface é apresentado a seguir:

void
euler (double (¥f) (), double(*g) (), Exemplo ex);

double
rate_x (double t, double x, double y, Exemplo
ex) ;

double
rate_y (double t, double x, double y, Exemplo
ex);

util.c: implementa funcoes auxiliares para formatagao
de arquivos, impressdo na tela, entre outros. Sua in-
terface contém também enumeradores e constantes como
Yo, To, to, tr, e constantes dos modelos (ver apéndice A).

B. Algoritmo

A implementagao do algoritmo em questao é apresen-
tado abaixo. A funcdo recebe como argumento as fungoes
definidas por #(t) e y(t) (ver apéndice B). “Exemplo” é
apenas um enumerador criado na interface wutil.h para
definir qual problema esta sendo analisado.

void euler (double (*f) (double, double, double,

Exemplo), double (*g) (double, double,
double, Exemplo), Exemplo ex)

{

int k;

double xk, yk, xk_1, yk_1, tk, dt = (TF -
TO)/N_;

FILE *arq;

[...1

// essa parte do codigo foi suprimida

// formatacao e manipulacao de arquivos (
cabecalhos, nomes, possivetis erros de
abertura, etc)

// "switch" para cobrir os dois casos
ezemplos (massa-mola e presa-predador)

xk = XO0;

yk = YO,

tk = TO;

for(k=1; k <= N_; k++) {
xk_1 = xk + dt=*f(tk, xk, yk, ex);
yk_1 = yk + dtxg(tk, xk, yk, ex);
tk = TO + kxdt;
xk = xk_1;
vk = yk_1;
fprintf (arq, , tk, xk, yk);

}

fclose (arq);

}



C. Testes

Para validar o c6digo numérico para aplicacoes reais,
primeiro aplicamos para varios casos simples com solu¢ao
analitica conhecida.

O método convergiu rapidamente para os diversos tes-
tes, e o tempo de execucao foi praticamente instantaneo
(da ordem de milisegundos). Vale lembrar, entretanto,
que para problemas praticos essa convergéncia pode nao
ser tao eficiente. Para equagoes com comportamentos
menos suaves, o tamanho do passo deve ser extrema-
mente pequeno, o que aumenta o tempo de resposta do
programa.

Nos exemplos estudados, o tempo de execugao se li-
mitou na casa dos milissegundos. Para n muito grande
(= 10M), o tempo foi de ~ 10 segundos.

III. Exemplos

Os dois problemas abordados por este trabalho sao
o Modelo Massa-Mola Forgado e o Modelo de Lotka-
Volterra. Apesar de simples, ambos os exemplos ilustram
EDOs que nao podem ser resolvidas facilmente com mé-
todos analiticos aprendidos nos cursos de Calculo (existe
uma solucao exata para o caso Massa-Mola, mas calcula-
la é extremamente trabalhoso).

A. Modelo Massa-Mola Forcado

O comportamento de um sistema classico massa-mola
pode ser modelado pela seguinte equacao diferencial:

i = —wir + Acoswt (5)

onde x é a posi¢ao, A e w sao paradmetros da forga externa
e wy é a frequéncia natural.

Adotando as condigoes tg = 0,ty =3, 20 =0,y =1¢
parametros do modelo w3 = 5, w =1 e A = 2, variando
o valor de n temos os seguintes resultados:

Meétodo de Euler (Massa—Mola For¢ado)
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Figura 1: Posicdo x em funcdo do tempo do sistema massa-
mola forgado para diferentes valores de n. Observou-se que
para valores maiores que 1024 as solugoes se sobrepoem.

Meétodo de Euler (Massa—Mola For¢ado)
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Figura 2: Velocidade y em funcao do tempo do sistema massa-
mola forgado para diferentes valores de n. Observou-se que
para valores maiores que 1024 as solugdes se sobrepoem.

Para observar melhor o comportamento do sistema, po-
demos aumentar o intervalo de estudo e o At:

Método de Buler (Massa—Mola For¢ado, n =2048)
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Figura 3: Posigdo x e velocidade y em fun¢do do tempo para
o sistema massa-mola forgado.

B. Modelo de Lotka-Volterra

Em primeira instancia, a dindmica biolégica de um sis-
tema presa-predador pode ser modelada pelas seguintes
equagoes:

& = w(o = By)
g =y(0xr —7) ©

onde x é o nimero de presas, y é o nimero de preda-
dores e o, 3,7,5 € RT.



Apresentaremos aqui apenas a evolucao das equagoes
para ilustrar um exemplo de um sistema de EDOs que
nao tem solucao analitica.

Adotando as condigoes o = 0, ty = 140, zo = 10,
yo = 10, n = 2500 e pardmetros do modelo @ = 0.1,
8 =0.02,y=0.4 e J =0.02 temos:

Meétodo de Euler (Presa—Predador, n=2500)
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Figura 4: Evolugdo das populagoes de predador e presa no
modelo simples de Lotka-Volterra.

Nota: para este exemplo, o comportamento das so-
lugoes variou fortemente com os valores escolhidos para
os parametros (a, 8,7,0) do modelo. Para alguns casos,
z(t) e y(t) divergiram muito para valores pequenos de
n, o que indica que o problema requer um valor de At
pequeno.
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