Modelo de elétrons livres em um metal

Vamos considerar e- em um poco 3D (limites da rede cristalina)
Numero de estados (caso classico x 2, pois 2 estados de spin em cada nivel):

8V (2m’)"?
g(E)dE = ( - ) E'"?dE
Probabilidade de ocupacao dos estados (distribuicao de Fermi):
1 1
f(E) - %o 11 - o E-ER)KT 1 7 com EF = —akT

Entdo a ocupacao dos estados de energia do gas de e, fica:

sV (2m’)'"?  E"dE
)= f(BYR(EME - TS

+1

T=0K
10 Normalizaggo: se T = 0 K = estados populados s6 até E,.

= f(E)=1,se E<E. e (£)=0,se £E> L.

4300376 - Fisica Moderna 2 1
0 E Aula 13




J(E)

o, n(E)
T=0K 0.8 E"
1.0 1
X 0,6- =
@ ]
%0 (.4
0,2-
0 E 00 : - - - - ” E(eV)
Ep 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1 2 3
E

fE)y=1,se E<E. e f(E)=0,se £E>E.. Assim:

Ep 3\1/2 Er 3\1/2
N fn(E)dE _ 87tV(2;n ) fEl/sz _ 1671V(2;n )
) Z ) 3h

2 2/3
= F.(0) = h™ (3N Expresséo define
g Sm\ nlV Er.emT=0K

3/2
E." =

4300376 - Fisica Moderna 2 2
Aula 13



J(E)

B3N 2/3 B2 30 2/3
E.(0)= =
Sm\ nlV Sm\ w

com p =N/V. L2 -

Excelente aprox. para kT << E,. (até

milhares de K, para metais comuns, 0%

veja tabela na proxima transparéncia). (55 YOOV
0

Okp T

Vemos também que, a medida que mais particulas sao adicionadas ao

sistema, £ cresce. Se a temperatura estiver ligeiramente acima de 0 K, £,
deixa de ser a energia do ultimo estado ocupado e € definida como a energia

em que n(£) = 2; a medida que 7 aumenta, £ diminui.

Para temperaturas suficientemente altas, £, < 0, implicando que todos os
estados, em média, tém ocupacao menor que Y.
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A energia total do sistema, em 7'=0 K, é:

Ef 3\1/2 Er 3\1/2
8TCV(2m ) 3/2 167!:V(2m ) 5/2
_ — - E
E {n(E)EdE 3 {E dE = 212 (0)
3\1/2
Mas N = 0V T g g3 np
35 F 5 7

Notem que, mesmo em 7 = 0 K, o ultimo férmion adicionado, aquele com
energia k., tem velocidade dada por:

1 , E No caso de 1 e de condugao em um metal
—mv, =L, =0, = tipico (E. ~ 5 eV) a velocidade de Fermi é da
2 M ordem de 108 m/s (a 0 K!).

Table 9.1 Calculated Values of Various Parameters for
Metals Based on the Free-Electron Theory

A temperatura de Fermi e
definida como: 7. = E/k.

Electron Fermi Fermi Fermi
Concentration Energy Speed Temperature

Metal (m—3) (eV) (m/s) (K)

Li 4.70 X 1028 4.72 1.29 X 106 5.48 X 10%
Na 2.65 X 1028 3.23 1.07 X 106 3.75 X 10*
K 1.40 X 1028 2.12 0.86 X 106 2.46 X 104
Cu 8.49 X 1028 7.05 1.57 X 106 8.12 X 104
Ag 5.85 X 1028 5.48 1.39 X 106 6.36 X 104
Au 5.53 1.39 X 106 6.41 X 10¢

5.90 X 1028
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Parénteses termodinamico

Lembrando de 1 dos limites de validade da distribuicao de Maxwell-Boltzmann:
A <<d, sendo A o comprimento de onda de de Broglie da particula.
Podemos entao definir o comprimento de onda térmico de de Broglie, como
aquele associado ao momento medio de uma particula em equilibrio termico
no sistema, cuja energia cinética é 3k7/2: h

A=
2nmkT

Consideremos um sistema com um numero grande de particulas, com

energia total £, em equilibrio térmico a temperatura 7. Suponhamos que esse
sistema seja um gas e que ele seja comprimido, lentamente, reduzindo seu

volume em dV.

Isso provoca um aumento nos niveis de energia, pois diminuimos o tamanho
da caixa. Assim, um nivel ¢ passa a ¢; + d¢; e as particulas nesse estado
ganham energia d¢;. O ganho total do sistema sera:

Esse ganho de energia veio do trabalho realizado para
dE =y nde, e
SRR comprimir o sistema. Se uma das arestas do cubo for

reduzida de dL por uma forca F', teremos: dW = — FdL.
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A forca F' é necessaria para se opor a pressao do gas. Assim, F'= PA.

Substituindo na expressao do trabalho: dW = — PAdL = — PdV. Como o
trabalho deve ser igual ao aumento de energia do sistema, temos:

—PdV=dE=2nl.d€i =>P=—12nl Zf

Os niveis de energia de uma caixa cubica sao dados por:

£ =(n2+n2+n ) i = £, —CV"z/3
NN,y 1 2 3 2mL
-2/3
Assim: 9& _ d(C"V ) _ —EC.V"SB _ _% CiV_ZB _ _%ﬁ
A% A% 3 3V 3V

Dessa forma, para um gas ideal, seja ele classico, fermiénico ou bosoénico,
temos:

de, 2 F
P= E n.e. = —— onde £ € a energia total média do gas.

dv 3V 3y

No caso de um gas classmo (Boltzmann) a energia média, por particula, é:

3
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A energia total do sistema ¢, entdo: £ = N<€> = PV = NkT =nRT
gue nos remete a conhecida expressao da lei dos gases ideais.

NOs vimos que as distribuicoes quanticas se reduzem a classica quando o é
muito grande. Podemos escrever as funcoes de distribuicado como:

€

~a kT . .
f(e) = 1 € € com o sinal de cima valendo para

& _&  férmions e o de baixo para bdsons.
e“efl 1 lxe e M

A distribuicao de Boltzrgann é obtida fazendo o denominador igual a 1, o que

kT

é equivalente a e “e M <<1

Vamos tentar uma aproximacao um pouco melhor e fazer uma expansao
binomial (para x << 1): ] 5

—— = 1Fx+x

l+x

e €

Nesse caso a distribuigdo fica: f(e)=e“e “|1Fe e ¥ +---

A partir desse resultado, seguindo um caminho um pouco trabalhoso, pode-se

mostrar que a lei dos gases pode ser escrita como:
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3
PV = NkT(l_N A +)

V 25/2

No caso da energia média, por particula, do sistema, temos:

e)= £ _ ikr(l_N a +)

N 2 y 232

Substituindo o valor do comprimento de onda térmico:

(e) - E_3 (i, 1N h’ ....| |+ — férmions
"2V (k1) — — bosons

N 2

Dai pode-se perceber que a energia média de um gas de férmions € um
pouco superior a de um gas ideal, enquanto a de um gas de bésons € um
pouco menor.

O valor do termo de correcao é boa indicacdo da necessidade, ou ndo, de se
usar as distribuicdes quanticas. Se o termo de correcao << 1 a distribuicdo de
Boltzmann (e os resultados decorrentes dela) sao OK.
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EXEMPLO 11-5

Considere a prata no estado metdlico, com um elétron (de condugdo) livre por atomo.
(a) Calcule a partir de (11-57) a energia de Fermi.
A densidade da nra.a € 10,5 g/cm?® e seu peso atdmico é 108. Assim
h (3N)"
E.(T=0)= —( )
8m

e A~ 6,02 x10* atomo/mol x 10,5 g/em?

n=—s x 1 elétron livre/dtomo
vV 108 g/mol

= §,9 x 10?2 elétron livre/cm® = 5,9 x 102%/m?

Portanto

EF (O) =

Sm\nV /)  8mc:\ m 8-0,5 MeV T

% ( 3N)2/3 12 ( 3n)2/3 (1,24)* (keV.nm)’ (3.5,9-1028 m” )2/3
=8,8x107 J=55eV
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(b) Calcule o termo de degenerescéncia para os elétrons de condugdo na prata metalica a 300 K.
Temos

nh? 5,9 x 102% /m? x (6,6 x 103 J=)?

(27mkT)?  2mx 9,1 x 10~ kg x 1,38 x 10~2 J/K x 300 K)3”2

.=~ 4700
de modo que o segundo termo do parénteses de (11-54) tem como valor

1 nh?

~ 820
252 (2amkT)*?

O termo de degenerescéncia € portanto extremamente importante e supera totalmente o termo restante
(classico) de (11-54). O gas de elétron € dito um gds de Fermi totalmente degenerado; isto é, ele se com-
porta como se T ~ 0 K com os elétrons ocupando a configuragdo de mais baixa energia. Um tal gds apre-
senta comportamento quantico (isto e, nao classico) até a temperatura mais alta atingida pelo metal, e o
gas de elétrons na prata, por exemplo, permanece quase totalmente degenerado até a temperatura atingir
10° K. A essas e a mais altas temperaturas, o termo de degenerescéncia torna-se pequeno diante de um. &
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Probabilidade de ocupacao

Distribuicao de Fermi para ¢ na prata

1.0 4 o e m = - ===
0,8
0,6
0.4 E.=55¢eV
—— T = 60000 K
o2d | T = 5000 K
————— T=0K
0,0
| | | | | |
0 1 2 3 4 5
E (eV)
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Fim do parénteses — Elétrons livres em um metal
Analisamos os e- como férmions em uma caixa 3D (poco infinito). Sabemos,
no entanto, que e sdo capazes de deixar o metal (foto-elétrico, emissao
termibnica, etc.), portanto o poco tem uma profundidade finita.

Sabendo que a ocupacao dos estados deve obedecer a uma distribuicao de
Fermi e que os e de energia mais alta precisam de W (funcao trabalho) para
serem arrancados, podemos avaliar a profundidade do poco.

0

Energia

Vacuo

-

—8

r A A
Niveis de energia vazios i
Metal Vacuo
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Se o poco tem profundidade
V, 0s e de energia mais alta
tém £, acima do fundo. Séo
esses que precisam de W
para serem arrancados.
Assim: V,=E,+ . Com
esse modelo podemos
entender fenbmenos como o
potencial de contato entre
metais, a emissao por efeito
de campo e a emissao
termidnica.
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V=0 /Potencial de\

Wy || contato entre
} " 2 metais.
i I B Note que ndo
{WB 1 w4 é
Y
(Wy—W )2
—"—
:iJ Interruptor |
aberto |
Metal 4 Espago Metal B
TABELA 11-2. Fungdo Trabalho e Energia de Fermi
pasa Alguns Metals Potencial de contato
Metal wo (eV) & (eV)
Ag 4,7 5,5
Au 4.8 5.5
Ca 3.2 4,7
Cu 4,1 A |
K 2,1 2,1
Li 23 4,7 oderna 2 13

Na 2,3 3,1



