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> Neste capitulo é apresentado o método do lugar das raizes, que consiste
basicamente em levantar a localizacao dos p6los de um sistema em malha
fechada em fung¢ao da variagao de um parametro K.

> O projeto de controladores envolve sempre a escolha da localizacao de polos e
zeros do sistema em malha fechada, que deve ser traduzida através da escolha
da estrutura do controlador e dos seus parametros (Como em controlares P, PI,
PD e PID).



> Desta forma, a utilizagao do lugar das raizes pode ser Gtil no projeto de
controladores pois neste pode-se observar a movimentagao dos polos em
malha fechada a medida que um parametro K varia.

> Ao final apresenta-se exemplos da utilizacao do método do lugar das raizes
para o projeto de controladores.



> Considere o seguinte sistema em malha fechada ilustrado na Figura 1

R(s) + E(s) H(s) U(s) Gfs) Y(s)
—> ——> Controlador Planta saida
referencia

Figura 1: Sistema de controle em malha fechada.



> A equacao em malha fechada deste sistema pode ser escrita como:

Y(s)  G(s)H(s)
R(s) 1+ G(s)H(s).

> Os polos em malha fechada deste sistema podem ser encontrados
resolvendo-se a seguinte equagao caracteristica:

1+ G(s)H(s) =0,

ou
G(s)H(s) = —1.



» Como G(s)H(s) € um nimero complexo, podemos escrever as seguintes
equacgoes:
Condicao do angulo: /G(s)H(s) = £180°(2 % k + 1)
(k=0,1,2,...)
Condigao do modulo:  |G(s)H(s)| = 1.



Em muitos casos G(s)H(s) envolve um ganho K:

(s+z1)(s+22)...(s+2zm) _
(s+p1)(s+p2)...(s+pn)

Para comegarmos a esbocar o lugar das raizes é necessario conhecer os polos e
zeros de G(s)H(s). Os angulos de qualquer ponto s em relagdo aos polos e zeros de
G(s)H(s) devem ser medidos no sentido anti-horario.

O lugar das raizes &€ um grafico que fornece as raizes em malha fechada no plano s
em fungdo da variagdo de K (0 < K < ).



Por exemplo, seja o seguinte sistema:

K(s+ z1)
(s + p1)(s + p2)(s + p3)(s + ps)’

onde —p; e —p3 sao polos complexos conjugados. Podemos escrever a condicao de
angulo como a seguir:

LG(s)H(s) = ¢1 — 01 — 62 — 63 — 04,



A Figura 2 ilustra os angulos para dois pontos de teste distintos.

Test point
e

Figura 2: (a),(b): Angulos de dois pontos de teste em relacdo os polos e zeros de G(s)H(s).



A condicao do médulo é dada por:

K B;

H(s)| = ————.
IGOHE) = G

onde Ay, Ay, A3, Ag e By sao os modulos das grandezas complexas, s + p1, s + pa,
S+ p3, s+ pse s+ zy, como pode ser observado na Figura 2(a).

Note que pelo fato dos p6los complexos conjugados ou zeros complexos
conjugados (se existirem) serem simétricos, o lugar das raizes também é simétrico
em relacdo ao eixo real o.



Suponha que desejamos construir o lugar das raizes do sistema de controle em
malha fechada ilustrado na Figura 1. Onde:

K

OO = i)

H(s) = 1.



Deseja-se construir o lugar das raizes para se determinar o valor K tal que o
coeficiente de amortecimento ¢ de um par de polos complexos conjugados
dominantes seja igual a ¢ = 0.5.
A condicao do angulo pode ser escrita como:
K
s(s+1)(s+2)’
=—/s—/L(s+1)— L(s+2),
=+180°(2k +1) (k=0,1,2,...).

/G(s) =/



A condicdao do modulo pode ser escrita como:

IG(s)| =

K ‘_1
s(s+D(s+2)|



Passo1: Eixo real

O primeiro passo para a construcao do lugar das raizes é a localizacao dos polos em
malha aberta, s =0, s = —1, s = =2 no plano complexo (ndo existem zeros neste
caso).

Note que os pontos de partida do lugar das raizes sao as raizes de G(s)H(s). O
nimero de trechos do lugar das raizes é trés o que equivale ao nimero de polos em
malha aberta.



Alguns pontos de teste

> Vamos supor que o ponto de teste se encontra na regiao positiva, i.e.,
s = o > 0. Para qualquer ponto s = o > 0 temos:

(s =/L(s+1)=4(s+2)=0°.

Desta forma, a condigao de angulo para s = o > 0 ndo é satisfeita.



» Paras = -1 < o < 0temos:
/s =180°,
L(s+1)= /(s +2)=0°.

Desta forma:
—/s—/(s+1)— £(s +2)=—180°.

Logo, o trecho —1 < o < 0 pertence ao lugar das raizes.



» Paras =-2 <o < —1temos

/s =180°,
/(s +1) = 180°,
/(s +2)=0°.

Desta forma:
—/s—L(s+1)— £(s +2) = -360°.

Logo, o trecho —2 < o < —1 nao pertence ao lugar das raizes.



> Para s = —o0 < 0 < =2 temos
/s =180°,
/(s +1)=180°,
/(s +2)=180°.
Desta forma:
—/s—/(s+1)— /(s +2)=-3x180°.

Logo, o trecho —o0 < o < —2 pertence ao lugar das raizes



Conclusao sobre o eixo real

Portanto, no eixo real o lugar das raizes existe entre -1 <0 <0e -0 < 0 < —2.



Passo2: Determinar as assintotas no lugar das raizes

Se o ponto de teste esta localizado longe da origem entao:

Im Gl =lm G2 -

ou seja, a condicao do angulo pode ser escrita como:

o
—3As=i%k+1) (k=0,1,2,..).
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A equacao do angulo das assintotas pode entdo ser escrita como:

+180°(2k + 1
angulo das assintotas = % k=0,1,2,....

0Os angulos sdo portanto: 60°,-60°, e 180°.
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Para qualquer sistema as assintotas podem ser calculadas através da seguinte
equacgao:
+180°(2k + 1
angulo das assintotas = # k=01,2,....
n—m
Onde:

> n =numero de polos finitos de G(s)H(s),

» m = nldmero de zeros finitos de G(s)H(s).
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0 ponto de interseccao das assintotas o, pode ser calculado como a seguir:

_dan-1— bm_1
a = ————.
n—-m
Onde (Veja Equacgao ??):
ap_1 = Z po6los em malha aberta,

bp-1 = Z zeros em malha aberta.
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Para o sistema em questao temos:

_ap-1—bm _ _3_0__1
2 = = =-1.

n—-m 3-0

2%



Passo 3: breakway point

0 ponto de saida do eixo real se encontra entre os polos de malha abertas =0e
s = —1 e corresponde a um ponto onde os polos sdo duplos.

0 ponto de saida do eixo real pode ser determinado através da seguinte equacio’:

dK
=8 =0
ds

TNa Secao ?? apresenta-se a deducdo desta equagao.
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Para o sistema em questdo, a equagao caracteristica pode ser representada como:

K
1+G(s)H(s) =1+ ——— =0,
()H(s) s+ 1) +2)
0 que resulta em:
K = —(53 +3s%+ 2s).
Calculando a derivada, obtemos:

dK
— = (32 +6s+2)=0.
ds
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As raizes desta equacao de 2a. ordem sao: s = —0.4226 que corresponde a

K =0.3849, e s = —1.5774 que corresponde a K = —0.3849.

Note que a raiz s = —1.5774 ndo pode ser a solucao pois corresponde a um ganho
negativo. Por outro lado, sabemos que a solugao esta no intervalo [—1, 0], logo a
solucao é dada por s = —0.4226.
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Passo 4: cruzamento com o eixo imaginario

Esses pontos podem ser encontrados, utilizando o critério de estabilidade de
Routh-Hurwitz, ja que o ponto de cruzamento representa o ponto de transicao de
uma regiao estavel para uma regido instavel.

A equagao caracteristica é dada por:

$3+3s2+2s+K =0.
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A tabulagao de Routh-Hurwitz é a seguinte:

3 2

s2 3 K
1 6—K

s 3
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Para que o sistema seja estavel a primeira coluna deve conter todos os elementos
com o mesmo sinal, entao concluTmos neste caso que todos os elementos devem
ser positivos. Na linha referente a s! ,temos &K > 0= K < 6. 0u seja, K =6€éo0

valor de transicao.
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A solugao para o problema, pode ser encontrado adotando ovalor K =6 e a

equacao auxiliar referente a s%:

32+ K=0=
3s2+6=0=
s?=-2=

s = ij\/i
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Passo 5: Pontos de teste na vizinhanga do eixo jw e da origem

Escolha um ponto de teste na vizinhanga do eixo jw e da origem como ilustrado na

Figura 3.
jw jr
fcl ol | 4
s+ 2 il
&
3 ) \
E;; ] O
B
4 1
(

Figura 3: Escolha de um ponto de teste.
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Verifiaue a condicao de anoulo caso n3o seia satisfeita escolha um otutro nonto



Passo 6: Desenhe o lugar das raizes

A Figura 4 ilustra o lugar das raizes resultante.

W

\\ L K=6
K=10383 / Al
i 9 ~— K=1.0383
B o .

-3 () ) 0 1

NN
S P

%

Figura 4: Lugar das raizes para G(s)H(s) = K/s(s + 1)(s + 2). .



Passo 7: Determinar o par de polos complexos conjugados para ¢ = 0.5

Sabemos que cos B8 = ¢ (veja Figura 5), logo temos:
B =cos”' 0.5 = +60°.

Ou seja, a solucao do problema pode ser determinada pela interseccao entre retas
com um angulo de 60° em relagdo ao eixo real e o lugar das raizes.
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Figura 5: Polos complexos e grandezas associadas.

qIF
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Os polos correspondentes podem ser determinados no grafico:

s1 = —0.3337 +j0.5780,
sp = —0.3337 — j0.5780.
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Para descobrir o valor de K correspondente podemos utilizar a condi¢ao de modulo:

K

IGOHOI = TG +2)

‘:12

IK| = [s(s + 1)(s + 2)[s=-0.3337+/0.5780 =

K =1.0383.

Com este valor de K é possivel achar o terceiro polo em s = —2.3326.
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Um outro exemplo

Considere um sistema de controle em malha fechada ilustrado na Figura 1 onde:

K(s+2)

G(s) = R
©) s2+2s+3

H(s) =1.

A fungao de transferéncia em malha aberta possui um par de p6los complexos
conjugados em —1 J_rj\/f. Determinar o lugar das raizes para este sistema.
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Passo 1: Determinar o lugar das raizes no eixo real

Para qualquer ponto de teste no eixo real a contribui¢dao dos polos complexos
conjugados é 360° (veja Figura 6). Ou seja, 87 + 6 = 360°.

Jjw

Figura 6: Determinacao do lugar das raizes no eixo real.

59



facil verificar que o trecho no eixo real correspondentea s = —0 < 0 < -2
pertence ao lugar das raizes ja que:
K(s+2)
(G(s)=L|———],
©) (52 +2s + 3)
= /(s +2)— L(s? + 25 +3),
= /(s +2)—360°,

=+180°(2k +1) k=0,1,2,3,...
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Passo 2: Determinar o angulo de partida

importante determinar neste caso, o angulo de partida do lugar das raizes em
relacao ao par de polos complexos conjugados.

il



Vamos supor um ponto de teste ao redor (muito proximo) de s = —pq (veja Figura 7).

Jw
5
&
—P
[
PAN
- { 0 [
&'
-t-.._\ez
%~
—P2

Figura 7: Determinagdo do angulo de partida.
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Se o ponto s pertence ao lugar das raizes, entao deve satisfazer a condigao de
angulo.
@1 — (61 +67) = £180°(2k + 1),

ou
01 = 180° — 6} + ] = 180° — 6 + b1

43



Se 0 ponto s esta na vizinhanga de p; entdo podemos admitir que:

—0) + @]~ —0) + P1.

Logo,
01 =180° — 6, + ¢ ~ 180°% — 90° + 55° = 145°.

Como o lugar das raizes é simétrico, o angulo de partida em p, é —145°.
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Passo 3: break-in point

Sabemos que o lugar das raizes deve se encontrar no eixo real num ponto
correspodente a um polo duplo.

Podemos resolver este problema podemos utilizar:
dK
-0
ds

A equagao caracteristica do sistema é dada por:

K(s+2)
1+G(s)H(s) =1+ ———=0=
()H(s) s2+25+3

—(s2+2s +3)

s+2

K =

45



Caculando a derivada obtemos:

dK _ (2s+2)(s+2)— (s +2s+3) _

— = 0=
ds (s +2)?
252 +4s+2s+4-s2-2s-3
= - s0=
(s +2)2
s2+4s+1 B

(s +2)2
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A equacao caracteristica é dada entdo por:
2 —
s“+4s+1=0.
As raizes sao dadas por:

> s =-3.732 = K = 5.4641: pertence ao lugar das raizes.

» s =-0.2680 = K = —1.4641 nao pertence ao lugar das raizes.

Entdao o ponto de chegada é dado por s = —0.3732.
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Passo 4: Desenhe o lugar das raizes

Aqui, devemos testar varios pontos no plano s para tentar se determinar o lugar
das raizes. Para este caso, entretanto, sabemos que o lugar das raizes na regiao dos
polos complexos conjugados descreve um circulo.

Para se derivar a equagao do circulo vamos escrever inicialmente a condicao do
angulo:

L(s+2)— L(s+1—jV2) = £(s + 1 +,jV2) = £180°(2k + 1).
Substituindo s = o + jw obtemos:

Lo +2+jw) - L(o+1+jw—jV2)-
4(o+1+jw+j\/§):
+180%(2k + 1).
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Esta equacao pode ser escrita como:

tan”" ( L )—tan_1 (wa—+\/§) —tan™! (w i ﬁ) =

o+ 1
+180°(2k + 1).

ou
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tan”! (w—\/i) +tan”! (w+\/§) =

o+ 1 o+ 1

tan™! (0“12) +£180°(2k + 1).
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Tomando a tangente de ambos os lados e utilizando a seguinte relacao:

TN () = tanx £tan y
=J “ 1Ftanxtany’

obtemos:

51



tan ltan (wa ) ) (“’o:—‘()

o ()

(558)+(558) _ g0 _

- () (55F) T
2w(o + 1) -

(0 +12-(w2-2)
w|+2?+0?-3] =0
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Desta forma:
w=0

ou

(0 +2)? +w? = (V3)2

Obtemos portanto uma equacao de um circulo de raio (V3) e centro em (-2, 0). A
Figura 8 ilustra o lugar das raizes resultante.
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Jow
£=0.7 line

A 1457

Kie)

Figura 8: Lugar das raizes resultante.
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