


Entropia: limites sobre o possivel

IRREVERSIBILIDADE

Uma caneta repousando sobre uma mesa nao pula subitamente para cima, apesar do fato de que hd muita
energia na mesa sob a forma de energia cinética e potencial microscépica. Por que isso ndo acontece?
Nio representaria uma violagao do Principio da Energia se houvesse um fluxo de energia da mesa para a
caneta. De fato, se ao invés de uma caneta vocé colocasse um tinico atomo sobre a mesa, em temperatura
ambiente, ele em média obteria tanta energia da mesa que poderia saltar milhares de metros para cima (se
ndo houvesse ar ou outros obstdculos no caminho). Este capitulo lida com a anélise estatistica da energia
microscopica que impde limites sobre o que € possivel.

O que é temperatura?

Encontramos repetidas vezes uma conexao entre a temperatura de um objeto e o movimento médio dos
atomos que o compdem, mas nossa compreensao do significado e do papel da temperatura estd incompleto.
Qual ¢ a relag@o quantitativa entre temperatura e energia microscépica?

Por que a energia flui do quente para o frio?

Quando dois blocos em diferentes temperaturas sdo postos em contato, observamos que a energia flui do
bloco mais quente para o bloco mais frio (figura 12.1). Podemos entender isso de forma aproximada. A
energia média dos adtomos no bloco mais quente € maior que a energia média dos 4tomos no bloco mais
frio. Na regido da interface, onde os dtomos dos dois blocos estdo em contato, parece mais provavel que
um dtomo do bloco mais quente perca energia ao invés de ganhé-la ao colidir com um dtomo do bloco mais
frio.

[Figura 12.1 Observamos que a energia flui de um objeto mais quente para um objeto mais frio. J

A energia ndo poderia fluir no sentido contrario? Afinal, algumas vezes pode ocorrer que um atomo
especifico no bloco mais frio possua uma energia muito maior que a média. Nesse caso a energia seria
transferida do bloco mais frio para o bloco mais quente (figura 12.2).

[Figura 12.2 Poderia a energia ser transferida do objeto mais frio para o mais quente? ]

Esse movimento da energia “morro acima” parece improvavel, mas quanto? Deveriamos ocasionalmente
observar um bloco quente tornar-se mais quente quando posto em contato com um bloco frio? Se vocé
colocar um cubo de gelo na sua bebida, poderia ela tornar-se mais quente e o bloco de gelo tornar-se mais
frio? Isso ndo violaria a conservacio da energia, porque a energia total dos dois objetos ainda seria a mesma.
Entdo que principio fisico seria violado?

Por que as coisas esgotam-se?

Uma questdo relacionada, e muito profunda, tem a ver com a “reversibilidade” dos processos. As interagdes
fisicas fundamentais parecem ser completamente “reversiveis” no seguinte sentido técnico de fisica: filme
uma particula alfa sendo espalhada pelo nicleo de um atomo de ouro, e depois exiba o filme para frente ou
para trds. Ambas as exibi¢des parecem inteiramente razodveis. Em comparagdo, filme uma bola quicando



no chdo com altura decrescente a cada pulo, e exiba o filme para frente ou para trds. O filme ao contrério
parece tolo: voc€ v& uma bola saltando cada vez mais alto a cada pulo! Esse movimento violaria a conser-
va¢do da energia? Nao necessariamente. Seria possivel que os 4tomos no chdao em média cedessem energia
para a bola, e que o chdo esfriasse como resultado da perda continua de energia. Entdao que principio fisico
¢ violando por um processo representado pelo filme ao contrario?

Modelos estatisticos

Este capitulo aborda essas questdes aplicando ideias probabilisticas e estatisticas ao comportamento de
sistemas. Esse assunto é conhecido como “mecanica estatistica”. Primeiramente aplicaremos a mecanica
estatistica a um modelo simples de um sé6lido, e descobriremos que podemos ir surpreendentemente longe
com apenas uns poucos conceitos novos. Os principais conceitos que desenvolveremos para o caso especi-
fico de um sélido aplicam-se em geral a uma grande variedade de sistemas.

Como saberemos se nosso modelo estatistico explica alguma coisa? Nosso critério para compreensdo é
se as previsdes de nosso modelo microscépico concordam com medidas de sistemas macroscépicos, tais
como medidas de capacidade térmica (a quantidade de energia requerida para elevar a temperatura de um
objeto em um grau.)

UM MODELO ESTATISTICO DOS SOLIDOS

Mencionamos em capitulos anteriores que as interacdes entre os dtomos em um sélido sdo de natureza
elétrica, mas um modelo detalhado para elas envolve a mecanica quantica. A funcgdo energia potencial de
interacdo encontrada no capitulo 7 fornece uma descricdo razoavelmente precisa dessas interagdes. Em
virtude da semelhanga entre essa fungdo e a curva de energia potencial para um oscilador harmoénico (uma
massa presa a uma mola), em capitulos anteriores modelamos um sélido como um grande nimero de peque-
nas massas (0s dtomos) conectados aos seus vizinhos por molas (as liga¢des interatdmicas), como mostrado
na figura 12.3. Esse modelo nos permitiu compreender qualitativamente como os s6lidos interagem com ou-
tros objetos. Agora gostariamos de usar esse modelo para fazer perguntas quantitativas sobre a distribui¢do
de energia em um sdlido.

[Figura 12.3 O modelo familiar de um sélido como bolas com massa conectadas por molas.

Neste capitulo nos concentramos em calcular qual seria a probabilidade de uma distribui¢do particular
de velocidades e energias em um sélido. Fazemos isso para um sélido porque ocorre de ser mais facil
calcular probabilidades para um modelo simples de um sélido do que para um gés ou um liquido. Os
atomos em um soélido sdo praticamente fixos em suas posi¢des, de modo que nio temos que considerar
quéo provaveis podem ser os diferentes arranjos espaciais (ao contrario da situacdo em um gas). Raciocinar
sobre a distribui¢cdo de energia em um s6lido também nos permitira extrair conclusdes sobre a transferéncia
de energia térmica de um objeto sélido para outro.

O modelo de Einstein para um sdélido

Como nosso objetivo é calcular a probabilidade de distribui¢des particulares de energia entre os dtomos,
podemos simplificar ainda mais nosso modelo de um sélido. Podemos pensar em cada dtomo como se
movendo independentemente de seus vizinhos, como se fossem conectados a paredes rigidas ao invés de a
outros dtomos (figura 12.4). E claro que em um sélido real a energia é trocada entre dtomos vizinhos. En-
tretanto, para abordar nossas perguntas presentes ndo precisamos nos preocupar com o mecanismo de troca
de energia entre os 4&tomos, jd que nos concentraremos em calcular probabilidades para vdrias distribui¢des
de energia entre os dtomos de um sélido.



Figura 12.4 Um tnico dtomo pode oscilar em trés dimensdes. Simplificamos nosso modelo
supondo que cada dtomo move-se independentemente dos dtomos circundantes — efetivamente,
que estd conectado a paredes rigidas ao invés de dtomos.

Esse é um tipo de modelo diferente daqueles que construimos até aqui, porque esse modelo muito simples
ndo nos permitiria prever em detalhe a dindmica de cada dtomo em um sélido, nem perguntar quanto tempo
levaria para que a energia fluisse de um extremo do sélido até o outro. De fato, ndao poderia haver propagagao
do som em um tal s6lido, com suas “paredes rigidas”. O modelo ndo iluminard os detalhes de um processo,
mas de fato nos permite fazer perguntas sobre estados iniciais e finais. Como neste momento as perguntas
que queremos abordar envolvem estados iniciais e finais, esse modelo € 1til, e € matematicamente muito
mais simples que o modelo de dtomos interligados.

Einstein propds esse modelo simples em 1907, e descobriu que algumas propriedades basicas dos s6lidos
como a capacidade térmica podem de fato ser compreendidas usando esse modelo. O modelo também nos
permite compreender em detalhe a natureza estatistica da transferéncia de energia entre um objeto quente
e um objeto frio, e por que dois objetos chegam ao “equilibrio térmico” (a mesma temperatura final).
Esse modelo simples de um sé6lido nos ajudard a adquirir um entendimento mais sofisticado e poderoso do
conceito de temperatura.

Um oscilador tridimensional — trés osciladores unidimensionais

Vamos considerar cada dtomo de um sé6lido como conectado por molas a paredes imdveis. Cada dtomo
isolado é um sistema massa—mola tridimensional, em que § representa o vector deslocamento tridimensional
em relacfio a uma posigao de equilibrio fixa. Como p? = p2 + p% + pg es?=s2+ sf + s?, podemos escrever
a energia de um oscilador cldssico tridimensional como a soma de trés partes, correspondentes a oscilacdes
emx,yez:
2 2 2
Kyip+ U, = (;ﬂ + ;kss)%) + % + %kssi + (5’; + ;kssi)

Lembre-se do capitulo 8 que um oscilador quantizado (um sistema “massa mola” em mecanica quintica)
tem niveis de energia igualmente espacados. Uma andlise quantica completa de um oscilador que € livre
para oscilar em trés dimensdes ao invés de apenas uma leva a conclusio de que o movimento de oscilador
em 3D pode ser separado nas componentes x, y € z, cada uma das quais tem a mesma estrutura de niveis
de energia que o oscilador unidimensional que ji conhecemos. Isso é matematicamente equivalente a
substituir cada oscilador tridimensional (que estamos usando para modelar um atomo) por trés osciladores
unidimensionais usuais, o que faremos para simplificar o modelo. Pensaremos em um bloco como contendo
N osciladores unidimensionais, correspondentes a N/3 dtomos (figura 12.5).

No capitulo 8, discutimos os niveis de energia em sistemas atomicos massa—mola. Como previsto pela
mecanica quantica, os niveis de energia estdveis de um oscilador quintico unidimensional, acima do estado
fundamental, sdo muiltiplos inteiros de um “quantum” de energia iy, em que @y = /k;;/m, (figura 12.6).
Aquii=h/(21) = 1,05 x 1073*J -5, k; é a constante de mola interatdmica, e m, é a massa de um dtomo.
O estado fundamental de um oscilador quantico, Ey = %ha)o, ndo corresponde ao fundo do pogo de energia
potencial. Esse deslocamento ndo importa para o que vamos fazer; ele apenas estabelece o nivel de energia
basal, e mediremos energias comegando do estado fundamental.

Figura 12.5 Como estamos considerando os atomos como independentes, em nosso modelo
vamos substituir um dnico oscilador tridimensional (um 4tomo) por trés osciladores unidimensi-
onais independentes.

[Figura 12.6 Os niveis de energia de um oscilador atdmico unidimensional. ]




Distribuindo a energia entre objetos

Quando dois blocos idénticos sdo postos em contato, sua energia total € dividida entre todos os osciladores
(dtomos) em ambos os blocos. Parece plausivel que o resultado mais provavel seja que a energia térmica
total divida-se igualmente entre os blocos idénticos. Entretanto, poderia haver alguma probabilidade de que
o primeiro bloco tenha mais energia que o outro, ou mesmo toda a energia? Para um grande nimero de 4to-
mos a probabilidade de mesmo um pequeno desvio da distribuicdo mais provavel mostra-se enormemente
pequena. Para poder olhar essa questdo em maior detalhe, precisamos descobrir uma forma de calcular a
probabilidade das vérias possiveis distribuicdes de energia. Se pudermos encontrar a distribuicio de energia
mais provavel, poderemos predizer a distribui¢do de energia final de equilibrio entre dois objetos postos em
contato.

Distribuindo a energia: um Gnico atomo em um sdélido

Considere um tnico 4tomo em um soélido, cuja energia modelamos em termos da energia de trés osciladores
unidimensionais (x, y, z), desprezando interacdes entre vizinhos. Cada um desses osciladores pode ter 0, 1,
2 ou mais “quanta” de energia vibracional (f@y) acrescentados ao seu estado fundamental.

Suponha que a energia vibracional total acrescentada ao 4tomo seja quatro quanta, e perguntamos como
podemos distribuir essa energia entre os trés osciladores. Veremos em breve que enumerar todas as formas
possiveis de distribuir a energia entre os osciladores leva a uma compreensio mais profunda do compor-
tamento estatistico de um sélido. Poderiamos dar toda a energia ao primeiro oscilador unidimensional e
nenhuma aos restantes, ou toda ao segundo, ou toda ao terceiro, como mostrado na figura 12.7.

unidimensionais.
Poderiamos também dar trés quanta a um oscilador e dar o quantum restante a um dos outros, como
mostrado na figura 12.8.

{Figura 12.8 Seis outras maneiras de distribuir quatro quanta de energia vibracional entre trés]

[Figura 12.7 Trés formas de distribuir quatro quanta de energia vibracional entre trés osciladores

osciladores unidimensionais.
Ou poderiamos dar dois quanta a um oscilador, e distribuir os dois restantes aos outros, como mostrado
na figura 12.9.

[Figura 12.9 Mais outras formas de distribuir quatro quanta de energia vibracional entre oscila]

dores tridimensionais.

Isso é tudo — ndo hd mais formas de distribuir a energia. (Verifique para garantir que voc€ nio consegue
pensar em outros arranjos.) Ao listarmos explicitamente todos os arranjos possiveis, vemos que ha 15
diferentes formas de distribuir quatro quanta de energia entre os trés osciladores unidimensionais.

Em cada um desses 15 casos a energia total do 4tomo de trés osciladores é exatamente a mesma. Quando
fazemos medidas macroscépicas da energia de um bloco, ndo sabemos e em geral ndo nos importa como
a energia estd distribuida entre os 4tomos que compdem o bloco, porque a energia interna de um bloco € a
mesma para todas essas distribui¢des. Entretanto, o nimero de diferentes arranjos influencia as interagdes
com outros objetos, como veremos.

Microestados e macroestados

No contexto do modelo de Einstein para um sélido, o termo “macroestado” refere-se a uma quantidade
total de energia no sistema. Para cada macroestado (por exemplo, um total de quatro quanta de energia
no sistema), hd um ndmero de possiveis “microestados”. Cada microestado reflete uma forma diferente
de distribuir a energia total entre todos os osciladores no sistema. A figura 12.10 ilustra os 15 diferentes
microestados (possiveis formas de arranjar a energia) correspondentes a um macroestado de um sistema



de trés osciladores com um total de quatro quanta de energia. Esses mesmos microestados sdo mostrados
pictoricamente nas figuras 12.7 a 12.9.

Figura 12.10 [Ausente na 3a. ed.] Os 15 microestados correspondentes a um macroestado de

um sistema de trés osciladores com quatro quanta de energia. Segundo a suposi¢do fundamental

da mecinica estatistica, cada um desses microestados € igualmente provavel.

A SUPOSICAO FUNDAMENTAL DA MECANICA ESTATISTICA

A suposi¢do fundamental da mecanica estatistica € de que, ao longo do tempo, um sistema
isolado em um dado macroestado tem igual probabilidade de ser encontrado em qualquer dos

seus possiveis microestados.
Por exemplo, isolamos trés osciladores (correspondentes a um 4tomo), contendo uma energia total de quatro

quanta, definindo um macroestado (ndo especificamos quais osciladores cont€ém quantos quanta). A supo-
sicdo fundamental da mecanica estatistica implica que se observassemos repetidamente o arranjo detalhado
dos quatro quanta entre os trés osciladores (o microestado), ao longo do tempo descobririamos que em mé-
dia cada um desses microestados ocorreria 1/15 das vezes que olhdssemos. Essa suposi¢do fundamental é
plausivel, mas em tltima andlise justifica-se pelo fato de que as deducdes baseadas nessa suposicio de fato
concordam com as observagdes experimentais.

Em principio vocé poderia preparar um sistema em um microestado particular e esperar que ele perma-
necesse ali, mas se houver a minima interagc@o entre as por¢des do sistema, ou com as cercanias, ao longo
do tempo a suposi¢ido fundamental da mecanica estatistica afirma que todos os microestados ocorrerdo com
igual probabilidade. O modelo de Einstein é simplificado pelo fato de ndo fornecer um mecanismo para
a energia transferir-se de um atomo ao outro (uma mudanga de microestado) ou mesmo de um oscilador
para outro dentro do mesmo adtomo. O modelo de Einstein € ttil para contar microestados, mas para outros
propdsitos precisa ser suplementado pela no¢do de que alguma interagd@o de fato existe.

Distribuindo a energia: dois atomos interagentes

Podemos agora considerar o caso de dois blocos em contato térmico (figura 12.11). A importancia de contar
os arranjos (“microestados”) pode ser vista quando temos sistemas de osciladores interagindo entre si. Con-
sidere os menores “blocos” possiveis, dois 4tomos vizinhos (um total de seis osciladores unidimensionais),
e suponha que quatro quanta de energia vibracional, 471@), sdo distribuidos entre esses seis osciladores. Ja
sabemos que ha 15 formas de distribuir os quatro quanta entre os trés osciladores unidimensionais do pri-
meiro 4tomo, e nesse caso hd apenas uma forma de distribuir zero quanta para o segundo dtomo. De modo
semelhante, na figura 12.12 vemos que ha 15 formas de distribuir os quatro quanta entre os trés osciladores
unidimensionais do segundo dtomo, e nesse caso hd apenas uma forma de distribuir zero quanta para o
primeiro 4tomo.

[Figura 12.11 [12.10 3a. ed.] Dois pequenos blocos em contato térmico. ]

Figura 12.12 [12.11 3a. ed.] Se damos todos 0s quatro quanta para um 4tomo ou para o outro, ha
30 formas de distribuir quatro quanta de energia entre dois 4tomos (ou seja, entre seis osciladores
independentes).

Entretanto, ja que os dois d4tomos estdo em contato entre si, 0s quatro quanta poderia ser divididos entre
os dtomos. Por exemplo, o primeiro 4tomo poderia ter apenas trés quanta, com o segundo dtomo ficando
com 0 outro quantum.

PERGUNTA Ha4 quantas formas de distribuir trés quanta de energia entre trés osciladores
unidimensionais? Tente listar todas as possibilidades, como fizemos para o caso de quatro
quanta.

Vocé deveria ter encontrado 10 formas, que podemos listar como 300 (isto é, trés quanta no primeiro
oscilador, zero no segundo e zero no terceiro), 030, 003, 201, 210, 021, 120, 012, 102 e 111.



PERGUNTA Para cada um desses arranjos, hd quantas formas de distribuir o quantum restante
entre os outros trés osciladores unidimensionais?

H4 apenas trés formas de arranjar um quantum entre os outros trés osciladores: 100, 010 e 001.

O produto desses dois nimeros é o nimero total de formas de distribuir os quatro quanta de tal modo
que haja trés quanta no primeiro 4tomo e um quantum no outro. Esse produto é 10 -3 = 30 formas. Esses
resultados sdo resumidos na figura 12.13.

[Figura 12.13 [12.12 3a. ed.] Encontramos 60 outras formas de distribuir quatro quanta entre

dois atomos (seis osciladores) se damos trés quanta a um dtomo e um quantum ao outro.

Vamos agora dar apenas dois quanta ao primeiro dtomo (deixando dois quanta para o outro 4tomo.)

PERGUNTA Ha quantas formas de distribuir dois quanta entre trés osciladores unidimensio-
nais?

Vocé deveria descobrir que ha seis formas: 200, 020, 002, 101, 110e O11.

PERGUNTA Para cada um desses arranjos, hd quantas formas de distribuir os dois quanta
restantes entre os outros trés osciladores unidimensionais?

Claramente ha também seis formas de arranjar os dois quanta restantes entre os outros trés osciladores. O
numero total de formas de distribuir os quatro quanta de modo a que haja dois quanta no primeiro dtomo e
dois no outro é 6-6 = 36 (figura 12.14).
Figura 12.14 [12.13 3a. ed.] Encontramos 36 formas de distribuir quatro quanta de energia
entregando dois quanta a cada dtomo.

Agora ja realizamos célculos suficientes para podermos elaborar uma tabela de todas as formas de dis-
tribuir quatro quanta entre dois dtomos (isto €, entre seis osciladores unidimensionais). Nessa tabela, g; €
o nimero de quanta (0 a 4) atribuidos ao primeiro dtomo e g, é o nimero de quanta atribuidos ao segundo
(com g1 + g» necessariamente igual a 4). Na figura 12.15, mostramos o nimero de formas de arranjar os
quanta entre os primeiros trés osciladores unidimensionais, entre os demais trés osciladores, e o produto,
que € o nimero total de formas de distribuir g; e ¢> quanta.

Figura 12.15 [12.14 3a. ed.] Resumo das 126 diferentes formas de distribuir quatro quanta de
energia vibracional entre dois 4&tomos (cada um consistindo de trés osciladores independentes).

A figura 12.16 é um grafico do nimero total de formas de distribuir os quanta contra g;. Lembre-se que
a suposicao bdsica da mecanica estatistica € de que todos esses 126 diferentes arranjos (15 +30+36+30+
15 = 126 microestados) com um total de quatro quanta sdo igualmente provaveis.

{Figura 12.16 [12.15 3a. ed.] Grafico de barras mostrando o nimero total de formas de distribuir)

quatro quanta de energia vibracional entre dois dtomos (seis osciladores unidimensionais).

PERGUNTA Portanto, se dois &tomos compartilham quatro quanta, qual é a divisao de energia
mais provavel entre os dois? Qual € a probabilidade de que em algum instante a energia esteja
igualmente dividida? Qual € a probabilidade de que em algum instante o primeiro 4tomo possua
toda a energia?

Evidentemente a divisdo mais provavel é 2 e 2, ja que ha 36 formas disso ser feito, enquanto todas as outras
divisdes t¢ém menos formas de ocorrer. A probabilidade da divisdo em 2 e 2 € 36/126, ou 29%, de modo
que mesmo essa sendo a divisdo mais provavel, ocorre menos de um ter¢co do tempo. A probabilidade de
que o primeiro atomo tenha toda a energia é o nimero de formas disso acontecer (15) dividido por 126:
15/126 = 12%.

Esse € um microcosmo do que ocorre quando dois blocos idénticos sdo colocados em contato: a divisdo
mais provavel da energia térmica € ser partilhada igualmente. De modo a compreender em detalhe como isso
funciona em um sistema macroscépico real, precisamos considerar grandes nimeros de dtomos e grandes



nimeros de quanta. Mesmo para nimeros de dtomos e quanta levemente maiores do que os poucos que
temos considerado, torna-se praticamente impossivel determinar o ndmero de arranjos dos quanta listando
explicitamente todas as possibilidades, como fizemos até agora. Precisamos de uma equagao para calcular
o nimero de arranjos.

Ponto de verificacdo 1 Para praticar a contagem de microestados, determine quantas formas
existem para arranjar trés quanta entre quatro osciladores unidimensionais. (Isso representaria
um atomo e um terco, e portanto nio faz sentido fisico.)

Um sistema ou muitos?

Os resultados para a distribui¢do de quatro quanta entre dois d&tomos (seis osciladores) podem ser interpre-
tados de duas maneiras complementares. Vocé pode dizer “farei observacdes frequentes do meu sistema
isolado de dois d4tomos, e espero que em 29% dessas observagdes encontre a energia distribuida igualmente
(2 e 2)”. Alternativamente, vocé pode preparar 100 desses sistemas isolados de dois dtomos e dizer “sem-
pre que olho para meus 100 sistemas, espero que 29 deles tenham energia distribuida igualmente (2 e 2)”.
Algumas vezes o ponto de vista de “um sistema, muitas observacdes” € de especial ajuda, e algumas ve-
zes o ponto de vista de “muitos sistemas, uma observagdo” € o modo mais Ttil de pensar sobre a natureza
estatistica de um fendmeno.

Uma equacio para o niimero de arranjos dos quanta

Claramente seria ndo apenas tedioso mas também impraticavel continuar a contar estados, como fizemos
acima, para sistemas envolvendo nimeros muito grandes de atomos. Precisamos de uma equacdo para
calcular de quantas formas diferentes um conjunto de objetos pode ser arranjado. Podemos desenvolver essa
equacgdo em uma forma geral, utilizando conceitos de probabilidade, e entdo aplici-la a sélidos compostos
de osciladores atdmicos.

Figura 12.17 [12.16 3a. ed.] Cinco bolas de bilhar numeradas sdo retiradas uma por vez de um]

saco. Quantas sdo as possiveis sequéncias numéricas?

Suponha que tenhamos cinco bolas de bilhar em um saco, numeradas de 1 a 5. Vocé as retira do saco,
uma de cada vez, e registra a sequéncia de nimeros, como 34152 (figura 12.17). Vocé entdo as devolve ao
saco e repete o procedimento. Quantas sio as possiveis sequéncias numéricas?

e A primeira bola pode ser qualquer uma das cinco bolas.

e Para cada uma dessas cinco possibilidades, hd quatro possibilidades para a segunda bola, ou 5-4 =20
escolhas até agora.

e Paracada umadas 5-4 = 20 escolhas para as primeiras duas bolas, hd trés possiveis escolhas distintas
para a terceira bola, ou 5 -4 - 3 escolhas até agora.

e Para cada uma das 5-4 -3 = 60 escolhas para as trés primeiras bolas, ha duas possiveis escolhas para
a quarta bola, com um total de 5-4-3-2-1 = 120 possibilidades, ja que ha apenas uma bola restante
para escolher.

Evidentemente hd 120 diferentes “permutacdes” dos cinco inteiros. Seria excessivamente entediante listar
todos esses diferentes arranjos, mas temos uma equacio simples para calcular quantos existem: 5!, que é
a notacdo padrdo para “5 fatorial”, que significa 5-4-3-2- 1. Felizmente, para analisar um sélido sé nos
importa quantos arranjos (microestados) ha para uma particular energia total, ndo os detalhes sobre quanta
energia ¢ atribuida a quais osciladores. Portanto, de uma equacio s6 precisamos do nimero de arranjos.

Ponto de verificacdo 2 Podemos facilmente verificar essa equacdo fatorial para o caso de trés
bolas. Liste explicitamente todas as possiveis permutacdes dos nimeros 1, 2 e 3, e verifique que
hd realmente 3! =3 -2 -1 = 6 possiveis arranjos.




Fazendo menos distincdes

Suponha agora que, das cinco bolas, trés s@o rubras (R) e duas sdo verdes (V), e perguntamos quantos
arranjos diferentes das cores sdo possiveis, como o0 RRVVR mostrado na figura 12.18. Sabemos que hi
5! = 120 diferentes arranjos para as bolas numeradas, mas sé estamos interessados na sequéncia de cores,
em que a ordem numérica tanto das bolas rubras quanto das bolas verdes € irrelevante.

Figura 12.18 [12.17 3a. ed.] Cinco bolas de bilhar numeradas sdo retiradas uma por vez de um

saco. Trés sao rubras e duas sdo verdes. Quantas sdo as possiveis sequéncias de cores?

Ha 3! = 6 permutacdes das bolas vermelhas entre si, e 2! = 2 permutacdes das bolas verdes entre si.
Portanto, ha muito menos que 120 sequéncias de cores distintas, e precisamos corrigir isso dividindo pelas
permutagdes extras:

. . 5! 120
nimero de sequéncias de cores = —— = =

=—=10
3121 6-2

Ponto de verificacao 3 Verifique esse resultado listando todas as diferentes formas de ordenar
trés R’s e dois G’s.

Arranjando quanta entre osciladores

Com uma escolha apropriada da representacdo visual, podemos converter nosso problema de calcular o
nimero de arranjos de ¢ quanta entre N osciladores unidimensionais (N/3 dtomos) no problema que acaba-
mos de resolver, para o qual temos uma equagdo. Considere novamente o caso especifico de ¢ = 4 quanta
distribuidos entre N = 3 osciladores unidimensionais. Representaremos um quantum de energia pelo sim-
bolo e, e uma fronteira (ficticia) entre osciladores por uma barra vertical I. A figura 12.19 é uma imagem
de uma situagdo particular em que o primeiro oscilador tem 2 quanta, o segundo oscilador tem 1 quantum,
e o terceiro oscilador tem um quantum; juntamente com as fronteiras entre osciladores temos 6 objetos
arranjados em uma sequéncia particular.
[Figura 12.19 [12.18 3a. ed.] Uma representagdo de uma situagdo em que o primeiro osciladorj

tem 2 quanta, o segundo oscilador tem 1 quantum e o terceiro oscilador tem 1 quantum.

osciladores.

Essa sequéncia representa uma energia total de 4 quanta e 2 fronteiras (um total de 6 objetos, se conside-
ramos a fronteira como um “objeto”). A figura 12.20 ilustra duas dessas sequéncias. Note que precisamos
de N — 1 = 2 barras verticais para podermos indicar quanta energia tem cada oscilador. Quantas dessas
sequéncias existem? Rearranjar os quanta e as fronteiras € equivalente a mover os quanta entre os oscilado-
res. Nessa forma pictérica, o problema é como ter 4 bolas vermelhas e 2 bolas verdes. Portanto, podemos
escrever uma equagdo para o nimero de diferentes arranjos (nimero de diferentes microestados):

[Figura 12.20 [12.19 3a. ed.] Representacdes de duas situacdes para o nimero de quanta em trés

% = 15 formas de arranjar 4 quanta entre 3 osciladores
Isso concorda com nossos célculos anteriores. Generalizando para nimeros arbitrdrios de quanta distribui-
dos entre nimeros arbitrarios de osciladores, obtemos esse importante resultado para o nimero de microes-
tados, representado por Q (a letra maitiscula grega dmega):
NUMERO DE FORMAS DE ARRANJAR g QUANTA ENTRE N OSCILADORES
UNIDIMENSIONAIS

(g+N—1)!
g'(N=1)!



Ponto de verificaciao 4 Verifique essa equagdo produz o nimero correto de formas de arranjar
0, 1, 2, 3 ou 4 quanta entre 3 osciladores unidimensionais, segundo as tabelas anteriores (1, 3, 6,
10, 15).

Ndmeros muito grandes

A medida que vocé aumenta g e/ou N, essa expressdo torna-se muito grande muito rapido. Por exemplo, o
ntimero de formas de distribuir 100 quanta entre 300 osciladores (100 4tomos) é cerca de 1,7 x 10, que é
17 seguido de 95 zeros!

Em flagrante contraste, hd apenas uma forma de arranjar os 100 quanta de energia em um tnico oscilador
especifico entre todos os 300 osciladores. Embora esse arranjo satisfaca a exigéncia de que a energia total do
sistema seja 100 quanta, ele é extremamente improvavel. A suposi¢do fundamental da mecanica estatistica
¢é de que em um sistema isolado, ao longo do tempo, todos os microestados sdo igualmente provaveis, de
modo que a chance de que o microestado real seja aquele com toda a energia dada a apenas um oscilador
escolhido é 1 em 1,7 x 10%%, o que torna esse evento improvavel essencialmente impossivel.

Um objeto macroscépico tipico como um bloco de tamanho comum contém 1 x 10?? dtomos ou mais, néo
uma mera centena, € o niimero de quanta € ainda maior. Qual a probabilidade de que toda a energia encontre-
se concentrada em um atomo particular? A chance disso acontecer é tdo astronomicamente pequena que
deixa a cabega tonta. Poderia acontecer? Sim. E provavel que algum humano a observe um dia? Néo.

EQUILIBRIO TERMICO DE BLOCOS EM CONTATO

Temos agora as ferramentas necessdrias para analisar em algum detalhe o que ocorre quando dois blocos
s30 postos em contato e aproximam-se do equilibrio térmico. Escolheremos dois blocos feitos do mesmo
material, de modo que um quantum de energia seja o mesmo para os osciladores atdmicos em ambos
os blocos (mesma massa atdomica m; mesmas forcas interatdmicas, logo mesma “constante de mola” k).
Tornaremos a andlise algo mais geral escolhendo blocos de tamanhos diferentes. Um bloco contém N,
osciladores unidimensionais (N} /3 dtomos) e inicialmente contém g quanta de energia, e o outro bloco
contém N, osciladores unidimensionais e (N, /3 dtomos) e inicialmente contém ¢, quanta de energia.

PERGUNTA Queremos tratar o caso simples em que a energia total g + ¢» do sistema de dois
blocos permanece fixa em todos os instantes. Que suposi¢ao simplificadora deveriamos fazer
sobre essa situacao?

Durante todo o processo supomos que hd pouca energia transferida para dentro ou para fora através do ar
circundante ou do piso que apoia os blocos, de modo que a energia total dos dois blocos nio se altera.
Entretanto, o nimero de quanta em cada bloco, ¢ ou g, ndo precisa permanecer fixo, ji que a energia pode
fluir de um lado para o outro entre os dois blocos.

Considere um exemplo bastante concreto. Suponha que N; = 300 (100 dtomos), N, = 200 (cerca de 67
atomos; ou escolha 201 osciladores se quiser ser exato), e que a energia total distribuida nos dois blocos
corresponda a g1 4+ g2 = 100 quanta (figura 12.21).

Figura 12.21 [12.20 3a. ed.] Um total de 100 quanta de energia vibracional estdo disponiveis
para serem distribuidos entre dois sistemas, um consistindo de 300 osciladores (100 dtomos) e o
outro, de 200 osciladores (cerca de 67 atomos).

Utilizamos um computador para calcular o nimero de possiveis formas de distribuir g; quanta entre os
N1 = 300 osciladores do primeiro bloco (usando a equacido que deduzimos anteriormente), e multiplica-
mos esse nimero pelo nimero de possiveis formas de distribuir g = 100 — ¢; quanta entre os N, = 200
osciladores do segundo bloco.
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O produto desses cdlculos € o nimero de possiveis formas de arranjar os 100 quanta de modo que o
primeiro bloco tenha g; quanta e o segundo bloco tenha g» = 100 — g; quanta, para uma energia total de
100 quanta dividida entre os dois blocos. Indicamos ao computador que faga esse célculo para g =0, 1, 2,
3,...,99 e 100 quanta, que correspondem a g, = 100, 99, 98, 97, ..., 1 e 0 quanta. A tabela seguinte mostra
os primeiros poucos resultados, com o nimero de microestados denotado por Q (a letra grega maiudscula
Omega):

L | 2=100—q) | @ = W | @, = L | Total 0,0

¢11(300—1)! 421(200—1)!
0 100 1 2,772 E+81 2,772 E+81
1 99 300 9,271 E+80 2,781 E+83
2 98 4,515 E+04 3,080 E+80 1,391 E+85
3 97 4,545 E+06 1,016 E+80 4,619 E+86
4 96 3,443 E+08 3,331 E+79 1,147 E+88

Vemos na tltima coluna que hd um enorme nimero de formas de arranjar 100 quanta entre 500 oscilado-
res, e que esse nimero cresce rapidamente na tabela. Na figura 12.22, o niimero de possiveis arranjos dos
quanta é mostrado no eixo y, e g, o nimero de quanta atribuidos ao primeiro bloco, € mostrado no eixo x.

Figura 12.22 [12.21 3a. ed.] O ndimero de formas de distribuir 100 quanta de energia vibracional
entre dois blocos tendo 300 e 200 osciladores, respectivamente. Aqui, g; € o nimero de quanta
no primeiro (maior) bloco.

O arranjo mais provavel (indicado pelo ponto mais alto no pico do grafico) € que 60 dos 100 quanta
encontrem-se no primeiro bloco, que contém 300 osciladores de um total de 500 osciladores. Isso parece
razodvel, ja que de fato parece mais provavel que a energia se distribuiria uniformemente pelos dois blocos
(uma vez que sdo feitos do mesmo material), e isso daria 3/5 (60%) da energia para o primeiro bloco. E
gratificante que nossa andlise estatistica leve a esse resultado plausivel.

A partir da largura do pico mostrado no grafico parece que ndo deveriamos ficar muito surpresos se oca-
sionalmente descobrissemos que o primeiro bloco contém qualquer nimero entre 40 e 80 dos 100 quanta,
mas aparentemente ¢ muito improvavel encontrar menos de 40 ou mais de 80 dos quanta no primeiro bloco.

Relativamente falando, qual a probabilidade de que nenhuma energia esteja no primeiro bloco? Nesse
caso, g1 = 0, e da tabela vemos que o nimero de formas de arranjar 100 quanta dessa maneira é 2,772 E+81
(2,772 x 1081). Esse é um niimero horrivelmente grande, mas grande quanto em comparacdo ao arranjo
mais provavel, em que ¢; = 60, para o qual h4 cerca de 7 x 10!'* formas segundo o gréfico? Evidentemente
¢ menos provavel por um fator aproximado de 103 (!) encontrar a energia dividida em 0-100 ao invés de
60-40. E possivel segundo as leis da fisica que nenhuma energia esteja no primeiro bloco? Sim. E provavel
que algum dia observemos uma distribuicao tdo incomum? Enfaticamente nao!

Note que o niimero de formas de arranjar os quanta em 0-100 (2,772 x 10%") ndo é realmente visivel no
gréfico, porque é 103 vezes menor que o pico do gréfico. Valores de ¢; fora do intervalo entre 40 e 80 sido
invisiveis no gréafico, por serem tdo pequenos em comparagdo ao pico.

Neste ponto é muito ttil fazer o problema P61, em que essas ideias sdo tornadas bastante concretas.

Largura da distribuicao

Comparado ao grifico na figura 12.16, de nosso primeiro cdlculo (6 osciladores e 4 quanta), o pico mos-
trado na figura 12.22 ocupa um intervalo muito mais estreito do grafico, refletindo a probabilidade relativa
agudamente decrescente de observar distribui¢cdes extremas de energia.

Como comparag¢do adicional, a figura 12.23 é um grafico do nimero de formas de distribuir 1000 quanta
entre dois blocos contendo 3000 e 2000 osciladores. Esse pico € muito mais estreito que o pico do grafico
anterior (em que havia apenas 100 quanta distribuidos entre somente 300 e 200 osciladores). Essa é uma
tendéncia geral. Quanto maior o nimero de quanta e de osciladores, mais estreito é o pico em torno da
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distribui¢do mais provavel.
Figura 12.23 [12.22 3a. ed.] O nimero de formas de distribuir 1000 quanta de energia vibracio-
nal entre dois blocos tendo 3000 e 2000 osciladores, respectivamente.

A largura relativa do pico € a largura do pico a meia altura dividida pelo valor de g; que fornece a maximo
probabilidade (no presente caso, a largura dividida por 600). Pode-se mostrar que a largura relativa do pico
é proporcionala 1/,/gi oual/ V/N, o que for maior. Ou seja, se vocé quadruplicar o nimero de quanta ou
o nimero de osciladores, a largura relativa do pico diminuird de um fator 2.

PERGUNTA Considere dois blocos de tamanho macroscépico usual, contendo 3 x 102 4to-
mos e 2 x 10?* 4tomos, e muitos quanta por dtomo. Qualitativamente, o que esperaria quanto
a largura do pico, se pudesse calculd-la? Qual seria a probabilidade de algum dia observar um
flutuacdo significativa com relag@o a divisdo mais provavel em 60-40?

Vocé esperaria que o pico fosse extremamente estreito, e portanto a probabilidade de flutuagdes significati-
vas seria muito baixa.

A distribuicao mais provavel é a Gnica possibilidade real

Essas consideragdes mostram que no mundo dos objetos macroscépicos como blocos de tamanho usual, o
arranjo mais provdvel é essencialmente o sinico arranjo a jamais ser observado. E por isso que vocé ndo
vé um bloco repentinamente saltar da mesa ao ser inundado pela energia térmica da mesa. Por outro lado,
no nivel microscopico ndo deveriamos nos surpreender se a energia de um dos d&tomos em um bloco variar
bastante, ja que a distribui¢do mais provdvel inclui muitos arranjos diferentes dos quanta, com nimeros
varidveis de quanta em um 4tomo em particular.

Entropia e equilibrio

Temos agora uma boa descrigdo estatistica do equilibrio térmico de dois blocos em contato. No equili-
brio, a energia distribui-se entre os dois blocos da maneira mais provavel, aquela que pode ser alcangada
do maior nimero de formas (o maior nimero de microestados para o macroestado com uma dada ener-
gia total). Temos estudado sistemas muito pequenos, consistindo de cem ou mais dtomos, € descobrimos
que em sistemas pequenos hd uma propriedade um tanto significativa de encontrar a energia distribuida de
um modo algo diferente da distribui¢do mais provavel em 60-40. (Objetos que consistem de apenas umas
poucas centenas de dtomos sdo chamados de “nanoparticulas” e sdo atualmente tema de intensa pesquisa,
porque muitas de suas propriedades e comportamentos sdo intermedidrios entre aqueles dos d&tomos e aque-
les dos objetos de grande escala.) Para grandes objetos macroscépicos, contendo 10?0 dtomos ou mais, a
distribuicdo mais provavel de energia € essencialmente a tnica distribui¢do de energia que observaremos,
porque a probabilidade de distribui¢des que s@o apenas ligeiramente diferentes é muito pequena.

Em seguida, estudaremos mais aprofundadamente os detalhes de por que um particular equilibrio térmico
se estabelece. Suponha por exemplo que o primeiro bloco (uma nanoparticula com 300 osciladores, ou 100
atomos) comeca com 90 quanta e o segundo bloco (200 osciladores, ou cerca de 67 dtomos) com apenas
10 quanta (figura 12.24). Quando os colocamos juntos, esperamos que isso se desvie em dire¢cdo a uma
distribuicdo em 60-40 (figura 12.25). Estudar os detalhes de por que esse desvio ocorre nos levard a uma
compreensdo profunda dos conceitos de temperatura e de algo chamado “entropia”.

Figura 12.24 [12.23 3a. ed.] Se a distribui¢@o inicial de energia entre dois sistemas em con-
tato térmico ndo € a distribuicdo mais provavel de energia, haverd troca de energia até que seja
alcancada a distribuicdo mais provavel.

Figura 12.25 [12.24 3a. ed.] Formas de distribuir 100 quanta de energia vibracional entre um
sistema de 300 osciladores e um sistema de 200 osciladores.
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Ja que comegamos de uma distribuicdo de energia fora do equilibrio, seria interessante se pudéssemos
fazer um tipo de grifico em que vissemos o nimero total de formas de arranjar os quanta mesmo quando
estamos longe do equilibrio. Como vimos, o grifico do nimero total de microestados tem um pico tdao
pronunciado que nio vemos nada fora do pico. Por exemplo, no grifico da figura 12.25, onde podemos
ver 1 x 10'4, nao podemos ver o valor relativamente muito menor 1 X 1031, Um modo de contornar esse
problema € tracar o logaritmo dos dados, que torna os dados visiveis ao longo de todo um intervalo de
distribuicdes de energia.

Em mecénica estatistica, a pratica comum ¢ utilizar o logaritmo na base e, ou logaritmo “natural” (“In”).
Para o caso de distribuir 100 quanta entre 300 e 200 osciladores unidimensionais, que estudamos antes,
a figura 12.26 mostra um grafico do logaritmo natural do nimero de formas Q; de arranjar ¢; quanta no
bloco 1, do nimero de formas Q, de arranjar g = 100 — g quanta no bloco 2, e do nimero total de formas
Q19 de arranjar os 100 quanta entre os 500 osciladores. Essas quantidades sdo tracadas contra g1, que, €
claro, cresce da esquerda para direita, de 0 a 100. Vocé pode pensar em g, como crescendo da direita para
a esquerda.

Figura 12.26 [12.25 3a. ed.] Um grafico logaritmico do nimero de formas de distribuir 100
quanta de energia vibracional entre dois sistemas, como fun¢io de g, o niimero de quanta no
objeto 1.

Porque estamos considerando microestados discretos, cada uma dessas curvas € na verdade um conjunto
de 100 pontos, mas conectamos os pontos e formamos curvas continuas. Isso € particularmente apropriado
quando lidamos com objetos macroscépicos, em que um incremento de um quantum ao longo do eixo x é
praticamente uma fragdo infinitesimal do eixo.

Ao tomar logaritmos (naturais), convertemos um grafico com um pico pronunciado em um que varia
lentamente. Para garantir que vocé compreende como esse grafico relaciona-se ao griafico com um pico,
faga o seguinte:

Ponto de verificacdo S Para essa situac@o, calculamos anteriormente que hd apenas uma forma
de arranjar 0 quanta no bloco 1, e 2,772 x 103! formas de arranjar 100 quanta no bloco 2. Tome o
logaritmo natural desse nimero e verifique que as trés curvas do grafico fazem sentido para vocé
em g1 = 0 (g2 = 100). Note que no extremo direito do gréfico, em g; = 100, a curva para InQ;
sobe mais alto que In (2,772 X 1081), porque o bloco 1 possui um nimero maior de osciladores
entre os quais distribuir os 100 quanta (300 osciladores comparados com 200).

Definicdo de entropia

Lidaremos repetidamente com o logaritmo natural do nimero de formas de arranjar a energia entre um
grupo de dtomos (o nimero de microestados correspondentes a um particular macroestado de energia es-
pecificada). Essa quantidade, InQ, quando multiplicada pela constante de Boltzmann kg, é chamada de

“entropia” do objeto e denotada pela letra “S” (o triplo sinal de igual significa “€ definido como”):
DEFINICAO DA ENTROPIA §

S=kglnQ

A constante de Boltzmann é kg = 1,38 x 10~23J/K. (Esta é uma defini¢io simplificada, ade-

quada aos nossos propdsitos.)

Como a constante de Boltzmann é kg = 1,38 x 10723J/K, e o logaritmo é adimensional, a entropia tem
unidades de joules por kelvin. A constante de Boltzmann € incluida na defini¢do por consisténcia com uma
defini¢do mais antiga de entropia, com base macroscopica.

Ja que kpln (Q1Q)) = kglnQ + kpInQ; (esta é uma propriedade dos logaritmos), a entropia S do sis-
tema de dois blocos € igual a entropia S; do primeiro bloco mais a entropia S, do segundo bloco. Uma
consequéncia de definir a entropia em termos de um logaritmo € que podemos considerar a entropia como
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descrevendo uma propriedade do sistema, e quando hd mais de um objeto em um sistema obtemos a en-
tropia total simplesmente somando as entropias individuais, S = S1 + S2, assim como com a energia
(Etor = E1 + E2).
Figura 12.27 [12.26 3a. ed.] Um grafico das entropias S1, S» e S; + 52 como funcgéo de ¢g;, o
nimero de quanta no objeto 1. Entropia € kpIn Q.

A figura 12.27 é um gréfico das entropias de cada bloco, e de sua soma. J4 que tanto kg In (Q€;) quanto
Q1Q, passam por um maximo para o mesmo valor de g, podemos formular a condicao para o equilibrio
térmico dos dois blocos em termos da entropia:

CONDICAO PARA O EQUILIBRIO TERMICO

No equilibrio a distribuicdo mais provavel de energia é aquela que maximiza a entropia total
Stot = S1 + 52 de dois objetos em contato térmico.

PERGUNTA Na figura 12.27, qual é a importancia fisica do fato de que a curva superior passa
por um méximo para g; = 60?

A distribui¢do mais provavel de energia é uma divisdo 60/40, correspondente aos tamanhos 300/200 dos
dois objetos.

PERGUNTA Na figura 12.27, qual é a importancia fisica do ponto em que as duas curvas
inferiores cruzam-se?

Nenhuma! Esse ponto ndo corresponde a nada especial. E o ponto em que a entropia de um objeto é igual a
entropia do outro objeto (e igual a metade da entropia do sistema combinado). Afinal isso ndo tem qualquer
importancia fisica.

Neste ponto, é muito util fazer o problema P62, para ver em detalhe como produzir a figura 12.26 ou a
figura 12.27.

A SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

A “primeira lei da termodindmica” € um outro nome para o Principio da Energia AE = W + Q, com que
agora vocé deve estar bastante familiarizado. A “segunda lei da termodinamica”, entretanto, é algo novo.
Ela pode ser enunciada de vdrias formas equivalentes, mas hd uma formulagdo particularmente util em
termos da entropia:

A SEGUNDA LEI DA TERMODINAMICA

Se um sistema fechado ndo estd em equilibrio, a consequéncia mais provavel é que a entropia do
sistema aumentara.

Em outras palavras, um sistema fechado tenderd a um méximo de entropia.
Como um exemplo especifico da segunda lei da termodindmica, considere nossos dois blocos. A dis-

tribui¢do mais provavel de energia é aquela para a qual a entropia total € um maximo, e se inicialmente a
distribuicdo de energia é alguma outra, é altamente provdvel que a entropia vd aumentar. Para nanoparti-
culas pode haver flutuacdes significativas com relag@o ao estado de mdxima entropia (com uma diminui¢ao
correspondente na entropia total), mas para sistemas de tamanho usual essas flutuagdes sdo extremamente
pequenas, e para propdsitos praticos a entropia de um sistema macroscopico fechado nunca decresce.

Grosseiramente, pode-se reformular a segunda lei da termodindmica da seguinte forma: “um sistema
fechado tende a desordem crescente”. Isso € excessivamente vago na auséncia de defini¢bes precisas para
“ordem” e “desordem”, e € a defini¢do de entropia como kpIn € que fornece a necessaria precisdo. Um sis-
tema fechado tende a aumentar sua entropia, que € uma medida do niimero de microestados correspondentes
a um particular macroestado de uma dada energia.
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Irreversibilidade

Qualquer processo em que a entropia do Universo aumenta € “irreversivel” no sentido técnico fisico: um
filme do processo exibido ao contrdrio parece estranho. Entretanto, qualquer processo em que a entropia
do Universo ndo varia é em principio “reversivel”, e de fato hd processos que sdo aproximadamente ou
praticamente reversiveis. Por exemplo, uma bola de rolamento de aco que quica verticalmente ao atingir
uma placa de ago alcanca quase a mesma altura da qual foi abandonada, e isso representa um processo
(praticamente) reversivel, porque o sistema retorna (praticamente) ao seu estado original.

Entretanto, se observarmos durante algum tempo, a bola subird até alturas cada vez menores, e afinal
chegard ao repouso sobre a placa. Se a bola continuasse a subir até sua altura original, nio haveria violagdo
da conservagio da energia. E a segunda lei da termodindmica que afirma que ndo podemos esperar que o
processo seja completamente reversivel. H4 um nimero maior de formas de dividir a energia entre a bola e
a placa que o niimero de formas de manter toda a energia na bola.

Figura 12.28 [12.27 3a. ed.] Se a altura de uma bola quicando aumentasse com o tempo ao invés
de diminuir, isso ndo violaria necessariamente a conservacao da energia.

Suponha que fagamos um filme da bola quicando mais e mais baixo e chegando ao repouso sobre a placa.
Em seguida o exibimos ao contrdrio, e nossos amigos veem a bola comecar a quicar, subindo cada vez mais
alto (figura 12.28). Isso ndo precisa violar a conservacdo da energia: poderia haver um fluxo de energia da
placa para a bola. No entanto, o filme ao contrdrio certamente parece estranho, presumivelmente porque
temos uma ideia instintiva, baseada em muitas experiéncias, de que a entropia do Universo aumenta ao
invés de decrescer.

PROCESSOS REVERSIVEIS E IRREVERSIVEIS

Processo reversivel: ASgs + ASentorno = 0

Processo irreversivel: ASgis + ASentorno > 0
Ponto de verificacdo 6 Vocé assiste um filme em que uma poga rasa de dgua coalesce em um
pedaco de gelo perfeitamente cibico. Como vocé sabe que o filme estd sendo mostrado ao
contrario? De outro modo, que principio fisico seria violado?

O QUE E TEMPERATURA?

Até aqui, temos vagamente associado temperatura com a energia média de uma molécula. O conceito de
entropia torna possivel uma conexdo mais profunda entre nossas medidas macroscopicas de temperatura
a visdo fundamental, atdmica e estatistica da matéria e da energia. Desenvolveremos uma definicdo de
temperatura com base estatistica.

[Figura 12.29 [12.28 3a. ed.] Entropia contra o nimero de quanta de energia no bloco 1.

Considere novamente nossos dois blocos. No gréfico da figura 12.29, tracamos a entropia S = kglnQ.
Lembre-se de que estamos aproximando uma série de pontos por uma curva suave, ji que nossos pontos
sdo muito préximos entre si (pequeno espagamento de energia). No maximo da entropia total S = S| + 57,
a curva da entropia total € horizontal (inclinagdo nula), e a relacdo seguinte € valida no equilibrio:

das _dsi ds_
dq1 dq1 dq

Como g> = 100 — gy, isso leva a

—_ZZ_0 (no equilibrio)
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Na iltima expressdo, dS,/dg é a inclinagdo indo da direita para a esquerda e € positiva, jd que g2 € S»
crescem da direita para a esquerda. Portanto, vemos que essas inclina¢des sdo iguais no equilibrio:

s, ds

— = (no equilibrio; entropia total maxima)
dg1  dq

Note que dS;/dq; é uma medida do estado do primeiro bloco, e dS»/dg> é uma medida do estado do
segundo bloco.

PERGUNTA Que propriedade fisica essas derivadas podem representar? Que propriedade
fisica dos blocos € a mesma quando os dois blocos atingem o equilibrio térmico?

Os blocos atingem a mesma temperatura. A derivada da entropia com relag@o a energia deve ser relacionada
de algum modo a temperatura.

Figura 12.30 [12.29 3a. ed.] Posi¢do dos estados inicial e final do sistema de dois blocos em um

grafico da entropia contra o nimero de quanta de energia no bloco 1.

Para ver qual é essa relacdo, suponha que quando os dois blocos foram inicialmente postos em contato,

o primeiro bloco continha q; = 90 quanta e o segundo bloco, apenas g2 = 100 — 90 = 10 quanta, como
ilustrado na figura 12.30. Note que na figura 12.30 a inclinagdo inicial da curva de entropia para o bloco 2 é
maior que a inclinag@o inicial da curva de entropia para o bloco 1. (Lembre-se: dS»/dg> é a inclinagdo indo
da direita para a esquerda e € positiva, ja que g, e S aumentam da direita para a esquerda.) Portanto, se
removermos um quantum de energia do bloco 1 e o transferirmos para o bloco 2, aumentaremos a entropia
no bloco 2 mais do que diminuiremos a entropia no bloco 1.

PERGUNTA Isso resultard em um aumento ou uma diminui¢éio na entropia total S? (Veja a
figura 12.30)

Como a entropia do bloco 2 aumenta mais que a entropia do bloco 1 diminui, hd um aumento liquido na
entropia do conjunto dos dois blocos. Ja concluimos que o estado dos dois blocos evoluird em direcdo a
uma maior entropia total, ndo a uma menor entropia total.

PERGUNTA Considere qual bloco cede energia, e qual bloco a recebe. Qual bloco estd inici-
almente a uma maior temperatura?

Evidentemente o bloco 1 deve estar a uma temperatura mais alta, porque em média cederd energia ao bloco
2 para que a entropia total aumente.

PERGUNTA O que corresponde a uma maior temperatura, uma inclinagdo maior ou menor da
entropia?

Inicialmente o bloco 1 tem temperatura mais alta, e S| contra ¢; tem menor inclinagdo. Inicialmente, o
bloco 2 tem temperatura mais baixa, e S, contra g, tem maior inclinag@o.

PERGUNTA Portanto, qual das expressoes seguintes parece um melhor palpite para relacionar
temperatura 2 entropia: Ty o< dS;/dq) ou 1/T} < dS;/dq,?

Como o bloco 1 tem a maior temperatura e a menor inclinagdo (menor dS/dg), parece possivel que 1/7] <
dSl /dq1 .
Definicdo de temperatura

Por essas razdes, definimos temperatura em termos de dS/dq. Entretanto, a magnitude de um quantum de
energia varia para diferentes sistemas, logo ndo podemos comparar sistemas diferentes se utilizarmos gq.
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Entdo, ao invés de g usamos Ejy, a energia interna acima do estado fundamental de um sistema, medida

em joules. Para um grupo de osciladores, Ej; € o nimero de quanta g vezes a energia por quantum:

Eine = gh+/ks/m para um sistema de osciladores harménicos, em que k; € a constante de mola.
DEFINICAO DE TEMPERATURA T

1 ds

T dE;

A constante de Boltzmann kp na definicdo S = kp lrllnfl torna as unidades corretas. Com a energia interna
Eyy do sistema medida em joules (J), e a entropia medida em joules por kelvins (J/K), a temperatura T
¢ medida em kelvins (K). (Lembre-se de que estamos aproximando um conjunto de pontos finamente
espagados por um curva, de modo que tomar uma derivada faz sentido.)

Esse é um modo altamente sofisticado e abstrato de definir temperatura. Como isso se relaciona com a
temperatura medida em um termdmetro comum? No suplemento 1 mostramos que a temperatura definida
por 1/T = dS/dE;, é a mesma que a temperatura “absoluta”, que aparece por exemplo na lei dos gases
ideais PV = NpolesRT, que vocé provavelmente ja encontrou em seus estudos anteriores de quimica ou
fisica. Nessa escala de temperatura, o gelo derrete a uma temperatura de +273,15K (0° C), e a 4gua ferve a
+373,15K (100° C). Colocando de outra forma, o zero absoluto da escala Kelvin estd a —273,15° C. Para
nossos propdsitos, serd adequado dizer que o gelo derrete a 273 K. A temperatura ambiente € cerca de 20° C
ou 293K.

Recapitulando, quanto maior a dependéncia da entropia na energia para um objeto (quanto maior a incli-
nacgdo de S contra Ej,), mais “4dvido” o objeto estd por tomar energia e contribuir para aumentar a entropia
total do sistema inteiro. Ele fard isso se puder tomar energia de um outro objeto que tenha menor depen-
déncia da entropia na energia (menor inclinaco), ja que a entropia do segundo objeto diminuird menos do
que a entropia do primeiro objeto aumentard. Um objeto com maior dS/dEj, tem uma menor temperatura,
j4 que s@o objetos a baixas temperaturas que tomam energia de objetos a altas temperaturas.

Inversamente, quanto menor a dependéncia da entropia na energia, menos relutante o objeto estard em
ceder energia e reduzir sua prépria entropia, se puder ceder a energia a um objeto com uma maior depen-
déncia da entropia na energia. Um objeto com dS/dE;, pequena tem uma temperatura mais alta, ja que sdo
objetos a altas temperaturas que doam energia a objetos a baixas temperaturas.

Neste ponto, € util fazer o problema P63, em que vocé calcula a temperatura de um objeto como fungdo
da quantidade de energia no objeto.

W, O e entropia

De maneira mais formal, deveriamos escrever 1/T = dS/dEjy, envolvendo uma “derivada parcial”, o que
significa variar apenas S e Ej quando tomamos a derivada. Em particular, mantemos o volume constante,
o que significa que ndo realizamos trabalho sobre o sistema para comprimi-lo ou estici-lo, de modo que de-
verfamos escrever 1/T = (dS/dEiy),, em que o V subscrito significa “tome a derivada (parcial) mantendo
o volume constante”.

Pode-se perguntar se hd alguma variacdo de entropia do entorno associada a troca de energia na forma
de trabalho. A resposta é ndo para processos que sdo reversiveis (hd de fato processos irreversiveis nos
quais o trabalho pode ser associado a um aumento da entropia). A transferéncia de energia causada por uma
diferenca de temperatura entre objetos em contato, Q, € uma transferéncia de energia “desorganizada” e
estd associada a variagdo de entropia. O trabalho € uma transferéncia de energia “organizada” e em muitas
situagdes ndo afeta a entropia. Provar isso rigorosamente estd fora do escopo deste livro, mas podemos
ilustrar os aspectos basicos em termos de um sélido de Einstein.

Se vocé aperta ou comprime mecanicamente um bloco, realizando trabalho sobre ele para aumentar sua
energia, pode-se mostrar que vocé€ desloca os niveis de energia para cima sem mudar o estado em que o
oscilador encontra-se, como mostrado na figura 12.31. A “constante” de mola ndo se altera, mas h4 mais
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energia armazenada nas “molas”. Por outro lado, se ha transferéncia Q de energia para dentro do sistema
devido a uma diferenga de temperatura, ndo hd mudanga nos niveis de energia, mas um oscilador pulara
para um nivel mais alto. Esse pulo de um nivel para outro afeta os cédlculos das probabilidades e a entropia,
que € o logaritmo natural do nimero de formas de arranjar os quanta de energia.

Figura 12.31 [12.30 3a. ed.] Trabalho mecénico (compressdo ou estiramento de um sistema
de osciladores) comparado a transferéncia de energia para o mesmo sistema em virtude de uma
diferenca de temperatura.

Grosseiramente falando, a transferéncia de energia Q devido a uma diferenca de temperatura altera o
estado em que o sistema estd e afeta a entropia. O trabalho W altera os niveis de energia sem mudar o nivel
em que o sistema estd, e ndo afeta a entropia.

Uma transferéncia de energia Q para dentro do sistema em virtude de uma diferenca de temperatura,
com AEj, = Q, leva a uma variagéio na entropia do sistema. Como 1/T = AS/AE;, = AS/Q, concluimos
que a variacdo de entropia associada a uma entrada Q é AS = Q/T no caso em que T ndo varia muito. Se
Q for grande, causando uma grande varia¢do de temperatura em um sistema, devemos somar (integrar) as
contribuicdes para a variagdo de entropia.

Repetindo, hd de fato processos irreversiveis em que o trabalho pode estar associado a um aumento na
entropia (por exemplo, esfregando dois blocos um no outro, com atrito), de modo que a variacao de entropia
devida a Q € apenas parte da histdria.

Ponto de verificacdo 7 Houve transferéncia de energia de 5000J para um sistema em virtude
de uma diferenga de temperatura, e a entropia aumentou de 10J/K. Qual era a temperatura
aproximada do sistema, supondo que a temperatura nao variou muito?

A entropia de um objeto pode diminuir?

PERGUNTA Analisamos dois blocos que tinham inicialmente uma distribuicio de energia de
90-10. No processo de alterd-la para uma distribui¢do 60-40, era possivel que a entropia de um
dos blocos diminuisse significativamente? Isso € uma violagcdo da segunda lei da termodina-
mica?

A entropia do bloco 1 diminuiu, mas a entropia do bloco 2 aumentou ainda mais. Acreditamos que o Uni-
verso € um sistema fechado, e que a entropia total do Universo aumenta continuamente, nunca diminuindo.
Entretanto, algumas partes do Universo podem experimentar uma diminui¢do da entropia, contanto que
haja um aumento ao menos igual em outro local.

Novamente a irreversibilidade

Comecamos com uma distribuicao 90-10 da energia mas descobrimos que a distribui¢@o final mais provavel
era 60-40. Essa mudanca € efetivamente irreversivel. A distribui¢do 60-40 é tao enormemente mais provavel
que o arranjo 90-10 que um observador essencialmente nunca verd a distribuicdo 90-10 reaparecer. Sistemas
macroscépicos fechados (tais como dois blocos dentro de uma caixa isolante) sempre evoluem em diregéo
ao arranjo mais provavel, e permanecem la (ou tdo préximo que mal podemos notar a diferenca).

CALOR ESPECIFICO DE UM SOLIDO

No problema P63 vocé calculou a relag@o entre a temperatura de um bloco e sua energia. Como podemos
comparar esses cdlculos com a experiéncia, quando nao temos um modo adequado de medir a energia total
de um bloco sdlido? Entretanto, € possivel medir variacdes na energia e na temperatura. Suponha que
adicionemos uma quantidade conhecida de energia AE a um sistema, € meg¢amos a elevacdo de temperatura

18



AT resultante. A razdo entre a variagdo de energia interna e a elevagdo de temperatura de um objeto é
chamada de capacidade térmica desse objeto. Se expressarmos isso por unidade de massa, de moles ou de
atomos, chamamos de calor especifico. Trabalharemos com o calor especifico medido por dtomo:

C— AEjt6mo
AT
em que
AE. _ AEgistema
dtomo —
N stomos

Diferentes materiais possuem diferentes calores especificos. Por exemplo, a temperatura ambiente o calor
especifico da dgua (por grama) é 4,2J/K-g. O calor especifico é uma importante propriedade de um
material por duas razdes. Tem consequéncias praiticas em ciéncias e em engenharia porque, juntamente
com a condutividade térmica, determina as interacdes térmicas do material com outros objetos. Além
disso, o calor especifico é quantidade mensurdvel experimentalmente que podemos comparar com cédlculos
tedricos, para testar a validade de nossos modelos.

Como mediriamos a capacidade térmica de um bloco? Uma forma é envolver o bloco em uma caixa
isolante e utilizar um aquecedor elétrico no interior da caixa para elevar a temperatura do bloco (figura
12.32). A poténcia elétrica (em watts) vezes o tempo (em segundos) durante o qual a corrente atua fornece
a energia introduzida AE (em joules), que € igual a variacdo de energia interna AEj,,, € podemos utilizar
um termOmetro para medir a elevacdo de temperatura AT do bloco. O calor especifico (por dtomo) é
AFEjt0mo/AT = (AEin:/AT) /Nitomos- O proprio aquecedor deve ter massa pequena em comparago a amostra
de material cuja capacidade térmica estamos medindo, para que o aquecedor ndo seja parte significativa do
sistema sendo aquecido. O problema P32 ilustra outra maneira de medir o calor especifico, nesse caso por
grama.

Figura 12.32 [12.31 3a. ed.] Diagrama esquematico de um aparato para medir a capacidade
térmica de um sdlido.

Resultados experimentais para o calor especifico

Medidas do calor especifico do aluminio (circulos) e do chumbo (quadrados) sdo mostrados na figura 12.33
(os dados numéricos sdo fornecidos na tabela que acompanha o problema P64). Elas sdo mostradas na forma
de capacidade térmica (J/K) por dtomo para facilitar a comparagfo. Note que em baixas temperaturas o
calor especifico de ambas as substancias muda dramaticamente com a temperatura. Nao € inicialmente
6bvio por que isso deveria ocorrer, e de fato essa dependéncia com a temperatura ndo era prevista pela
teoria cldssica desenvolvida no século 19. Note também que em temperatura ambiente e acima, o calor
especifico (medido por 4tomo) de ambos os materiais € aproximadamente 0 mesmo.
[Figura 12.33 [12.32 3a. ed.] Capacidades térmicas por dtomo medidas para o chumbo e o aluj

minio.

Nosso modelo estatistico simples de um sélido serd capaz de prever a dependéncia com a temperatura
do calor especifico de um sélido? No problema P63 vocé determinou a relacio entre energia e temperatura
para um bloco (de fato, vocé fez o cdlculo para dois blocos diferentes). Esse cdlculo pode ser facilmente
estendido para prever a capacidade térmica por dtomo, que é AEjomo/AT, em que Ejomo € a energia média
por atomo.

Constante de mola efetiva

No capitulo 4 determinamos a constante de mola interatdmica k;; do aluminio e do chumbo relacionando-a
a relacdo macroscoOpica entre tensdo e deformacao (médulo de Young). No problema P64 vocé utilizard o
modelo de osciladores independentes de Einstein para um sélido para prever o calor especifico do aluminio
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e do chumbo. Precisamos utilizar o valor de &, ; nesse modelo, para converter o nimero de quanta em um
valor de energia em joules. Presumivelmente a constante eldstica k, ; que utilizamos em /4 /k; ;/m, deveria
corresponder a constante eldstica k;; determinada a partir do médulo de Young. Entretanto, ndo deveriamos
esperar que nossas previsdes concordem exatamente com os dados experimentais, porque nosso modelo
ignora o fato de que os dtomos ndo sdo realmente isolados uns dos outros.

Além disso, pode-se esperar que as constantes eldsticas efetivas para oscilagcdes nas dire¢des x, y ou
sejam maiores que o valor de k;; estimado no capitulo 4 por duas razdes.

Primeiramente, cada dtomo € preso a duas “molas” em cada direc@o (figura 12.34). Quando um ntcleo
atdomico € deslocado de uma distincia s, em relagdo a sua posi¢do de equilibrio, a mola a esquerda e a
mola 2 direita exercem uma forga k; ;s; cada, de modo que a for¢a combinada é 2k, ;s.. Isso implica que a
“constante eldstica efetiva” para oscilagdes seria 2k; ;.

Figura 12.34 [12.33 3a. ed.] Em nosso modelo simples para um sélido, cada d&tomo experimenta
forcas de duas “molas” interatdmicas ao longo de cada direcdo. Cada uma dessas molas tem
metade do comprimento de uma ligagao interatdmica.

Em segundo lugar, nesse modelo simples dividimos o s6lido em “cubos” circundando cada oscilador
atdmico independente (figura 12.34), de modo que cada uma das molas a esquerda e a direita de um ntcleo
atdmico tem efetivamente metade do comprimento de uma mola interatdmica inteira, e cada meia mola teria
uma constante eldstica efetiva de 2k, ;.

Essas consideragdes sugerem que a constante eldstica efetiva para oscilagdes térmicas no contexto do
modelo de Einstein poderia ser 4 vezes maior que a constante eldstica que determinamos no capitulo 4 ao
esticarmos um fio.

Enfatizamos que o modelo de Einstein é claramente deficiente, ji que um 4tomo ndo é realmente en-
volvido por paredes rigidas. Entretanto, tendo escolhido esse modelo, prosseguimos de modo consistente,
incluindo o uso de uma constante eldstica k; apropriado ao modelo. H4 modelos mais sofisticados para
determinar o calor especifico, que se ajustam aos dados experimentais ainda melhor do que o modelo de
Einstein, mas o modelo de Einstein captura os aspectos principais.

Calor especifico como funcido da temperatura

A figura 12.35 mostra o resultado de um calculo do calor especifico medido por d4tomo para o cobre. Os
pontos coloridos representam dados experimentais reais, e a linha sé6lida representa os valores calculados.
Um resumo do célculo que produziu essa curva € o seguinte:

e utilize a massa de um atomo de cobre e a constante elastica interatomica efetiva do cobre, calculada
no capitulo 4 e modificada pelo fator discutido acima, para encontrar o valor de um quantum de
energia vibracional para esse sistema;

e para uma pequena particula de cobre s6lido contendo um certo nimero de atomos, calcule a entropia
do sistema para valores crescentes da energia adicionada ao sistema, medida em quanta (como no
problema P62);

e calcule a variacdo de entropia em virtude da adi¢do de cada quantum de energia, e utilize a defini¢do
de temperatura (1/T ~ AS/AE) para encontrar a temperatura da particula para cada valor de energia
(como no problema P63);

e calcule a variag@o de temperatura da particula em virtude da adi¢do de cada quantum de energia, para
encontrar o calor especifico (C = AE /AT), e faga o gréfico de C (por dtomo) contra T (em kelvins)
como no problema P64.

Nosso modelo simples de um sélido como uma colecdo de osciladores harmdnicos independentes faz um
trabalho surpreendentemente bom ao ajustar os dados experimentais ao longo de um amplo intervalo de
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temperaturas. Se pudéssemos incluir mais osciladores em nossos cdlculos (utilizando aritmética de dupla
precisdo para lidar com grandes nimeros, ou fazendo uso de técnicas matematicas como a aproximacao de
Stirling para fatoriais), poderiamos estender nossas previsdes para temperaturas mais baixas.
Figura 12.35 [12.34 3a. ed.] Calor especifico calculado para o cobre, comparado aos valores
experimentais.

O desvio dos dados experimentais em relacao a previsdo em temperaturas muito altas sugere que a essas
temperaturas um oscilador harmonico simples ndao € um bom modelo para os dtomos em um sélido. Em
altos niveis atdmicos, a curva de energia potencial do oscilador harmonico € uma aproximacao ruim para a
curva de energia potencial real que descreve as interagdes interatdmicas (veja o capitulo 7).

Note um aspecto interessante do grafico: a temperatura ambiente, o valor previsto do calor especi-
fico medido por 4&tomo aproxima-se de um valor constante de 3kp (trés vezes a constante de Boltzmann,
1,38 x 1072J/K). Esse valor concorda bastante bem com o calor especifico medido para uma variedade
de substancias em temperaturas usuais.

Neste ponto € importante fazer o problema P64, em que vocé calcula o calor especifico do aluminio e do
chumbo, e o compara a dados experimentais reais.

Quantizacdo da energia e calor especifico

A diferenca central entre nosso modelo de s6lidos (o modelo de Einstein) e modelos cldssicos antigos que
ndo previam uma dependéncia do calor especifico com a temperatura reside nos niveis atdmicos discretos
dos osciladores atomicos. A mecanica estatistica foi originalmente desenvolvida no século 19, antes do
advento da teoria quantica. A teoria cldssica de fato previa que a altas temperaturas a energia de cada
atomo em um soélido seria 3kpT (kpT para cada oscilador unidimensional ndo quantizado), de modo que a
capacidade térmica por dtomo seria 3kp, € isso € discutido mais adiante neste capitulo.

Se examinar seus cdlculos, vocé descobrird que o limite de altas temperaturas (capacidade térmica por
atomo igual a 3kp) corresponde a temperaturas suficientemente altas para que kg7 seja significativamente
maior que um quantum de energia. Em uma situagdo em que a energia média por oscilador unidimensional
¢ aproximadamente kg7 e é grande comparada a um quantum de energia, a quantizagdo da energia ndo faz
muita diferencga na andlise. Isto €, se um quantum de energia é pequeno comparado as energias de interesse,
a andlise matemadtica pode ser realizada adequadamente considerando a energia como continua ao invés de
discreta. Nesses casos, os cdlculos pré-quinticos e quanticos produzirdao os mesmos resultados, como nesse
caso de altas temperaturas.

Por outro lado, a baixas temperaturas a energia média por oscilador unidimensional é comparavel ou
inferior a um quantum de energia, e os calculos continuos e ndo quanticos sdo invélidos. A teoria cldssica
nao fornecia explicacdes para a descoberta de que, a medida que os materiais sdo resfriados a temperaturas
muito baixas, o calor especifico diminui com a diminui¢do da temperatura.

Em 1907, Einstein desenvolveu a andlise que acabamos de fazer e previu a curva que acabamos de
mostrar. A boa concordincia com medidas de calor especifico tanto em baixas quanto em altas temperaturas
forneceu forte evidéncia adicional para a hipétese de que os niveis de energia dos osciladores sdo de fato
discretos. (A temperaturas extremamente baixas, o0 modelo de um sélido deve ser refinado, levando em
conta os elétrons no metal, entre outras coisas, para chegar a total concordéncia entre teoria e experimento.)

O fato de que o calor especifico de todos os materiais diminui a baixas temperaturas tem consequéncias
praticas. Por exemplo, torna dificil resfriar uma amostra a uma temperatura muito baixa. Resfriar uma
amostra depende essencialmente de coloci-la em contato com um “sumidouro”, um grande objeto que ja
esteja a uma temperatura mais baixa, para que haja transferéncia de energia Q da amostra para o sumidouro
em virtude da diferenca de temperatura, diminuindo a temperatura da amostra sem aumentar muito a tempe-
ratura do sumidouro. A temperaturas muito baixas, entretanto, o sumidouro tem um baixo calor especifico,
tornando isso dificil de conseguir.
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Quais dos nossos resultados sao gerais?

Analisamos modelos simples para a matéria s6lida. Apesar disso, as conclusdes basicas sdo bastante gerais.
Por exemplo, se nossos dois blocos modelo fossem feitos de materiais diferentes, de modo que os quanta
de energia fossem de tamanhos diferentes nos dois blocos, isso complicaria os procedimentos para calcular
o nimero Q de formas de arranjar a energia, mas a conclusio bésica persistiria — que a entropia aumentara
até um maximo.

Exemplo. Uma nanoparticula de chumbo

No capitulo 4, a partir do médulo de Young para o chumbo encontramos que a constante “de mola” inte-
ratdmica efetiva era cerca de 5N/m. (a) Para uma nanoparticula consistindo de 3 dtomos de chumbo, qual
€ a temperatura aproximada quando hd 5 quanta de energia na nanoparticula? (b) Qual é aproximadamente
o calor especifico (por 4tomo) a essa temperatura? Compare com a aproximacao de altas temperaturas para
o calor especifico (por 4tomo) para o chumbo.

Soluciao

Vamos utilizar o modelo de Einstein para um sé6lido, embora com apenas trés 4tomos nossas conclusdes
serdo mal aproximadas.

(a) Modelamos os trés dtomos como 9 osciladores quantizados independentes. Um quantum de energia
em um desses osciladores é equivalente ao seguinte nimero de joules:

_ 4(5N/m) _
Ry = hn/ke/m = (1,05 x 107347 =7,92x1072%]
@ sfm=(1,05x s) \/207>< 1,7x102kg -~

Precisamos calcular o nimero de formas de arranjar g quanta, com g em torno de ¢ = 5, bem como a
entropia associada (figura 12.36).

(4] Q [ InQ |
4] 12 =495 [6,20
5| 35 =1287 7,16
6 | am; =3003 | 8,01

igura 12.36 [12.35 3a. ed.] Calculo da entropia (S = kgInQ).
Jaque 1/T =dS/JdE, T ~ AE/AS. Tomando diferencas de ¢ = 4 a ¢ = 6, para aproximar a inclina¢do
em g = 5; o aumento de energia é de 2 quanta:

2(7,92 x 10722J
Ta DA ( ) ~63,7K
kpA(InQ) — (1,38 x 10-23J/K) (8,01 — 6,20)

(b) Vamos encontrar 77 no ponto médio do intervalo entre 4 e 5, 7> no ponto médio do intervalo entre 5
e 6; o aumento de energia de 7 para 7> é de um quantum:

(7,92 x 107227)

T ~
' (1,38 x 1037/K) (7,16 — 6,20)

~60,1K

(7,92 x 107227)
(1,38 x 10-22J/K) (8,01 —7,16)

Como esperado, a temperatura de 63,7K estd entre essas duas temperaturas 77 e 7. Queremos o calor
especifico medido por atomo, e hd 3 dtomos:

T ~ ~67,7K

1AE _1(7,92x107%))

co _ 2= 2\ TE Y ) 344 10723] K
por dtomo = Aoy 3 (67,7—60,1)K a4 X /
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A aproximagdo de altas temperaturas para o calor especifico de um s6lido é de 3kz por dtomo, ou 3 (1,38 x 1072 J /K) =
4,14 x 10~23J /K. Isso sugere que a uma temperatura de cerca de 63,7 K, o chumbo nio estd propriamente
no limite de altas temperaturas.
O valor experimental real para o chumbo a 63,7K (por interpolacdo dos dados que acompanham o pro-
blema P64) é de 22,6J/K/mol, que expresso por dtomo é

1 mol

22,67 /K /mol ( ) =3,8x1072J/K

6 x 1023 dtomos
Nosso célculo para trés dtomos ndo é um modelo muito preciso para um bloco macroscépico de chumbo,
em parte porque com apenas trés dtomos nao € um bom modelo dizer que cada dtomo é conectado por
ligacdes eldsticas a seis dtomos vizinhos. Apesar dessas falhas do nosso modelo simples, nosso resultado é
bem préximo do valor real.

MODELOS COMPUTACIONAIS

Calcular a entropia, a energia e o calor especifico 8 mao € possivel, embora tedioso. Para poder variar o
nimero de 4tomos nos objetos, os elementos que os compdem e a quantidade de energia disponivel para o
sistema, é mais fécil utilizar um computador.

A estrutura dos programas que escreveremos para efetuar calculos estatisticos € muito semelhante aquela
dos programas que escrevemos para prever movimentos. Constantes e valores iniciais sdo estabelecidos no
inicio do programa, e entdo os cédlculos sdo efetuados iterativamente dentro de um laco ‘while’. As duas
diferencas mais importantes sao:

e nos modelos de movimento, o tempo € a varidvel que aumenta a cada vez que o lago é repetido. Nos
célculos estatisticos que faremos, a quantidade de energia no sistema (ou em uma parte especifica do
sistema) € a varidvel que aumenta.

e Nos modelos de movimento, os cdlculos feitos no interior do laco envolvem forcas e principios funda-
mentais, e preveem movimentos. Nos modelos estatisticos, os cdlculos no interior do laco envolvem
determinar o nimero de formas de arranjar a energia entre um nimero especifico de osciladores
quanticos independentes (trés para cada 4tomo).

Combinacdes, logaritmos e graficos de barra em VPython

Para ter acesso as fungdes factorial e combin, e poder fazer graficos dos resultados, insira os seguintes
comandos no inicio do seu programa. Esses comandos precisam ser introduzidos na ordem mostrada:

from visual import *
from visual.graph import *
from visual.factorial import =*

Vocé precisara utilizar as seguintes fungdes:

e combin(). Essa funcdo aceita dois argumentos:
. 1
combin(a,b) = m

Se quisermos calcular o nimero de formas de arranjar ¢ quanta de energia entre N osciladores, pode-
mos fazera=q+N—1eb=gq. Entioa—b=N—-1e

_ N—1)!
combin(q+N-1,q) = %
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e log(). Em Python, o logaritmo natural Inx € escrito como log(x). A funcdo para calcular o loga-
ritmo na base 10 é Log10(x).

e gvbars(). Para fazer um grifico de barras verticais, crie um objeto gvbars. O pardmetro delta
determina a largura de uma unica barra:

minhasbarras = gvbar(color=color.red, delta=0.3)
O c6digo seguinte mostra uma barra vertical na posi¢ao x:

minhasbarras.plot(pos=(x, altura))

Além disso, o VPython possui a fungdo factorial (), mas o maior nimero cujo fatorial ela pode calcular
é 170. E mais seguro simplesmente utilizar a funcdo combin (), que ndo sofre dessa limita¢do. O comando
b = factorial(9) atribuiraa b ovalor9!=9-8-7-6-5-4-3-2-1=362880. Como é convencional,
factorial(0) é 1.

InvestigacGes computacionais

Nos problemas P61 a P64, no final deste capitulo, vocé aplicara as ideias discutidas aqui para criar modelos
computacionais de nanoparticulas — particulas sélidas contendo até algumas centenas de dtomos. Os
problemas P61 a P63 envolvem modelar duas nanoparticulas em contato térmico entre si.

A parte principal de um tal programa, referindo-se a duas nanoparticulas rotuladas 1 e 2, poderia parecer
com o seguinte:

Ntotal = 6 # numero total de osciladores

N1 = 3 # nuimero de osciladores no objeto 1

N2 = Ntotal - N1 # numero de osciladores no objeto 2
qtotal = 4 # total de quanta de energia disponiveis
ql = 0 # inicialmente O quanta no objeto 1

while gl <= qtotal: # para cada valor possivel de energia em 1
q2 = 77 # nimero de quanta de energia em 2
# Calcula o numero de formas de arranjar ql quanta em 1:
formasl = 7
# Calcula o numero de formas de arranjar g2 quanta em 2:
formas2 =
# Mostra no grafico o nimero de formas de arranjar a energia em ambos:
graficodasformas.plot ( pos=(ql, ?7) )
ql = qi1+1

-~

Como AS/AE = 1/T, para calcular uma temperatura precisamos de dois valores de S. Um modo de fazer
isso no interior de uma laco de cédlculo é “olhar adiante”, da seguinte forma:

while g1 < qtotal:
# Para cada delta_S vocé precisa de dois valores de S
# entdo use ql e qla=ql+l, etc.
q2 = qtotal - qi
qla = q1 + 1
q2a = 7
formasli
formas2
formasla = 7
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formas2a = 7
# etc.

No problema P64, vocé modificard seu modelo para considerar uma tnica nanoparticula e utilizard as
definicdes de entropia, temperatura e calor especifico para prever o calor especifico de duas substincias
reais (aluminio e chumbo) como fung¢@o da temperatura. Vocé comparard as previsdes de seu modelo com
dados experimentais publicados para essas quantidades.

A DISTRIBUICAO DE BOLTZMANN

Como a densidade da atmosfera terrestre muda com a elevacdo da altitude? Como a distribuicdo de veloci-
dades moleculares em um gds muda quando a temperatura do gds aumenta? Até aqui nos preocupamos com
o equilibrio térmico de dois blocos, e como o equilibrio térmico estd associado aquela particular distribui-
¢do de energia entre os dois blocos que possui (de longe) o maior nimero de formas de arranjar os quanta.
O que podemos dizer sobre a probabilidade de observar uma particular quantidade de energia associada a
um certo dtomo ou oscilador? Abordar essa questdo nos levard a “distribuicdo de Boltzmann”, que fornece
pistas sobre o comportamento de uma ampla variedade de fendmenos fisicos, quimicos e bioldgicos.

Um reservatério a temperatura constante

Considere um sistema grande em contato com um sistema pequeno, como mostrado na figura 12.37. Os
dois sistemas estdo isolados de seu entorno e dividem uma quantidade fixa de energia Ei,. A energia e
a temperatura do sistema grande ndo podem variar muito, de modo que chamamos o sistema grande de
um “reservatério” a temperatura quase constante, que mantém o sistema pequeno sempre praticamente a
mesma temperatura.

Figura 12.37 [12.36 3a. ed.] Um sistema pequeno em contato com um sistema muito grande
(um “reservatério”).

A entropia do sistema total (reservatério mais sistema pequeno) aumentara rapidamente se houver trans-
feréncia de energia do sistema pequeno para o reservatdrio, porque no sistema grande essa energia pode
se distribuir entre um niimero muito maior de microestados do que aqueles disponiveis no sistema menor.
J4 que esperamos que a entropia total aumente, esperamos que na maior parte do tempo a maior parte da
energia total Ey; encontre-se no reservatdrio, com pouca energia no sistema pequeno. Mostraremos como
tornar quantitativa essa ideia.

Seja Qres (Eres) 0 niimero de microestados no reservatério quando a quantidade de energia no reservatério
€ Eres. De modo semelhante, seja Q (E) o nimero de microestados no sistema pequeno quando este possui
uma quantidade de energia E, em que E é muito menor que E\.s, uma vez que o reservatdrio é tdo grande.
A energia total do sistema combinado € E,; = Ees + E, que € um niimero fixo pois os dois sistemas estdo
isolados do seu entorno. O nimero total de microestados para o sistema combinado correspondentes a Eyq
€ Qot (Etot), que também é um ndmero fixo.

Probabilidade de uma divisao particular de energia

O ntimero de formas de arranjar E.s no reservatério e E no sistema pequeno é Qs (Eres) Q (E), enquanto
o nimero de formas de arranjar Ei no sistema combinado é Qo (Eior). Portanto, a probabilidade P (E)
de encontrar a energia dividida entre o reservatdrio e o sistema pequeno de modo que haja energia E no
sistema pequeno é

Q'res (Eres> Q (E)

P(E) = =it
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[Corrigido] Esperamos que o valor mais provavel da energia E a ser encontrada no sistema pequeno seja
uma fragcdo desprezivel da energia total, porque se quisermos retirar uma grande fracao da energia total do
sistema maior para colocé-la no sistema pequeno, haverd menos microestados no sistema maior (sem um
aumento compardvel no sistema pequeno), o que significaria uma diminuicao na entropia total.

Estamos interessados em como P (E) varia & medida que deslocamos mais e mais da energia total para o
sistema pequeno. Tomamos logaritmos e multiplicamos por kg para expressar tudo em termos de entropia,
e entdo vemos como a expressdo varia com E:

kgInP (E) = kpIn Qe (Eres) +kpInQ (E) — kpIn Qo (Etot)

Considere o termo kglnQyes (Eres), que € a entropia Sies (Eres) do reservatério quando a energia no reser-
vatorio € E.s = Eiot — E, pelo fato de que uma energia E fluiu para o sistema pequeno. Na figura 12.38
mostramos um cdalculo usual da entropia como funcio da energia no reservatério. Em uma escala expan-
dida, mostramos uma porcdo do grafico da entropia contra E;.s préximo ao maior valor possivel de Eig,
que corresponde a energia total Ey, do sistema combinado.

{Figura 12.38 [12.37 3a. ed.] Entropia (em unidades de kg) como fun¢o de E, para o objeto

maior.
Precisamos estimar a entropia do reservatdrio para pequenos valores de E = Eyy — Els. Podemos fazer
isso pelo seguinte argumento. A linha praticamente reta no gréfico tem uma inclinago dSyes/dEres € passa
por Sres (Etot), onde a energia no reservatorio é Eyy. Logo, nessa regido Sres (Eres) pode ser representado por

dSres

E
dEres

Sres (Eres) = Sres (Etot) -

A entropia do reservatdrio diminui & medida que mais energia E € deslocada para o sistema pequeno.
Entretanto, dSyes/dEres = 1/T, em que T é a temperatura do reservatdrio, e o fato de que a inclinagéo
¢é praticamente constante nessa regido reflete o fato de que remover uma pequena quantidade de energia
desse grande objeto mal altera sua temperatura. O objeto grande € um reservatério a uma temperatura
praticamente constante, que mantém o sistema pequeno aquela temperatura.
Fazendo a substitui¢do dSyes/dEres = 1 /T, temos

E
Sres (Eres) =kpln Qres (Eres) = Sres (Etot) - ?

Substitua isso na equacdo para kgInP (E) e em seguida divida por kg:

Sies (E E
Sres (Bot)  E_ +InQ(E) — InQiot (Eior)

InP(E) =
nP(E) ks ksT

Note que os termos que ndo envolvem E sio todos constantes porque E € constante. Tome a exponencial
dessa equacdo — isto é, eleve ambos os lados da equacdo a e:

elnP(E) _ constanteean(E)efE/kBT

e
Como e elevado ao logaritmo natural de alguma quantidade € essa quantidade, obtemos o seguinte, em que

A ¢ alguma constante:
P(E) =AQ(E)e F/ksT

Calculamos a probabilidade de encontrar uma pequena quantidade de energia £ em um sistema pequeno
em contato com um grande reservatério. Essa € a chamada distribui¢do de Boltzmann, em homenagem ao
fisico austrfaco que desenvolveu a mecanica estatistica no século 19:
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A DISTRIBUICAO DE BOLTZMANN

A probabilidade de encontrar uma energia E em um sistema pequeno em contato com um grande
reservatdrio é proporcional a
Q(E)e /ksT

A parte exponencial, e E/ kT & chamada de “fator de Boltzmann™, e Q(E) é o nimero de mi-

croestados correspondentes a energia E.
Esse resultado € muito geral e aplica-se a uma ampla variedade de fendmenos. Em muitas situacdes o

nimero de microestados Q (E) muda muito mais lentamente com a energia do que o fator de Boltzmann,
caso em que o comportamento qualitativo do sistema pode ser determinado simplesmente a partir da expo-
nencial.

PERGUNTA Se o fator de Boltzmann € o fator mais importante, [o que € vélido a temperaturas
muito baixas], qual é o valor mais provavel de E, a energia a ser encontrada em um sistema
microscépico em um equilibrio térmico com um sistema grande? E provavel que vocé encontre
uma energia muito maior do que kg7'?

Como o expoente € negativo, o fator exponencial é maximo para E = 0, de modo que o mais provavel é que
vocé encontre o sistema em seu estado fundamental. [Comentario final do paragrafo retirado.]
Como ¢! é 0,37, a probabilidade da energia ser muito maior do que kg7 é bastante baixa.
Se a temperatura ¢ tdo baixa que kg7 € pequeno comparado a energia E;| do primeiro estado excitado,
¢ improvavel que vocé alguma vez encontre o sistema em um de seus estados excitados. O sistema é
termicamente inerte, porque a probabilidade de que ele receba fequalquer quantidade de energia é muito
baixa. Em contraste, se a temperatura for alta o suficiente para que kg7 > E1, voc€ algumas vezes encontrard
o sistema em um de seus estados excitados (figura 12.39). [Comentario final retirado.]
Figura 12.39 [12.38 3a. ed.] Em baixas temperaturas € improvavel encontrar o sistema em um
estado excitado, mas a probabilidade aumenta em altas temperaturas.

A distribui¢do de Boltzmann tem consequéncias de largo alcance. Por exemplo, taxas de rea¢des quimi-
cas e bioquimicas tipicamente dependem fortemente da temperatura porque a altas temperaturas os reagen-
tes movem-se mais rapidamente e podem ser encontrados em estados excitados. Taxas de reacdes fisicas
também sdo afetadas. As temperaturas muito altas encontradas no interior do Sol, as energias cinéticas
sdo suficientemente altas para vencer a repulsdo elétrica entre nicleos e permitir que os nicleos entrem
em contato e possam envolver-se em reacdes termonucleares de fusdo. Um gés torna-se um plasma se a
temperatura € tdo alta que kg7 torna-se compardvel a energia de ionizacao.

Ponto de verificacado 8 Mostre que a temperatura ambiente kpT =~ %eV. E util memorizar
esse resultado, que nos diz muito sobre quais fendmenos sdo provdveis de ocorrer a temperatura
ambiente.

Muitas observacdes versus muitos sistemas

Se um sistema microscdpico (como um tnico oscilador) estd em contato com um sistema grande, a probabi-
lidade de encontrar um certa quantidade de energia no sistema microscopico é governada pela distribui¢do
de Boltzmann.

Pode-se pensar nisso de duas maneiras. A primeira ¢ imaginar medir a energia repetidas vezes nesse
sistema particular, ao longo do tempo, e registrar os resultados. A fragdo dos resultados que indicam uma
dada energia € prevista pela distribui¢dao de Boltzmann.

Uma segunda maneira de pensar sobre isso € imaginar montar um grande nimero de sistemas idénticos,
cada um em contato com um sistema maior, e tirar uma ‘“fotografia” em que a energia de cada sistema é
registrada simultaneamente. A fragdo de sistemas com uma dada energia é prevista pela distribui¢do de
Boltzmann.
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A segunda abordagem também nos fornece uma maneira de prever a distribuicdo de energia para um
Unico grande sistema. Por exemplo, considere um sistema que consiste de todas as moléculas de ar em
uma sala. Imagine que cada molécula seja identificada por uma letra: A, B, C ... Poderiamos considerar
a molécula A como um sistema microscopico em contato com o sistema grande formado por todas as
outras moléculas (B, C, ...). Entretanto, poderiamos também considerar a molécula B como o sistema
microscépico, em contato com todas as outras moléculas (A, C, ...). Podemos utilizar a distribuicdo de
Boltzmann para prever a fracdo de todas as moléculas na sala que possuem uma certa energia.

Esses dois pontos de vista sobre a distribui¢do de Boltzmann, um sistema microscépico observado repeti-
damente ou um grande nimero de sistemas microscopicos observados apenas uma vez, complementam-se.
Algumas vezes um ponto de vista é mais til, algumas vezes o outro.

A DISTRIBUICAO DE BOLTZMANN EM UM GAS

A distribuicdo de Boltzmann aplica-se a qualquer tipo de sistema — nio apenas um sélido. Como uma
aplicacdo central da distribui¢do de Boltzmann, estudaremos um gas que consiste de moléculas que pouco
interagem entre si. Exemplos sdo o chamado “gés ideal” (sem quaisquer intera¢des) e qualquer gés real em
densidades tao baixas que as moléculas raramente aproximam-se umas das outras.

Para aplicar a distribui¢do de Boltzmann, precisamos de uma equagdo para a energia de uma molécula
em um gas. Omitiremos a energia de repouso, e também omitiremos a energia do nicleo e a dos elétrons
do nosso total, porque em temperaturas usuais ndo ha energia suficiente disponivel no entorno para levar a
molécula a estados nucleares ou eletronicos excitados. Além disso, por simplicidade, ao invés de escrever
AE,;, para representar uma quantidade de energia vibracional acima do estado vibracional fundamental,
escreveremos simplesmente Eyip.

[Figura 12.40 [12.39 3a. ed.] Energia de uma molécula de oxigénio.

A energia de uma unica molécula de gis no campo gravitacional proximo da superficie da Terra (ex-
cluindo a energia de repouso, a energia do nicleo e a energia eletronica) € a seguinte:

Kirans + Evib + Erot +Mgycm

em que Eyj, e Ey s80 as energias vibracionais e rotacionais relativas ao centro de massa (se a molécula
contém mais de um 4tomo, como na figura 12.40) e ycv € a altura do centro de massa da molécula acima da
superficie da Terra. A massa da molécula é M. Por brevidade, falaremos de “energia da molécula de gas”,
mas € claro que a energia potencial gravitacional refere-se realmente ao sistema da molécula de gds mais a
Terra.

PERGUNTA Para que essa expressdo para a energia seja precisa, porque o gis precisa ser um
gds “ideal” (ou um gds real a baixas densidades?)

Em um gés real a uma densidade relativamente alta, talvez ndo possamos desprezar a energia potencial
associada as forcas intermoleculares, caso em que essa expressdo para a energia ndo seria adequada.

Se a temperatura 7 é a mesma em todos os pontos do gés (ideal), a probabilidade de que uma molécula
particular tenha uma certa quantidade de energia é proporcional a

Q (E) e (Kirans +Evib+Erot+Mgycm) / kT

Dividimos mentalmente o gds em dois sistemas: uma molécula particular de interesse e todo o restante das
moléculas. Esses dois sistemas estdo em equilibrio térmico entre si, porque as moléculas do gds colidem
continuamente entre si e dividem a energia. Espera-se entdo que a energia para uma molécula particular
siga a distribui¢do de Boltzmann.

Para evitar subscritos excessivos, na discussio a seguir escreveremos simplesmente v para a rapidez do
centro de massa vcy € y para a altura do centro de massa yc.
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Separando os varios fatores
2 Gtil agrupar os termos do fator de Boltzmann da seguinte forma:

[ E—Kms/kﬂ} { e—ng/kBT} [ e—Evib/kBT] [ e—Emt/kBT]

O primeiro par de colchetes estd associado a distribui¢do de velocidades, o segundo a distribui¢do de posi-
¢oes, o terceiro a distribui¢do de energia vibracional e o quarto a distribuicdo de energia rotacional. Discu-
tiremos cada um deles individualmente.

Distribuicdo de altura em um gas

Uma propriedade marcante da atmosfera terrestre € que nas altas montanhas a densidade e a pressdo do
ar sdo significativamente mais baixas que ao nivel do mar. A densidade do ar é tdo baixa no topo do
monte Everest que a maioria dos alpinistas carrega tanques de oxigénio. Podemos explicar isso? Para
chegarmos ao ponto principal, a variacdo da densidade com a altura, fazemos a aproximagdo grosseira de
que a temperatura é constante — a mesma nas montanhas e ao nivel do mar.

PERGUNTA O quanto é ruim uma aproximacdo que considera que a temperatura ¢ a mesma
em todas as altitudes?

Mesmo nas altas montanhas a temperatura fica tipicamente acima de —29°C, que corresponde a 244K, e
isso € apenas 17% inferior a temperatura ambiente de 293K (20°C). Logo, talvez essa aproximac¢ao nao
seja tdo ruim.

Falamos da probabilidade de que a componente x da posi¢ao da molécula de géds esteja entre um certo
x e x+dx, e analogamente para y e z. Aqui se considera que dx seja uma distdncia muito curta, pequena
comparada ao tamanho do recipiente para grande comparada ao tamanho da molécula.

Concentre-se apenas na parte da distribui¢do de Boltzmann que lida com a posi¢@o, em que a distribui¢ao
é proporcional a probabilidade de encontrar uma molécula particular entre x e x+dx, ye y+dye ze z+dz:

e Mey/ksT gy dydz

Evidentemente, ndo ha nada muito interessante quanto a x e z (direcdes paralelas ao solo). Entretanto, na
direcdo vertical hd uma queda exponencial, com o aumento da altura, da probabilidade de encontrar uma
molécula particular na altura y (figura 12.41).

[Figura 12.41 [12.40 3a. ed.] Densidade contra altura em uma atmosfera a temperatura constante]

Vista de outra forma, nossa equagdo exponencial nos diz como a densidade da atmosfera depende da
altura, porque ao nos dizer sobre o comportamento de uma molécula representativa, a equagdo nos diz algo
sobre todas as moléculas.

Passamos de pensar sobre uma molécula para pensar sobre muitas. Pense novamente sobre uma tinica
molécula de ar. Suponha que vocé a coloque sobre uma mesa, que estd a temperatura ambiente. Nao é
um evento muito incomum que um atomo termicamente agitado na mesa atinja a molécula de ar com forga
suficiente para mandé-la a quilometros de altura ar acima! Na verdade, nossa molécula particular colidird
logo em seguida com outra molécula de ar e ndo subird muito em um sé grande salto, mas em média de
fato encontramos muitas moléculas de ar muito acima do nivel do mar, ao invés de encontra-las todas logo
acima do solo.

Note novamente que kpT ¢ o fator importante para compreender o comportamento estatistico da matéria.
Aqui o fator estabelece a escala para a variag@o da densidade da atmosfera com a altura.

Em uma altura em que a energia potencial gravitacional U, = mgy € igual a kT, a densidade reduziu-se
de um fator ¢! = 1/e = 0,37. O ar seco ao nivel do mar é 78% nitrogénio (um mol de N, = 28 gramas),
21% oxigénio (um mol de O, = 32 gramas), cerca de 1% de argdnio e 0,03% CO,. Uma massa média de
29 gramas por mol € suficientemente boa para a maioria dos propésitos de calculos.
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Distribuicdo das velocidades em um gas

A seguir vamos olhar para a distribui¢do de velocidades moleculares. Quando o gés estd confinado em um
recipiente finito, os niveis de energia em termos do momento e da altura s@o discretos, mas sob quase todas
as condi¢des o tamanho do quantum de energia é tdo pequeno comparado a kgT que € apropriado adotar
uma abordagem nio quantica para essas varidveis.

Falamos da probabilidade de que uma molécula de gis tenha uma componente x da velocidade dentro
do intervalo entre algum v, e v, +dvy, e analogamente para vy € v;. Aqui consideramos dv, como uma
quantidade muito pequena em comparagdo a rapidez média das moléculas.

ratura ambiente.
Como estamos explicitamente interessados em vy, serd ttil expressar a energia cinética translacional
11,2 P 2 : =0 T4 2 _ 200202 5
como 5 Mvg,, ao invés de p”/ (2M) nesta discussdo. Jd que v* = vy + vy + vz, podemos escrever a equagio
para a distribuicdo de velocidades em um gas da seguinte forma (lembre-se de que estamos escrevendo
simplesmente v para representar a rapidez do centro de massa vc):

[Figura 12.42 [12.41 3a. ed.] Distribui¢do da componente x da velocidade para o hélio a tempe-

{e* %Mv%/kBT} [ef%Mvg/kBT} [ef%Mvg/kBT}

A distribui¢do para cada componente da velocidade € uma curva em forma de sino, chamada de “gaussi-
ana”. Na figura 12.42 mostramos a distribui¢do da componente x da velocidade para o hélio a temperatura
ambiente.

PERGUNTA A julgar por esse gréfico, qual € o valor médio de v,? Quais sdo os valores
médios de vy e v,? Por que esses resultados sido plausiveis?

Evidentemente o valor médio da componente x da velocidade € zero. Isso € tranquilizador, pois € igualmente
provavel que uma molécula dirija-se para a direita ou para a esquerda. Da mesma forma, os valores médios
para as componentes y € z SA0 Zero.

Nao seria particularmente surpreendente encontrar uma molécula de gids com uma componente x da
velocidade tal que %M v)zc ~ kpT. Por outro lado, seria muito surpreendente encontrar uma molécula de um
gas com um valor de v, muitas vezes maior. Como de costume, kg7 estabelece a escala para os fendmenos
térmicos.

Distribuicdo da rapidez em um gas

Mudando de coordenadas retangulares para coordenadas polares, a distribuicdo das componentes da velo-
cidade pode ser convertida em uma distribui¢do da rapidez (N. T.: ou seja, do médulo da velocidade). Nao
entraremos nos detalhes, mas a ideia bésica € que o elemento de volume em coordenadas retangulares no
“espago das velocidades”, dv,dv,dv;, transforma-se no elemento de volume de uma casca esférica de drea
superficial 47v? e espessura dv, como mostrado na figura 12.43.

{Figura 12.43 [12.42 3a. ed.] O volume de uma casca com raio v e espessura dv é 4mv>dv. ]

Passando para coordenadas esféricas, temos o seguinte:
—Imv?jkgT —AMV JkgT 4. 2
e 2 dvydvydv, = e 2 4mv-dv
O tnico elemento ausente é um fator de “normalizacdo” em frente, para fazer a integral sobre todos os

valores de rapidez entre O e infinito igual a 1 (uma vez que nossa molécula deve ter uma rapidez com algum
valor nesse intervalo). Aqui estd a distribuicao de Maxwell-Boltzmann para um gis em baixas densidades:
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A DISTRIBUICAO DE MAXWELL-BOLTZMANN PARA A RAPIDEZ (GAS EM BAIXA
DENSIDADE)

3/2

M 112

P :4 2 —QMV /kBT
(v) ﬂ(anBT) vie

A probabilidade de que uma molécula de um gés tenha rapidez do centro de massa no intervalo

entre v e v+ dv é dada por P (v) dv.
A fungdo distribuicao para o hélio é mostrada para duas temperaturas diferentes na figura 12.44. Vocé

pode ver que a rapidez média prevista para um dtomo de hélio é de cerca de 1200m/s a temperatura
ambiente (20°C, ou 293K). A previsdo foi feita pela primeira vez por Maxwell, em meados do século 19,
muito antes do desenvolvimento da mecanica quantica. Em retrospecto, isso funcionou porque os niveis
quanticos da energia cinética translacional sdo proximos entre si a ponto de serem quase continuos, de modo
que o modelo cldssico € uma boa aproximacgao.

tura ambiente.

O ntimero médio de dtomos de hélio em um recipiente que tém rapidez entre 415,4m/s e 415,7m/s pode
ser calculado utilizando a distribui¢io de Maxwell com v = 415,4m/s e multiplicando por dv = 0,3m/s,
o que fornece a probabilidade de encontrar uma molécula nesse intervalo de rapidez. Se hd N dtomos em
um recipiente, multiplicar por N fornece o nimero total de moléculas naquele intervalo de rapidez em um
instante qualquer. A drea da fatia vertical mostrada na figura 12.45 representa a fracdo de 4tomos de hélio
com rapidez entre 500m/s e 600m/s. A temperaturas mais altas, a distribui¢do desloca-se em dire¢do a
maiores valores de rapidez (figura 12.44).

[Figura 12.45 [12.44 3a. ed.] Frac¢do de dtomos de hélio a 293K com rapidez entre 500m/s e}

600m/s.

[Figura 12.44 [12.43 3a. ed.] Distribui¢do de valores da rapidez para dtomos de hélio a tempera-

Medindo a distribuicdo da rapidez em um gas

A distribuicdo real da rapidez das moléculas em qualquer gas pode ser medida por um engenhoso experi-
mento. Faga um mintsculo furo em um recipiente contendo gis e deixe as moléculas escaparem para um
vacuo (ou seja, uma regido para fora da qual o ar € continuamente bombeado). As moléculas que escapam
passam através de buracos colimadores e em seguida através de uma abertura em um tambor giratério, co-
lidindo com uma fileira de aparelhos do outro lado do tambor que podem detectar moléculas de gés (figura
12.46). Tais medidas confirmam a previsdo de Maxwell.

{Figura 12.46 [12.45 3a. ed.] Aparato para medir a distribuicdo da rapidez das moléculas em um

gés.

As moléculas mais rapidas colidem primeiro, seguidas pelas moléculas com rapidez média e finalmente
pelas moléculas lentas, de modo que moléculas com rapidez diferente colidem com pontos diferentes ao
longo do tambor giratério. O nimero de moléculas colidindo com diferentes pontos ao longo do tambor é
uma indicagdo direta da distribuicdo da rapidez de moléculas no gds. (Uma corre¢@o tem que ser aplicada
a esses dados para obter a distribui¢do da rapidez no interior do gis, porque as moléculas com alta rapidez
emergem do furo mais frequentemente que as moléculas com baixa rapidez, mesmo que seus nimeros
sejam os mesmos no interior do gas. Além disso, o aparato mede a distribui¢do de v, e ndo de v.)

Como poderiamos exibir os resultados desse experimento? Poderiamos apresentar os dados como um
gréfico (figura 12.47) da fragdo AN /N dos N atomos de hélio com rapidez entre 0 e 500m/s, entre 500m/s
e 1000m/s, entre 1000m/s e 1500m/s, e assim por diante.

Figura 12.47 [12.46 3a. ed.] Distribuicdo mostrando a fracdo de d&tomos com rapidez em um
dado intervalo.
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Energia cinética translacional média de um gas

Para um gés confinado no interior de um recipiente, a mecanica quantica prevé que a energia cinética
%M v? é quantizada, mas se o recipiente é de um tamanho macroscépico usual, os quanta de energia sdo
extremamente pequenos comparados a energia cinética média, mesmo a temperaturas muito baixas. A
maioria dos gases liquefaz-se antes que a temperatura caia tanto que invalide a andlise pré-quintica para a
distribuicdo de velocidades.

Sempre que a energia tenha um termo contendo um quadrado de uma componente da posi¢do ou da
velocidade, tal como x> ou pf, a teoria pré-quantica prevé uma energia média associada de %kBT. Esse
resultado € vdlido na mecanica quintica para altas temperaturas, em que kg7 € grande em comparac¢io ao
espagamento quantico da energia. Esse resultado segue de utilizar uma integral para calcular o valor médio
de um termo quadratico quando a distribui¢do € uma gaussiana envolvendo esse termo quadratico. Ou seja,
utilizando tabelas de integrais (ou integrando por partes), voc€ pode mostrar que o valor médio de um termo
quadriético é %kBT (uma barra sobre uma quantidade significa “valor médio™):

o2 —wz/kBTd
— w-e w1
w2 = —fo — = —kgT
Jo e kBT dyy 2

O valor médio é obtido ponderando os valores de w? pela probabilidade de encontrar cada valor; o denomi-
nador dd conta de normalizar apropriadamente a distribuicdo.

Como um exemplo, quando fizemos, com base na mecanica quantica, nossos calculos para o sélido de
Einstein, descobrimos que em altas temperaturas o calor especifico medido por dtomo era 3kz, o que implica
uma energia média de 3kgT. Modelamos um oscilador atdmico como trés osciladores unidimensionais,
cada um possuindo uma energia média de %kBT advinda da energia cinética p?/ (2M) e outro %kBT vindo
da energia potencial %ksxz. Isso produz um total de seis termos quadraticos, implicando uma energia média
por dtomo de 6 (%kBT), ou 3kpT. Esperamos portanto que a capacidade térmica por &tomo em um sélido a
altas temperaturas seja 3kp, que é o que de fato se observa.

ENERGIA MEDIA A ALTAS TEMPERATURAS

Se kpT € muito maior que o quantum de energia, a energia média associada a um termo quadra-

tico de energia é %kBT.

O ndmero de termos quadraticos de energia na expressdo para a energia é frequentemente chamado de
nimero de “graus de liberdade”.

PERGUNTA Quanto vale a energia cinética translacional média %M\T2 em termos de kgT?

Qual ¢ a contribui¢do associada para o calor especifico do gas?

Como ha trés termos quadraticos na energia cinética translacional, Kians = %Mv)zc + %Mv% + %Mvg, o valor

médio € trés vezes %kBT. Temos o seguinte importante resultado:
VALOR MEDIO DE Ki;uns PARA UM GAS IDEAL

1 = 3
Kivans = EMVz = EkBT

A contribui¢do correspondente para o calor especifico de um gés é %kB.

Raiz da velocidade quadratica média

’

A raiz quadrada de v2 é chamada de “raiz da rapidez quadratica média” ou rapidez “rqm”:

v = V7
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Com essa defini¢do de vigm, escrevemos %Mv2 = %Mvrzqm = %kBT.

Rapidez média versus rapidez rqm

A maneira de encontrar a rapidez média das moléculas em um gés € ponderar a rapidez pelo nimero de
moléculas que possuem aquela rapidez, e dividir pelo nimero total de moléculas:
Nivi+Npvp +--- N Ny
Ve — —— = —— Y1+ —VvVy+---
N N'TN?
Para uma distribuicdo continua de valores da rapidez isso se transforma em uma integral, em que os fatores
de peso sdo dados pela distribuicdo de Maxwell para a rapidez, que fornece a probabilidade de que uma
molécula tenha uma rapidez do centro de massa entre v e v+ dv. Utilizando tabelas de integrais descobre-se

que
w0 3/2
M a2 8 [3kgT
Vv — 4 2MV /kBT 2d — _ :O 92
v /0 d (27rkBT> ¢ W)vidv =132\ = = 0 92am

Isso mostra que a rapidez média € menor que a rapidez rqm. Esse mesmo esquema de cdlculo pode ser
utilizado para determinar qualquer média. Por exemplo, se vocé calcular o valor médio de v’ por esse
método, encontrara v2 = 3kzT /M, como esperado.

Anteriormente comentamos que a rapidez média v de dtomos de hélio a temperatura ambiente € cerca de
1200m/s, mas vocé pode calcular que vyqm 2 temperatura ambiente é 1350m/s. Esse é um exemplo do fato
de que a rapidez rgm € maior que a rapidez média.

Ponto de verificacao 9 A rapidez rqm € um pouco maior que a rapidez média em virtude da
média sobre o quadrado da rapidez. Calcule a média dos niimeros 1, 2, 3 e 4, e em seguida
calcule a média rqm (a raiz quadrada da média de seus quadrados), e mostre que a média rqm é
maior que a média simples. Elevar ao quadrado da peso extra as maiores contribuicdes.

Aplicacdo: retendo um gas na atmosfera

Como vigm = +/3kgT /M, dtomos de hélio movem-se tipicamente muito mais rdpido que moléculas de
nitrogénio em nossa atmosfera, em virtude da pequena massa dos dtomos de hélio. Alguns poucos dtomos
de hélio deslocam-se muito mais rapidamente que a média e podem atingir uma rapidez suficientemente
grande para escapar completamente da Terra (a rapidez de escape da Terra é cerca de 1,1 x 10*m/s). Isso
leva a um continuo vazamento de dtomos muito rdpidos de hélio e de outras espécies de baixa massa, como
moléculas de hidrogénio (figura 12.48). Outros processos podem também contribuir para o fluxo de hélio
para fora da Terra.

Figura 12.48 [12.47 3a. ed.] Atomos ou moléculas de baixa massa em nossa atmosfera podem
mover-se suficientemente rapido para escapar completamente da Terra.

De onde obtemos o hélio para baldes de festa e refrigeracao de experimentos cientificos até baixissima
temperatura? Ele é extraido do gds natural quando o gds € bombeado para fora do chiao. Elementos radi-
oativos pesados como o uranio na crosta terrestre emitem particulas alfa (nicleos de hélio), que capturam
elétrons e tornam-se adtomos de hélio. Esses atomos sdo aprisionados com o géds natural em cavidades
subterraneas. Quando o gis natural contendo hélio € bombeado até a superficie, o hélio é extraido (a um
custo).

PERGUNTA Por que a Lua nao possui qualquer atmosfera?

O campo gravitacional da Lua € tdo fraco que a rapidez de escape € muito pequena, e todos os gases comuns
podem escapar, ndo apenas hidrogénio e hélio.
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Aplicac3o: rapidez do som

Ondas sonoras em um gds consistem da propagacdo de varia¢des na densidade (figura 12.49), e o mecanismo
fundamental para esse tipo de propagacdo de onda envolve colisdes entre moléculas vizinhas, cuja rapidez é
proporcional a vgm (¢ aproximadamente compardvel a rapidez do som). Por exemplo, compare a vyqm para
0 nitrogénio, 510m/s, a rapidez do som no ar (que é majoritariamente nitrogénio) a 293K, cuja medida
resulta em 344 m/s. (Vocé talvez conheca a regra aproximada de que um atraso de 1 s entre o reldmpago e
o trovdo indica uma distancia de cerca de 300m até a posi¢do da queda do raio.)

(Figura 12.49 [12.48 3a. ed.] Variagdes periddicas na densidade do gds compdem uma onda)

|sonora, que viaja através do gds com rapidez v (a rapidez do som). )

Ponto de verificacdo 10 A rapidez do som deveria aumentar ou diminuir com o aumento da
temperatura? Que variagdo percentual resultaria de dobrar a temperatura absoluta? (Esse efeito
¢ prontamente observado ao medir a rapidez do som em um gis como funcdo da temperatura
absoluta. A excelente concordancia entre teoria e experiéncia fornece evidéncia adicional para
nossa compreensao dos gases.)

Energia vibracional em uma molécula diatébmica de um gas

Tratamos as distribui¢des de velocidades e de posicdes. A seguir discutimos a distribuicdo de energia

vibracional, com o fator de Boltzmann
¢~ Evin/ksT

Para um gis monoatdmico como o hélio, ndo ha termo de energia vibracional. Entretanto, para uma molé-
cula diatdmica como o N ou o HCl, a energia vibracional é

2 2 1
P1 P F k2,

Ep =
VIO oy 2my 20

em que ks é a constante de mola efetiva correspondente a forca elétrica interatdmica (que ndo deve ser
confundida com kg, a constante de Boltzmann), e s € o estiramento da ligacdo interatdmica. Essa equa-
¢do para a energia vibracional é essencialmente a mesma que a equacdo para um oscilador massa-mola
unidimensional, que ja estudamos em detalhe (figura 12.50).

[Figura 12.50 [12.49 3a. ed.] Os niveis quantizados de energia vibracional de um oscilador}

diatdmico.

Como p; = py para momentos p; € p, relativos ao centro de massa, podemos escrever

pi _ pi _ (m)\ pi
2my,  2my my ) 2my

2 2 2
P my\ pi | my\ pi |
A (=) Ay 2= (e ) 2L g
2m1+(m1)2m1+2 s < +m2) 2m1+2 s

Essa equagdo tem exatamente a mesma forma daquela para um oscilador massa-mola, com uma massa
diferente.

Anteriormente modelamos um sélido como um grande nimero de osciladores atdmicos tridimensionais
isolados (cada um correspondendo a trés osciladores unidimensionais, porque ha sobre um atomo forcas
interatdmicas eldsticas dos dtomos vizinhos em todas as dire¢des). Esse € um modelo bastante simplificado
de um soélido, porque em um sélido os 4tomos interagem entre si. Por exemplo, se um d4tomo move-se para
a esquerda isso afeta os dtomos a direita e a esquerda.

Em um gés a baixas densidades, entretanto, os osciladores vibracionais realmente sdo praticamente inde-
pendentes entre si, porque as moléculas do gds nem ao menos estdo em contato umas com as outras exceto
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quando ocorre de colidirem. Logo, a andlise que desenvolvemos para o modelo de Einstein de um sélido
aplica-se ainda melhor a parte vibracional da energia em um gés real do que em um sélido real.

Entre os resultados que se aplicam imediatamente estd o de que o calor especifico associado a energia
vibracional de um oscilador € kg em altas temperaturas. O calor especifico decresce a temperaturas muito
baixas, em que kgT € pequeno comparado ao espagamento de energia do oscilador quantizado. Assim
como foi uma surpresa quando se descobriu que o calor especifico dos metais diminui em baixas tempera-
turas, houve uma surpresa semelhante com as medidas do calor especifico dos gases diatdbmicos em baixas
temperaturas, porque a contribuicdo do movimento vibracional desapareceu.

PERGUNTA Ha dois termos quadraticos na energia vibracional (cinético e da mola). Por-
tanto, em altas temperaturas, qual € a energia vibracional média em termos de kgT? Qual € a
contribuicdo correspondente para o calor especifico do gas?

Em altas temperaturas, espera-se que o movimento vibracional de uma molécula diatdmica (um oscilador
unidimensional) tenha uma energia média que é aproximadamente 2 (%kBT) = kgT, e contribua com kg
para o calor especifico.

Energia rotacional em uma molécula diatémica de um gas

Finalmente consideramos a parte de energia rotacional da distribui¢@o, para a qual o fator de Boltzmann é
o Evot/kpT

Para um gas monoatdmico ndo ha termo rotacional, mas para um gas diatdmico ha energia cinética rotacio-

nal associada a rotag@o do “halter” que consiste dos dois nicleos. A energia cinética rotacional é a seguinte
(figura 12.51):

1 2 2 erotx L%Oty
Eo=Zlo; + 1w, = - :
ot = 1O+ 5105 21 21

Isso corresponde a momentos angulares rotacionais Ly x € Lo,y €m torno do eixo x e do eixo y. Note
que somente o ndcleo contribui significativamente para a energia cinética rotacional, porque a massa dos
elétrons € muito menor.

[Figura 12.51 [12.50 3a. ed.] Niveis de energia cinética rotacional de uma molécula diatdmica.

Rotacgdes em torno do eixo z que conecta os dois nucleos sao irrelevantes, por uma razao algo sutil. O
momento angular é quantizado, o que leva & quantizacdo da energia. Para rotacdes ao longo do eixo z
(figura 12.52), a energia é Lfol’z (2I), sendo Ly ; a componente z do momento angular rotacional. Como /
em torno do eixo z para os minusculos nicleos é extremamente pequeno comparado com os momentos de
inércia em torno dos eixos x e y da molécula diatdmica, a energia rotacional do primeiro estado excitado

associado correspondente € enorme, e esse estado ndo é acessado em temperaturas usuais.

Figura 12.52 [12.51 3a. ed.] Uma molécula diatdmica pode girar em torno do eixo x ou do eixo

y. Dizemos que hd dois graus rotacionais de liberdade.

Como ha dois termos quadraticos de energia associados a rotagdo, concluimos que em altas temperatu-
ras 0 movimento rotacional de uma molécula diatdmica tem uma energia média que é aproximadamente
2 ( %kBT) = kpT, e contribui kp para o calor especifico.

O espagamento entre as energias rotacionais quantizadas para uma molécula diatomica € até menor que
o quantum de energia vibracional. Como resultado, o gis deve ser resfriado a temperaturas muito baixas
antes que os resultados pré-quanticos tornem-se invalidos. Muitos gases liquefazem-se antes de atingir esse
regime de baixas temperaturas.
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Calor especifico de um gas

Agora estamos prontos para discutir o calor especifico de um gas como fun¢do da temperatura. Essa propri-
edade € importante no cdlculo das intera¢des térmicas de um gés. Historicamente, medidas do calor especi-
fico de gases foram também importantes para testar teorias da mecanica estatistica. Vamos nos concentrar
em calcular Cy, o calor especifico a volume constante (o que significa que nenhum trabalho mecénico é
realizado sobre o gés). O experimento associado consistiria em adicionar uma quantidade conhecida de
energia a um gas em um recipiente rigido e medir a elevac@o de temperatura do gas.

Considere a energia média de uma molécula diatdbmica como o N, ou o HCI, consistindo da energia
cinética translacional associada a0 movimento do centro de massa, mais a energia vibracional, mais a
energia rotacional, mais a energia gravitacional da molécula e da Terra:

- 5

1 — 1 — 1 — mi ? 1 Lrotx Lrot [
_ 2 L _Mv2 4+ —My2 14— 1 Zk 2 » —rot,y M
MMt VZ]+ (+m2> 2my 2| T T Ty | TMeYom

PERGUNTA Em altas temperaturas, qual seria o calor especifico a volume constante?

Ha sete termos quadraticos na expressdo para a energia, de modo que se a temperatura é muito alta espera-
mos uma energia média de 7 (%kBT) e um calor especifico a volume constante Cy = %kB.

Os niveis de energia discretos para uma molécula diatdmica incluem niveis eletrdnicos, vibracionais e
rotacionais (figura 12.53). Os niveis eletronicos de energia correspondem a configuracdes particulares das
nuvens de elétrons, e o0 espacamento entre esses niveis € tipicamente de 1 eV ou mais. Como a temperatura
ambiente kpT é cerca de ﬁ eV, os niveis eletrdnicos ndo contribuem para o calor especifico em temperaturas
usuais. O espacamento da energia vibracional é muito menor, e espacamento da energia rotacional € menor
ainda. Um gds diatdmico em alta temperatura tem um espectro como de bandas, ja que as transi¢des entre
niveis eletrdnicos podem ser acompanhadas por um ou mais quanta vibracionais ou rotacionais.

{Figura 12.53 [12.52 3a. ed.] Niveis de energia eletronicos, vibracionais e rotacionais para umaj

molécula diatdbmica.

E quanto a Mgy?

E quanto ao termo Mgy na energia? Lembre-se de que estamos tentando prever o calor especifico de um gés
a volume constante (de modo que ndo hd trabalho mecénico realizado sobre o sistema). Poderiamos medir
Cy transferindo para um recipiente fechado com gds uma quantidade conhecida de energia Q em virtude
de uma diferenca de temperatura, e observando a elevagcdo de temperatura do gds. Durante esse processo
h4 um aumento extremamente pequeno no ycy do recipiente em virtude da diferenga de temperatura e da
distribuicdo de alturas, de modo que a contribui¢do do termo correspondente Mgy para o calor especifico é
desprezivel.

Calor especifico versus temperatura

A figura 12.54 € um grafico do calor especifico (a volume constante) de um gas diatdmico como fung¢do
da temperatura. No préximo ponto de verificagdo, veja se vocé€ consegue explicar esses valores do calor
especifico em termos da nossa andlise das vdrias contribui¢des para a energia de uma molécula diatdmica.

{Figura 12.54 [12.53 3a. ed.] Calor especifico Cy de um gas diatdmico como fung¢do da tempera—]

tura.

Lembre-se de que kgT € cerca de ﬁ eV a temperatura ambiente.
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Ponto de verificacio 11 Qual ¢ o calor especifico medido por molécula, a volume constante, de
um gds diatdmico nas seguintes temperaturas? (a) Em altas temperaturas. (b) Em uma tempe-
ratura em que kpT € pequena comparada a energia do primeiro estado excitado vibracional mas
maior do que a energia do primeiro estado excitado rotacional. (c) Em uma temperatura sufi-
cientemente baixa para que kg7 seja pequena comparada a energia do primeiro estado excitado
rotacional. (Alguns gases liquefazem-se acima dessa temperatura.) (d) Para qual gas, H, ou D,
o calor especifico torna-se %kBT a temperatura mais alta?

Problemas computacionais
Problema P61

Escreva um programa para calcular o nimero de formas de arranjar a energia em um sélido de Einstein. (a)
Modele um sistema que consiste de dois dtomos (com trés osciladores cada), entre os quais sdo distribuidos
4 quanta de energia. Escreva um programa para exibir um histograma mostrando o nimero total de possiveis
microestados do sistema de dois dtomos contra o nimero de quanta atribuidos ao 4tomo 1. Compare seu
histograma com aquele mostrado na figura 12.16 (vocé deve obter a mesma distribuicao). (b) Modele um
sistema que consiste de dois blocos sélidos, o bloco 1 contendo 300 osciladores e o bloco 2 contendo
200 osciladores. Encontre as possiveis distribuicdes de 100 quanta entre esses blocos, e faca um grafico
do nimero de microestados contra o nimero de quanta atribuidos ao bloco 1. Compare seu histograma
com aquele mostrado na figura 12.22. Determine a distribui¢do de quanta para a qual a probabilidade é a
metade da distribuicdo mais provdvel 60-40. (c) Faca uma série de célculos distribuindo 100 quanta entre
dois blocos cujo nimero total de osciladores seja 500, mas cujo nimero relativo de dtomos varie. Por
exemplo, considere nimeros iguais de osciladores, e razdes de 2:1, 3:1, e assim por diante. Descreva suas
observagoes.

Problema P62

Comece da sua solucdo para o problema P61. Para o mesmo sistema de dois blocos, com N; = 300 osci-
ladores e N, = 200 osciladores, faca gréficos de In€Q, InQ) e In(Q;Q;), para g; variando de 0 até 100
quanta. Seu gréfico deve parecer com aquele da figura 12.26. Determine o valor méximo de In(Q;;) e o
valor de g em que esse maximo ocorre. Qual € o significado desse valor de ¢ ?

Problema P63

Modifique seu programa para o problema P62 para fazer o grifico da temperatura do bloco 1 em kelvins
como fung¢do do nimero g; de quanta presentes no primeiro bloco. No mesmo grafico, inclua a temperatura
do bloco 2 em kelvins como funcio de g; (€ claro que g2 = giot — q1)-

Para fazer o grafico da temperatura em kelvins, vocé deve determinar os valores de AE e AS que corres-
pondem a uma variacdo de energia de um quantum. Considere o modelo que estamos utilizando. A energia
de um quantum, em joules, é AE = i /ks ;/m,. O incremento na entropia correspondente a esse incremento
na energia € AS = kA (InQ). Suponha que os blocos sdo feitos de aluminio. Com base em medidas do
médulo de Young a constante eldstica interatdmica k; para o Al é aproximadamente 16N/m. Na segéo
12.6 mostramos que a constante efetiva k; ; esperada para oscilagdes no sélido de Einstein € cerca de 4 vezes
o valor obtido pelas medidas do médulo de Young.

Qual é o significado do valor de g; (e de g2) em que as curvas de temperatura para os dois blocos cruzam-
se (as temperaturas sdo iguais)?
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Problema P64

Modifique sua anédlise do problema P63 para determinar o calor especifico como fun¢do da temperatura
para um tnico bloco de metal. Para observar todos os efeitos importantes, considere um tinico bloco de
35 atomos (105 osciladores) com até 300 quanta de energia. Note que nessa andlise vocé estd calculando
quantidades para um nico bloco, ndo dois blocos em contato.

Para fazer uma comparacio especifica com dados experimentais, considere os casos do aluminio (Al) e
chumbo (Pb). Para cada metal, faca um grafico do calor especifico C por dtomo contra T (K), com pontos
mostrando os dados experimentais reais dados na tabela seguinte, que vocé€ deve converter para valores por
dtomo como nos seus calculos tedricos. Varie a constante eldstica interatbmica k;; até que seus célculos
ajustem aproximadamente os dados experimentais.

[T [CAL[CPb ] T |CAI]CPb |
20 | 0,23 | 11,01 || 150 | 18,52 | 25,27
40 | 2,00 | 19,57 || 200 | 21,58 | 25,87
60 | 5,77 | 22,43 |[ 250 | 23,25 | 26,36
80 | 9,65 | 23,69 || 300 | 24,32 | 26,82
100 | 13,04 | 24,43 || 400 | 25,61 | 27,45

T estd em kelvins; C estd em J/K/mol

Que valor de k,; fornece o melhor ajuste? Com base no médulo de Young, os valores estimados da cons-
tante eldstica interatdmica sdo 16 N/m para o Al e 5N/m para o chumbo. Entretanto, lembre-se de que esses
valores precisam ser modificados ja que as “molas” no modelo de Finstein t€m metade do comprimento, e
h4 duas delas por oscilador.

Mostre a partir do seu grafico que o limite de altas temperaturas do calor especifico € cerca de 3kp por
atomo. A subida além desse limite em altas temperaturas pode ocorrer em virtude do fato de que supor
uniforme o espacamento dos niveis de energia do oscilador quantizado ndo é uma boa aproximacao para
estados altamente excitados. Veja o capitulo 8.
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