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Experiéncia 9
Método dos Minimos Quadrados 2 — Parte Tedrica

O método dos Minimos Quadrados e a Série de Fourier

Inicialmente vamos mostrar que o método dos minimos quadrados pode ser usado para
aproximar uma fun¢ao continua por um conjunto de outras funcgoes de um subespaco de
fungoes continuas em um intervalo fechado. Em seguida, deduzimos a representacao da
Série de Fourier usando a solugao do problema de aproximacao de fungoes segundo o método

dos minimos quadrados.

1 Aproximacao de funcoes com o método dos minimos

quadrados

Seja uma fungao f(t) continua em um intervalo fechado [T}, T;]. Deseja-se encontrar a melhor
aproximacao de f(t) dentre todas as fungoes de um subespago vetorial de fungoes continuas
em um intervalo [T}, Tp]. A seguir vamos mostrar uma solugao para esse problema usando o
critério dos minimos quadrados.

Considere que f(t) é a funcao a ser aproximada por

A~

f(t) = a1g1(t) + azga(t) + - - + angn(t), (1)

em que {gi(t),g2(t), -+, gn(t)} sdo fungdes continuas em um intervalo [T,,T3]. Por con-
veniéncia, vamos escrever f(t) como o produto interno de vetores

ft)=g"(t)a, (2)

sendo @ = [a1 a5 ag - o), g(t) = [g1(t) g2(t) gs(t) -+ gu(t)]" e [J7 denota a
operacao de transposicao.
Uma medida usual para assegurar a qualidade da aproximacao é

Ty

BM = [ [5(0) - fr)] )

Ta

e representa o erro quadratico médio da aproximacao para t € [T,,T,] em que as fungoes
f(t) e f(t) sdo continuas. Note que EQM é uma funcio quadratica em relacio aos coefi-

cientes {ay, g, -+ , @, } e, portanto, possui um unico ponto de minimo em relagao a esses
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coeficientes. Aplicando a derivada em (3) em relac¢do ao i-ésimo coeficiente temos

~

PN [ [ —i0) D Oa = [ [j0 - fo) awar.

t
80@ Q;

Para encontrar a melhor aproximagao de f(t) segundo o critério dos minimos quadrados a
igualdade

[ 0= i) atoar o )

deve ser satisfeita para todo coeficiente oy, ¢ = 1,2, -+ ,n. Essas n igualdades podem ser

representadas na seguinte equacao vetorial

[ [0 i) o

0
[ [0 i) o | = | ©)
: 0

[ [r0- i) st

ou ainda de modo compacto

[ s o) swar=o, )

em que 0 é um vetor coluna com n zeros.
Vamos denotar a* o vetor de coeficientes, que quando usado para obter f(t) = g”(t)a*
satisfaz a igualdade (7). Assim, essa igualdade pode ser expressa como

/ ) — gt Wal gt = [ F(g(t)di - ( / bg(t)gT(t)dt) o' =0 (8)

Ta

04

'
P

Ty
Note que p é um vetor com cada elemento definido como f®)g:(t)dt, i = 1,2,--+ n.

Além disso, G é uma matriz quadrada n X n com elemento (zj k) dado por

Ty
| atvata
parat=1,2,---nek=1,2,---n. Se a matriz G for invertivel, entao,
o' =G 'p 9)

é o vetor de coeficientes que minimiza EQM.
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2 Aproximacao através de funcoes trigonométricas

Seja a funcao trigonométrica
x(t) =ap + a1 cos(wot) + ag cos(2wot) + - - - + ag cos(Kwyt)
+ by sin(wot) + b sin(2wpt) + - - - + by sin( K wyt) (10)
com wy = 27 /Ty e Ty pertencendo aos reais positivos. Note que
{1, cos(wot), cos(2wot), - - -, cos(Kwot), sin(wot), sin(2wot), - - - , sin(Kwyt) }

sao fungoes linearmente independentes e z(t) é uma combinagao linear dessas fungoes.
Fungoes trigonométricas podem ser usadas para aproximar ou representar fungoes periddicas.

¢ Exercicio 1
Seja uma funcao f(t) continua no intervalo [0, T']. Deseja-se aproximar f(¢) pela soma

de senos e co-senos

F(t) =aq + a1 cos(wot) + ag cos(2wot) + - - - + ax cos(Kuwot)
+ by sin(wot) + bg sin(2wpt) + - - - + by sin(Kwot).

l.a) Por conveniéncia vocé pode representar f(t) com o produto interno de vetores

como em (2), ou scja, f(t) = g (t)a com

g(t) = [1 cos(wot) cos(2wot) - -+ cos(Kwot) sin(wgt) sin(2wot) -« sin(Kwot)|”

a:[aoal et A, blbg bK]T

Verifique que nesse caso, como as fungoes do vetor g(t) sao linearmente independentes,
os elementos da matriz G definida em (8) valem

0; i1 #k

/Tgi(t)gk(t)dt =9 T/2; i=k#1 (11)
0 T:; 1=k=1

paratodoi=1,2,---nek=1,2,---n inteiros sendo n = 2K + 1.

1.b) Verifique que os elementos do vetor e que fornecem a melhor aproximacao segundo
o critério dos minimos quadrados de f(t) sobre o intervalo [0, 7] sao dados por

=—/ 70 (12

= f/o f(t) cos(kwot)dt (13)

be = % /0 " H(0) sin kot dt (14)

parak =1, --- K.
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Genericamente para fungoes f(¢) continuas em um intervalo fechado [0, 7], espera-se que
quanto maior o nimero de termos usados para obter

]~

f(t) =ao+
k=1

lay, cos(kwot) + by sin(kwot)]

menor serd o erro da aproximacao. Pode-se provar que o erro quadratico médio da apro-
ximacao de f(t) tende a zero quando K — oo e nessa condicao

F(t) =ao+ Y [ax cos(kwot) + by, sin(kwot)] (15)

A representacao da Equagao (15) é chamada de Série de Fourier na forma retangular
de f(t) no intervalo [0,T]. Tais séries sao amplamente usadas em diversos contextos nas
Engenharias.

3 Séries de Fourier

Um sinal periédico s(t) qualquer, com periodo Tp, é igual a uma soma de sendides, ou seja,

2 2 2
s(t) = Ag + Ay cos | =t + @1 ) + Agcos [ 27t + 5 | + Agcos (3=t + g5 | +--- (16)
TO TO TO

Cada fungao periddica tera seus préprios valores para Ay e . Conhecendo esses valores,
pode-se descobrir informagoes que nao sao aparentes no grafico de s(t). Essa representacao
de um sinal periédico como uma somatoria de co-senos é chamada Série de Fourier.

A somatéria que descreve s(t) é composta de parcelas com frequéncias angulares iguais
a0, 1-2n/Ty, 2-2n/Ty, 3-27n/Ty, ---. Cada parcela é uma harmoénica do sinal s(t). A
parcela constante Ay é denominada componente continua. A parcela com frequéncia igual

2T
A —t
1 COS (To + g01>

é chamada componente fundamental ou primeira harménica de s(t), a parcela corres-

a do sinal, ou seja,

pondente ao dobro da frequéncia é a segunda harmonica, e assim por diante. A frequéncia

do sinal é fo = 1/T, em hertz ou wy = 27/Ty em radianos/segundo.

o Exercicio 2
Mostre que a partir de (15) é possivel chegar na representagao polar da Série de Fourier

ft) = Ao+ i Ay, cos (kwot + ¢x) - (17)

k=1

Fornega a relagao entre os coeficientes (ay, bg) e (Ag, ©k)-
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o Exercicio 3
Mostre que o sinal s(t) em forma de onda quadrada com amplitude A (valor pico-a-
pico) como a da Figura 1 pode ser representado em termos de Série de Fourier na forma
retangular com os coeficientes

0; k par
ag=A/4; ap,=0 parak#0 e bp=1 24 )
—; k impar
km
A s(t)
3A/4
t(s)
—A/4 | —
— — — — >
TO = ]./60 S

Figura 1: Representacao da onda quadrada no tempo.

¢ Exercicio 4
Considere o mesmo sinal do exercicio anterior. Determine os coeficientes da Série de

Fourier na forma polar.

Até agora calculamos os coeficientes da Série de Fourier a partir da funcao no dominio do
tempo. Uma questao de interesse é como obter um determinado sinal no dominio do tempo
com a soma de suas componentes em frequéncia. Na Figura 2, ilustramos o caso da sintese
da onda quadrada a partir da soma sucessiva de suas harmonicas. Inicialmente ilustramos
s1(t), que representa apenas o componente fundamental, ou seja, a primeira harmonica.
O sinal s5(t) representa a soma da componente fundamental mais a terceira e a quinta
harmonicas e s50(t) representa a soma das primeiras 50 harmonicas da série. Note que ha
um comportamento oscilatério na funcao aproximada. Além disso, essas oscilagoes vao se
concentrado nas vizinhancas das descontinuidades da onda quadrada. Observa-se um sobre-
sinal de aproximadamente 9%. Esse comportamento é chamado de fenomeno de Gibbs. Isso
acontece porque a Série de Fourier é exata apenas quando a funcao é continua. Em funcoes
com descontinuidades, como o caso da onda quadrada, a Série de Fourier é aproximada nas
vizinhangas das descontinuidades. Esse assunto serd abordado com mais detalhes em cursos
posteriores.
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Figura 2:

Aproximacao da onda quadrada no tempo.



