Experiencia 03
Transformacoes Lineares

9 de marco de 2015

Transformagoes em espagos vetoriais sao fungoes que levam vetores de um espaco vetorial
origem para outros vetores em um espaco vetorial destino. Recordando,

Definicao 1. Uma fung¢do ou transformagdo f de um conjunto origem (também conhecido
como dominio da fungao ou transformacao) D para um conjunto destino (ou contra-dominio
da transformagao) £ é uma relagao entre elementos de D e E tal que, para todo elemento
x € D, existe um (e somente um) correspondente y = f(z) € E.

Essa definicao estd colocada aqui para recordar que uma funcao é uma relagao entre dois
conjuntos (o dominio e o contra-dominio) que tem de satisfazer duas propriedades: 1) a
fungao deve ser definida para todos os elementos do dominio; 2) o valor da fungao para cada
elemento do domifnio deve ser tinico. E importante lembrar dessas condi¢oes quando formos
tratar de inversas de transformacoes lineares e matrizes, principalmente do que é possivel
“inverter” quando a matriz que nao for quadrada.

Transformacoes lineares sao funcoes que satisfazem propriedades de aditividade e pro-
porcionalidade (homogeneidade):

Definicao 2. Uma transformacao linear de um espaco vetorial U para um espaco vetorial
V' (ambos sobre o mesmo conjunto de escalares R) é uma funcao f : U — V satisfazendo

flax + By) = af(x) + 5[ (y),
para todos os vetores @,y € U e quaisquer «, § € R.

Repare que a definicao de transformacao linear é bem restritiva: por exemplo, se T é
uma transformacao linear, entao

T(0y) =T(0y +0y) =T (0v) + T(0y) = T(0y) = Oy,

ou seja, uma transformacao linear 7" de U em V sempre leva o vetor nulo de U, Oy, para o
vetor nulo de V', Oy .

Se o conceito de transformacao linear é assim “restritivo”, por que entao estuda-lo a
fundo? As principais razoes sao:



1. A propriedade de linearidade e a estrutura de espaco vetorial permitem que o efeito
de uma transformacao linear seja bem compreendido, tanto do ponto de vista tedrico,
quanto, por meio de algoritmos eficientes, do ponto de vista pratico. Isto significa que
um problema real modelado por transformacoes lineares pode ser analisado de maneira
eficiente e profunda usando as ferramentas de Algebra Linear.

2. Muitas operacoes de interesse pratico sao lineares ou aproximadamente lineares, como
por exemplo, a distor¢ao observada em uma imagem feita por uma lente desfocada,
a mudanca das coordenadas de um corpo rigido devida a uma rotacao, a derivada de
uma funcao (e, sob certas condigoes, também a integral), um atraso em uma sequéncia,
ou mais geralmente a transformacao efetuada em uma sequéncia ou fun¢ao por um
filtro linear, a transformada de Fourier (de tempo discreto ou continuo), e problemas
envolvendo probabilidades, como o célculo de estimativas de sinais Gaussianos segundo
o critério dos minimos quadrados.

3. Varios problemas cujas solu¢oes 6timas nao envolvem transformacoes lineares sao resol-
vidos por meio sequéncias de transformacoes lineares devido aos algoritmos eficientes
e ao estado avancado da teoria disponiveis para estas tltimas; por exemplo, véarios al-
goritmos iterativos para calculo de zeros de fungoes ou para otimizacao, métodos para
integracao numérica de equacoes diferenciais, o calculo de estimativas lineares para
sinais nao-Gaussianos, o filtro de Kalman estendido, etc.

Nas proximas experiéncias vamos ver algumas dessas aplicacoes. A maioria das outras
sera vista em cursos futuros, como Calculo Numérico, Sistemas e Sinais, Controle, Proces-
samento de Sinais, Probabilidade e Processos Estocasticos.

1 Matrizes e Transformacoes Lineares

Dada uma transformacao linear f : R” — R™ e bases' = {u1 un} eBB, = {’1]1 .. .vm}
para R"™ e R™, podemos descrever a transformacao hnear por meio de uma matriz, da seguinte
maneira. Para cada € R", temos

:B—Za]u]:>y f(x Zaj f(u;).

Como f(u;) € R™, e B, é uma base de R™, vale f(u;) = > ", 8;;v;. O resultado final é
que f(x) pode ser escrita em termos da base B,,, como

n m m n
z) =D o5 | DB | =D i DB
j=1 i=1 i=1 j=1

'Recordando, se B, = {u1 .. un} é uma base do R™, entao {u1 ... un} é linearmente independente e
todo vetor & € R™ pode ser escrito como ajui + aous + - -+ + apuy,, €m que aq,...,0, Sa0 constantes.




Agora, juntando os «; e 3;; em forma de vetor e matriz,

€51 51,1 51,2 e ﬁl,n

Qo 52,1 52,2 . 52,n
(w) Bn = N A = . .. . : )

Qap 6m,1 Bm,Q s Bm,n

f(x), na base B,,, se escreve como

(f(m))sm = A'(‘”)Bn'

Além disso, dadas B,,, B,, e f, a matriz A é tinica. Vamos denotar os elementos da matriz
A por [A];; ou por a;;, o primeiro indice correspondendo a linhas e o segundo a colunas.
Repare que as definicoes habituais de soma e produto entre matrizes sao definidas calculando-

se a matriz que representa as transformacoes lineares (f+g)(x) 2 f@®)+g(x)e (fog)(x) =

f(g(x)).

Soma de matrizes: Sejam f e g duas transformagoes lineares de R™ para R, e defina a
soma de f e g por

(f +9)(x) = f(z) + g(z).
Entao, dadas as bases B, de R" e B,, de R™, se a matriz correspondente a f for A € R"*",
e a matriz correspondente a g for B € R™*" entao a matriz C' correspondente a f + g sera

C=A+B,

em que o elemento ¢;; de C é dado por ¢;; = a;; + b;;.

Multiplicagao de matrizes: Seja f uma transformacao linear de RP para R™, e g uma
transformacao linear de R™ para RP. Sejam também A e B as matrizes correspondentes a
f e g, respectivamente, definidas a partir das bases B,,, B, e B,, de R", R? ¢ R™. Defina
(fog)(m) = f(g9(x)). Entao a matriz correspondente a f o g com respeito as bases B, e By,
é

C=AB,

R
em que ¢;; = > p_; Giby;.
Vamos ver agora algumas aplicacoes de transformacoes lineares.

2 Exercicios

Exercicio 1 (Recordagao). Considere o vetor do R?

-



escrito com relacao a base (coordenadas canonicas)

) f]

Quais sao as coordenadas de x na base formada pelos vetores

1 —1
Ulzll}, UQZ[I !

E com relagao a base formada pelos vetores

1 2
1U1:|:1:|, ’lU2:|:1



