Calculo numérico de autovalores.

Exercicio Computacional
MAP3122 - Quadrimestral 2019
Prof. Antoine Laurain

Esse exercicio computacional é individual. Veja as instrucoes detalhadas no final do texto.

1 Sistemas de vibracao

1.1 Um sistema de vibracao de duas massas
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Figura 1: Um sistema de vibragao de duas massas

Considere o sistema na figura [I] com duas massas e trés molas. As massas sdo limitadas a se mover
apenas na diregao horizontal (elas ndo podem se mover para cima e para baixo). As equagdes de
movimento para esse problema sio (verifique!)

mil + (kl -+ kg)xl — kngQ = 0,
mig + (k'1 + k‘g)xz — kox1 = 0.

Aqui ky e ko sdo as rigidezes das molas e as duas massas sdo iguais & m. Podemos reorganizar essas

equagoes na forma matricial seguinte:
i = Az, (1)

S (-8 «a 7k1+k2 7@
() () s e

Procuramos solugoes da forma

onde

x(t) = ve™?,
onde v € R? é um vetor, w € R é a frequéncia, e i denota o i complexo. Substituindo z(t) = ve™! em
obtemos a equagao

i = —w?ve™ = —wix(t) = Ax(t).
Assim, introduzindo A = —w?, obtivemos o problema de autovalor
Ax = dz.

Observe que A é simétrica, o que implica que os autovalores de A sao reais.
Para calcular os autovalores de A, vamos calcular as raizes do polinémio caracteristico p(A). Deno-
tando I, € R?*? a matriz identidade, calculamos

p(\) = det(A — AL) = (=\ = )2 — 2.



As duas raizes de p(\) sdo A\ = —ff —a e A2 = —f8 + «, que sdo tambem os dois autovalores de A.
Para simplificar a notagao, vamos escolher o caso particular k1 = ks = m = 1. Obtemos a =1, § = 2,
A1 =-3, o =—1.
Agora vamos calcular os autovetores vy, vo associados a A1, Ao. O autovetor vy é solugdo do sistema
linear
(A—)\kfg)’l)k :0, k= 172.

Observe, no entanto, que esse sistema linear ndo tem solugao tnica desde que det(A — A\pIl2) = 0. Por
exemplo, para k = 1, obtemos

(A= I)v = <_ﬂ;/\1 _ﬂoi /\1> 1= G 1) (2:) - (8>

Assim, temos duas vezes a mesma equagdo v1,; + vi,2 = 0. Isso significa que uma componente de vy
pode ser escolhida arbitrariamente, por exemplo v; 1 = 1, o que implica v; 2 = —1. Entao o autovetor
associado ao autovalor \; = —3 é
(1
v = (_1) .

Da mesma maneira, calculamos o outro autovetor

().

Observando que x(t) = ve~ ™! também é solucio de , obtemos todas as solugoes de na forma

geral

twit —iwit iwat —iwat

x(t) = civre + couie + cavoe ,

com w; = v/=A =V3ew, ==Xy =1. Aqui 0s ¢, k = 1,2,3,4, sdo coeficientes complexos. Para
obter solugoes reais, os coeficientes ¢; e ¢ devem ser conjugados complexos um do outro, assim como cg
€ Cq.

Consequentemente, obtemos as solugoes reais de na forma

+ c3ve

x(t) = y101 cos(wit) + Y3v1 sin(w1t) + Y2v2 cos(wat) + Y4v2 sin(wat).

Para obter os coeficientes 1, v2, 73, V4, precisamos de condigoes iniciais para a posi¢ao z(0) e a velocidade
#(0). Vamos considerar o caso onde a velocidade inicial é nula, i.e. #(0) = (0,0)T. Obtemos

. 1 1 0
(0) = w1y3v1 + WaYaV2 = w173 Sy ) Fwn () =1

que leva ao conjunto de equagoes

w1y3 +woys =0,
—w17Y3 +ways = 0,

cuja tinica solucdo é v3 = 74 = 0. Consequentemente, quando a velocidade inicial é nula a solucdo é da
forma
x(t) = Y101 cos(wit) + Y2vz cos(wat). (2)

Agora consideramos uma posicdo inicial 2(0) = (p1,p2)", obtemos

2(0) = 101 4+ Yav2 =V (71> = (p1> , (3)

72 b2

onde V € R?*2 é a matriz cujas colunas sdo os autovetores vy, vy, isto é

v V!
V= 1,1 21
V1,2 V2.2

Assim, os coeficientes 1, v2 sao dados por



Os modos de x(t) sao as partes de z(t) que tém as mesmas frequéncias. Por exemplo em , chamamos
~y1v1 cos(wit) de primeiro modo de z(t) e a2 cos(wat) de segundo modo de z(t).

Dependendo das condigbes iniciais (p1, p2), o sistema vai vibrar numa combinagao desses dois modos.
Por exemplo, é interessante observar que se escolhermos (p1,p2) como um multiplo do autovetor vy, o
sistema vai vibrar apenas no primeiro modo. De fato, é ficil de ver que se por exemplo (p1,p2) = v1, a
solugdo de (3)) serd (y1,72) = (1,0), o que implica z(t) = v; cos(wit). Assim, o sistema vai vibrar apenas
no primeiro modo e as duas massas se movem juntas em fase (e a mola interna nao tem efeito). Da
mesma maneira, se (p1,p2) = v1, 0 sistema vai vibrar apenas no segundo modo. Se vocé tentar condi¢oes
iniciais préximas, sem serem iguais, de um dos modos, (por exemplo, z1(0) = 0,9 e x2(0) = 1), vocé
obterd movimento préximo aquele modo sozinho. Para outras condigoes iniciais (por exemplo, x1(0) = 0
e 22(0) = 1), alguns movimentos complicados podem resultar, mas o movimento é sempre apenas a
combinacao linear dos dois modos do sistema.

1.2 Sistemas de ordem n
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Figura 2: Um sistema de vibragao de cinco massas

Vamos discutir um sistema dinamico que consiste de n = 5 massas em uma corda que esta sob tensao
uniforme 7. Cada massa m; tem uma posigao associada z; que é zero no equilibrio. As massas sao
igualmente espagadas a uma distancia ¢ umas das outras; ver figura[2] Para desenvolver as equagoes de
movimento, considere o caso quando as massas sao deslocadas do equilibrio; ver figura

Figura 3: Um sistema de vibragao de cinco massas

Agora vamos examinar m; de perto para podermos escrever sua equacao de movimento. A forga de
cada corda na diregao vertical é dada pela tensao multiplicada pelo seno do angulo entre a massa e a
corda; ver figura [4l Ha também uma forca inercial, entdo obtemos a equacao diferencial

my@1 + Tsin(f1) — T'sin(62) = 0.

Se assumirmos que a largura das massas, bem como o seu deslocamento vertical, sdo pequenas em
comparagao com a distancia ¢, entdo sin(6,) = x1 /¢ e obtemos a equagao

. 1 T2 — T1
T— —-T——=0.
ity 4 ]
Reorganizando a equagao, obtemos
.. 9 T n T
I =-2—=x — 9.
! mlf ! m1€ 2



Da mesma forma, considerando que mso é conectado com m; e mg, a equagdo de movimento para mso é

T 9 + T
= —X1 — 22— —I3.
m2€ ! m2€ 2 m2€ 3

Depois de escrever as equagbes de movimentos para as outras massas, obtemos o sistema & = Ax com

T

m,

M,

Figura 4: Um sistema de vibragao de cinco massas
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1.3 Tarefas computacionais

Para n = 2, os autovalores A1, A2 podem ser calculados explicitamente porque o polinémio caracteristico
é de grau 2. A partir de n > 3, o célculo explicito dos autovalores é dificil ou impossivel, mas podemos
sempre calcular uma aproximagao numérica dos autovalores. As solugbes numéricas podem ser visuali-
zadas para diferentes condigoes iniciais na pagina:
http://lpsa.swarthmore.edu/MtrxVibe/MatrixAll.html#Intro.

1. Calcule os autovalores e autovetores da matriz A dada por usando o método QR descrito na
secao [2| no caso my = 1 para todos k = 1,2,3,4,5, e tambem com T = ¢ = 1. Os autovetores
devem ser mormalizados, o que significa que seu algoritmo deve fornecer os autovetores v com a
propriedade [[v|? = Y7 _, v = 1.

2. No seu relatdrio, escreva a forma geral da solugdo z(t) de & = Az usando esses autovalores e
autovetores com a velocidade inicial nula, isto é #(0) = (0,0,0,0,0)". (Use apenas as notagoes
Ak € v para escrever a forma geral da solugao x(t), ndo use os valores numéricos para escrever a
solucdo).

3. Estude as simetrias e antissimetrias dos autovetores em relagao a posi¢ao da massa do meio. O que
acontece quando comegamos com uma posicao inicial das massas simétrica em relacao a posigao
da massa do meio? E quando comegamos com uma posigao inicial antissimétrica?

4. Considere a matriz seguinte

2 1 0 0 0 0 0
~11 10 0 0 0 0
10 -11 1 0 0 0
1 o o[, (5)
1 0
1

b
Il
OO OO =
()
—
I
)

0 0 0 1 -2
0 0 0 0 0 1 -2

Explique como essa matriz pode ser interpretada como a matriz dum sistema & = Az para um
sistema de ordem n semelhante ao sistema apresentado na secao Calcule os autovalores e
autovetores normalizados da matriz A dada por usando o método QR descrito na segao
Escreve a forma geral da solugdo x(t) de & = Ax usando esses autovalores e autovetores com a
velocidade inicial nula. Interprete o resultado do ponto de vista da fisica (em termos de frequéncia).


http://lpsa.swarthmore.edu/MtrxVibe/MatrixAll.html#Intro

2 Fatoragcao )R de matrizes

Para calcular os autovalores de A € R™*"  usaremos a fatoracdo QR tal que A = QR, onde @ é uma
matriz ortogonal e R é uma matriz triangular superior. Desenvolveremos aqui esse método de fatoragao
QR de matrizes n X n, através de transformacoes de Householder.

2.1 Algumas notagoes

Dado um vetor u € R™, usamos a convengao que ele é um vetor coluna, isto significa que u é identificado
a uma matriz de R™*!, i.e. uma matriz com n linhas e uma coluna. Assim, o transposto u' é uma
matriz de R ™, i.e. uma matriz com n colunas e uma linha. Dados dois vetores u,v de R?, o produto
wv’ segue a regra de cdlculo matricial de uma matriz R"*! com uma matriz de R'*", entdo uv’ € R™"*"
é uma matriz quadrada. O produto uv' tambem é chamado produto externo ou produto tensorial de u
e v e as vezes é notado u ® v.

O produto escalar (ou produto interno) de dois vetores u,v de R™ é denotado u - v e definido por:
n
wov=ulv= Zuivi.
=1

2.2 Autovalores e autovetores

Dado uma matriz quadrada A € R"*™, dizemos que A € C é um autovalor de A se existir um vetor
x € C" x#£0, tal que Az = Ax. Nesse caso chamamos = de autovetor associado ao autovalor A\. Observe
que apesar de A ter suas entradas todas reais, os autovalores e autovetores de A podem ser complexos.

O problema de autovalor pode ser escrito como Ax — Ax = (A—\I,)x = 0 onde I,, € R™*™ é a matriz
identidade. Como z # 0, essa equagdo tem solugbes apenas se

p(\) = det(A — A,,) = 0. (6)

De fato, podemos mostrar que os autovalores de A s@ao exatamente as solugoes de @ em C. Observa
que p(A) é um polindmio de grau n na varidvel \, entao pelo teorema fundamental da dlgebra, a equagao
p(A) = 0 tem n raizes em C. Entao A tem n autovalores em C. O polinémio p(\) se chama polindémio
caracteristico. Observe, entretanto, que alguns autovalores podem ter o mesmo valor. Por exemplo,
todos os autovalores de I,, valem 1.

Uma propriedade importante que usaremos neste exercicio computacional é a seguinte: os autovalores
e autovetores de matrizes simétricas sao reais, isto é A € R e z € R".

2.3 Transformacgoes de Householder

Dado v € R™ definimos a transformacao de Householder H, : R — R" dada por H, = I, — 2%
(onde I, é a identidade), que a cada x € R" associa H,r = x — 227v. Esta transformacdo determina
a reflexdo do vetor = em relacdo ao espaco v . A transformacio linear H, é ortogonal e simétrica, ou
seja, (H,)~' = H] = H,. De fato, temos:

T T
Hz-;r = <ITL 2W> = In 72(1)'0 ) :Hva
v v
T T T TN T
g HT = (1, 2% ) (1, 2% ) =, 4% g )
v DREY OREY OREY (v-v)?

Observemos ainda que uma transformacao ortogonal preserva a norma de um vetor, ou seja
|Hyu|?> = Hyu - Hyu = (Hyu) " Hyu = u" HyHyu = u' Tyu = u'u = ||ul|?.

Dados dois vetores x,y nao nulos em R™, podemos definir uma transformacdo de Householder tal que

H,x = Ay com X € R. Para tanto basta tomarmos v = x + ay, onde o = i% (verifique!).

Exemplo 1. Consideremos x e y em R3, com 7 = (1,1,0) e y" = (0,—1,1). Definindo v = = + v,
calculamos v’ = (1,0,1) e

VT
Hr=x—-2—uv=2—v=—y.
V.U



Note que nesse exemplo, para o calculo de H,x nao necessitamos da representacao matricial da
transformagao H,, bastando calcular os produtos escalares de v por x e de v por v e depois adicionar
dois vetores. Poderfamos escrever a matriz que representa H, : R3 — R3 como

0 0 -1
H,=[0 1 0],
10 0

e entao multiplicar pelo vetor x. Isto nao s6 é desnecessario, como seria computacionalmente bem mais
ineficiente (terfamos O(n?) multiplicagdes na montagem de H, e também no cdlculo de H,x ao multiplicar
a matriz pelo vetor, enquanto que o calculo dos produtos internos e a soma dos vetores envolve apenas
O(n) operagoes).

2.4 Fatoracao QR

Agora iremos mostrar como transformar uma matriz A € R"*™ em uma matriz R € R™*™ triangular
superior, i.e. com R;; = 0 para i > j, através de sucessivas transformagoes de Householder. Ou seja,
vamos definir as matrizes de transformacao H,,,H,,,...,H,, ,, tais que H,, ,...H,H,A = R e
portanto, como as transformagoes de Householder sao ortogonais e simétricas, teremos que A = QR ,
com () ortogonal dada por

Q=(H, ,...H,H,)"=H, H,, . H

. [

Seja a1 = (A1,1, 421, .. ,An,l)T a primeira coluna de A e e; = (1,0,.. .,0)T o primeiro vetor da base
canodnica do R™. Definimos v; tal que a transformacgao H,, leve o vetor a; em um multiplo de e;. Isto é
feito definindo

llaa |l
l[ell
Escolheremos o ¢ nesta expressao igual ao sinal do primeiro elemento de a;. Apds a aplicacao de H,, a
matriz A, obtemos uma matriz da forma

vi=a1+90 61:a1+(5||a1”€1.

* ok % *

0 * = *

H. A= |0 x x *
V14 T

0 *x = *

onde os * representam valores quaisquer e zera-se a primeira coluna abaixo da diagonal principal. Supo-
nha agora que foram executadas i — 1 etapas do processo e que a nova matriz A,y = H,, , ... H,,H, A
possua zeros abaixo da diagonal principal em suas primeiras ¢ — 1 colunas. Vamos agora definir a trans-

formagao de Householder H,, a ser aplicada a seguir. Escolhemos v; = a; +9; HZ” e; = a; +d;||a;||e;, onde
v k3

ai =(0,...,0,Ais, Ais14,---,Ani)T, €; é 0 i-6simo elemento da base canonica do R™ e §; = sgn(4; ;) é
o sinal do coeficiente A4; ;. Como as primeiras ¢ — 1 posicoes do vetor v; serao nulas a aplicacao da trans-

formacao H,, nao ird alterar as primeiras ¢ — 1 linhas da corrente matriz A,_; e nem as suas primeiras
i — 1 colunas.

Exemplo 2. Vamos supor que apds duas etapas do processo tenhamos chegado a matriz sequinte:

2 1 0 -1 1
o3 0 1 2
Ay=10 0 2 2 -1
00 -1 -1 2
00 2 3 1

Teriamos entdo vs = az+| as|les, comal = (0,0,2,—1,2) eel =(0,0,1,0,0). Assim, vd = (0,0,5,—1,2)
e apds a aplica¢ao de H,, a matriz A obteriamos nova matriz (apds 3 etapas):

21 0 -1 1
o3 0 1 2
A;=10 0 -3 —11/3 2/3
00 0 2/15 5/3
00 0 11/15 5/3



Note neste exemplo que nesta etapa s6 alteramos a submatriz onde tanto ¢ > 3 , como j > 3 e que o
resultado corresponde & aplicagdo de uma transformagao de Houlseholder Hz, de R? em R? as 3 colunas
desta submatriz, com 9] = (5,—1,2) (Faga as contas!). Este é um fato geral. A aplicagao da matriz H,,
a matriz ﬁk,l na k-ésima etapa apenas altera a submatriz onde tanto ¢ > k , como j > k. Tal fato pode
ser usado na implementacao do algoritmo, evitando-se operagoes desnecessédrias. Apés as n — 1 etapas
do processo, a matriz A abaixo da diagonal principal estara zerada.

2.5 Calculo de autovalores usando a fatoracao QR

Dado A € R™ ™ e a fatoragdo A = QR, definimos A; = A, R = R e Q1 = Q. Definimos Ay = R1Q1
e procedemos a uma nova fatoracao As = Q2 R>. Repetindo este processo, obtemos uma sequéncia de
matriz Ax. Uma vez Ay obtida, calculamos a fatoragao A = Q Ry, e definimos Ax41 = RpQk. Com
essa construcao obtemos o resultado seguinte.

Teorema 1. Seja A € R™™™ com os autovalores \; € R, i = 1,...,n. Suponhamos que os autovalores
satisfazem
A1l > [A2] > - > |An] > 0.

As matrizes Ay, definidas acima convergem para uma matriz triangular superior U com entradas diagonais
Ai, i=1,...,n. Se A é simétrico, entdo U € diagonal tambem.

A prova deste teorema ¢ dificil e ndo pode ser feita aqui. Na pratica, ndo obtemos a matriz triangular
superior U, mas paramos o algoritmo quando k é suficientemente grande, e obtemos uma aproximagao
Ay = U. Por exemplo, podemos parar o algoritmo quando todos os coeficientes de A; abaixo da diagonal
sa0 menor que um & pequeno, escolhido pelo usudrio no inicio. Nesse caso, a matriz Ay é quase triangular
superior, no sentido que os coeficientes abaixo da diagonal sao pequenos, e os coeficientes na diagonal de
Ay sdo uma boa aproximacao dos autovalores de Ay.

Quando as autovalores de A ndo satisfazem |A1| > |[Aa] > -+ > |A,], & convergéncia do processo
descrito acima nao é garantida e o método QR pode falhar. Também, quando a diferenga de magnitude
dos autovalores é pequena, a convergéncia do método QR pode ser lenta.

Exemplo 3. Use o método QR para calcular os autovalores de
5 =2
A= [_2 . ] .
Solugao. O polinémio carateristico de A é p(A) = det(A—AI) = (5—X)(8 —A) —4. A duas raizes desse
polinémio de ordem 2 sao 4 e 9, entao os autovalores de A sao 4 e 9. Agora vamos calcular as matrizes

Ay do método QR e observar que elas convergem para uma matriz diagonal U com os autovalores 4 e 9
na diagonal.

Iteracao 1.

5 =2 —0.928 0.371 —5.385  4.828
Al_A_[ ] Ql_Q‘[o.:m 0.928}’ Rl_R_[ 0 6.685]

Iteracao 2.

6.793  —2.482 —0.939 —0.343 —7.233  —4.462
Az = Q= {—2.482 6.207} &= {—0.343 0.939 } » Fa= { 0 4.977}

Iteracao 2.
8.324 —1.708
As = R = {—1.708 4.675 } ’

Iteracao 6.
8.993 0.173
As = 1505 = {0.173 4.006] ’

Tteracao 12.

8.9999996 0.00134
A2 = R11Qu1 = [ } .

0.00134  4.000018



Observamos que Ay estd convergindo para a matriz diagonal
9 0
com as entradas na diagonal iguais aos autovalores de A.

2.6 Calculo de autovetores usando a fatoragao QR

Na secao anterior, calculamos apenas os autovalores duma matriz A. Se a matriz A for simétrica, podemos
tambem calcular os autovetores correspondentes usando o método QR. Na secao 2.5 introduzimos a
matriz Q) que vem da fatoragdo Ax = QrRk. Agora vamos definir uma matriz Vj, € R™*" définida por

k
Vi = Q1Q2Q3 ... Qx = [ @i
i=1

Podemos mostrar que a matriz Vj é ortogonal e que Vj se aproxima de V quando k — oo, onde V é uma
matriz ortogonal. Se a matriz A for simétrica, entdo as colunas de V' s@o os autovetores de A. A ordem
dos autovetores corresponde a ordem dos autovalores na diagonal da matriz U.

Num algoritmo numérico, atualizamos V; em cada iteracao usando a propriedade Vi = Vi_1Qk.
Assim, para k suficientemente grande, obtemos uma aproximagao dos autovetores.

2.7 Tarefas computacionais

Testes Iniciais
e Consideremos a matriz simétrica

A:

O = W
S W
N OO

Calcule o valor exato dos autovalores de A usando o polindémio caractéristico. Calcule também o
valor exato dos autovetores de A resolvendo os sistemas lineares (A — A\gI)x = 0 para k = 1,2,3
(Observe que temos det(A — A\pI) = 0, pois « # 0, entdo esse sistema linear tém apenas duas
equacoes independentes, e por isso tem uma infinidade de solugoes z. Uma solugado tinica pode ser
obtida escolhando uma normalizagdo). Os autovetores vy devem ser normalizados, i.e. eles devem
satisfazer ||vgx]| = 1. Depois, calcule uma aproximagao numérica dos autovalores e autovetores de
A usando o método QR. Verifique a convergéncia para os autovetores e autovalores calculados
explicitamente. Para a comparagao, é importante que todos os autovetores sejam normalizados.

e Consideremos a matriz

3 40
A=1(1 3 0
0 0 2

Calcule o valor exato dos autovalores de A usando o polindémio caractéristico. Depois, calcule uma
aproximagao numérica dos autovalores de A usando o método QR. Verifique a convergéncia para os
autovalores calculados explicitamente. Como a matriz A néo é simétrica, ndo podemos aproximar
os autovetores de A usando a matriz Vj, da segao .

1 1
iy
Calcule os autovalores de A usando o polindémio caractéristico. Depois, calcule os autovalores de A

usando o método QR. O que acontece? Explique o comportamento do algoritmo para essa matriz.
Como a matriz A nao é simétrica, nao podemos aproximar os autovetores de A usando a matriz

Vi da secao (2.6)).

e Consideremos a matriz



e Consideremos a matriz

3 3
A= {0.33333 5}

Calcule os autovalores de A usando o polindmio caractéristico. Depois, calcule os autovalores de A
usando o método QR. O que acontece? Explique o comportamento do algoritmo para essa matriz
(vocé também pode comparar com os resultados obtidos por outros pacotes para computacao de
autovalores). Como a matriz A ndo é simétrica, ndo podemos aproximar os autovetores de A
usando a matriz Vi, da secao .

Instrucoes

As anélises e resultados obtidos devem ser organizados em um relatério que deve minimamente
discutir os problemas estudados e os resultados obtidos.

e O exercicio é individual.
e O exercicio deve ser feito em linguagem C ou Python.

O uso de bibliotecas ndo é permitido (por exemplo para realizar as operagoes entre matrizes).
A dnica excecdo é que fungbes que permitem a representagdo de matrizes sdo permitidas (por
exemplo, a fun¢do numpy.array).

A entrega deve conter o relatério (em .pdf), contendo a andlise do problema estudado, e o cddigo
usado para as simulagdes computacionais (arquivos .c ou .py). A entrega deve ser feita em um
arquivo compactado tinico.

O uso de BKTEX para escrever o relatério é fortemente incentivado.

O seu cédigo deve estar bem comentado e estruturado. A entrada e saida devem ser feitas de forma a
ajudar o usuario a executar o programa e deve facilitar a analise dos resultados. Inclua qualquer arquivo
adicional necessario para o seu programa no arquivo compactado a ser entregue. Se o seu programa
precisa de arquivos de entrada, considere que os mesmos encontram-se na mesma pasta do executavel,
ou solicite o caminho/nome do arquivo ao usudrio.

Vocé deve resolver tanto os exercicios relativos a aplicacao, descritos na parte de sistemas de vibragao,
quanto os testes descritos na se¢ao anterior de Testes Iniciais.
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