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A eg. de Schrodinger em coordenadas esfeéericas

., 10(,0 1 6 5 Y, R e
Vi=e——II"— |+ senld — |+ —5——; > |
reor or) r-senéd o6 00) r°sen“6 op S
s 1/
/__A_i_______‘:s'zx’y)
Lembre-se que a dependéncia temporal é 0
. . h—Y =EY
parametrizada por um autovalor da energia, E. ot

Podemos, entdo, escrever a eq. de Schrodinger como:

2
vy ev(ny =Ey
2

2 2
_T 12 g (rzawj+ : 1 9 (seneé"”j+ : 1 : a‘i +Vy =Ey
2ul\ reor or resen@ 06 00 ) r<sen<d op

Y(r,0,¢) = R(r)Y(0,¢)




!arte que !epen!e !e %

D(p) =™ , com m positivo ou negativo

Ai aparece uma diferenca fundamental com a particula na caixa 3D: a

variavel ¢ é ciclica e se repete apds o intervalo [0,2r7].

As autofuncdes devem ser univocas . Entao, para garantir a unicidade da
funcao de onda, temos que impor uma condicéo de periodicidade a
autofuncao:

w(21) =y (0) oqueimplica em:

im(2x) — im0

e e = cos2mtm=tisen2am =1

Portanto os valores de m ficam restritos, uma vez que m tem que ser inteiro.

‘m‘ =0,1,2,3...... , M sO pode ser inteiro, positivo ou negativo

Temos um novo numero quantico m



Parte que depende de ¢

1 d d® 5
(sinﬂ—-sinﬂ— + A sin%6 @) =-m

C) dé do

1 d de ©®
—send——| senfd— |+-m? + Asen’d =0 X—
C) dé déo sen‘d

1 d 2 d® 5 m? i
— — 4+ e s
sinf d6° df sin®f
Solucdes: Funcdes de Legendre As Unicas solugdes finitas e univocas

de ®(0) sao aquelas para as quais a

As solucdes aceitaveis para ¢ sao constante de separacdo A é tal que:

funcdes de Legendre
variam com £ e m A,=¢(¢+1), £=0,1,2,....
0,0 (=0123.....
m,=—¢—¢+1,...-2,-1012,..0-1,¢



1
£=0 =0 Yoo = |/ —
m 00 .
3 |
=1 m=1 Y,,= —1/ =— sinfe*®
8
0 Y ) 6
m = 10 . Cos
3
m= —1 Y,_, =1 = sinfe "
8
L, N R
= m = 29 3277 sSinve
15 ",
S&o normalizados de m= 1 Yo=—Y| g, sindcosbfe
acordo com a relacao: 5
m =0 Yoo = 1/ —— (3cos?0 — 1)
5 167
1=f Y,,(0,¢)|* dQ 15 .
all Q m= —1 Y,_, = 8—sin00030e—"”
T
com dQ = sinfd0 do 15
m= —2 Y5 5= Y = sin®g ¢~ 2'®



R B
Y(0.4)=06,,(0),()

Sao chamados de harmonicos esféricos

momento angular orbital, associada a R(r), ®(&)e ao modulo de L
nlmero quantico magnético, associado a componente z do momento angular

1. os autovalores de L* sdo iguais a #°¢(¢+1), sendo ¢ um inteiro ndo negativo

Loy (r.0,8)=n"1(1+ Ly (r,6,9)
2.0sautovalores de L, sdoiguais a zm,sendomum nteiro talque:—/<m</

L, y(r.0,¢) =mny(r,0,9)

Isso mostra que os valores possiveis de L? e de L, s&o discretos
(quantizados), evidenciando a quantizacdo do momento angular e da
componente z do momento angular.

‘L‘ :h\/l(l +1) m =—l~1+1...01,...1 -1
L.=m7Z m-oz+1:243..,




Solucao da parte radial

A solucao da equacao radial R(r) depende da forma detalhada do V(r) e o
Nnovo numero quantico associado a coordenada r € denominado nimero

n quantico principal
h? d _dR 2

—r2— + | V(r) + s¢(¢/+ 1) |R = ER.
Q;Lr dr dr 2ur

A solucao desta equacao € do tipo :

e g
R =aeMrl3 | —

ni 0 nl

« \

o raio de Bohr (a,)
72 S&o os polindbmios de Laguerre




Assim, as funcbes sdo definidas por: R, ,= ¢ »/"™—=———< com p = —.

n

Séo as funcdes denominadas polindbmios de Laguerre

Alguns exemplos de funcOes radiais normalizadas:

n=1 =0 R10=\/_3€—‘°
a
1 P\
n=2 =0 Ry = 2a3(1—-2-)e p/2
1
=1 R, = pe P2
! 2V6a>
2 2 2
= /= R., = 1 — — —p*| e P/3
" ’ o=l 3t 37
8 ¢
/=1 Ry = p(l - —)e_p/3
27V6a> 6
A4
/"_‘2 R32— Qe——p/3




Camada N,

Fi=
2 af 16 estados

e 6i0 As ¢ = Ap €=
— n=3 Sl 3s £ 3p s
— n=2 £z0 2s £ =l

n=123...

1=0123,....(n-1)

[ ==t

F=0

2 e ls Camada K, 1 estado

Camada M, 9 estados

2p  Camada L, 4 estados

d = n’

ha n? estados distintos

notacao espectroscopica
spdfgh....
Valores de |
012345....

0s niveis de energia do
elétron simples sdo
chamados camadas
K LM N...
comvaloresdenl1234 ...




Atomos com 1 elétron

Parte radial da eq. de Schrodinger, com autovalor de energia E:

h d 2cz’R .

— R = ER
it dr dr

£(4+ 1)

- [V(r) -+ >

pr?

Vamos inicialmente nos concentrar nos casos em que £ = m = 0, o que

nos restringe aos harmonicos esfeéricos Y, (Que s&o constantes): (isto
seria 0 estado fundamental n=1)

2 Caulomb
VA

2 2
I [2(00), 0] 2 g
2u.fr\dr) dr° | dmer

Como a solucéo deve tender a 0, quando r tende a infinito, podemos tentar

uma funcéo que decaia exponencialmente:
B2 2 % R(r) = Ac77"
——(R”+—R’) — R = ER.
21 r

dareyr



R(r) = Ae™7/° A R A Rl 1

R=——¢7"=—-— "¢ R”=—26_’/"= 5
Temos, entdo, que: . a 4 .
L = B2 1 2 Ze?
Substituindo na equacao: I s —E
h* 2 Ze* 2u\ a® ar dae,r
o RII + _R/ — R — ER.
21 r 4are,r 1 2uE 2uZe’* 21
_ + + -—1==0
Essa igualdade vale para qualquer r, a’? h? Are h® ar
4. B>
228’ 2)_1*Qg que fornece um valor para o parametro a: 4 = ;83
dre h®  a “

_ Que € o raio de Bohr:
autovalores da energia:

2 Coincide com a
1 + Z'UE 00— E = _h— expressdo de Bohr para o
a2 R’ 2/_@ estado fundamental do H.

2u (Ame i) (4me, )’ 2K "n_1(4”8o)22h2”2

E, =-13,6eV

W (ze*m)?  Z%'u Y Z%s




u
E=—-—Z°E,, onde E,=

me

2
e” m,
e, | 2Ah*
Assim, a funcao de onda para o estado fundamental pode ser escrita como:

; [4
usando YOO = e R, = = 4=t

4 1 :— Bohr
I W0 = RioYoo = e_rlaw/? —4 g ELUA
E aenergia: E,, = EBM = — —Z%E, Vo
me
podemos verificar a constante de normalizacgao:
. e-—2r/a
f|‘1’100|2d’r = fdﬂ/ r2dr : dr = r?drsin0d0de = r?drdQ
0 mTa
4qr 00 4 a\s .
ol r2e=21/a Jp — __32!( _) =1 Ela vai aparecer }
L a 2 bastante!

o0
Lembrando que: f P~/ dy = ) g2t
0



Harmonicos esféricos

1
/=0 m=0 %=\ Funcdes Radiais
9 Table 8.4 The Radial Wavefunctions R,¢(r) of
/=1 m=1 Y,,=—1 —sinf ¢’ Hydrogen-like Atoms for n = 1, 2, and 3
W = —

3 n ¢ Rnt’(r)
m=0 Y =V—cos0 N
10 477 1 0 (l) Qe-—[r/ao
3 . 7 \3/2
m= -1 Yi_ = V—sinﬂe"‘” 9 0 ( 2 ) (2__Zl)e—Zr/2ao
8w 2a a

15 , <
/=2 m=2 Yy = V 97 sin’f ¢*¢ ; . ( )3/2 3 [1 _ 27 _2_(£>2] .
15 8a0 3&0 27 ag
m=1 Y, = - V — sinfcos f e’ 3 1 ( Z )3/2 &.ZL(I _ _ZL)e—zf/sao
87 3ag 3 a 6ay
5 e (Er
m=0 Yy = T (3cos’d — 1) ) |
15 ,
m= -1 Y,_, =1/ =sinfcosfe
8
[ 15 :
m= =2 Y,_,= 37m sin’f ¢~




Os valores permitidos para 0s numeros quanticos n, ¢,m associados
as variaveis r, 0 e ¢ séo:

n=123..... n>0
1=0123,......n-1 | <n
m =-1,-1+1...01....1-1]1 m,[ <

Para qualquer potencial V= V(r) o momento angular é quantizado, e
seus modulos permitidos (autovalores) sao dados por:

‘ L‘ — h\/l (I —|—1) 1=01,2.3,..., , | € chamado nimero quéntico

momento angular

| = mlh A componente z do momento angular
z também é quantizada,

m, =0,+1,42,43,... £/




Numeros guanticos do atomo de hidrogénio

Simbolo Nome Valores permitidos

n principal 1,2,3,...

orbital 0,1.2,...n—1
my magnetico orbital —1,—({ —1),....,4+({ —1),+I

\Médulo do momento angular orbital

rientacdo no espaco do momento angular orbital




Funcao total

n=11=0m =0 Yoo = RloYooe_iElt/h

1 estado
—iEst/ 7
N = 2, I — O, mI — O TZOO — RZOYOOe 1 estado
L —iE,t/ A
........ ,I — 1, m, — O,il LIJZlm T I?21Y1me 23 estados

Total = 4 estados

—iEst/ A
n=31=0m =0 W00 = R3oY00€ 1 estado
________ ’I zl,m :O’il \J — R —iEgt/ 7

| 31im 31Y1m® 3 estados
— — +1 + —iEgt/ 7
........ 1 =2, m, 0,£1,%£2 \1132m R32Y2me iEst
5 estados

Notacao espectroscopica

Total = 9 estados
1=0,1,2,3,4.... Corresponde a s,p,d,f,g,h..... (0rbitas eletrdnicas )

n=1,23........ Corresponde aos diferentes niveis de energias K,L,M,N...



Diagrama de niveis de energia do H

ndo permitido

n=4 -0,8

4f
n=3 -1,5

n=2 -3,4

n=1 -13,6 letra S p d f g h ..
1 SHARP PRINCIPAL DIFUSE FUNDAMEN
S TAL

Cada transicao representa a mudanca de energia do atomo e deve
ser compensada por emissao (ou absorcao) e energia de outra forma.
Para conservar o momento angular total (atomo+ foton) em uma
transicao optica, o momento angular do elétron de um estado inicial e
um estado final deve diferenciar de uma unidade isto é:

0 —1|=1
Al =+1



X - . —r/a 18
Solugao: R (r)=Ae a relacionado ao raio de Bohr

F— o0
4 Ejo=E" :_miZZEo
RlO — ge—r/a .
—rlay—Ef"t/n 2
= e e ! 2
Y 1 WlOO EO _ (46 j er;lez =13,6eV
T — TE
C ax C1o0 ’
2 2
Os valores permitidos de E: g - _ z zEO _ L 13,26€V
n n

O fato da energia do atomo de hidrogénio ndo depender def esta
de acordo com a teoria classica 1

Uma particula que se move—~  orbita eliptica sob acao de umaF ~ —
nao depende da excentricidade da orbita. A 6rbita de menor r
excentricidade (proxima de um circulo) esta associada ao maior
valor do momento angular, enquanto que ode  pequeno
corresponde a uma Orbita altamente excéntrica.



A funcao para o estado fundamental g~"/a

Wio = ﬁ

e—iElBOhrt/h

Densidade de probabilidade
do 4&tomo no estado fundamental |’>” 100|

A distancia média entre o elétron e o nucleo é dado pelo valor esperado:

<r> = IW:Imr l//nlmd 2

-2r/a
e

7Z_a3

Para o estado fundamental:

(r)= jw:,mrz//n,mdr = IdQTr redr
0

(r)= 47rijr3e‘2”adr

ma’ )
a <r>=47zi33!(§j
2 7ia 2

n=11=0

o0
f re /70 dy = p! r0”+l I, =
0

 Amgh?

7 o raio de Bohr (a) (r)= 54
u




A distancia média entre o elétron e o nucleo é dado pelo valor esperado:

<r> — IW:Imr Wnlmdz—

Para o estado estacionario:

1

o, 1 £(6+ 1)
(r) = an {1 + 1L

1

Para o estado fundamental: N=11-0 (r) = a{l+%}




fundamental do atomo de H Wioo =

Um elétron descrito pela funcdo de onda acima é encontrado com
probabilidade por unidade de volume dada por:

-2r/a
2 €
A “posicéo” do |W100| = 3
e- agora é a
diluida no
espaco nao e
mais bem

determinada

/ 3000

—|ElB°hrt/h

[=0

do angulo, todo

esfericamente
simétricos

(estado s)
séo

 DENSIDADE DE PROBABILIDADE-
«a probabilidade tem simetria esférica
*€ maxima na origem
 diminui exponencialmente com r

1
530

—5ao T

|\V100|2{\

<Y




Observaveis

Determinacéo de probabilidades: medidas de |¥(r,6,¢,t)|> num dQ em

torno de uma certa orientacdo 6, em um namero grande de sistemas.
Mas o elemento de volume em coordenadas esféricas é:

dr = r2drsin0dfd = r*drdQ.

L= [  |[¥Pdr

Pela condicao de normalizacéo, temos que: espaco
rsinods Portanto:
dr
L= [ |[¥nltdr
/ espaco

], e .0
0 all




~ Epelapropriedade de normalizagéo dos harmonicos esféricos
-

al

Y, (0,¢)]?dQ com dQ = sinfdldo
19

temos que: i = fooan,(r)|272dr
0
O gue nos permite introduzir uma densidade de probabilidade radial, dada por:
Pn/(’) = ’lenf(’)|2
o0
sujeita a condi¢c&do de normalizagao: I= fo P,(r)dr

P, é interpretada como a probabilidade da particula ser encontrada em uma
casca esférica de espessura dr a uma distancia r da origem. Notem o
aparecimento do fator r? na defini¢do de P,, que faz com que a densidade de
probabilidade radial tenda a zero quando r o faz. Isso se deve ao fato de que
o volume da casca esférica tende a zero com r2.

P., nos da a densidade de probabilidade radial para qualquer o
estado, para o estado s de simetria esférica é o mesmo que 47r ‘W ‘

Jaaue y(r) {ﬁ}e(r)



A probabilidade de encontrar um elétron em uma casca esférica entre r
e r+dr —— P(r) dr = densidade de probabilidade radial

@d P(r)dr=R,, -R,r*dr
dr
P(r)dr=C? -e*"?r?dr
P(r) |
¢ P «c|R,| A
a distancia mais provavel é

igual ao raio de Bohr =a= a,

Notem o aparecimento do fator r? na definigdo
de P(r), que faz com que a densidade de

probabilidade radial tenda a zero quando r o
faz. Isso se deve ao fato de que o volume da
casca esférica tende a zero com r2.




!S!&!OS !XCI !a!os

O primeiro estado excitado, n=2e ¢ =0ou 1
¢ =0 temos m = 0:

1 ( r j -r/2
R, = 1-— |e 2 . 1 —r/2a r —iEZMt/n
° a2 oo a2
1
Y, = ——
00 r = Bohr
/,/472' WZOO:CZOO(Z__)erIZaelEl t/h

a

R — 1 Le—rl2a
21
2+6a°’ a
r _ __i= Bohr
Y =1/§75-C089 W0 =Cooz-€ 1% .cos@-e=
10 4 2a
Y = 3 i¢ ' _r/2a +ig A —IELt/ R
1=y g% Senék Wy =Copy—€ % -sen@ -7
a

Y=, /§72' .senée "’
8 25



densidade de probabilidade radial: P, (r) = rz(Rm )2

n=2 £ =0 P(r) tem dois maximos, o maior
ocorre para distancia um pouco maior gue
a segunda orbita de Bohr (22a,)

aP g p:r/a

A

n=2 £ =1 o valor de P(r) & maximo
quando a distancia radial = segunda [ . =923
Orbita de Bohr

0
| ] | <£> | | | p
/ 5 10




densidade de probabilidade radial: P, (r) = rz(Rm )2

Para n=3 temos um termo
e-r/na

v’ r—0
guando
para um dado valor de n ¥nim é maior nas proximidades da

origem quando | pequeno

aP
% n=3, 1=0
0.1 —
L % 190 1,
5 10 15
aP3 n=3, |=1
0.1 —
T ! C oo
5 10 15
aP
% n=3, I=2
| R B B A -4d R R e




densidade de carga do elétron

Wy depepdem do valor de |
— =C,,,—e "% .cosg-e E
Apresentam simetria Va1 = 2105
esférica £ =0 Dependem de 0 (c0s20)
f = 1, m=0

2s 2p

Dependem de 0
(sen?0) quando
— 1, m=1loum=-1

n=2 n=2
hEQ /=1
m=0 m=0

H =N

= P
TR
—

I —r/2a —EL"t/ 7

Wi =Lp —€ .sen@-e*'%e
a



Representacao da densidade de probabilidade

2
‘V/nlm‘

n=3 -‘

“"FIguras simétrica em relacdo §um eixo vertical no plano do papel




n:2 Q200 4 D200 4
¢ =0 -
m=0 g
558
2210 4 Q210 4

LI

I

ma de um haltere

Q2 ¢ Qan 4

= ' * % fgrma de um pneu

Fig. 12.17. Left: Spatial probability density py.. for an electron in the hydrogen atom
shown over a half-plane bounded by the : axis. Different scales in p;s.,, are used in the
three plots. Right: Contour lines gz, = 0.02 in the z, z plane. Numbers are in units of
the Bohr radius.

- -10

Fig. 12.18. Surfaces of constant probability density py,, = 0.02 in full z,¥, % space
(right} and in the half-space z > 0 (left).



0 F-C3 &) 1o 0 F--== = -

L O
-10 . 10 F | y
-20 | | 1 _20 1 f
=20 =10 0 10 20 -20 <10 0 10 20

Fig. 12.19, Spatial probability density s, for an electron in the hydrogen atom shown Fig. 12.20. Contour lines p3¢ = 0.0002 in the z, z plane. Numbers are in units of the
over a half-plane bounded by the : axis. Different scales in py,,, are used, Bohr radius.



full z,y, z space.

. Surfaces of constant probability density p,,, = 0.0002

Fig. 12.22
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Fig. 12.21. Surfaces of constant probability density ps;..,

z > 0.
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Fig.12.23. Contour lines p4s,, = 0.00002 in the z, z plane. Numbers are

Bohr radius.



A funcao de onda do estado
fundamental do atomo de hidrogénio

Estado fundamental:

1
W) = —= 570

ma

—r/a

a é o raio de Bohr:

h2eq

7Tm€2

a= =529 x 107" m =529 pm



Densidade de probabilidade radial, estado
fundamental

—r/a

1
P(r)dr = 4ar?y?jdr V()= 5pt

wa

4
P(r)dr = 02 (r)dV = —36_2T/a r2dr
a

4
P('r') — _T,26—27“/a




Exerciclos e Problemas

43P. Um féton com um comprimento de onda de 486,1 nm € emitido por um
atomo de hidrogénio. (a) Que transicdo do atomo é responsavel por esta
emissao? (b) A que série pertence esta transicao?

3 x 108
Ezhf=h§=(4,14><10_15ev-s)( X 107 m/s )

486,1 x 10~ 9m

E = 2,555 eV



n n' Energia(eV)

2 1 10,2

N

3 1 12,09
4 1 12,75
J
~
3 2 1,89
—
4 2 2,55

Série de Lyman

Série de Balmer



