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TESTES NAO-PARAMETRICOS (para mediana/média)
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Os métodos de estimagao e testes de hipdteses, que estudamos até agora sao chamados de metédos pa-
ramétricos, pois dizem respeito ao parametro da distribuicao da populagao da qual se extraiu a amostra. Esses
métodos baseiam-se em alguma suposicao sobre a distribuicao da varidvel de interesse na populagao. Geralmente,
supoe-se que ela tenha distribuicao normal.

Entretanto, nem sempre essas suposigoes sao validas e se aplicarmos um método paramétrico nesses casos, o
erro da nossa estimativa poderd ser completamente desconhecido. Para tais situagoes temos os métodos denomina-
dos metédos nao—paramétricos, nos quais nenhuma suposi¢ao sobre a distribuicao da variavel na populagao é
feita. Naturalmente, ha suposicoes bésicas associadas a maioria dos testes nao—paramétricos, mas essas suposicoes
sdo em menor numero e mais fracas que as associadas aos testes paramétricos.

A normalidade ou nao da distribuicao pode ser verificada fazendo-se o histograma dos dados e testes de
aderéncia (quando se testa se uma varigvel tem distribui¢ao normal, é chamado de teste de normalidade) disponiveis.
Por um lado, um histograma assimétrico ja é clara indicagao que a distribuicao pode nao ser normal. Por outro
lado, somente a simetria da distribuigao nao garante que ela seja normal. Por exemplo, se o histograma da variavel
for parecido com a distribui¢do uniforme ou com formato de uma parabola convexa, sua distribuigao é simétrica,
mas nao normal.

As perguntas naturais que surgem sao: Por que nao utilizar apenas os teste nao—paramétricos 2 ou Em que
casos um método € melhor do que o outro ? Para responder essas perguntas vejamos as vantagens e desvantagens
dos métodos nao—paramétricos.

Vantagens dos métodos nao—paramétricos

1. As conclusoes decorrentes dos testes nao—paramétricos nao dependem da forma da distribuicao da
variavel na populagao.

2. Os métodos nao—paramétricos sao aplicaveis aos casos em que se desconheca a distribuicao na
populagao e o tamanho da amostra é pequeno, sendo, portanto, invidavel de se aplicar o Teorema Limite
Central.

3. 0Os métodos nao—paramétricos podem ser aplicados tanto a dados quantitativos quanto a dados
qualitativos® (ordinais ou mesmo nominais), visto que, em geral, os dados sdo transformados em postos,
ou mesmos em sinais. Lembrem-se que os testes paramétricos que estudamos sé se aplicam a dados
quantitativos.

Desvantagens dos métodos nao—parameétricos

1. Se todas as suposicoes associadas a um modelo paramétrico sao satisfeitas, entdao o modelo pa-
ramétrico fornece estimativas mais precisas do parametro desconhecido, ou fornece menores probabili-
dades de erro nos testes de hipdteses, isto é, o teste paramétrico é mais poderoso (poder do teste melhor)
quando comparado com um teste nao—paramétrico equivalente, com mesmo tamanho de amostra.

10 teste de independéncia, visto em aula, é um exemplo de um teste ndo—paramétrico.



2. Para situagoes mais complexas nem sempre existe um teste nao—paramétrico equivalente a um teste
paramétrico.

3. Devido ao fato que os dados em geral sao transformados em postos, critica-se a possibilidade de
haver desperdicio de informac¢ao contida na amostra.

4. Devido a particularidade dos teste nao—paramétrico existe uma tabela de valores de significancia
para cada tipo de teste, e o acesso a essas tabelas nem sempre é facil.

TESTES PARA A MEDIANA

Nos testes paramétricos que estudamos, a medida de tendéncia central considerada foi, muitas vezes, a
média p. Isso se deve ao fato que, em geral, estamos supondo que os dados provinham de uma distribui¢cdo normal
ou podiam ser aproximados por uma normal (via Teorema Limite Central, para amostras grandes), e como a
distribuigao normal é simétrica em torno da média, a média e a mediana sao iguais.

No entanto, quando a distribuicao é assimétrica, uma medida de tendéncia central adequada é a mediana.
Por isso, nos concentraremos em dois testes para a mediana de uma populacao.

(A) TESTE DO SINAL

Consideremos uma amostra aleatéria (X7, ..., X,,) (isto é, consideramos que (X1, ..., X,,) sdo independentes
e todas tém a mesma distribuigdo de probabilidade) de tamanho n extraida de uma populagdo com distribuigao
qualquer, com mediana m, desconhecida.

Suposigao: P(X =m) =0.
(I) HIPOTESES

As hipdteses a serem testadas sao:

H,: m=m,
Hy: m>m, (m<m,oum#m,)

Note que pela definigdo de mediana, temos que P(X > m) = P(X < m) = 0, 50, entao, chamando § = P(X > m,),
(1) é equivalente a
H,: 6=0,5
{ Hy:0>0,5 (60<0,5,0#0,5, respectivamente).

(II) A ESTATISTICA DE TESTE

Facamos a seguinte transformacao nos dados: as observagoes que forem maiores que m, recebem o sinal “+”
e as observagoes que forem menores que m, recebem o sinal “—”

Denotemos por K o numero de observagoes maiores que m,, isto é, o numero de “+”. Portanto, como as
observagoes sao independentes, K tem distribui¢do ? binomial (n, 6).

Se a hipdtese nula H, for verdadeira, isto é, se m, for realmente a mediana, entdo 6 = 0,5, o que significa
que a metade dos valores observados estariam abaixo de m, e a outra metade acima dele. E nesse caso,
K ~ bin(n;0, 5).

(IIT) REGIAO CRITICA
Rejeitaremos H,, ao nivel de significancia «, se K for muito grande (muito pequeno, muito pequeno ou muito

grande, respectivamente com as hipéteses formuladas), isto é, se {K > ¢} (ou {K < 1}, {K < c¢3 ou K > c3},
respectivamente); onde ¢ é um nimero inteiro satisfazendo

P(ch)zzn:(Z)o,mga.

k=c

2Note que K é uma varidvel aleatéria pois seu valor varia de amostra para amostra.



As mudangas de acordo com a hipétese alternativa sdo as usuais.
(IV) VALOR AMOSTRAL E CONCLUSAO

Rejeitamos H, ao nivel de significancia «, se o valor numérico K, de sinais “4” observados na amostra
pertence a regiao critica. Caso contrario, nao hé evidéncias suficientes para a rejeicao de H,.

EXEMPLO:
Uma maquina deve produzir arames com didmetro de 1 milimetro. Para verificar se a maquina estd ajustada de
maneira adequada, 13 pegas por ela produzidas sao selecionadas e medidas com os seguintes resultados:

1,017 1,001 1,008 0,995 1,006 1,011 1,009 1,009 1,003 0,998 0,990 1,007 1,002
Com base nessa amostra, vocé diria que essa méquina precisa ser reajustada?

Resolucgao:

Como ndo se tem conhecimento algum sobre a distribuicdo do didmetro dos arames produzidos pela maquina,
usaremos um teste nao—paramétrico. A maquina precisaria ser reajustada se a mediana dos diametros for diferente
de 1,000. Portanto as hipéteses sao:

H,: m=1,000 H,: =05
Hy : m # 1,000 Hy: 0#0,5

onde § = P(X > 1,000).

Se H, for verdadeira, K ~ bin(13;0,5). Portanto, para « = 0, 10, a regido critica é {K <3} ou {K > 10}
(ver tabela da binomial).

Atribuindo os sinais, de acordo com as observacoes serem maiores ou menores do que 1,000 nés obtemos a
tabela abaixo:

1,017 1,001 1,008 0,995 1,006 1011 1,009 1,009 1,003 0,998 0,990 1,007 1,002
+ + + - + + - + + - - + +

Entao, na amostra, K, = 10. Como K, pertence a regiao critica, rejeitamos H, ao nivel « = 0,1, portanto a
maquina deve ser reajustada.

Desde que o teste do sinal utiliza apenas os sinais das diferencas entre cada observagao e o valor hipotético
(em H,) da mediana m,, as magnitudes dessas observagoes sao ignoradas. E razodvel esperar que um teste que
leve em conta essas magnitudes seja melhor que o teste de sinal. Isso de fato ocorre, porém necessitamos de uma
suposi¢ao extra como veremos a seguir.

(B) TESTE DOS POSTOS SINALIZADOS DE WILCOXON

Analogamente ao teste anterior, consideremos uma amostra aleatéria (Xi,..., X, ) de tamanho n extraida
de uma populacao com distribuicdo qualquer, com mediana m, desconhecida. Adicionalmente supomos que a
distribuicdo é simétrica®.

Como queremos levar em conta a magnitude das observagoes em relagao ao valor hipotético m, da medi-
ana, vamos considerar as diferencas D; = X; — my, ¢ = 1,...,n. Peguemos as diferencas em valores absolutos
|D1]|, |Dsl, ..., |Dy| e vamos ordend-las da menor para a maior diferenga absoluta atribuindo os postos 1,2,...,n.
Mantenha registrado o sinal da diferenca.

3Note que se a distribuicio for simétrica, a média e a mediana sdo iguais, logo o Teste de Wilcoxon é na realidade um teste para
a média. Portanto, esse teste é um concorrente ao teste t-student para a média de uma populagdo com variancia desconhecida. A
aplicagao do teste t-student ou do teste de Wilcoron dependerd da suposi¢do de normalidade ser satisfeita ou nao.



Seja
(1)

T+ = a soma dos postos das diferencas positivas e
T~ = a soma dos postos das diferencas negativas.

Com a suposicao de simetria, se H, for verdadeira, as diferencas D; sao simetricamente distribuidas em torno
do zero, de maneira que as diferengas positivas e negativas de mesma magnitude em valor absoluto tem a mesma
probabilidade de ocorréncia. Portanto, se m, for a verdadeira mediana, 77 ¢ T~ devem ser aproximadamente
iguais. Baseado nessa discussao apresentamos o teste em seguida.

Suposigoes:
(1) A distribui¢do na populagéo é qualquer, com mediana m (desconhecida) e P(X =m) = 0;
(2) A distribuicao na populagao é simétrica.

(I) HIPOTESES
H,: m=m,
Hi: m>m, (m<m,oumz#m,).

(II) A ESTATISTICA DE TESTE

A estatistica de teste ¢ T ou T~ definidos em (1). Note que a soma de ambos é constante, isto é,

n(n+1)
—

k:

M=

TH+T  =1+2+--+n=

E
Il

1

Por isso podemos usar indiferentemente T ou 7, j4 que um pequeno valor de um implica num valor grande
do outro (naturalmente entre 0 e n(n + 1)/2).

(I1T) REGIAO CRITICA

Se H, for verdadeira, ambos devem ser aproximadamente iguais. Portanto, rejeitaremos H, se encontrarmos
um valor amostral de T+ (ou 7~) muito grande ou pequeno (de acordo com a hipétese alternativa).

Por conveniéncia vamos considerar apenas valores pequenos, de modo que as respectivas regides (criticas) de
rejeicao de H, sao:
T <t, para Hy :m >m, ;
T+ <t, para Hy :m < m, ;
TH <toppouT™ <ty para Hy:m#m,.

em que t, ¢ o ntimero tal que P(T <t,) =aparaT =T% ouT".
Os valores de t, podem ser obtidos através da Tabela IX (de Bussab & Morettin, Estatistica Bdsica, 6a.edigio)
em anexo. Na Tabela IX, n representa o tamanho da amostra, p corresponde aos possiveis valores de « (0,005; 0,01;

0,025; 0,05 e 0,10) e o valor de ¢, encontra-se na respectiva coluna w,,, desde que estamos considerando apenas os
valores pequenos para rejeigao).

Por exemplo, para tamanho de amostra n = 9,

a=0,01 = t,=4
a=0,06 = t,=9
a=0,15 = t,=11

(IV) VALOR AMOSTRAL E CONCLUSAO

Obtenha na amostra os valores de T e T~. Se o correspondente valor amostral pertence & regido critica,
entao rejeitamos H, ao nivel de significancia «, isto é, a mediana da distribui¢do nao é m,; caso contrario, nao
rejeitamos H,.

EXEMPLO:
Tomemos o mesmo exemplo do teste anterior, supondo que a distribuicao é simétrica.



Portanto as hipdteses sao:

H,: m=1,000
Hy: m# 1,000

Calculando as diferengas D; = X; — 1,000 obtemos a seguinte tabela:

| 1,017 1,001 1,008 0995 1,006 1,011 1,009 1,009 1,003 0998 0990 1,007 1,002
sinal | + + + - T + + T + - - + +
D; 0,017 0,001 0,008 -0,005 0,006 0,011 0,009 0,009 0,003 -0,002 -0,010 0,007 0,002
ID;| | 0,017 0,001 0,008 0,005 0,006 0,011 0,009 0,009 0,003 0,002 0,010 0,007 0,002
posto | 13 1 8 5 6 12 95 95 4 2,5 11 7 2,5

Para a = 0,10 e pela Tabela IX (n = 13,p = 0,05 = «/2) temos que a regiao critica é dada por: {T+ < 22
ouT~ <22}

Pelos resultados acima, o valor amostral de T~ = 18,5 e T = 72,5, logo pertence & regido de rejeicio.
Portanto, ao nivel de significancia de 10% concluimos que a méquina deve ser reajustada.

(C) TESTE DE WILCOXON - comparacao de duas populacoes: amostras dependentes

Consideremos duas amostras nas quais as observagoes sao pareadas, isto é, temos (X1,Y7), (X2,Y2),..., (Xn, Yn)
amostras aleatérias de X e de Y, de tamanho n, em que os pares sdo independentes, mas hé dependéncia entre
cada par. Se definirmos a variavel aleatéria D = X — Y, teremos a amostra Dy, Do, ..., D,, correspondendo as
diferencas entre os valores de cada par. Assim, o problema fica reduzido ao caso de uma amostra.

Se a distribuicdo de D for simétrica, entao, novamente o Teste de Wilcoxon é na realidade um teste para a
média (da diferenca). Portanto, esse teste é um concorrente ao teste t-student para amostras pareadas - teste para
a média de uma populacdo com varidncia desconhecida. A aplicacdo do teste t-student ou do teste de Wilcoxon
dependerd da suposicao de normalidade ser satisfeita ou nao.

Suposigoes:
(1) A distribuigdo da varidvel D = X —Y populagdo é qualquer, com mediana m (desconhecida) e P(X = m) = 0;
(2) A distribuigao da varidvel D = X — Y na populacao é simétrica, de modo que m = up.

As possiveis hipdteses nesse caso sao dadas por

H,: px =py — H,: up=20
Hi: px # py (px < py ou px > piy) Hy: pp #0 (up <0oupp >0)

A estatistica de teste (T'F ou T) e regiao critica sdo as mesmas do teste de Wilcoxon.

EXEMPLO:

Uma empresa deseja estudar o efeito de uma pausa de dez minutos para um cafezinho sobre a produtividade de
seus trabalhadores. Para isso, sorteou seis operarios, e contou o niimero de pecas produzidas durante uma semana
sem intervalo e uma semana com intervalo. Os resultados sugerem se ha melhora na produtividade?

Operario 1 2 3 4 5 6
Sem intervalo (X) | 23 35 29 33 43 32
Com intervalo (Y) | 28 38 30 37 42 30

Resolucao:
Para esse caso, considerando D = X — Y, as hipdteses adequadas sao

H,: pup =0 (pausa ndo melhora a produtividade média)
Hiy : pup < 0 (pausa melhora a produtividade média)

Calculando as diferengas e atribuindo os postos, obtemos a seguinte tabela



Operario 1 2 3 4
Di=X;,-Y;,| -5 -3 -1 —4

w
—
N
+ ~ R|ot
W+ oo

| D 5
sinal — — — —
posto 6 4 15 5 15

Para o = 0,05 e pela Tabela IX (n = 6,p = 0,05) temos que a regiao critica é dada por: {T+ < 3 ou
T- <3}

Pelos resultados acima, o valor amostral de T~ = 16,5 ¢ TT = 4,5, logo T" nao pertence a regido de
rejeicao. Portanto, ao nivel de significancia de 5%, nao hé evidéncias suficiente para concluirmos que a pausa para

café melhore a produtividade média.



