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Contexto Historico

Conhecida como o bergo da civilizagdo ocidental, a Grécia recebe esse nome justamente pelo
fato de ser o pais onde surge a filosofia, a literatura, a dramaturgia, a democracia e a
matematica demonstrativa. Este ultimo campo se deve muito a escola jénica que foi fundada
por Tales de Mileto e da escola pitagorica, além disso, muitos outros centros de matematica
apareceram e desenvolveram em lugares e momentos diferentes da histéria grega.

Para entendermos ainda mais as contribuicbes grega para a matematica, é necessario voltar
mais ou menos 1200 a.C. Este foi um periodo em que as tribos primitivas déricas, segundo
historiadores, que eram povos que viviam em regides montanhosas ao norte, passaram a se
mover em dire¢do ao sul da peninsula grega em troca de terras mais favoraveis. Sua tribo
principal sdo os espartanos que logo em seguida criaram a cidade de Esparta. A chegada dos
Dérios fez com que os habitantes locais migrassem para outras regides, muitos fugiram para a
Asia Menor e com o decorrer dos anos, estabeleceram coldnias comerciais gregas. Foi nessas
colbnias, que surgiu a escola jénica, a filosofia e a geometria demonstrativa.

Paralelamente a estes acontecimentos, a Pérsia tornou se um grande império militar. Seu
crescimento fez com que empreendesse a conquista das cidades jonicas e das coldnias gregas
da Asia menor por volta de 546 a.C. Muitos fildsofos tiveram que abandonar sua terra natal em
busca de paz nas col6nias gregas no sul da Italia, entre eles estavam Pitagoras e Xenofanes.
Consequentemente, nascem escolas de filosofia e matematica.
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Por volta do ano 499 a.C, as cidades jonicas dominadas revoltaram se, pois naquela época o
rei Dario da Pérsia comecava a cobrar pesados impostos sobre as cidades. Nesse contexto,
Atenas, uma cidade grega, ajudou os rebeldes com armamentos. Sua interferéncia foi o
estopim para que a Pérsia focasse sua atencdo em dominar a Grécia. Houveram muitas
investidas da Pérsia sobre a Grécia na tentativa de invadi-la, mas no fim, todas foram
fracassadas. Até mesmo Xerxes, filho de Dario ndo conseguiu nada. Diante dos
acontecimentos, Atenas se consolidava cada vez mais e os proximos cinquenta anos foram de
muita prosperidade. Atenas de tornou o centro do progresso democratico e intelectual. Como
consequéncia, muitos matematicos comegaram a se reunir na Grécia.



Apos ter passado os cinquenta anos, a Grécia entra em guerra ao mesmo tempo em que é
atacada por uma peste onde um quarto da populacéao foi dizimada, desde entdo, Esparta toma
o controle da Grécia onde teria dominio por pelo menos sessenta anos. Passado entdo este
momento, a Grécia retomado a posse de suas terras, dai os pitagéricos obtiveram permissao
para seguir seus trabalhos.

Passado a Guerra do Peloponeso, Atenas recupera sua lideranga cultural. Nessa época nasce
Platdo. Este passou a viajar por varias partes do mundo em busca do saber. Quando voltou a
Atenas, cria uma academia com propdsitos investigativos. Juntamente com Platdo existiram
outros génios que fizeram grandes contribuicdes para a matematica como Eudoxo, Menaecmo,
Teeteto e Aristételes.

Os trés problemas Classicos

Uma das linhas de desenvolvimento inicial da matematica grega é o da geometria superior, ou
seja, geometria de curvas que nao sao a reta e a circunferéncia e também superficies que nao
sejam o plano e a esfera. E importante destacar, que o surgimento dessas curvas vem dos
seguintes problemas: Duplicagdo do cubo, trissecg¢ao do tridngulo e quadratura do circulo.

O primeiro problema consiste em construir o lado de um cubo no qual seu volume é o dobro do
cubo dado. O segundo problema €&, dado um angulo qualquer, dividir em trés partes iguais. Por
ultimo, dado um circulo, construir um quadrado de mesma area.

Importancia desses problemas se da pelo fato de serem impossiveis de se resolverem apenas
com régua e compasso. Foi necessario mais de 2200 para provar que sao impossiveis de se
resolverem s6 com os instrumentos fornecidos. Os gregos, motivados em encontrar a solugéo
para estes problemas, embora ndo tendo sucesso, foram premiados com muito sucesso em
outros pontos tais como as secgdes cbnicas, curvas cubicas e quarticas e muitas curvas
transcendentes e etc.

Os instrumentos de Euclides

Antes de prosseguirmos, é necessario deixar claro o que pode ser feito com régua e compasso.
Com a régua pode se tracar uma reta de tamanho qualquer passando por dois pontos. Ja com
0 compasso, podiau se fazer uma circunferéncia com centro dado passando por um ponto
estabelecido. Apenas com essas duas regras, era de se admirar o que poderia ser
construido.Tanto que os gregos acreditavam que esses problemas também teriam solugéo.
Como nos elementos de Euclides sé podia usar régua e compasso, estes materiais ficaram
conhecidos como instrumentos de Euclides.



A duplicacao do cubo

Ha duas lendas acerca deste problema, a primeira delas citada por Theon of Smyrna na obra
de Eratéstenes.

“Eratostenes, em seu trabalho intitulado Platénico, relata que, quando o deus proclamou aos
Délias através do oraculo que, para se livrar de uma praga, eles deveriam construir um altar
que fosse o dobro do existente, seus artesdos ficaram em grande perplexidade seus esforgos
para descobrir como um sélido poderia ser feito o dobro de um sélido similar; Eles, portanto,
perguntaram a Platdo e ele respondeu que o oraculo significava ndo que o deus quisesse um
altar do dobro do tamanho, mas que desejava, ao coloca-los na tarefa, envergonhar os gregos
por negligenciar a matematica e seu desprezo pela geometria.”

A segunda, Eratdstenes conta-se que ha uma carta escrita ao rei Pfolomeu.

“Eratostenes ao rei Ptolomeu, saudacgées. A histéria conta que um dos poetas tragicos antigos
representou Minos tendo uma tumba construida para Glaucus, e que quando Minos descobriu
que a tumba media trinta metros de cada lado, ele disse "Muito pequeno é o tumulo que vocé
marcou como o real. lugar de descanso. Deixe ser duas vezes maior. Sem estragar a forma,
rapidamente dobre cada lado da tumba". Isso foi claramente um erro. Pois, se os lados sdo
dobrados, a superficie é multiplicada quatro vezes e o volume é multiplicado por oito.”

Ambas as lendas, foram criadas em concordancia com os eventos ao qual foram atrelados,
seja no periodo em que houvera a peste em Atenas ou quanto ao episodio do rei Minos na
mitologia grega. Apesar da existéncia destas lendas, as origens que acarretaram na origem
deste problemas é um tanto incerta. Uma vez compreendida a esséncia que as lendas trazem
para este problemas, pode-se realizar enunciar este de tal modo:

Seja um cubo qualquer de aresta a, determinar, usando apenas régua nao graduada e
compasso, a aresta b de outro cubo, onde o seu volume seja o dobro do volume do primeiro
cubo, isto &, construir a aresta de um cubo cujo volume é o dobro do volume de um cubo dado.
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Imagem - Duplicagdo do volume do cubo | Fonte: ReserchGate



A resolucgéao

O precursor na resolugao deste problema foi Hipdcrates.

Hipocrates de Chios: Pouco sabe-se sobre ele, mas relata-se da sua distingdo para com a
Geometria, que além de trabalhar neste problema classico envolveu-se com o problema da
Quadratura do Circulo.

Para resolver, ele o reduziu da seguinte forma:

Dadas duas linhas, encontre duas proporgdoes médias entre elas. Isto é, dadas as
linhas a,bencontre x,ytalquea:x=x:y=y:b.

Agora é facil com o nosso entendimento de relagao ver que:
P:x*=(a:x)*=(a:x)(x:y)(y:b)=a:b

Assim, dado um cubo com lados 71 e quer construir um cubo b : 7 vezes o volume, precisamos
construir o cubo de lado x .

A partir de entao, todas as tentativas de duplicagdo do cubo seguiram esse caminho de tomar
duas médias proporcionais entre dois segmentos de retas.

Arquitas tomou um caminho diferente. Para ele a solugao do problema esta em encontrar um
ponto de intersec¢cdo entre um toro, um cilindro circular reto e um cone circular reto. Este
caminho adotado por ele, fez com que a geometria desse um salto e entdo passou a ser
observada a partir de outras perspectivas. Menaecmo, deu duas solugdes para este problema,
para isso, ele inventou as se¢des cbnicas.Diocles com o mesmo objetivo, criou uma curva
chamada sissoide.

E interessante notar que, embora os gregos ndo conseguissem resolver o problema com régua
e compasso,tiveram que solucionar o problema de outras maneiras, para isso os matematicos
criaram curvas transcendentes e ferramentas para auxilia los. E importante destacar também
que todas essas descobertas fizeram a matematica dar um salto qualitativo fazendo com que
esta area ajude outras areas do conhecimento que por sua vez contribuiu para o
desenvolvimento humano.



Quadratura do Circulo

O problema consiste no seguinte, seja um circulo qualquer construir, usando apenas régua nao
graduada e compasso, um quadrado, cuja area seja igual a area desse circulo.

Imagem: Quadratura do circulo | Fonte: RPM (www.rpm.org.br)

Um dos pioneiros da quadratura do circulo foi Anaxagoras, um filésofo que ficou famoso por ser
o primeiro a introduzir filosofia aos atenienses em torno de 480 a.C. Anaxagoras morreu em
428 a.C., no mesmo ano em que Arquitas nasceu.

Apods Anaxagoras, temos Hipdcrates, por volta de 460 a.C., que em suas pesquisas introduziu
a questao das lunulas e suas quadraturas com régua e compasso.

Imagem: Lunulas de Hipdcrates



Em seguida, 430 a.C., vem Antifon, o sofista, contemporaneo de Sdcrates que introduziu a
ideia de inscrever no circulo poligonal com numero de lados cada vez maior e, no final,
acreditava que algum poligono coincidiria com o circulo, como a quadratura dos poligonos é
possivel com régua e compasso.

Vale notar que a construgcdo da quadratura do circulo é impossivel utilizando somente régua e
compasso, segue abaixo demonstragéo.

A demonstracao

Vale lembrar que na grécia antiga eles néo tinham conhecimento da Algebra, com isso eles
conseguiam construir numeros utilizando somente linhas e circulos.

Para construgédo das linhas era utilizado algum tipo de superficie reta, como uma régua, e para
construcao de circulos um compasso.

Utilizando régua e compasso podemos fazer algumas operagdes bem como:
e Somar e subtrair niUmeros;
e Multiplicar e dividir nimeros;
e Extrair a raiz quadrada de um numero.

Os numeros que conseguimos obter utilizando somente essas regras, sdo chamados de
numeros construtiveis.

Voltando ao problema, vamos tomar um circulo com raio igual a R e quadrado de lado X

Logo, a area do circulo € igual a A = TIR? e a area do quadrado, A’, é igual a A’ = X2,
Pela quadratura do circulo, temos que A = A’. Logo:

R? = X2



Com isso:
X = RVII

Absurdo, pois IT € um numero transcendental, ou seja, ndo € um numero construtivel utilizando
somente régua e compasso, e por isso a quadratura do circulo é impossivel utilizando somente
régua e compasso.

O problema tem soluciao?

Foi dito acima que o problema da quadratura do circulo ndo tem solugdo, mas isto quer
somente dizer que nao é possivel construir, usando apenas régua e compasso, um quadrado
com a mesma area que a de um circulo dado.

Usando outras ferramentas, tal como a quadratriz de Hipias, é possivel resolver o problema.
Segue abaixo um link com a demonstragdo da quadratura do circulo com ferramentas mais
avancadas mas que foge da condigao inicial de utilizar somente régua e compasso.

Link:
http://jwilson.coe.uga.edu/EMT668/EMT668.Student.Folders/RothJennifer/Essay2/Quadrat.html



Trisseccao do angulo

O problema em questao consiste em trissectar um angulo qualquer com a utilizagao de apenas
régua ndo graduada e compasso.

Este problema em especifico teve seu notdrio significado para o desenvolvimento da
matematica, visto que possibilitou o estudo infindavel de novas técnicas para construgdes
geométricas além de que novas curvas foram desenvolvidas, bem como a invengao de novos
instrumentos auxiliares para a resolugao desse problema em especifico.

Em alguns aspectos podemos notar as peculiaridades desse problema em relagdo aos outros
dois, um dos aspectos aqui notaveis, € que podemos apenas com equipamentos citados
anteriormente, euclidianos, trissectar alguns angulos especiais, como o caso do angulo de 90°.
Apresentaremos a seguir algumas das tentativas de trissec¢do de um angulo qualquer e para
tal utilizaremos como base a trissecgdo do angulo de 90° deste modo, apresentaremos a
construcao detalhada do &ngulo de 30°, que nos dara base para a apresentacéo breve de cada
uma das tentativas durante o periodo grego, por meados do século V a.c.

m(ABC) = 90°

Para trissectar um angulo reto , utilizando apenas equipamentos euclidianos,

r=0 EE

. C, . .
basta tragar um circulo de centro em B e raio 7 qualquer, com , ira cortar a reta

. . . . . G
em um ponto L em seguida construiremos outra circunferéncia, “¢ , de centro em L e

mesmo raio © arbitrario escolhido na primeira parte da construgdo. Essa nova circunferéncia

. , . . EeF
intercectara a primeira em dois pontos, que chamaremos de

dizer que ABED e ABFD sdo equilateros de lado f , pois sdo raios das duas circunferéncias e
1]
portanto m(EBD) = m(EBB) = m(BED) - 60 . Essa trissecgao foi demonstrada por Pappus no

livro IV da colecao matematica. A figura a seguir ilustra a demonstracao apresentada.
. A =

, desse modo podemos

Bl/\60°  B0°Alp C

E

Imagem: Confecgéo propria.



Uma das solugdes foi conhecida como a redugdo a uma construgdo por néusis, palavra de
origem grega que significa apontar ou inclinar, esse tipo especifico de constru¢do consiste em
inserir entre duas curvas ou segmentos previamente apresentados, um segmento de tamanho
predefinido de modo que o seu prolongamento passe por um ponto fixo.

A solucdo de Nicomedes, este foi um matematico que inventou um equipamento capaz de
produzir uma curva que foi chamada de conchodide, esta curva além de suas propriedades
consideradas peculiares para a resolugdo de outros problemas, serve também para a
trisseccdo de um angulo agudo, dado que para a trissec¢gao de um angulo obtuso, utiliza-se a
trisseccao por régua e compasso de um angulo de 90°, e sendo assim a partir deste
trabalha-se apenas com o angulo agudo, essa curva utiliza o método de construgéo por néusis
citado anteriormente.

A solugédo de Hipias ndo segue o mesmo tipo de construcgdes citadas anteriormente, esta por
sua vez, utiliza da construgdo de uma curva especial conhecida com trissectriz, onde nao
iremos dar detalhes mais especificos, tais detalhes podem ser encontrados na bibliografia de
nosso trabalho, a demonstragdo para provar por que essa curva serve para trissectar um
angulo nao é de fato trivial, mas é extremamente possivel de ser compreendida.

Das solugdes, apresentaremos também as atribuidas a Arquimedes, existem pelo menos duas
solucdes apresentadas que foram atribuidas a Arquimedes, uma utiliza o processo geométrico
de construcao por néusis, ja o outro método que foi atribuido a ele trata-se da utilizagdo da
Espiral de Arquimedes para a trissec¢gao de um angulo qualquer.

Buscaremos também abordar as questbes educacionais envolvendo os trés problemas
classicos, vinculando cada um deles ao ensino. A heuristica torna-se extremamente importante
sendo capaz de possibilitar novas ideias em muitas areas do conhecimento, esta poderia ser
mais incentivada afim de promover maior aprendizagem e dinamismo no processo de
educacéo.

Uma questao importante a ser trazida diante dos problemas apresentados sao referentes a sua
discussao e aplicabilidade no ensino basico, tendo em vista que 0 nosso curso € um curso de
licenciatura. Muitas vezes nos vemos diante de nossos alunos que possuem em muitas vezes a
concepcao de que o conhecimento € algo que ja vem as nossas mentes de forma pronta e
previamente preparado, o que de fato pode causar ao aluno a falsa sensacao de que a parte
histérica ndo é realmente relevante ao ensino de matematica.

E por que nado "misturar" Histdria de Matematica com Matematica? por que nao discutir com os
alunos a importancia e relevancia de cada um dos problemas apresentados ? Um fator que nds
do grupo conversamos que poderia ser interessante, é o fato da motivagao aos alunos em
instiga-los a querer entender como se resolveu determinado problema e quem foi o grande
pensador ou pensadores responsaveis, a qual grupo se atribui um determinado Teorema, em



qual época e qual foi a sua necessidade e proposi¢des, quais hipéteses e reses desejavam
alcancar, e quais foram os meios tomados para a resolucdo de cada um de seus problemas.

Para Suemilton Nunes ( pg.61) "O ensino atual, que ainda é centralizado no educador, é dado,
a meu ver equivocadamente, através de transmissdo de conceitos e definigbes perfeitas e
acabadas, o que pode causar no aprendiz a falsa ideia de que o conhecimento sempre esteve
pronto e que foi concebido milagrosamente." O que de fato o nosso grupo concorda, como
apresentado anteriormente.

Suemilton ainda diz "Com isso, se o sistema educacional se comportar desta maneira, pode
tornar a educacgao cientifica fragil, pois, ao limitar a criatividade dos estudantes, poderemos
estar perdendo novas invencgdes (...)", de fato em conversa com os integrantes do grupo, nés
fazemos das palavras dele as nossas, os alunos precisam de inspiragdo, precisam de
alternativas de ensino, onde mostrar que ainda hoje muitas descobertas sao feitas até mesmo
na matematica, sendo essa uma ciéncia que os alunos julgam como imutavel.
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