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Introducao

Neste trabalho de conclusao de curso, apresentamos as principais caracteristicas
do conjunto de Cantor e a fungao ternaria de Cantor obtida a partir deste conjunto. Os

assuntos abordados foram divididos em quatro capitulos.

No capitulo 1, tratamos de maneira sucinta a historia de Georg Cantor. Entre
muitos fatos narrados, destacamos sua relacao com outros matematicos importantes de
sua época, tais como: Weierstrass, Kronecker, Kummer, Mittag-Leffler e Dedekind, bem

como o modo como estes influenciaram sua vida profissional.

No capitulo 2, desenvolvemos as ferramentas basicas para compreensao dos capitu-
los seguintes. Os ntimeros reais e algumas nocoes topologicas sao estudadas visando este

objetivo. A novidade esta por conta da defini¢do de conjuntos (em R) de medida nula.

O capitulo 3 é todo dedicado ao conjunto de Cantor. De inicio, construiremos este
conjunto, através de retiradas sucessivas de intervalos abertos de I = [0, 1]. Em seguida,
estabeleceremos uma relagao entre os elementos do conjunto de Cantor e sua representagao
ternaria. A discussao desta combinacao é tida como o “ponto dureo” deste capitulo. Ao

final, mencionaremos e demonstraremos as propriedades deste intrigante conjunto.

No capitulo 4, dltimo desta monografia, definiremos a funcao ternaria de Cantor.
Suas principais propriedades, tais como monotonicidade e continuidade serao provadas.
Esta funcao, ja no término deste capitulo, sera caracterizada em termos da representacao

binéria e ternaria dos elementos de I = [0, 1].

O trabalho encerra-se com as consideragoes finais e as bibliografias utilizadas.



Capitulo 1

Georg Cantor

Neste capitulo, apresentaremos a biografia de um dos maiores génios da matema-

tica: Georg Cantor, autor do conjunto que leva seu nome; alvo de estudo deste trabalho.

1.1 Sobre Georg Cantor

Georg Ferdinand Ludwig Phillipp Cantor nasceu em Sao Petersburgo, Russia, em
3 de marco de 1845. Filho de Georg Woldemar Cantor e Maria Bohm, foi o primeiro dos

seis filhos do casal.

Em 1856, a familia Cantor mudou-se para Frankfurt, na Alemanha, em decorréncia
da doenca pulmonar que o pai contraira, exacerbada pelo clima timido do Baltico. Neste
periodo, o jovem Cantor freqiientou escolas particulares e, com quinze anos, foi admi-
tido no Darmstadt Gymnasium. Em uma carta daqueles primeiros dias no liceu, Georg

Woldemar escreveu ao filho:

“Encerro com estas palavras: seu pai, ou melhor, seus pais e todas as outras pessoas
da familia, tanto na Rissia como na Alemanha e na Dinamarca, tém os olhos voltados para
vocé como o mais velho, e esperam que vocé seja nada menos que um Theodor Schaeffer

e depois, se Deus quiser, quem sabe um astro brilhante no horizonte da ciéncia.”



Theodor Schaeffer era professor de Cantor no Liceu, e aparentemente o pai viu
nele um modelo para o sucesso do filho no futuro. Georg Cantor guardara consigo essa
carta desde os tempos da escola, como se quisesse extrair das palavras do pai a forca que

precisava para enfrentar os dificeis rumos que seguira sua vida.

Figura 1.1: Georg Cantor.

J& na adolescéncia, sentiu-se atraido pela matematica. Em 1862, comegou a es-
tudar matematica no Instituto Politécnico em Zurique, mas logo conseguiu se transferir
para a Universidade de Berlim, de mais prestigio. A mudanca para Berlim lhe ofereceu
a oportunidade de ouro de aprender matemaética com os mestres; entre seus professores
estavam Karl Weiertrass, Ernest Eduard Kummer e Leopold Kronecker. Embora tenha
sobraido em todas as disciplinas, sentiu-se atraido pela teoria dos conjuntos. Em 1867,
escreveu uma, brilhante dissertacao nessa érea sobre um problema estudado por Gauss.

Cantor continuou a estudar a teoria dos nimeros gaussianos e fez contribuicoes impor-



tantes para a disciplina, as quais foram publicadas em periddicos mateméaticos no decorrer

dos anos.

Logo depois de doutorar-se, Cantor aceitou a primeira posicao que lhe foi oferecida,
a de privatdozent na Universidade de Halle. Nas universidades alemas, um instrutor
iniciante dava aulas particulares, e seu pagamento consistia em qualquer dinheiro que os
estudantes pudessem prover. No resto do tempo, passava conduzindo pesquisas intensivas
em anélise matematica, influenciado pelas idéias de Weiertrass. Foi esse tipo de trabalho
que o levou a entrar em conflito direto com Leopold Kronecker, o antigo professor de

Berlim, e que resultou em uma disputa que perdurou por toda a sua vida.

Em Halle, Cantor comecou o estudo das fun¢oes com base nos métodos de Weier-
trass, que o levou ao conceito de convergéncia. Ele se envolveu profundamente com os
métodos de infinito potencial utilizados em matematica desde os gregos antigos, depois

aperfeicoados pelos analistas em Berlim.

Nessa época, casou com Vally Guttmann, uma amiga de sua irma, e oriunda de
uma familia judaica de Berlim. Os dois se conheceram nessa cidade e se casaram poucos
anos depois de se mudarem juntos para Halle, em 1875. Comecaram a formar uma
familia vivendo do salario de Cantor, que consistia em modestos redimentos pagos pelo
governo nas provincias, significativamente mais generosos que a remuneragao oferecida na
Universidade de Berlim. Mas foi ali, em uma pequena cidade na zona rural da Alemanha,

que ele desenvolveu sozinho uma teoria mateméatica completa.

Ainda em Berlim, Cantor conheceu Gosta Mittag-Leffler (1846-1927), que era nao
s6 um destacado matematico como também um ser humano decente. Nos piores momentos
de Cantor, quando ninguém queria ouvir suas idéias fantéasticas sobre o infinito - muito
menos publica-las - Mittag-Leffler publicava regularmente os trabalhos de Cantor em seu

periddico Acta Mathematica.

Durante os primeiros anos em Halle, Cantor teve outro bom amigo e benfeitor:

Richard Dedekind (1831-1916). A admiracdo entre os dois era mitua e Cantor sempre o



enalteceu, assim como seus métodos em anélise mateméatica. Um ensaio escrito por Cantor
em 1877 foi quase rejeitado para a publicacao em um peridédico editado por Kronecker. O

que salvou foi a intervengao de Dedekind.

Dedekind viveu tanto tempo que um artigo de jornal equivocadamente registrou
sua morte anos antes de ela acontecer. O obituario o divertiu de tal maneira que Dedekind
escreveu uma carta ao jornal descrevendo como foi o dia que supostamente falecera: “Pas-
sei este dia em perfeita saide e tive uma conversa muito estimulante com meu estimado

amigo Georg Cantor, de Halle.”

Cantor chegou a nocao de infinito - infinito real, e nao a infinidade potencial de
limites por séculos utilizadas pelos matematicos - sem considerar diretamente os nimeros,
mas sim os conjuntos. Foi por intermédio da idéia de Weiertrass de definir nimeros
irracionais como limites de seqiiéncias racionais que ele chegou a essa linha de pensamento.
Além de ser o primeiro na historia a lidar com o infinito verdadeiro, Cantor também se

tornou conhecido como o pai da teoria dos conjuntos.

O matemaético francés Henri Poincaré (1854-1912) afirmou que a teoria dos conjun-
tos era uma moléstia, uma doenca perversa da qual, algum dia, os matematicos estariam
curados. Em resposta, o matematico alemao David Hilbert disse que “ninguém nos ex-
pulsaria do paraiso que Georg Cantor abriu para nos.” A entrada de Cantor ao infinito

Jardim do Eden, sem divida, constitui a abertura de uma nova era na matemética.

Cantor ainda foi o autor da hipotese do continuum. No auge dos seus esforgos para
obter uma solucao para este problema, ele sofre o primeiro colapso nervoso. Até hoje,
nao se conheceu a natureza precisa da doenga de Cantor. Alguns sintomas relatados se
assemelham aqueles associados com o distirbio bipolar ou psicose maniaco-depressiva. O
que se sabe é que todas essas crises de depressao foram associadas com os periodos em

que esteve trabalhando na “hipdtese do continuum”.

Georg Cantor morreu em 6 de janeiro de 1918 na Halle Nervenklinik, clinica mental

universitaria situada em Halle. Seu corpo discretamente transportado em meio a cidade,



foi sepultado em um pequeno campo-santo. Poucas pessoas comparecam a cerimonia

luterana, entre elas a vitva e os cinco filhos.

O cemitério nao existe mais; foi demolido para dar espaco a casas particulares. Mas
a lapide foi salva e, anos depois, foi transladada, sem o corpo, para outro cemitério em

Halle, também de pequenas dimensoes, onde pode ser vista. Lé-se na inscri¢ao cinzelada:

DR GEORG CANTOR
PROFESSOR D. MATHEMATIK

3.3.1845 - 6.1.1918



Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo, apresentamos os principais resultados que utilizaremos no decor-
rer deste trabalho. Alguns destes serao exibidos sem demonstracdao. Para estes casos,

aconselhamos a leitura das referéncias: [1] e [2].

2.1 Conjuntos

Seja I, ={p e N:p <n}.

Defini¢ao 2.1 Um conjunto X diz-se finito quando X = () ou entao existem n € N e
uma bijecao f : I, — X. Escrevendo x; := f(1), zo := f(2), 23 := f(3),..., =, := f(n),

temos X = {xy,z9,23,...,2,}.

A bijecao f é denominada contagem dos elementos de X e o numero n designa o

nimero de elementos (ou nimero cardinal) de X.
Definicao 2.2 Um conjunto X é dito enumeravel se existe uma bijecao f : N — X.

Exemplo 2.1 O conjunto N = {1,2,3,---} dos nimeros naturais ¢ um conjunto enu-

merével.
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Exemplo 2.2 O conjunto Z = {...,—2,—1,0,1,2,...} dos nameros inteiros é enu-

meravel. Para tanto, basta tomarmos a bijecao: ¢ : N — Z dada por:

n—1

0:=q 2
n

—E,se n é par.

,se n é impar

Exemplo 2.3 O conjunto Q = {® : m,n € Z e n # 0} dos nimeros racionais é enu-

merével.

2.2 Numeros Reais

O conjunto dos nimeros reais serd denotado por R.

2.2.1 R é um corpo

Em R, estao definidas duas operacgoes: adicao e multiplicagao. Estas cumprem

certas condicoes, abaixo especificadas.

A adicao faz corresponder a cada par de elementos x,y € R, sua soma x +y € R,

enquanto a multiplicacao faz corresponder a esses elementos, o seu produto z.y € R.
Os axiomas a que essas operacoes obedecem sao:

e Associatividade: para quaisquer x,y,z € R, tem-se

(x4+y)+z=z+W+2) e (vy)z=1r(y.2)

e Comutatividade: para quaisquer z,y € R, tem-se

r+y=y+trexy=ycx

e Elementos neutros: existem em R dois elementos distintos 0 e 1 tais que

r+0=xex.1=ux, paratodo x € R.
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e Elementos inversos: todo « € R possui um inverso aditivo —x € R tal que x4 (—x) =0

e, se x # 0, existe também um inverso multiplicativo 71 € R tal que z.27 = 1.
e Distributividade: para z,y,z € R quaisquer, tem-se z.(y + z) = x.y + x.z.

Dos axiomas acima resultam todas as regras familiares da manipulacao com os

nimeros reais.

2.2.2 R é um corpo ordenado

Dizer que R é um corpo ordenado, significa, entre outras coisas, que existe um
subconjunto R™ C R, chamado o conjunto dos niimeros reais positivos, que cumpre as

seguintes condicoes:

P;. A soma e o produto de niimeros reais positivos sao positivos, ou seja,

r,yeR" =z+yeR"ezyecR".

P,. Dado x € R, exatamente uma das trés alternativas ocorre: ou x = 0, ou x € R* ou
—z € RT.

Se indicarmos com R™, o conjunto dos nimeros —z € R, em que z € R', a
condigao Py garante que R = RT UR™ U {0} e os conjuntos RT, R~ e {0} sao dois a dois

disjuntos.

Defini¢ao 2.3 Sejam z,y € R. Dizemos que = é menor do que y (ou y é maior do que

), denotado x < y (ou y > z), quando y —x € RT | isto é, y = x + z para algum z € R™.

Em particular, z > 0 significa que z € R* (2 é positivo). Analogamente, z < 0

significa que z é negativo, ou ainda, —x € R™.

A rela¢ao de ordem em R permite-nos definir o valor absoluto (ou modulo) de um

numero real z € R.
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Definicao 2.4 Dado = € R,

r, sex >0
|| ==
—z, se x < 0.

A definigao a seguir seré utilizada para representar tipos especiais de conjuntos de

numeros reais, chamados intervalos.

Definicao 2.5 Sejam a,b € R com a < b. Entao:

[a,b] :={x eR:a<x<b}
(a,b) :={reR:a<xz<b}
[a,b) :={r eR:a <z <b}
a,b) ={r eR:a<z<b}
b:={reR:z<b}
b)) ={reR:z<b}
[a,400) :={z eR:2>a}
(a,4+0) :={r €R:z>a}

[a,a] &€ denominado intervalo degenerado.

2.2.3 R é um corpo ordenado completo

Definicao 2.6 Seja X um conjunto tal que X C R. Dizemos que X é limitado su-
periormente (possui uma cota superior) quando existe b € R tal que 2 < b, Vo € X.
Analogamente, dizemos que X C R é limitado inferiormente quando existe a € R tal que
a <z, Vr € R. O nimero b chama-se cota superior de X e o nimero a chama-se cota
inferior de X. Se X é limitado superior e inferiormente, dizemos que X é limitado. Isto

significa que existe k£ > 0 tal que |z| < k, Vo € X.

Definicao 2.7 Seja X C R nao vazio, limitado superiormente. Dizemos que b € R é
o supremo do conjunto X, e denotamos b = sup(X), quando b é a menor das cotas

superiores de X, ou seja, quando b cumpre duas condicoes:
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(i) Ve e X, z <1

(ii) se c€ R é tal que z < ¢, Vo € X, entao b < c.

A condigao (ii) geralmente é usada em sua forma contrapositiva, ou seja, se ¢ < b,
entdo existe € X tal que ¢ < x. As vezes, exprimimos (ii) da seguinte forma: para todo

e >0, existe x € X tal que b — e < .

Definicao 2.8 Seja X C R nao vazio, limitado inferiormente. Dizemos que a € R é o
infimo do conjunto X, e denotamos a = inf(X), quando a é a maior das cotas inferiores

de X, isto é, quando a cumpre as seguintes condigoes:
(i) Ve e X, a < z;

(ii) se d € R é tal que d <z, Vx € X, entao d < a.

Principio do Supremo (O corpo ordenado R é completo). Dado X C R, ndo vazio e

limitado superiormente, existe b € R tal que b = sup(X).

Teorema 2.1 (Intervalos Encaixados) Dada uma seqiiéncia decrescente:
LD, DI3D -
de intervalos nao-vazios, limitados e fechados: I,, = [a,, b,], existe pelo menos um nimero
real ¢ tal que c € I,,, Vn € N.
Demonstragao: Observemos que
ap<ag <o <ap << by <o <by <0y
haja visto que Iy D Ij.q, Vk € N.

Definimos A = {ay,a9,as3,---}. Notemos que A é limitado superiormente (por
b1, por exemplo). Conseqiientemente, pelo Principio do Supremo, existe ¢ € R tal que

¢ = sup(A). Como ¢ & uma cota superior de A, segue que ¢ > a,, Vn € N.

Além disso, para cada n € N, b, é uma cota superior de A (pois, caso contrério,

existiriam j, k € N tais que b; < a;. Nao ¢ dificil ver que, neste caso, I; NI =0, o que
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contradiz o fato dos intervalos serem encaixados) e ¢ < b,,, Vn € N (pois ¢ é a menor das

cotas superiores de A). Logo, a, < ¢ < b,, Vn € N.

Portanto, ¢ € I,,, Vn € N. [

2.3 Nocoes topologicas em R

Nesta secao, abordaremos alguns conceitos topologicos elementares referentes a
subconjuntos de R, visando estabelecer a base adequada para desenvolvermos os capitulos
seguintes. Adotaremos uma linguagem geomeétrica, escrevendo “ponto” em vez de “niimero

real”, “a reta” em vez de “o conjunto R”.

Definicao 2.9 Seja X C R. Um ponto a € X é um ponto interior de X se existe ¢ > 0

tal que (a —e,a+¢) C X.
Exemplo 2.4 Todo ponto ¢ do intervalo aberto (a,b) é um ponto interior de (a, b).

Notagao. O conjunto dos pontos interiores de X sera denotado por int(X).
Exemplo 2.5 O interior do conjunto dos niimeros racionais é vazio, ou seja, int(Q) = (.

Definicao 2.10 Seja X C R. O conjunto X é aberto quando todos os pontos de X sao

pontos interiores de X, ou seja, X = int(X).
Exemplo 2.6 Todo intervalo aberto (limitado ou nao) é um conjunto aberto.

Proposicao 2.1 Uma uniao qualquer de abertos ¢ um conjunto aberto, ou seja, se

{Ax}aer € uma familia de conjuntos abertos, entao U Ay é um conjunto aberto.
AEL

N
Proposicao 2.2 Sejam Ay, A,, ---, Ay subconjuntos abertos de R. Entao: ﬂ A; é um

i=1
conjunto aberto.
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Definicao 2.11 Um conjunto F C R é fechado se, e somente se, F'® é um conjunto

aberto.

Exemplo 2.7 F' = [1,2] é¢ um conjunto fechado, pois F© = (—o0,1) U (2, +00) é um

conjunto aberto.

Proposigao 2.3 (a) A unido de uma quantidade finita de conjuntos fechados é um

conjunto fechado.

(b) A interse¢cao de uma quantidade qualquer de conjuntos fechados é um conjunto

fechado.

Definicao 2.12 Seja X C R. Um ponto a € R é um ponto de acumulacao de X se para
todo £ > 0, temos (a —e,a+¢) N (X — {a}) # 0.

Notagao. O conjunto dos pontos de acumulacao de X serd denotado por X'.

Observacgao 2.1 Se a € X nao é um ponto de acumulacao de X, dizemos que a é um
ponto isolado de X. Isto significa que existe ¢ > 0 tal que o nimero a é o tinico ponto
de X no intervalo (a — €,a + ). Quando todos os pontos do conjunto X sao isolados,

dizemos que X é um conjunto discreto.
Exemplo 2.8 N = ().

Exemplo 2.9 Se X = {1,1/2,1/3,--- ,1/n,---}, entdao X’ = {0}, isto &, 0 é o tnico
ponto de acumulacao de X. Notemos que, neste exemplo, todos os pontos deste conjunto

sao isolados (X é discreto).
Definicao 2.13 Seja X C R. O fecho de X é o conjunto X = X U X",
Exemplo 2.10 Seja X = (0,3). Entdo: X = X U X' = [0, 3].

1
Exemplo 2.11 O fecho do conjunto X = {2— 'n € N} é dado por:
n

X:{O}U{%:neN}.
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Proposicao 2.4 O fecho de um conjunto ¢ um conjunto fechado.

Proposicao 2.5 Um conjunto X C R é fechado se, e somente se, X’ C X.
Proposiciao 2.6 Um conjunto X C R é fechado se, e somente se, X = X.
Definicao 2.14 Seja X C R. Um subconjunto A C X é dito denso em X se A = X.

Exemplo 2.12 O intervalo (0,1) é denso em [ = [0, 1], pois (0,1) = [0, 1].

Exemplo 2.13 O conjunto Q dos ntimeros racionais ¢ um conjunto denso em R, haja

visto que Q = R.

Proposigao 2.7 Seja X C R. Um subconjunto A C X é denso em X se, e somente se,

para todo a € X e para todo € >0, (a —e,a+¢) N A # (.
Definicao 2.15 Um conjunto compacto em R é um conjunto fechado e limitado em R.

Exemplo 2.14 O conjunto X = {1/n:n € N} U{0} U {ln(n) : n € N} nao é compacto,

uma vez que X nao é limitado.
Exemplo 2.15 QN [0, 1] ndo é compacto, pois este conjunto nao é fechado.

Exemplo 2.16 Um intervalo do tipo [a, b] € um conjunto compacto e todo conjunto finito

é compacto.

No teorema seguinte, assumiremos conhecida a definicao de funcoes continuas em R.

Teorema 2.2 Se X C R é compacto, entao toda bijecao continua f : X — Y, em que

Y C R, tem inversa continua g : Y — X.

2.4 Resultados adicionais

Finalizaremos este capitulo com o conceito de conjuntos de medida nula em R.
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Definicao 2.16 Chama-se cobertura de um conjunto X C R a uma familia C' de con-

juntos C'\ cuja reuniao contém X.

Da defini¢ao acima, notemos que a condi¢ao X C U C), significa que, para cada z € X,

AeL
deve existir (pelo menos) um A € L tal que = € C).

Consideremos agora a,b € R, tais que a < b. Indicaremos por |I| = b —a, o

comprimento do intervalo (fechado, aberto ou semi-aberto) I cujos extremos siao a e b.

Definicao 2.17 Seja X C R. Dizemos que um conjunto X C R tem medida nula se para
qualquer £ > 0, existe uma cobertura finita ou infinita enumeréavel de X por intervalos

abertos I, isto é, X C U I, tal que Z |1 < e.
keL keL

Exemplo 2.17 Todo conjunto enumeravel X = {z1, x5, -+, x,, -} tem medida nula.

. ) €
De fato, dado € > 0, escolhemos I, o intervalo aberto de centro x; e comprimento SR
€

Assim, X C Iy e Iy ==<e.

XeUne X in=

kel keL
Decorre deste exemplo que Q é um conjunto de medida nula.
Convém mencionar que embora todo conjunto enumeréavel tenha medida nula, nem

todo conjunto de medida nula é enumeravel. Um exemplo é o conjunto de Cantor, como

serd verificado no capitulo seguinte.



Capitulo 3

O Conjunto de Cantor

3.1 A construcao do conjunto de Cantor

Consideremos o intervalo I = [0, 1] da reta real.
. . . . . 1 2 .
No primeiro passo, trisseccionemos este intervalo nos pontos 3 e 3 e, em seguida,

removemos o intervalo aberto (%, %), chamado o ter¢o médio de I. Designemos por C; o

conjunto dos pontos restantes de I, isto é,

o=l ]

No segundo passo, trisseccionemos cada um dos dois intervalos fechados de Cy, nos

pontos % e %; g e %, e removemos o terco médio aberto desses intervalos fechados, ou seja,

removemos (%, %) e (g, g). Seja Co o conjunto formado pelos pontos restantes de Cy, isto

-l o]

Analogamente para o terceiro passo, obtemos:
C_OlU21U27U81U219U2O7U825U261
ST Vet 2779 9’27 2773 3727 2779 9’27 277

A Figura 3.1 apresenta os dois primeiros passos dessa constru¢ao:

e,

18
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I |
1 2
Cl 0 3 3 1
_ _
1 2 1 2 1 8
C 0 9 9 3 3 9 9 1
2 — — —

Figura 3.1: A construcao do conjunto C.
Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma seqiiéncia de conjuntos:
C1,C5,C3,...,Cp, ...

tais que

I>CD>CyDC3...0C,.1DC,...
em que C, é constituido de pontos do conjunto C),_; excluidos os tercos médios abertos.

Observemos que cada C,, consiste em 2" intervalos fechados e disjuntos dois a dois.
O conjunto de Cantor é o que resta apo6s aplicarmos esse procedimento para todo n € N,

isto é,

Definicao 3.1 O conjunto de Cantor C é a intersecao dos conjuntos C,, obtidos através
o

da remogao sucessiva dos ter¢os médios abertos do intervalo I = [0, 1], ou seja, C = ﬂCn.
n=1
A primeira vista, pode parecer que C é o conjunto vazio, mas isto nao acontece, pois

2

os pontos 0, = 3 3 € 1 permanecem em todos os conjuntos C,, estando assim no conjunto

de Cantor.

Uma caracterizacao util e interessante para os elementos de C segue do teorema

abaixo:

Teorema 3.1 Os elementos do conjunto de Cantor possuem expansao ternaria (base 3)

usando os digitos 0 e 2, isto é,

e}

C={zxel0,1]: Z para i, =0 ou i, =2}
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Antes de demonstrarmos esse teorema, vamos nos familiarizar com a representacao
de ntmeros reais em base ternaria. Para tanto, dado x € [0, 1], representar = na base 3
significa escrever x = (0, z1xo3 ... %, .. .)3, em que cada um dos digitos x, é igual a 0, 1
ou 2, de tal modo que

S S PP
Tr = — — - - P
33 3"

Facamos entao, alguns exemplos:

Exemplo 3.1 O ponto % tem expansao ternaria igual a 0, 1, ou seja, % =(0,1)3.

De fato, podemos escrever:

1_1+0+0+
3 31 32 33 ’

donde inferimos que 3 = (0,1)3.
17
Exemplo 3.2 57 = (0,122);

A fim de mostrarmos essa igualdade, basta percebermos que

17_1+2+2+0+0+
27 31 32 33 34 3

Os exemplos 3.1 e 3.2 ilustram a Proposicao 3.1 a seguir:

Proposigao 3.1 A representagao de uma fragao irredutivel na base 3 ¢ finita se, e somente

se, o denominador ¢ uma poténcia de 3.

Demonstracao: Sejam p,q € Z, g # 0 tais que a fragao § esteja na forma irredutivel.

Suponhamos que § possui representacao ternaria finita. Conseqiientemente, ela

pode ser escrita como:
an  Qp—1 a Qg
3_n+3n71++§+@’

em que os ays sao 0, 1 ou 2.

1 videnci :
Colocando 31 em evidéncia, ficamos com

1 2 n—1 n
3—n(an+an_1x3+an_2x3 +rar x 3" +ag x 3")
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Como a fracao acima esta em sua forma irredutivel, o fator entre parénteses é a represen-

tacao de p na base 3.
Portanto, o denominador ¢ é uma poténcia de 3.

Por outro lado, suponhamos que ¢ = 3", n € N e p € Z. A representacao de p na

base 3 é da seguinte forma:
P = 03" + ap_13™ "+ -+ a3 + a,
com m < n, pois § < 1.

Entao:

P G X 3" Ay X3 g x 3 +ag
q 3"

= Ay X 3"y X 3™ gy x 35T g x 37
Como m < n, temos m —n < 0. Logo, § possui representacao ternaria finita se ¢ for uma

poténcia de 3. [

Abaixo, apresentamos a Proposicao 3.2, que segue como consequéncia da

Proposicao 3.1.

Proposicao 3.2 Um nimero racional possui representacao infinita e periédica na base 3

se, e somente se, é da forma g, sendo que ¢ nao é uma poténcia de 3.

Verificaremos o uso da Proposi¢ao 3.2 nos exemplos a seguir:

1
Exemplo 3.3 1 (0,0202020202. . .)3

Atentemos para o fato de que % ¢ uma fracao irredutivel, cujo denominador nao pode ser

1

1 bossui

escrito como uma poténcia de 3. Com base na Proposicao 3.2, inferimos que
representacao ternaria infinita e periodica. Vamos constatar essa afirmacao.

Na reta, iremos nos aproximar pela esquerda da fracao i. A priori, notemos que

3% < ;11 < 3% Conseqiientemente,
1 0 2
1T Ty
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ondelﬁ:%—%—%.
A Figura 3.2 fornece a representacao de nossa primeira tentativa de aproximacao

1.
para ;:

2 a i
32 4 3

Figura 3.2: Primeira tentativa de aproximagao para i.

Observemos agora que 3%1 = 8—11 < % < 8% = 3%, o que nos da:

1 2 _ 73
emquek2—1—3—4—@.

Esta segunda tentativa de aproximacao para i é apresentada na Figura 3.3:

k2
e ——
[ } } } }
0 2 2 1 1 R
32 34 4 3

Figura 3.3: Segunda tentativa de aproximacao para i.

Com base em nossa constatagao (por aproximagoes sucessivas para 411)7 formulamos
a seguinte afirmacao:
. 1 _ 0 2,0 | 2 a1l 2 2 2
Afirmagao: ;=g +5+ g+t istoé, ;=5 +a5+ -+t
Observemos que o membro direito da segunda equacao mencionada na afirmagao

anterior revela a soma de uma progressao geométrica infinita de razao:

2/32(n+1) 1 1

Co2/3m 329
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Sabemos que o valor dessa soma serd obtido aplicando a seguinte formula

a1
1—gq’

S =
em que a; designa o primeiro termo da progressao geométrica em questao, ¢ sua razao e

S o valor de sua soma. Assim,

2/32  2/32 2 9 1
S = = = xZ=2
1—1/9  8/9 32 1

|

Portanto, = & + 2 + -+ + 55 + - - -, ou seja, 3 = (0,020202...)3.

1
Exemplo 3.4 - = (0,010212010212.. . .)3.

A verificagao dessa igualdade segue imediatamente da afirmacgao abaixo

Ao 1 0 1 0 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Aﬁrmagao. 7= 3—1+3—2+3—3+3—4+3—5+3—6+"' = 3—2+3—4+3—5+3—6+3—8+3T0+3T+3ﬁ+"'

Podemos reescrever nossa afirmacao da seguinte maneira:

1 [t 1 1 1 1
i e P +33n1+

7 3 3° 38 311

2 2

+lztaotae 36n -+
2 2 2 2

tlmtamtamt g T
<1 <92 <2

_ [z - [z —] ‘ [z —] 51
n=1 n=1 n=1

Vamos mostrar que as séries do membro direito de (3.1) sao convergentes

1 . . <
¢ uma série geométrica de razao ¢ = % Con-

Para tanto, notemos que Z 33n—1

n=1
seqlientemente, esta série converge, visto que |g| < 1 e sua soma é dada por
Z _1/32_1>< 33 3 3
33n L1 —1/38 327 (B3-1) 3B3—-1 26

n=1

= 2
e Lowo. 3 oo
n=1

(o]
2
A série Z o= 5 também € do tipo geométrica e com razao ¢ =

é convergente. Zlém disso,
= 2 2/3% 2 36 18

Z3671*2:1—1/36:§><36—1:%‘

n=1
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e}

. . . . . 2
Com raciocinio analogo apresentado anteriormente, garantimos que a série E

36n
, n=1
converge € que Sua soma e

(e.)
> =
3on 728"
n=1
Sendo essas séries convergentes, concluimos que a série

1 2 1 2 1 2 1 2
§+§+§+§+§+@+ﬁ+ﬁ+'“

também converge e sua soma é dada por

3 18 2 104 1

%6 "8 T8 T T8 T

Portanto, £ = (0,010212010212. . ).

Neste instante, poderiamos nos perguntar o que acontece com a representacao
ternaria dos nimeros irracionais. A resposta para essa questao é apresentada na

proposicao seguinte:

Proposicao 3.3 Um numero é irracional se, e somente se, possui representacao infinita

e nao periodica na base 3.

Demonstragao: Os ntiimeros irracionais nao podem ter representacao ternaria finita, pois
teriam se, e somente se, fossem da forma %’ com o denominador uma poténcia de 3, o que
acarretaria na racionalidade destes nimeros. E isto nao acontece, uma vez que um nimero

irracional nao pode ser escrito na forma: § comp,q € Zeq#0.

Estes nimeros também nao podem ter uma representacao infinita e periddica, pois

teriam se, e somente se, fossem da forma ’5’, cujo denominador nao é uma poténcia de 3.
Logo, os nimeros irracionais possuem uma representacao infinita e nao perioddica.

Reciprocamente, seja  um ntmero com representagao infinita e nao periédica na
base 3. Suponhamos, por absurdo, que z seja um ntimero racional, digamos x = g, com

p,q € Z e q # 0. Podemos, entao, considerar dois casos:
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(i) ¢ é uma poténcia de 3.

Neste caso, x teria representacao finita. Mas, por hipdtese, x possui representacao

infinita e nao periddica. Segue que x nao pode ser da forma § com denominador

uma poténcia de 3.

(ii) ¢ nao é uma poténcia de 3.

Aqui, = teria uma representacao ternaria infinita e periddica. Entretanto, por
hipotese, essa afirmacao leva-nos a uma contradi¢ao. Decorre dai que x nao pode

ser da forma § com denominador um nimero diferente de uma poténcia de 3.

Assim, fica garantido que x nao pode ser da forma § com p,q € Zeq##D0.

Portanto, x é um ntmero irracional. [

Passemos agora a demonstracao do Teorema 3.1:

Demonstragao: (Teorema 3.1) No primeiro passo da construcao do conjunto de Cantor,

1 2

ao retirarmos o intervalo aberto (g, 3), excluimos os niimeros x € [0, 1] cuja representagao

ternaria, * = (0,212923...)3, tem 1 = 1, com a tnica exce¢ao de % = (0,1)3 que

permanece. Observemos essa inferéncia na figura a seguir:

0 % % 1
0, 01), 02), 0222..),

Figura 3.4: Remocao do intervalo (%, %)

No segundo passo, excluimos os nimeros reais dos intervalos (%, %) e (— —), ou
seja, aqueles da forma (0,0lxsxsxs...)s ou da forma (0,21lzzz4zs...)3 com excegao de

é = (0,01)3 e de g = (0,21)3 que permanecem.

No terceiro passo, removemos os intervalos (2—17, %), (2—77, 2%), (? —0) e (%, %) que

7027
contém os nimeros da seguinte forma: (0,001z4z5...)s, (0,021z 25 .. .)s3, (0,201z425 .. .)3
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e (0,221zqz5 .. )3 (com excecdo de &= = (0,001)3, = = (0,021)3, 22 = (0,201)3 e £ =

= (0,221)3 que permanecem).

Esse processo continua indutivamente. De modo geral, fica garantido que os ele-
mentos do conjunto de Cantor sdo os nimeros do intervalo I = [0, 1] cuja representagao
ternaria x = (0, 212223 . . .)3 86 contém os algarismos 0 e 2, com excegao daqueles que pos-
suem um unico algarismo igual a 1 como algarismo significativo final, como % = (0,221)3,
por exemplo. Mas, se observarmos que (0,221); = (0,22022222...)3, poderemos sempre
substituir o algarismo final 1 pela seqiiéncia 0,22222.... Com esta convencao (também
usada em outras bases, como por exemplo, na base decimal), podemos afirmar, sem ex-
cecoes, que os elementos do conjunto de Cantor sdo os nimeros do intervalo I = [0, 1]

cuja representacao na base 3 s6 contém os algarismos 0 e 2. N

3.2 Propriedades do conjunto de Cantor

Nesta secao, estudaremos as principais propriedades do conjunto de Cantor. Estas

estarao apresentadas na forma de proposicoes:

Proposicao 3.4 O conjunto de Cantor é nao vazio.

Demonstragao: Pelo Teorema 3.1, segue que todo nimero do intervalo I = [0, 1] cuja
expansao terniria contém somente os digitos: 0 ou 2 pertencem ao conjunto de Cantor.

Conseqiientemente, o Exemplo 3.3 garante que i eC.

Logo, C' # 0. =

Proposigao 3.5 C é um conjunto fechado.

Demonstragao: Sejam (7)) ey 0s intervalos retirados durante a construgao do conjunto

de Cantor. Segue da Proposicao 2.1 que UT,\ ¢ um conjunto aberto. Entao, (UTA)C =
AeN AeN
=R-— UT,\ é um conjunto fechado (Definigao 2.11). Mas, como C = (UT,\)Cﬂ[O, 1] e
AeN AEN
[0, 1] & fechado, inferimos, pela Proposigao 2.3, que C é um conjunto fechado. n
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Proposigao 3.6 C é um conjunto compacto.

Demonstracgao: Para mostrarmos que C é compacto, basta constatarmos que C é limi-
tado, visto que ja provamos que C é fechado (Proposi¢ao 3.5). Para tanto, reparemos que

I =10,1] é limitado e como C C I, segue que C também ¢é limitado.

Portanto, C é compacto. n

Proposigao 3.7 C é um conjunto nao enumeravel.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que C é enumeravel. Entao, podemos listar

os elementos de C como segue:
C= {al, ag, a3z, A4, . . }

Escolhemos o intervalo [0, %] ou [%, 1] que nao contém a; e denotamos por [cy, d;].
No segundo passo da construcao do conjunto de Cantor, retiraremos o terco médio aberto
do intervalo: [c1,d;] e ficamos com: [by, by] U [bs, by]. Escolhemos agora o intervalo: [by, bs]

ou [bs, by] que nao contém ay e o denotamos por [ca, ds].

Continuamos dessa forma (processo indutivo). Entao, os intervalos [¢;, d;] sdo fecha-
dos, nao-vazios, limitados e encaixados (decrescentes). Pelo Teorema dos Intervalos En-

o
caizados, dc € R tal que ¢ € ﬂ[ci, d;]. Além disso, notemos que ¢ € R é unico, pois se
i=1

(o]
tivermos ¢’ € ﬂ[ci, d;], entao Ve > 0,

i=1

1
|C— C,| S |dz — Cil = -,
31
que é menor do que € se tomarmos ¢ € N suficientemente grande.

E claro que Yk € N, ¢ € Cy, pois [cx, di] C Cr. Segue-se dessa afirmacdo que c € C,
visto que C = ﬂCk. Observemos também que ¢ # a,, ¥n € N, pois se ¢ = a; para algum

k=1
j € N, entdo ¢ ¢ [c;,d,;| devido a forma como selecionamos os intervalos [¢;, d;].

Ora, entao chegamos a uma contradi¢ao, visto que ¢ # a,, para todo n € N e

cel.
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Portanto, o conjunto de Cantor é nao enumeréavel. [

Proposic¢ao 3.8 O conjunto de Cantor possui interior vazio, isto &, int(C)=0.

Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que int(C)# 0 e seja x € int(C). Entao,

existe d > 0 tal que

(x — 0,z + ) CC.

[e.e]
Segue que (x —d,240) C ﬂCn, ou seja, (xr—d,240) C Cp,, Vn € N. Haja visto que C,, ¢ a
i=1
uniao de 2" intervalos disjuntos de comprimento 3%, o intervalo (x — 0, x 4 J) devera estar
1
contido em um dos subintervalos de C,,. Como 3% — 0, existe n; € N tal que 3 <d. 0

intervalo (x — 8,2 + ) tem comprimento 20 > § > 5. Desta forma, ndo esta contido em
nenhum dos subintervalos de C,,. Logo, (z — 6,2+ d) € C,,, 0 que contradiz a afirmagao

acima.

Portanto, int(C)=0. -

A Proposic¢ao 3.8 garante que C nao contém intervalos, visto que dado J C [0, 1]

de comprimento ¢ > 0, se tomarmos n € N tal que 3% < ¢, em que 3% ¢ o comprimento
dos intervalos fechados que restam apo6s o n-ésimo passo da construcao do conjunto de

Cantor, o intervalo J sera mutilado depois desse n-ésimo passo, ou seja, J SZ C.

Proposicdo 3.9 O conjunto C° ¢ denso em [0, 1].

Demonstragio: Vamos mostrar que C¢ = [0,1]. Para tanto, nio é dificil ver C¢ =

—int(C)°. Entretanto, int(C)=0 (Proposicdo 3.8). Logo, C¢ = int(C)° = ¢ = [0, 1].

Portanto, C¢ ¢ denso no intervalo I = [0, 1]. n

Dessa propriedade, inferimos que todo ponto de I = [0, 1] & limite de uma seqiiéncia

de pontos de C°. Recordemos que C ¢ a unido dos “tercos médios” abertos que foram
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retirados de [0, 1], ou seja,

)
)u(53)
%) (#7) (77) (5 7)

&
I

Proposicao 3.10 O conjunto de Cantor possui medida nula.

Demonstragao: Ao pararmos no n-ésimo passo da construcao do conjunto de Cantor,
garantiremos que C esta contido na reuniao de 2" intervalos, cada um tendo comprimento

1 2\ "
30 Dado € > 0, podemos tomar n € N tal que <§> < €.

Portanto, segue da Defini¢ao 2.17 que C possui medida nula. [



Capitulo 4

A Funcao Ternaria de Cantor

4.1 Construcao

Seja f : [0,1] — R definida da seguinte maneira: f(0) =0, f(1) = 1 e f restrita

aos tercos médios é constante, isto é,

M3 =3
3=
Gy =

|3 ool Ut ol w Cof

¢ assim sucessivamente.

A seguir, apresentamos o grafico da funcao f, destacando os sete intervalos abertos

citados acima:

30
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(f)
1In
.
.?
g ot
2 s
4 1
5 S
8 1]
1
3
§ P
-
1 =By
4 >
W
#F
frossrl N e e o ey 4 0 I
& 2 1 = & =
i) g 3 " i) 1) 1

Figura 4.1: Funcao ternaria de Cantor.

Denotaremos C¢ = C. Segue que:
Afirmagao. A imagem da funcao f restrita ao conjunto C é um conjunto denso em [0, 1].

Demonstracao: A imagem de f|s ¢ dada pelo conjunto:
- 11 3 1 3 5 7
Jm(f|é) = {57?7?7?7?7?7?7"‘}

Pela anélise do conjunto acima, observamos que os elementos do conjunto: Jm (f|s)
2k —1

sao da forma: , em que n representa o n-ésimo passo da construcao do conjunto de

Cantore 1 < k <n.

Seja (a,b) um intervalo aberto em [0,1] com b — a = § > 0. Vamos mostrar que

existe y € Jm (f|s) tal que a < y < b. Para tanto, considere n; € N tal que 53— < d. Seja

2m1

m
mlzsup{mEZ:%ga}.
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O conjunto: {m EZL: 55 < a} admite supremo, visto que este conjunto é limitado supe-

riormente (por a € [0, 1], por exemplo).

2 . mi
Além disso, temos 5t < a e gt

+ 57 = 2H > g (esta dltima desigualdade
decorre do fato de m; = sup {m €ZL: 5 < a}).

Conseqiientemente,

ou seja, b > (ZEL). Assim, a < 2 < b,

O nimero Lt € Jm(f|s), pois caso my + 1 seja impar, entdo nao temos o

que mostrar. Se my + 1 é par, simplificaremos este com o denominador e, dessa forma,
garantiremos que " € Tm (f]s).
Portanto, a Jm (f|z) ¢ um conjunto denso em [0, 1].

Agora definiremos a funcao f para os pontos do conjunto de Cantor.

Seja o € C — {0, 1}. Definimos:

fla) = lim fls(z).

T—a

zeC

Esta definicao é até certo ponto “natural”, ja que C é um conjunto denso em [0, 1],
conforme a Proposigao 3.9 (ou seja, todo elemento de [0, 1], em particular cada elemento

de C, é limite de uma seqiiéncia de pontos em C~) Além disso, desejamos que f seja

continua. Para tanto, mostraremos que

Jim, fle(z) = Tim fle(@) = flefe)

Afirmagdo: lim fle(z) = lim f|s(x)
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Demonstragao: Notemos que

T fle(x) = it {fle(x)} = h(a)

zeC

Jim fle(z) = sup{fle(x)} = k(a).
zeC

Como f|s é monotona crescente (por construcdo), temos que k(o) < h(a).

Suponhamos que k(a) < h(a). Conseqiientemente,

Vo > a, z €C, h(a) < fls(z)

Yy <a, y€C, k(a) = fla(y)

flyg (y) < k(e) <h(e) < f] ¢ (o),

[e% x>

ou seja, (k(a), h(e)) € [0,1].

Vamos mostrar que (h(«), h(a)) NIm(f|s) = 0.

Suponhamos que exista z € (k(a), h(a)) N Im (f|s). Segue que k(o) < z < h(a) e
existe yg € C tal que

fle(wo) = 2.

Entao, podemos escrever: k(a) < fls(yo) < h(e). Notemos que se a < yo, entao
h(z) = 1r>1f{f|c(x)} < fle(yo), j& que f|s € monotona crescente. Decorre dessa tltima

desigualdade que
(@) = inf {Fle(@)} = fle(wo).
uma vez que h(a) < f|s(yo) nao ocorre, pois h(a) = igf{f\é(yo)}. De modo analogo, se

« > Y, teremos

k() = sup{fle(x)} = fle(wo)-

r<o

Logo, garantimos que nao existe z € [0, 1] nestas condigoes.

Portanto, (k(), h(a)) N Im(f|z) = 0.
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Observemos que esta afirmagao provada é absurda, visto que Jm (f|s) ¢ um con-

junto denso no intervalo [0, 1]. Desse modo, concluimos que nao pode ocorrer k(o) < h(a).

Portanto,

k(o) = h(a) = lim fla(x) = f(a).

r—o

De posse dessas afirmacoes a respeito da funcao f, segue a seguinte definicao.

Definigao 4.1 A funcao f : [0, 1] — [0, 1] definida por

(iii) f\(%%)(fb’) =3 f|<%7§>(f€) =3 f|<§§> (z) =3 f!(2_1772_27>(55) =3 f|<2_777%)(13) =3
f|(%%)(x) = g; f|(%¥>(x) = g e assim sucessivamente; e

(iv) se a € C\{0, 1}, entdo f(a) = lim f|a(z)
zeC
é chamada de funcao terndria de Cantor.

A funcao ternaria de Cantor também pode ser definida através das expansoes

binéria e ternaria da seguinte maneira:

Seja « € [0, 1] com expansao ternaria (0, ajazas . .. a, ...)s. Consideremos:

(i) N=o00,sea; #1,VieN, ou

(ii) N =min{i € N,q; = 1}, se a; = 1 para algum i € N.

Seja agora b, = ¢ e by = 1.
N
- bn . < - :
Entao, Z on independe da expansao ternaria de x (no caso de z ter mais de uma,

n=1

como por exemplo, 3 = (0,1); = (0,02222...)3).
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Conseqiientemente, podemos definir a funcao ternaria de Cantor como segue:

f[O,l] - [071]
b
z:(O,alag...an...)g'—)f(x):ZQ_Z
n=1

Atentemo-nos para o fato de que na expressao acima, o valor de f(z) esta expresso
em sua expansao binaria. Agora, com o propoésito de compreendermos essa nova defini¢ao,

exibiremos alguns exemplos:

Exemplo 4.1 A funcdo ternaria aplicada no ponto z = % possui imagem igual a %

Com efeito, perceba que % € C e que se considerarmos sua expansao terndaria igual

a (0,1)3, obteremos N =1, by =by=1¢e

Caso consideremos a expansao ternéaria de % igual a (0,02222...)3, encontraremos:

N=o00,by=0,1=b=by=b3=---¢
4 8 2n
i 12 1
C1-3 41 2

Portanto, independente da representagao ternaria de %, f (%) = 3.

2
Exemplo 4.2 f (2—3) = %

Conforme construimos a funcao ternaria de Cantor, temos em vista que f (g—?) = %,

28~ (78 : 23) _ 3 « s
uma vez que 5- € (9, 9). Verificaremos que f (27) = 4 usando nossa “nova definigao”.

Notemos que:
23 2 1 2
— =—+4 =+ — = (0,212)3.
7 g gt T (0212
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Conseqiientemente, N =2, by = 9 =1 e by = by = 1. Segue que

@)

Portanto, f (%) = %.

by b1 | by

+

1 1
2n 21 22 2 4 4

WE

n=1

1 1
Exemplo 4.3 f (Z) =3

De fato, pelo Exemplo 2.3, le = (0,020202...)3. Dessa forma, temos: N = oo,
by =0,by=1,b3 =0, by =1, etc, em que by,_1 = 0 e by, = 1. Logo,
1 _oobn_bl by b3 by
f<4)_ g o Tt

n=1

Portanto, f (}l) = %

Exemplo 4.4 f(0)=0e f(1) = 1.

Observemos que 0 = (0,0000...)3. Inferimos dai que N = oo, b = %4 = g =0,

b2:O:b3:b4:---eque
b, b by b,
0) = T L T
f(0) 2o ittt ot
—0+0+ +0+
21 92 on

=0.

Logo, f(0) = 0.
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Agora, 1 =1(0,2222...)3e 1 =by =by =--- = b, = ---. Conseqiientemente,
oobn
H=S"2
f() 2o
b by b by
ittt Tt
L L
Sl 22 93 2n
1 1
2 2
= =<2 =1
11
=5 3
f)y=1

Portanto, f(0) =0e f(1) = 1.

4.2 Propriedades

Nesta se¢ao, apresentaremos, em forma de proposicoes, as principais propriedades

da funcao ternéria de Cantor.

Proposigao 4.1 A fungao ternaria de Cantor é mono6tona crescente.

Demonstragao: Vamos mostrar que se «, 3 € [0,1] e a < 3, entao f(«) < f(5). Para

tanto, consideraremos os seguintes casos:

(i) acC BeCea<f.

Neste caso, temos

por construcao.

(ii) aeCepel.
Suponhamos a < 3. Segue que

f(a) = lim fo()

Tr—a
zeC

= inf{fls(z)}.

>
zeC



38

Como f|s(8) € {fls(z)}, concluimos que f(a) < f|z(8) = f(5).

Caso ( < a, temos

fla) = lim fle(z)

T—a
zeC

= inf{fls(z)}

r<a
zeC

> fle(B) = f(B).
Logo, f(8) < f(@).

(iii) aeC, fel a<p.

Como C é um conjunto denso em [0, 1], inferimos a existéncia de 2 € C tal que

a <z < [. Pelo caso (ii), temos f(a) < f(z) < f(B).

Portanto, f é mono6tona crescente.

Proposigao 4.2 A fungao ternaria de Cantor é continua em I = [0, 1].

Demonstracao: Esta propriedade é garantida pela maneira como f foi construida: con-

stante em C e estendida a C pelo processo de limites

Portanto, f é continua em [0, 1]. n
Proposigao 4.3 A fungao F(z) = f(z) + x, em que f é a fungio ternéaria de Cantor, é
um homeomorfismo de [0, 1] em [0, 2].

Demonstragao: Mostraremos que F' é um homeomorfismo de [0, 1] em [0, 2], ou seja, F'

¢ continua e F~! também & uma funcio continua.
Afirmagao 1 F é continua.

Demonstragao: (Afirmacao 1) Como F' é a soma de duas fun¢oes continuas, a fungio

ternaria de Cantor e a fungao identidade, decorre que F' é continua em |0, 1]. n

Afirmacao 2 F' é injetiva.
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Demonstragao: (Afirmagao 2) Sejam z,y € [0, 1] com = # y. Sem perda de generalidade,

consideramos = < y. Segue da Proposicao 4.1 que

F(z)=f(z) +z < fly) +2 < fly) +y=F(y)

ou seja, F(z) # F(y).
Logo, F' é injetiva. [
Afirmagao 3 F é sobrejetiva.

Demonstragao: (Afirmagao 3) Notemos que f : [0, 1] — R é uma fungao sobrejetiva em
[0, 1], pois f(0) =0, f(1) =1, f € mono6tona crescente e f é continua. Conseqilientemente,
para todo y € [0, 1], existe z € [0, 1] tal que f(x) =y. Com base nisso,
Im(F)={F(z):z€0,1]}
={f(@)+z:2e[01]}
={y+z:ye€(0,1]]exec|01]}

= [07 2]

Como Jm(F') = [0, 2], concluimos que F' & sobrejetiva. n

De posse das afirmacoes 2 e 3, garantimos a existéncia da funcao inversa de F'.

Iremos mostrar que F~! ¢ continua.
Afirmagao 4 F~! é continua em [0, 2].

Demonstracao: (Afirmacao 4) Pelas afirmacoes 1, 2 e 4, F' : [0, 1] — [0, 2] é uma bijec¢ao
continua. Como [0, 1] € um conjunto compacto (é fechado e limitado), segue do Teorema
2.2 (“Se X C R é compacto, entao toda bijecao continua f : X — Y C R tem inversa

continua g : Y — X”) que F~':[0,2] — [0,1] é uma funcio continua. n

Portanto, segue das afirmagoes 1, 2, 3 e 4, que F' é um homeomorfismo de [0, 1]

em [0, 2].
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4.3 Caracterizacao geral da funcao de Cantor

Defini¢ao 4.2 Toda fungao real F' em [0,1] é chamada de fun¢ao de Cantor se F &

mondétona crescente e satisfaz:

(a) F(0)=0;
CRORES

(¢) F(1—x)=1-F(x),

Encerraremos este capitulo, apresentando alguns exemplos que evidenciam que a
funcao ternaria de Cantor f, definida na secao 4.1, comporta-se como uma funcao de

Cantor.

Exemplo 4.5 F(1) =1= f(1).

Pelos itens (a) e (b) da Definigao 4.2, garantimos que: F'(1) = F(1-0) = 1-F(0) =
—1-0=1=f(1).

1 1 1
E lo4.6 F|=-| === — .
xemplo (3) 5 f (3)

1 F(1 1 1 1
Usando o item (b), temos: F (§> = % =5 Como f (§> =5 conforme
. 1 1 1
Exemplo 4.1, concluimos que F (g) =35= f (g) .

1 1 1
Exemplo 4.7 F (5) =5= f (5) . De fato, segue do item (c) que:

Pim3)=1mr ()22 (3) =122 (5) 20 (5):
e 15 (1) =1 (1),

4
) ()44 )

Notemos que




Consideracoes Finais

Durante a confeccao deste trabalho, que iniciou-se em marco de 2008, enaltecemos

diversos pontos positivos.

Visto que o estudo deste conjunto surgiu apenas na disciplina: Trabalho de Con-
clusao de Curso II, tentamos exibi-lo de maneira mais didéatica possivel. Para tanto,
preparamos o capitulo: Conceitos Preliminares, cujo objetivo foi fornecer as ferramentas
fundamentais para a leitura dos capitulos seguintes. Além disso, durante todo o tra-
balho, insistimos na apresentacao de vérios exemplos, de forma a elucidar toda a teoria

desenvolvida.

No que tange aos capitulos 3 e 4, preocupamo-nos, sobretudo, com a introducgao
dos conceitos tidos como cernes deste trabalho e, em seguida, com outras caracterizacoes

destes conceitos, a fim de tornar as idéias suficientemente claras.

Quanto ao rigor matematico, tentamos escrevé-lo de modo acessivel a alunos do

curso de graduacao em matematica. Com este intuito, recorremos a variadas bibliografias.

Ressaltamos também a parte historica desenvolvida neste trabalho, que fora in-

cluida no capitulo 1.

Para encerrar, gostariamos de enfatizar que um quinto capitulo a respeito dos
conjuntos generalizados de Cantor foi elaborado. Entretanto, para este capitulo, exigia-
se o estudo da teoria da medida de Lebesgue na reta real, que tornaria este trabalho
demasiadamente extenso. Optamos por apresenté-lo em outra oportunidade, juntamente

com os devidos detalhes que este merece.
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