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1 Definicoes

1.1 Aprendizado Supervisionado

Denotaremos por U o conjunto universo de objetos, ou seja, o conjunto de todos os objetos que o
aprendiz pode encontrar.

Denotaremos por C' = {¢1, ¢z ... c;} um conjunto (finito) de classes (ou grupos), e assumimos que
cada objeto do conjunto universo pertence a uma tnica classe c;.

Assumimos que a representacao dos objetos se da através de um conjunto de caracteristicas ou
atributos previamente definido,
A = ay,a9,...,a,. Ou seja, cada objeto é descrito por um wvetor de caracteristicas (ou vetor de
atributos) x = [x1, xa, ..., Zy], onde x; é o valor do atributo a;, i =1,...,m.

Os atributos classificam-se em dois tipos:

tipo numérico ou ordenado : um atributo numérico ou ordenado assume valores dentro dos
nimeros reais. Por exemplo: idade, peso, comprimento;

tipo categoérico : um atributo categorico assume valores dentro de um conjunto finito, onde nao
h& nenhuma ordem natural. Por exemplo: cor.

O conjunto universo U é usualmente denominado espaco de atributos, e é composto por todas os
possiveis vetores de atributos x sobre o conjunto de atributos A.

Todo método de aprendizado supervisionado necessita de conjunto de exemplos F, tambem de-
nominado conjunto de treinamento. O conjunto de treinamento E é um subconjunto de U composto
por vetores de caracteristicas x(1), x(®) ... x(™ e suas respectivas classes ¢V, ¢ ... ™.

O problema de aprendizado supervisionado é encontrar, a partir do conjunto de treinamento F,
uma funcao (classificador) ~
f:U—C

que associe a cada vetor de atributos x uma classe f(x).
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(Definigao informal:) Arvores de decisao (ou drvores de classifica¢ao) sao modelos de aprendizado
supervisionado que representam regras de decisao baseadas nos valores dos atributos.

1.2 Terminologia Basica de Arvores

Uma arvore ¢ uma colecao de elementos chamados nds, dentre os quais um ¢é distinguido como uma
raiz, juntamente com uma relacao de “paternidade” que impoe uma estrutura hierarquica sobre os
noés. Formalmente,

Definicao 1.1 Uma arvore pode ser definida recursivamente da sequinte maneira:

1. Um unico nd é uma drvore. Este nd € também a raiz da drvore.

2. Suponha que t seja um ndé e T1,Ts, ..., T, sejam drvores com raizes ty,ts, ..., ty, respectiva-
mente. Podemos construir wma nova drvore transformando t no pai dos nos ty,ts, ..., 1.
Nessa drvore, t serd a raiz e Ty, T, ..., Ty serao as sub-arvores ou ramos da raiz. Os nds
t1,ta, ..., tx sao chamados filhos do no t.

Se t1,ta,. .., € uma seqliéncia de nés em uma arvore tais que t; é o pai de ¢;,; para 1 <1 < k,
entao esta seqiiencia ¢ denominada um caminho do né t; até o nod ty.

Se existe um caminho do né a ao né b, entao a é um ancestral de b e b € um descendente de a.
Todo no é ancestral e descendente de si mesmo.

Dado um n6 t € T, a sub-drvore ou ramo Ty de T consistirda do no t (que seré a raiz de Ty)
juntamente com todos os descendentes de t em 7.

Todos os noés que nao possuem filhos sao chamados nds terminais ou folhas. Os nés que contém
filhos sao chamados nds nao-terminais ou nds internos. O conjunto das folhas de T serd denotado
por T
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Exemplo: Sumaério de um livro (a) e sua respectiva representagao como uma arvore (b)



2 Arvores de Decisao

Uma Arvore de Decisao é:

e um no6 folha (ou no resposta) que contém o nome de uma classe ou o simbolo nulo (nulo
indica que nao é possivel atribuir nenhuma classe ao né por nao haver nenhum exemplo que
corresponda a esse 1no); ou

e um no interno (ou noé de deciséo) que contém o nome de um atributo; para cada possivel valor
do atributo, corresponde um ramo para uma outra arvore de decisao.

Uma arvore de decisao possui a seguinte estrutura tipica:

e Nos internos sao rotulados com atributos;
e Folhas sao rotuladas com classes;

e Ramos sao rotulados com valores (atributos
categoricos) ou com intervalos (atributos numéricos).

‘HO ['BCll]fBIlCB‘ ‘ null | | ['BC[BIICB|

Exemplo: Predigao de recorréncia de cancer de mama

2.1 Exemplo de construcao de uma arvore

Considere os objetos da figura abaixo. Esses objetos, numerados de 01 a 12, pertencem a cinco
classes: porca, parafuso, chave, caneta, tesoura. Suponha que esses objetos sejam mostrados a um
sistema de visao. Suas silhuetas sao capturadas por uma camera e processadas por um programa de
processamento de imagens.
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Objeto No. TAMANHO FORMATO ORIFICIOS | CLASSE
01 grande longo 2 tesoura
02 pequeno compacto 1 porca
03 pequeno compacto 1 porca
04 pequeno longo 0 parafuso
05 grande longo 0 caneta
06 pequeno longo 1 chave
07 pequeno longo 0 parafuso
08 pequeno compacto 1 porca
09 grande longo 2 tesoura
10 pequeno longo 1 chave
11 pequeno longo 2 chave
12 grande longo 0 caneta

(b)

O programa pode extrair alguns valores de atributos de cada imagem, que no nosso caso sao: o
tamanho, o formato e o nimero de orificios de um objeto. Os possiveis valores desses atributos sao:

e Tamanho: pequeno, grande



e Formato: longo, compacto, outro

e QOrificios: 0,1, 2,3, muitos

Assim, cada objeto é representado através de seu respectivo vetor de atributo (item b da figura).

A figura abaixo mostra uma arvore de decisao induzida a partir dos exemplos acima.

parafuso ‘ |cem ‘ ‘chave‘ ‘ porca| ‘ nulo ‘ ‘ chave| ‘ tesoura‘
E11 E12 E21 E22 E23 Esa Hs2

Descreveremos em linhas gerais o processo de construcao dessa arvore.

e Iniciamos a construgao da arvore com apenas um no (a raiz) e associamos a esse no o conjunto
E. Como os exemplos nao estao na mesma classe, decidimos “dividir o nd”; ou seja, expandir
a arvore. Para isso, escolhemos um atributo (em nossa ilustracdo, Orificios), com o qual
rotulamos a raiz. Dividimos o conjunto E' em subconjuntos disjuntos, agrupando exemplos de
mesmo valor de Orificios em cada subconjunto. Para cada um desses subconjuntos, criamos
um novo no-filho do né Orificios. Em nosso caso, os subconjuntos de E sao:

Er = {X € Etqa XOyificios = 0}
Ey = {X € Etq XOpificios = 1}
Ey = {X € Eta Xoyificios = 2}
Er = {X € Eta XOyificios = 3}
Es = {X € Etq XOpificios = Muitos}

e Analisemos agora o né referente ao subconjunto £;. Uma vez que E; contém exemplos de classes
distintas, o n6 deve ser dividido: rotulamos o n6 com um novo atributo (Tamanho), criamos
novos filhos para esse no e dividimos E; conforme os valores de Tamanho (pequeno, grande):

Eiy = {X € B tqa Xymanho = pequeno}
Eip = {X € E; tq XTamanho = grande}

e Todos os exemplos em FE;; pertencem a mesma classe. Nesse caso, simplesmente rotulamos o
no6 correspondente com a classe a qual aqueles exemplos pertencem (parafuso) e declaramos esse
n6é como uma folha, passando a examinar outros nés que ainda nao tenham sido devidamente
tratados. O mesmo ocorre com o no referente ao subconjunto £} o, cujos exemplos sao todos
de classe caneta.



e O procedimento é anélogo para os demais subconjuntos (FEs, E3, s, ,etc.); se o subconjunto é
vazio (como ocorre em Ey, Ej5, Es 3), 0 n6 correspondente é rotulado com nulo.

Suponha agora que a arvore de decisao tenha sido construida e que seja apresentado ao sistema o
vetor de atributos de um objeto de classe desconhecida. Queremos que o sistema atribua uma classe
ao objeto. O procedimento para classificacao desse objeto é realizar o teste de atributo na raiz, ir
para o ramo correspondente, realizar o teste de atributo no segundo no, ir para o proximo ramo,

sucessivamente até atingir uma folha. Entao o objeto seré classificado com o rétulo da respectiva
folha.

Por exemplo, se tivermos um objeto com vetor de atributos
(Tamanho = grande, Formato = longo, Orificios = 0),

a aplicagao da arvore sobre esse objeto levara ao né £ 2 e o mesmo sera, portanto, classificado como
uma caneta.

3 Algoritmo de construcao
Idéia geral do algoritmo:

e Expansao da arvore, através de sucessivas particoes do conjunto de treinamento, até que a
condicao de parada seja satisfeita;

e Eliminagao de algumas partes inferiores (poda) da arvore, através de reagrupamentos dos sub-
conjuntos da particao.



Algoritmo

Dados um conjunto de aprendizado F
uma condi¢do de parada P(F)
uma fungao de avaliagao score(E, atributo)
uma funcao de classificagao classe(t)
uma funcao de categorizagao categ(E, atributo)

Se o conjunto F satisfaz a condi¢do de parada P(F),

entao a arvore resultante é um tnico noé ¢ rotulado conforme
a regra classe(t)

caso contrario
1. para cada atributo a;, calcule a fungao score(FE, a;);
selecione o atributo a’ = argmax score(F, a;)

2. sejam I,1, 1,9, ..., I,k os intervalos gerados segundo categ(E, a’);
crie 0 no e os ramos

3. particione E em K sub-conjuntos Fy, Fs, ..., Fx segundo os intervalos
(ou valores) de a,, na arvore de decisao

4. aplique o algoritmo recursivamente para cada um dos subconjuntos £
5. ap6s a expansao da arvore ter terminado, ajuste seu tamanho,

eliminando alguns ramos 7; se necessario.

Fim



Os principais elementos do algoritmo sao:

e Regra de parada P(F): é uma condi¢ao que o conjunto de treinamento F deve satisfazer para
que seu no correspondente seja considerado um né terminal.

Casos mais simples: F é vazio ou quando todos os exemplos incidentes sobre ¢ pertencem a
mesma classe.

Contudo, existem algoritmos que interrompem a expansao do né sob condi¢oes mais complexas.
Nesses casos, dizemos que ocorre uma pré-poda da arvore de decisao.

e Regra classe(t): fungao que atribui um rétulo de classe a um no t.
Critério mais simples: classificacao por maioria.

e Funcao score(a;): é utilizada para tentar identificar o atributo mais relevante existente sobre
E, isto é, o atributo com maior poder discriminante das classes.

e Método de categorizagao de atributos categ(E, a): Atributos numeéricos precisam ser “discretiza-
dos” em sub-intervalos do tipo

]nl - ]Cn07 Cnl]
[n2 = ]Cnla Cn2]
]nK - ]CnK—lacnK[
onde ¢, Cp1, - - -, Cui s@0 constantes definidas segundo o critério de categorizagao categ(E, a).

A forma mais simples de discretizacao é a binarizacao dos atributos, através de condigoes do
tipo x, < ¢?, onde a constante ¢ é obtida através de testes exaustivos sobre o conjunto de
treinamento disponivel.

Uma vez que os atributos categoricos também podem ser reduzidos a conjuntos I,,; = {an1}, ..., Inx =
{a,k }, para simplificar a notagao nao faremos distingao entre atributos ordenados e categoricos,
exceto em casos explicitos.

e Critério de poda: Apods a expansao da arvore, pode ocorrer que os subconjuntos de E cor-
respondentes aos nos folhas sejam muito pequenos e com grande efeito de overfitting (ajuste
muito preciso aos dados de treinamento, porém com baixa precisao na classificacao de novos
exemplos).

E necessério entao eliminar-se alguns dos ramos inferiores da &rvore, de forma a atenuar o efeito
dos ruidos (informagoes intiteis para a classifica¢@o) e de forma a manter na arvore apenas regras
com mais alto poder de discriminacao das classes.

Esse processo é denominado pds-poda (ou simplesmente poda) das arvores.

4 A regra de atribuigao de classes

Denotaremos por p(j|t) a probabilidade estimada de um exemplo incidente em ¢ possuir classe j. Por
exemplo, p(j|t) pode ser definido como a propor¢ao de exemplos de ¢ que possuem classe j.



4.1 Critério de minimizacao do erro esperado

O critério mais simples de atribuicao é adotar a classe de maior probabilidade estimada no no, isto
é, a classe que maximiza p(j|t). Assim, a probabilidade estimada de um exemplo incidente sobre ¢
ser classificado erroneamente é:

r(t) = 1—mjaxp(j|t)
mjinzp(ﬂt) (1)

i#]

4.2 Critério de minimizacao do custo do erro de classificagao

Breiman et al. (1984) sugere um critério de atribui¢do que minimiza o custo de erro de classificagao
no no.

O custo de erro em classificar um objeto pertencente a classe j como sendo de classe ¢ é denotado
por C(i, ) e satisfaz

o C(i,j) > 0,i # j;
e C(i,i) =0.
Se um objeto de classe desconhecida incidente sobre um no t, for classificado com classe 7, entao o

custo esperado do erro na classificagao sera 3-; C(7, j)p(j[t). Assim, um critério natural de atribuigao
é escolher a classe ¢ que minimiza a expressao acima.

Sob essa regra, o custo esperado no erro de classificagao de um objeto incidente sobre t seréa:

A1) = min3ClJ)p(il). (2)

Observagao: O critério de escolha pela maior probabilidade estimada é um caso particular do
critério de minimizacao de custos.

4.3 Rotulacao dos nés pelas probabilidades das classes

Para classificagao de um novo objeto, pode ser desejavel que a arvore T forneca, ao invés de sua classe
prevista j, as probabilidades estimadas desse objeto pertencer a cada uma das classes 1,2, ..., J.

Exemplo: diagnostico médico.
Para essas situagoes, a fungao de atribuigao classe(t) pode ser redefinida como
classe(t) = (p(1]t), p(2|t), ..., p(J[t)).

Nesse caso, a arvore T passa a ser chamada de drvore probabilistica, e nao mais arvore de decisao,
vide Michie et al. (1994).

Podemos estimar o custo de erro no né ¢ usando o seguinte raciocinio: sendo p(j|t) a probabilidade
estimada de um objeto incidente sobre ¢ pertencer a classe j, o custo estimado de erro em atribuir a

classe ¢ a esse objeto sera
> C(i, 5)p(i]t).
J
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Como a fungao classe(t) atribui a classe i ao objeto com probabilidade p(i|t), o custo estimado de
erro no no t sera

r(t) = >_p(ilt) (Z C(’i,j)p(j!t)) =>_CGa)piltp(ilt).

i

4.4 Custo total de erro de classificacao na arvore

Uma vez apresentadas as regras de atribuigao de classe e as respectivas estimativas de erro r(t), é
util definirmos os custos estimados de erros de cada no e o custo de erro da arvore T'.

Seja R(t) o custo total de erro no né ¢, dado por

onde p(t) é a propor¢ao de exemplos em E que incidem sobre o no t.

O custo total de erros de classificagao da arvore R(T') é dado por

R(T) = Y R(1),

teT

onde T é o conjunto de folhas de T'.

5 Escolha do Atributo Otimo

Uma vez definidas as possiveis divisoes para os nos da arvore (critérios de discretizagao), é necessario
definir um critério de avaliagao que escolha a melhor divisao para cada né. De forma geral, a melhor
divisao para um noé deve ser aquela que agrupe, da melhor forma possivel, os exemplos de mesma
classe.

Para o problema em que os custos de erro C(i, j) sdo unitérios, isto &,
C(i,i)=0, Ci,j)=1,1#]

muitos dos critérios de divisoes dos nos sao baseados no conceito de impureza, definido como segue:

Definigao 5.1 Uma fungao de impureza é uma fun¢io ¢ definida sobre o conjunto de todas as J-
tuplas de niimeros (p1,pa, . .., ps) satisfazendo p; >0, j =1,2,...,J >;p; = 1 com as propriedades

e ¢ atinge seu mdrimo somente no ponto (%, %, o %),
e ¢ atinge seu minimo somente nos pontos (1,0,...,0),(0,1,0,...),...,(0,...,0,1);
e ¢ ¢ uma funcao simétrica de pi,pa,...,pJ.

As restricoes acima retratam as nocoes intuitivas de impureza: de fato, a impureza de um no é:

e maxima quando todas as classes estao igualmente presentes no né

e minima quando o n6é contém apenas uma classe.
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Definicao 5.2 Dada uma funcao de impureza ¢, define-se a medida de impureza de um no t como

imp(t) = ¢(p(1]t),p(2[t), . .., p(J|t))

onde p(jft) € a probabilidade de um objeto incidente sobre o nd t pertencer a classe j.

Para todo né ¢, suponha que haja uma divisao candidata s que divide ¢ em t, e tf, de forma que
uma propor¢ao p, dos exemplos de ¢ vao para t, e uma proporgao ps dos exemplos de ¢ vao para ty.
O critério de qualidade da divisao é definido pelo decréscimo na impureza

Aimp(s,t) = imp(t) — p,imp(t,) — primp(ty) .

Aimp(s,t) pode ser visto como o ganho de pureza obtido pela divisdo s. Entao, a melhor divisao
para a divisao de t sera aquela que maximiza esse ganho, isto ¢,

s" = argmax Aimp(s,t).

Suponha que construimos uma arvore binaria 7', realizando algumas divisoes sucessivas a partir
da raiz (onde cada divisdo corresponde a um teste). Denote o conjunto de folhas por T'; ponha
I(t) = p(t)imp(t) e defina a impureza da arvore I(7T") como

I(T) =% _I(t) = _p(t)imp(t).

te T teT

O seguinte teorema, demonstrado por Breiman et al. (1984), mostra que a aplicagao sucessiva do
critério acima gera uma arvore com impureza global minima.

Teorema 5.3 A impureza global I(T) da drvore serd minima se, a cada nd nao terminal t, tivermos
escolhido a divisao s* = argmaxg Ai(s,t).

Dem. Tome um né qualquer ¢ € T e, usando uma divisao s, particione o né em ¢, e t 7. A nova
arvore 1" terd impureza

T = > I(t)+1(t,) + I(ty).
T—{t}

O decréscimo global de impureza seréa
I(T) = I(T') = I(t) — I(t,) - I(t;).
Por depender somente do no t e da divisao s, o decréscimo global de impureza pode ser escrito como
Al(s,t) = I(t)— I(t) — I(ty)
= p(t)imp(t) — p(t,)imp(tu) — p(ts)imp(ty) (3)

Definindo as proporcoes p, e py dos exemplos de ¢ que vao para t, e tf, respectivamente, como

po = p(tu)/p(t) , pr=p(ts)/p(t)

podemos reescrever a expressao 3 como

Al(s,t) = p(t)limp(t) — puimp(t,) — primp(ts)]
= p(t)Aimp(s,t).

Uma vez que Al(s,t) difere de Ai(s,t) apenas pelo fator p(t), a mesma divisdo s* maximiza as
duas expressoes. Portanto, o critério de selecao da melhor divisao de cada n6é pode ser visto como
uma seqiiéncia de passos de minimizacao da impureza global da arvore.

11
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Forma da curva de Medida de Entropia e do Indice de Gini para 2 classes

O conceito de impureza nao se aplica adequadamente em problemas onde os custos de erro nao
sejam unitarios. Nesses problemas, o critério de divisao de nds deve dar preferéncia para que as
classes com maiores custos de erro fiquem agrupadas nos mesmos noés descendentes, em detrimento
aquelas classes de custos de erro inferiores.

5.1 Medida de Entropia

O conceito de entropia surgiu inicialmente a partir da mecéanica estatistica, e sua aplicacao tem se
extendido para diversos outros fenémenos (fisicos ou nao). A medida de entropia, como veremos,
também é muito conveniente como medida de informacao. Aqui apresentamos a abordagem adotada
por Khinchin (1953), baseada na teoria de probabilidade.

Em teoria de probabilidade um sistema completo de eventos Ai, Ao, ..., A; é um conjunto de
eventos tal que um e somente um deles deve ocorrer a cada tentativa (por exemplo, o aparecimento
de 1,2,3,4,5 ou 6 pontos no lancamento de um dado). Se tivermos os eventos Aj, Ao, ..., A; de um
sistema completo, juntamente com suas probabilidades estimadas py, pa,...,ps (ps >0, X7, pi = 1),

entao temos um esquema finito
A— Al Ay .. Ay
pr P2 ... PJ

Todo esquema finito descreve um estado de incerteza, onde se deseja prever o resultado de um
experimento com base nas probabilidades de cada evento. Claramente, o grau de incerteza ¢ diferente
para esquemas diferentes.

A medida de entropia busca, entao, medir o grau de incerteza presente em cada esquema finito,
e ¢ dada pela funcao

J
g(p17p27 v 7pJ) - _sz logpz
=1

onde os logaritmos sao tomados numa base fixa qualquer e atribuimos p; log p; = 0 sempre que p; = 0.
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Khinchin (1953) demonstrou que &(p1, ps, ..., ps) possui uma série de propriedades que se pode
esperar de uma medida de impureza.

Note que é imediato ver que £ é simétrica e que E(p1, 2, ...,ps) = 0 se, e somente se, algum dos
numeros p; for igual a 1 e todos os demais iguais a 0.

A concavidade estrita de £ garante que £ possui um tnico ponto de maximo; resta mostrar que

11 1
< -, =, ., = .
g(p17p27 7pJ) = & (J7 J, ) J)

Para isso, usaremos a propriedade valida para toda fun¢ao convexa f(a):

onde ay, ..., ay sdo quaisquer nimeros positivos. Fixando a; = p; e f(a) = aloga e tendo em mente
que >, p; = 1, temos:

log

~l =

s
/
<=
M=~
=
N~ —
Il
k\ R

J
> pjlogp;
]:
L )
T b1, p2,---,PJ)-
Logo,
1 1 1
g(php?a?pJ) SlOgJ:g(J, )

Suponha agora que tenhamos dois esquemas finitos

A:<A1 Ay ... AJ>7 B:<31 By ... BK>
pr p2 ... PJ g q ... 4K

e que esses dois esquemas sejam mutuamente independentes, isto ¢, que a probabilidade r;;, da
ocorréncia simultanea dos eventos A; e By seja p;qr. Entao, o conjunto de eventos simultaneos
A;B, (1 <j<J 1<k<K), com probabilidades rj, representa outro esquema finito, chamado
produto dos esquemas A e B e denotado por AB. Sejam E(A), E(B) e E(AB) as entropias correspon-
dentes aos esquemas A, B, AB. Uma vez que a realizagao do esquema AB é equivalente & realizacao
dos esquemas A e B individualmente, é natural considerar que a incerteza presente no esquema AB
seja igual & soma das incertezas nos esquemas A e B, ou seja,

E(AB) =E(A) + E(B). (4)
A medida de entropia possui esta propriedade, pois

—E(AB) = > Z 7k log

J
= ZZpqu log p; + log qx,)

= ij log p; qu - qu log g, ij

- —E(A) - 5(3).
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Consideremos agora o caso onde A e B sao mutuamente dependentes. Denote por gx); a proba-
bilidade do evento By, ocorrer, dado que o evento A; tenha ocorrido, de forma que

rik = Pidrs (1 <7 <J, 1<k <K).
Entao

—E(AB) = Z > pjawy;(log p; + log qrj;)

Jj k
= > pilogp; D quy + D P D i 108 i
7 k 7 k

Aqui 3 qp; = 1 para todo j, e a soma — 3, qy|; log gr); pode ser considerada como a entropia
condicional &;(B) do esquema B, calculado sob o pressuposto de que o evento A; tenha ocorrido. Em
outras palavras, £;(B) sera a incerteza residual no esquema B, dado que o evento A; tenha ocorrido
no esquema A. Temos entao

E(AB) = E(A) + ijHj(B)

onde
HJ(B> = Z Qk\jlag(ﬂc\j-
k

E interessante notar que —H;(B) pode ser visto como uma variavel aleatéria no esquema A,
pois seu valor ¢ completamente determinado pelo conhecimento de qual evento A; do esquema A
realmente ocorreu. Assim, o termo — 3°; p;H;(B) pode ser definido como a esperanga da incerteza
no esquema B apos a realizagao do esquema A, e sera denotado por E4(B).

Assim, no caso geral, temos

E(AB) = E(A) + Ea(B). (5)

Essa relagao também é desejavel em uma medida de impureza; se A e B s@ao mutuamente de-
pendentes, a incerteza no esquema AB nao pode ser £(A) + £(B). Considere,por exemplo, o caso
extremo em que a saida do esquema A determina unicamente a saida do esquema B, de forma que
a ocorréncia de um evento A; em A implica na ocorréncia de um evento By em B. Entao, depois
da realizacao do esquema A, o esquema B perde completamente sua incerteza e sua realizagao nao
fornece nenhuma informacao adicional. Conseqiientemente, E4(B) =0 e E(AB) = £(A), e a relagao
5 permanece vélida. E facil também ver que a igualdade 5 é equivalente & igualdade 4 no caso em
que os eventos A e B sao independentes.

Um fato interessante ¢ notar que E4(B) < £(B). Essa desigualdade pode ser interpretada da
seginte maneira: o conhecimento do resultado do esquema A s6 pode diminuir a incerteza do esquema
B, jamais aumenta-la. Para provarmos este fato, usaremos a propriedade vélida para toda funcao
convexa f(a):

Y Aiflag) > f (Z )\jaj) ;
J J
onde \; > 0 e >3; \; = 1. Portanto, ajustando f(a) = aloga, \; = p;, a; = qx; temos, para todo k,
> pianilogar; > piawjlog (ijQkU) = q, log qx,
J J J

uma vez que >, p;iqr); = qx- Somando a desigualdade acima sobre &, obtemos

—2;pi&(B) = —€a(B)

> Di >k Qi log gr; =
> Ypaqelogg, = —E&(B). O
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5.2 Indice Gini para custos unitarios

O indice Gini, implementado no sistema CART (Breiman et al. (1984)), foi criado fundamentalmente
como uma medida de variancia para dados categoricos (Light & Margolin (1971)). Inicialmente sera
apresentada a versao do indice para custos unitarios de erro.

O indice de diversidade Gini possui a forma

G(p1.p2s--- D) = > Dib; (6)
i#

e também pode ser escrita como

G(p1,p2, - p1) = D_DjY_Di

J i#j

= ij(l — ;)

Uma interpretagao do indice Gini em termos de variancias: Em um né ¢, associe a todos os
exemplos de classe j o valor 1, e aos demais o valor 0. Entao a variancia desses valores sera p(j|t)(1—
p(j[t)). Se esse procedimento for repetido para todas as J classes e as variancias somadas, o resultado

S p(1(1 = p(il)

J

Segunda interpretagao: erro de classifica¢do. Ao invés de definir classe(t) com o rotulo da classe
majoritaria, defina classe(t) como uma fungao que atribui, para um objeto selecionado aleatoriamente
dentro do no, a classe i com probabilidade p(i|t). A probabilidade deste objeto ser da classe j é p(jlt).
Portanto, a probabilidade estimada de erro sob esta regra ¢ o indice de Gini

Z bip;-

i#]

Pode-se verificar que o indice de Gini satisfaz as restrigoes de uma fung¢ao de impureza. As re-
strigoes (2) e (3) sao trivialmente satisfeitas; para mostrarmos que a restri¢ao (1) também é satisfeita,
usaremos uma desigualdade vélida para toda func¢ao concava f(a):

onde ay,...,a; sdo quaisquer nimeros positivos. Fixando a; = p; e f(a) = a(l — a) e tendo em
mente que »_; p; = 1, temos:

j=1
1
2 3ij(1—p])
j=1
- J b1,p2,---,PJ)-



Logo,

1 11 1
<l—-—-—-= — =, ., — .
g(p17p27 >pJ> = N g(J’J’ 7J>

A concavidade estrita de G(p1,p2,...,ps) garante que o ponto (%, %, o }) ¢ o tnico ponto de
maximo.

5.3 Indice Gini para custos variaveis
O indice Gini possui duas extensoes para a estratégia de divisao dos noés, aplicaveis na presenca de
custos variaveis.

A estratégia mais direta é a que segue: dados os custos de erro de classificacdo C'(i, 7) tais que:
Ci,i)=0; C(i,j) 20, i#]
e as probabilidades estimadas p(j|t), definimos o indice Gini por

Gp(11t), p2It), .-, p(JIt)) = 3_ C i, 5)plilt)p(ilt). (7)

No caso particular de um problema que contenha apenas duas classes, a equagao acima se reduz

Gp(1[t), p(2[t)) = (C(1[t) + C(2[t))p(1]t)p(2[t),
dando essencialmente o mesmo critério de divisao do caso com custos unitérios.

Essa abordagem somente é adequada para casos em que a fungao de custo é aproximadamente
simétrica, ou seja, quando C(i,5) e C(7,4) nado sao significativamente diferentes.

Apresentamos agora a segunda extensao para o indice Gini, que tenta alterar a distribuicao a
priori de probabilidades das classes, {m(j)}, de forma a tratar o problema como se os custos fossem
unitarios.

Considere um problema de duas classes equiprovéveis, e suponha que C(1,2) = 2, C(2,1) = 1,
isto é, que o custo de erro da classe 2 seja o dobro do custo de erro da classe 1. Queremos entao uma
arvore que classifique erroneamente um ntmero pequeno de instancias da classe 2. Pode-se pensar
ainda que cada instancia da classe 2 classificada erroneamente conta em dobro, assim a situagao é
similar aquela em que os custos sejam unitarios e a probabilidade de ocorréncia da classe 2 seja o
dobro da probabilidade de ocorréncia da classe 1.

Com base nessa idéia, seja (Q(i|j) a propor¢ao de exemplos de classe j em E classificados como
se fossem de classe i pela arvore T. Entao o custo estimado de erro da arvore é definido como

R(T) = Y C(i. §)QUilj)())

Sejam {7'(j)} e {C'(i,7)} formas alteradas de {m(j)} e {C(i,7)} tais que
(1, 4)7'(7) = C i, j)m(5). (8)

Entao R(T') permanece o mesmo quando computado usando-se {7’(j)} e {C'(7,7)}.
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Tome {C’(i,7)} como sendo a matriz de custos unitéarios e suponha que seja possivel encontrar a
distribuigao alterada {7'(j)} que satisfaga 8. Entao, a estrutura da &rvore sera a mesma (e o custo
estimado de erro também o serd) para um problema onde os custos sao unitarios e as probabilidades
das classes sao dadas por {7n'(j)}.

Se as colunas da matriz de custos forem constantes, isto é,
C(i,j) = C(),
entao os custos C’(, ) pode ser tomados como unitério através das probabilidades a priori

Zj C(] )W(] )
Entao, o método de alteracao de probabilidades a priori consiste nos seguintes passos:

1. Calcule um custo de erro para cada classe, C'(j) (no sistema CART, C(j) é calculado como

Cy) =2 CG,J));
2. Obtenha {7'(j)} através da equagao 9;

3. Construa a arvore usando custos unitéarios e usando a distribuicao {7’(j)}; utilize o indice Gini
original.

6 A Poda de Arvores de Decisdo

Todo algoritmo de construgao de arvores de decisao tenta encontrar associa¢oes entre os atributos
dos objetos e a classificacao dos mesmos. A forga dessas associagoes varia de acordo com o niimero
de exemplos que suportam ou negam a relacao observada. Algumas dessas associagoes refletirao
caracteristicas genuinas do dominio (a partir das quais se infere uma relagao causal ou associativa,
vide Clark & Nibblet (1987)). Outras serdo encontradas ao acaso, devido a efeitos aleatérios ou a es-
colha particular dos exemplos presentes no sistema. Geralmente, encontrar as associagoes verdadeiras
requer um numero maior de exemplos para se evitar a interferéncia dos ruidos.

Uma vez que o niamero de exemplos incidentes nos nos inferiores diminui a medida que a arvore
é expandida, a expansao exagerada da mesma faz com que sua precisao de classificagao diminua.

Isto ocorre devido a dois fatores: em primeiro lugar, porque sao incluidos atributos com baixo
poder preditivo (ou altamente correlacionados com atributos utilizados nos nos superiores), tornando
a teoria gerada excessivamente especializada (over-fitting); em segundo lugar, porque os nés inferiores
(especialmente as folhas) ficam altamente suscetiveis a interferéncia de ruidos.

Por outro lado, uma arvore muito pequena nao usara toda a informagao disponivel no conjunto
de treinamento, resultando novamente numa precisao menor na classificacao.

O problema entao é encontrar o tamanho “correto” da arvore.

Duas abordagens:

e Pré-poda: consiste em estabelecer regras de parada sob certas condi¢oes, tais como:

1. Se, para toda divisdo s do n6 t, Al(s,t) < (3, onde § > 0 é um parametro definido pelo
usuario.
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2. Se o numero de exemplos que incidir sobre ¢ for inferior a um parametro n.

3. Se a propor¢ao dos exemplos incidentes no noé em relagao ao ntamero total de exemplos
em F for inferior a um parametro p.

4. Se a estimativa de erro (ou o custo de erro) r(t) naquele né6 for menor do que um parametro
T.

Alguns dos algoritmos que realizam a pré-poda sao o REAL (Lauretto (1996)), o Cal5 (Miiller
& Wysotzki (1994)) , o C4 (Quinlan et al. (1986)) e o Assistant-86 (Cestnik et al. (1987)).

e Pods-poda: consistem em construir a arvore completa e avaliar a confiabilidade de cada uma de
suas sub-arvores, podando os sub-ramos considerados nao confiaveis.

Dada uma arvore 7' e um no6 interno ¢t € T, a pds-poda (ou simplesmente poda) do ramo T; de T’
consiste em remover todos os descendentes proprios de t, declarando-o como n6 terminal. Rotula-se

t conforme a fungao classe(t) (definida anteriormente). A arvore podada desta forma sera denotada
por T'—T,.

Se T' é obtida de T através de podas sucessivas de ramos, entdo 7' é denominada sub-drvore
podada de T e é denotada por T < T.

(b

Arvore original (esq) e arvore podada (dir)
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Ao longo desta secdo, toda sub-arvore podada T" sera chamada simplesmente de sub-arvore de
T. Note que T" e T possuem o mesmo 1o raiz.

6.1 Método de poda por custo-complexidade

Em linhas gerais, este método, proposto por Breiman et al. (1984) e implementado no algoritmo
CART, é constituido de dois estagios. No primeiro estégio, uma seqiiéncia de arvores Tg, 17, ..., Tk
¢é gerada, onde Ty ¢é a arvore original e Ty, 1 é obtida pela substituicao de uma ou mais sub-arvores
de T}, por folhas. Tx é uma arvore constituida apenas por uma folha (a raiz da arvore original). No
segundo estéagio, ¢ selecionada a melhor arvore dessa seqiiéncia, levando-se em consideragao o custo
estimado dos erros de classificagdo e a complexidade (medida em numero de folhas) de cada uma
dessas arvores.

O primeiro passo é construir uma arvore suficientemente grande T),,.. Tae Na0 precisa ser
expandida de forma exaustiva, basta ser suficientemente grande. Para isso, basta estabelecer um
numero minimo de exemplos por folha N,,;, e adota-lo como critério de parada.

A idéia principal da poda por custo complexidade é a que segue:

Para qualquer subarvore T' < Ty.., defina sua complexidade como |T|, o niimero de folhas em
T. Seja o > 0 um namero real denominado o pardmetro de compleridade e defina a medida de
custo-complezidade R,(T) como
R.(T) = R(T) + «|T|.

R, (T) é uma combinagao linear entre o custo de erro da arvore e sua complexidade. O problema
central do método é encontrar, para cada valor de «, a sub-arvore T'(«) < T4, que minimiza R, (7)),
isto é,

T(a) = arg Tmin R.(T).

—+max

O parametro « pode ser visto como um custo por folha: Note que o tamanho se « for pequeno, a
penalizacdo por haver muitas folhas sera pequena e T'(a) sera grande. A medida que a penalidade o
por folha aumenta, a sub-arvore T'(«) passa a ter um nimero menor de nds terminais até que, para
um valor suficientemente grande de «, T'(a) consistira apenas do no raiz e a arvore T,,,, tera sido
completamente podada.

Embora « seja continuo, existe um ntmero finito de sub-arvores de 7., havendo, portanto, um
namero finito de sub-arvores T'(«), a € [0, +00[. O que ocorre é que, se T'(«) é a arvore que minimiza
R, (T) para um certo valor de «, entao essa mesma arvore continua minimizando R, (7") & medida que
a aumenta, até que um ponto de ruptura o’ seja atingido, onde uma nova arvore T'(a’) (com menos
folhas) se torna a arvore que minimiza R;(T) e continua sendo 6tima até o préximo ponto de ruptura
o”, e assim sucessivamente. Esse processo gera uma seqiiéncia finita de sub-arvores 17, T, T3, . . . com
numero de folhas progressivamente menor.

Detalharemos agora um algoritmo eficiente para a obtengao dessa seqiiéncia de sub-arvores (sem
necessidade de buscar exaustivamente entre todas as possiveis sub-arvores para encontrar aquela que
minimize R, (7T)).

Obtencao das Sub-arvores

A drvore minimal T'(«) para o parametro de complexidade « é definida pelas condigoes:
hd Ra<T(Oé>> - minTijax Ra (T)7
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o se Ry(T) = Ro(T(0)), entdo T'(v) = T

Inicialmente, devemos obter a sub-arvore T} = T'(0) a partir de T},q, ou seja, devemos encontrar
a menor das sub-arvores de T}, que minimizam R(T'). A proposi¢ao a seguir tem como conseqiiéncia
o fato de toda sub-arvore T de T, satisfazer R(T) > R(Tnaz); logo, T} sera a menor sub-arvore de
T satisfazendo

R(Tl) = R(Tmax) .

Proposigao 6.1 Seja T uma drvore bindria. Dada uma folha t € T, para qualquer divisio de t em
t, ety tem-se
R(t) > R(t,) + R(ty).

Para encontrar 77, execute o seguinte procedimento: seja t um noé interno de T, e sejam ¢, e t;
os filhos de t. Se R(t) = R(t,) + R(ts), entao pode o ramo T3, substituindo-o pelo no6 t. Repita este
processo até que ja nao seja mais possivel nenhuma poda.

Acabamos de obter a sub-arvore T} = T(ay), onde oy = 0. Mostraremos agora como obter,
a partir de uma sub-arvore T = T'(ay), a sub-arvore T4 = T(og41) (onde agiq > ay), de tal
forma que Tj permaneca uma arvore minimal para todo « no intervalo [y, agy1). Ou seja, para
o << apy, T =T(a).

Para todo né interno ¢ de T}, e seu respectivo ramo T}, defina

Ra(t) = R()+a (10)
Ro(Tiy) = R(Th,)+ a|Tial- (11)

Note que Ry(Th) < Rax(t) para todo noé interno de T, pois caso contrario T}, nao seria minimal.
Suponha agora que « comece a subir de forma continua. Enquanto R,(Tk:) < R.(t) para cada t,
teremos ainda Ty = T'(«). No instante em que

Ro(Tys) = Ra(t) (12)

para algum no6 ¢, teremos entao R, (T%) = Ro(Ty — Trt) € T; — T;4 conterda menos folhas do que Tj;
logo, T; # T'(«). Nesse momento, o ramo T ; devera ser podado.

As equacgoes 10 e 11 fornecem o valor de a para o qual a igualdade 12 ocorre:

R(t) - R(Ti.)
|Tye| — 1

O ponto critico a1 serd o menor valor de o para o qual a igualdade 12 pode ocorrer. Ou seja,

. R(t) = R(T},)
Op11 = min =
tETkC ‘Tk,tl - 1

=C . .
onde Ty~ é o conjunto de nos internos de Tj.

Para obter a &arvore Tj,;, execute o seguinte procedimento: seja ¢ um néd interno de Tj; se
Rok41(t) = Rag+1(Tkt), pode o ramo Ty, substituindo-o pelo né t. Repita este procedimento até
que nao seja mais possivel nenhuma poda. A éarvore resultante seré Tj.

O procedimento acima gera uma seqiiéncia de sub-arvores de T4z, 11 = ... = Tk, onde Ty =
T(ay), oy =0. A sub-arvore Ty sera constituida somente pela raiz {t;} de T},

20



Escolha da melhor sub-arvore

Uma vez obtida a seqiiéncia decrescente de sub-arvores Ty = T > ... = Tx = {t1}, o estagio
final do método de poda por custo-complexidade é escolher a melhor dessas sub-arvores. O critério
para essa decisao é baseado na precisao de classificagao e na complexidade de cada sub-arvore.

Inicialmente, deve-se encontrar estatisticamente uma boa estimativa de erro para cada uma das
arvores.

Para encontrar essa estimativa, nao podemos utilizar os mesmos exemplos que haviam sido em-
pregados para a contrucao da arvore, sob pena de tal estimativa de erro ser demasiadamente otimista
(Tonax sera sempre favorecida na escolha).

Para calcularmos a estimativa de erros das arvores, utiliza-se um conjunto de testes E4, que con-
siste de um conjunto de instancias cujas classes sejam conhecidas e que nao tenham sido empregadas
durante a construcao da arvore 7},4..

Seja T uma sub-arvore da seqiiéncia. Submeta a arvore T ao conjunto de testes E4, ou seja,
utilize T}, para classificar cada uma das instancias de F4.

Denote por N4 a cardinalidade do conjunto E4. Sejam N]A o nimero de instancias da classe j
em F, e N{j‘ o nimero de instancias de classe j em F4 que tenham sido classificados por T} como
classe 7. Entao, a probabilidade estimada de um objeto de classe j ser classificado por T}, como classe
1 sera

Q(ilg) = Nij/N;'.

Denote por R(j) o custo esperado no erro de classificagao dos objetos de classe j. R(j) sera dado
por

onde C(i,7) é o custo de erro.

Finalmente, seja 7(j) a probabilidade a priori de um objeto qualquer de F4 ser de classe j. A
estimativa do custo da arvore T}, é dada por,

RY(Ty) =Y R(j)m(j).

J=1

Apos calculada a estimativa de custo RY(T}) para cada sub-arvore T} da seqiiéncia, pode-se
simplesmente escolher a sub-arvore

Ty = arg 1£I}ci<nK RY(Ty).

7 Algoritmo Real

O Real - Real Valued Attribute Learning Algorithm - foi desenvolvido conjuntamente com o Prof.
Julio M. Stern, durante o desenvolvimento de minha dissertacao, vide Lauretto (1996), Stern et al.
(1998).

Os procedimentos desse algoritmo estao baseados em uma fungao de perda e uma funcao de
conviccao, descritas a seguir.
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7.1 Funcao de conviccao

Seja t um no folha de classe j com n exemplos, dentre os quais m séo classificados com erro e (n—m)
sao classificados corretamente. Seja ¢ a probabilidade de um exemplo ser erroneamente classificado
em t, p = 1 — q a probabilidade de classificagao correta. Consideramos que ¢ possui uma distribuicao

D(c)=Pr(¢g<c)=Pr(p>1-c).

Definimos a medida de convicgao: 100 * (1 — ¢m)%, onde
em =minc|Pr(g<c)>1-g(c)
e g(c) é uma bije¢ao convexa de [0, 1] em si mesmo.

Na implementagao atual do Real:

e g(c) =", onde r > 1.0 é um parametro de convexidade fornecido pelo usuério;

e D(c) é a funcao beta incompleta derivada da distribui¢ao de Bernoulli:

B(n,m,q) = comb(n,m)*q™xp"~™

D(c,n,m) = /COB(n,m,q)/ IOB(n,m,q)

q:
= betainc(c,m+1,n —m+1).

Com estas escolhas, cm é dada por

em(n,m,r) = c|f(c) =

fle) = 1-g(c) = D(c,n,m)
= 1—c" —betainc(c,m+ 1,n —m +1).

7.2 Funcgao de avaliagao dos atributos

Para selecionar o melhor atributo que expandird o n6 ¢, o Real discretiza cada atributo a, em
intervalos Iy, ..., Ix, pelo método que apresentaremos a seguir. Apos a discretizacao de todos os
atributos, sera selecionado aquele que minimizar a fungao de perda, definida por

loss = an k cm(ng, My, 1)
k

onde ny é o numero de exemplos no intervalo I, e my é o nimero de exemplos classificados erronea-
mente em I.

7.3 Funcao de categorizacao de atributos

O primeiro passo do procedimento de discretizagao, para um atributo selecionado, é ordenar os
exemplos do né ¢ em ordem crescente dos valores do atributo, e entao agrupar os exemplos adjacentes
de mesma classe.
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Nos passos subseqiientes, agruparemos os intervalos de maneira a diminuir a perda global dentro
do n6. O ganho em agrupar H intervalos adjacentes I;i1, Ixio, ..., [xrg € o decréscimo relativo na
funcao de perda

gain(k,h) = loss(np, ky,r) — loss(n, h,r)
h
onde n = Y, ny e k € o nimero de exemplos em minoria no novo intervalo.

A cada passo, sao concatenados os intervalos com ganho maximo. O procedimento de discretizacao
para quando nao hé mais agrupamentos com ganho positivo.

Cada intervalo obtido pelo procedimento acima constitui um novo né, que devera ser recursiva-
mente expandido.

Apos a discretizagao descrita, podem ocorrer nés adjacentes que poderiam ser melhor expandidos
se fossem agrupados, ao invés de serem expandidos isoladamente. Isso porque pode haver outros
atributos que consigam discriminar bem os exemplos contidos nesses nés, melhorando assim a qual-
idade da arvore gerada. Por essa razdo, sdo reagrupados todos os intervalos (e seus respectivos nos)
adjacentes que nao satisfazem c¢m < crv, onde crv € [0,1] é um grau de convic¢do a ser fornecido
pelo usuario. Para prevenir um loop infinito, a funcao de perda associada ao novo intervalo é a soma
das fungoes de perda dos intervalos a serem reagrupados. Nas folhas, este reagrupamento é desfeito.

7.4 Condigao de parada e atribuigao de classes

A expansao de um né é interrompida quando nao houver nenhum atributo cuja discretizacao diminua
a fungao de perda por um fator € > 0. O n6 é entao rotulado pela classe majoritaria.

O grau de convicgao crv funciona também como um critério de parada do algoritmo (quanto
maior o valor de c¢rv, menor a arvore obtida).

8 Random Forests

Uma floresta aleatoria é um conjunto de arvores de classificacao, cada qual construida a partir de um
subconjunto aleatério do conjunto de treinamento. Esse conjunto de arvores resulta em um preditor
agregado, que pode ser usado para a predicao da classe de novos objetos através de um sistema de
votagao.

8.1 Bagging Predictors

Bootstrap ¢ uma técnica estatistica de proposito geral, amplamente usada para estimar as pro-
priedades de um estimador, para construcao de testes de hipoteses, vide Efron et al. (1993).

A idéia principal desta técnica consiste em: dada uma amostra de tamanho N, sorteiam-se
amostras aleatorias com reposi¢do de tamanho n (denominadas amostras bootstrap), e para cada
amostra bootstraps estima(m)-se o(s) parametro(s) de interesse.

O termo "Bagging" foi usado pela primeira vez em Breiman (1996) como acrénimo do proced-
imento "boostrap aggregating" . Bagging Predictors ¢ um método para gerar multiplas versoes de
um preditor e usando essas versoes obtem-se um preditor agregado Breiman (1996). Os preditores
sao construidos utilizando amostras bootstraps do conjunto de treinamento, os quais sao agregados
para formar um preditor.
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Cada reamostra é do mesmo tamanho do conjunto original de dados, ou seja, exemplos podem
aparecer repetidamente enquanto outros podem nao aparecer. Estes exemplos podem ser usados
para formar estimativas das taxas de erros em arvores de decisao.

8.2

Random Forest

Random forests sao uma combinacao de arvores preditoras, onde cada arvore é construida usando
uma amostra bootstrap dos dados originais. Esse procedimento faz com que, em média, dois tercos
dos exemplos originais sejam usados na construgao da k-ésima arvore. Os exemplos nao utilizados
na construgao sao utilizados como conjunto de teste para avaliacao do erro.

A construgao de uma Random Forest pode ser resumida nos seguintes passos:

O conjunto de dados é dividido aleatoriamente em um conjunto de teste e um conjunto de
treinamento. Em casos reais o conjunto de testes representa aproximadamente 1/3 dos dados.

A arvore de classificag@o é construida do conjunto de treinamento. A taxa de erros de classifi-
cagao ¢é estimada a partir do conjunto de teste.

A arvore cresce a partir das amostras bootstrap tiradas do conjunto de treinamento. O con-
junto original de treinamento é utilizado para selecionar a melhor aub-arvore podada. Este
procedimento é repetido uma quantidade k de vezes resultando nas arvores de classificacao (de
1 até k).

Para cada elemento do conjunto de teste, compara-se a classe prevista com a classe verdadeira.
A proporc¢ao das vezes que a classe estimada difere da verdadeira ¢ a taxa de erro de classificagao

bagging.

A divisao aleatéria dos dados nos conjuntos teste e treinamento é repetida. O resultado final
reportado consiste nas taxas médias de erro sobre as arvores, bem como os respectivos erros-
padrao.

Cada arvore é construida como segue:

1.

3.

Se o nimero de exemplos no conjunto de treinamento é n, amostra-se com n exemplos ao acaso
- mas com reposi¢ao, a partir dos dados originais. Essa amostra sera o conjunto de treinamento
para construir a arvore.

Se ha m atributos, um niamero m’ << m é especificado tal que para cada no, m’ variaveis sao
selecionadas aleatoriamente, e a melhor divisao a partir dessas varidveis é usada para dividir o
no. O valor de m’ é constante durante toda a execugao.

Cada arvore cresce o maximo possivel, sem poda.

Foi demonstrado por Breiman (2001), que a taxa de erro de uma floresta de arvores de decisao
depende da robustez das arvores individuais na floresta (i.e sua taxa individual de erro) e da correlagao
entre suas classificagoes.
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8.3 Medidas de Importancia dos Atributos

Nos algoritmos de construgao de arvores de classificagao tradicionais, os atributos mais relevantes
para classificagao sao naturalmente selecionados, gracas aos procedimentos de pré e poés poda, vide
Lauretto (1996). Dessa forma, a identificagdo dos atributos com maior poder preditivo é quase
imediata. Nas Random Forests, por sua vez, a identificacio nao é imediata, devido ao grande
numero de arvores geradas e devido a auséncia de procedimentos de poda na construcao das arvores.

Por essa razao, adotam-se algumas métricas de avaliacao da importancia de cada atributo.
Breiman (2001) sugere duas medidas, que sdo descritas a seguir, e que sao utilizadas nos testes
comparativos de nosso trabalho.

Apresentamos a seguir a notacao e formulagao das medidas de importancia das variaveis. Assum-
imos que um conjunto de g arvores sao geradas a partir das reamostras do conjunto de treinamento.

O conjunto de arvores geradas é denotado por K = {1...¢}, e k € K denota a k-ésima arvore.

O conjunto de atributos é denotado por A = {1...m}, e a € A denota o a-ésimo atributo.

O conjunto de classes é denotado por C'={1...h}, e ¢ € C denota a c-ésima classe.

e Cada arvore k é constituida por um conjunto T = {1...I;} de nds; i € T}, denota o i-ésimo
no.

e r(k,i) : T, — A denota o atributo que rotula o i-ésimo n6 da k-ésima arvore. Para os nos
terminais, define-se r(k,7) = 0.

e Ti(a) C T} denota o subconjunto dos nos de T rotulados pelo atributo a:

Ty(a) = {i € Tg|r(k,i) = a}

e n(k,i) é o nimero de exemplos do conjunto de treinamento que incidem sobre o n6 i da arvore

k.

e n(k,i,c) é o numero de exemplos de classe ¢ do conjunto de treinamento que incidem sobre o
no ¢ da arvore k.

X denota o vetor de valores dos atributos 1...m de um exemplo qualquer:

X = (x1,m9,...,2py)

Critério Baseado no Erro (I/F)

Este indice é obtido permutando-se os valores do atributo a entre os exemplos do conjunto de
teste e verificando-se o erro resultante. Quanto maior o erro, mais relevante é o atributo.

Seja ¢, o nimero de exemplos classificados corretamente na arvore T} e
/ ., . . ~ .
1., 0 numero de exemplos classificados corretamente apos a permutagao da atributo a

Seja D, o decréscimo do erro do atributo a na arvore k
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Entao, o Indice baseado no erro para o atributo a é:

1

[E, =~ Dia

keK

Critério Baseado no Indice de Gini (IG)

Para escolher a divisao do no, o indice de Gini é utilizado como segue. Suponha uma divisao
candidata do no, (a, s), que representa uma restrigao =, < s, onde s é um namero real. Suponha que
(a, s) divide o né em dois nés filhos, i, e ir, com proporcoes p, e py dos exemplos originais incidentes
em ¢ (i, corresponde ao né dos exemplos que obedecem & restri¢ao, e iy corresponde ao né dos demais
exemplos). A qualidade da divisao de (a, s) é medido pelo decréscimo no indice de Gini:

AG(k,i,a,s) = G(k,i) — p,G(k,i,) —prG(k,if), onde

_ n(k,i,c¢)  n(k,i,d)
ki) = . ;
g( ) cegc:;éd n(kvl) TL(/{?,’Z)

n(k7l7c)

n(hs) Tepresenta a proporgao de exemplos do né i que pertencem a classe c.

Note-se que cada fragao
Para expandir o n6 i, escolhe-se a divisao (a*, s*) que maximiza AG(k,1,a,s).

A medida de importancia de cada atributo a em uma Floresta Aleatéria pode ser dada pela soma
dos indices de Gini de todos os nés rotulados por a:

]GQZ;Z > AG(k,i,a,s")

kEK i€Ty(a)
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