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Separacao de Variaveis em Coordenadas Esféricas

Em coordenadas esféricas, a Equacao de Laplace é dada por
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Devido a sen? aparecer na derivada em relacdo a ¢, ndo é imediato fazer a separacio

de varidveis diretamente nas coordenadas r, 6 e ¢. Por isso, vamos considerar primeiro a

separacao em r; fazendo

¢(r,0,p) =R(r)Y (6, ¢)

onde a fungdo Y depende tanto de 8 como de ¢. Substituindo na Equacao de Laplace,

temos
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Multiplicando todos os termos desta equacdo por r2/RY, obtemos
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O primeiro termo da equacao s6 depende de r, enquanto que o segundo e o terceiro
dependem de 0 e ¢. Como eles tem quem se anular para quais valores de r, 6 e ¢, fazemos
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Equacdo para R(r)

Iniciaremos com a equacao para a funcao radial,
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Conforme explicaremos em aula, equacoes deste tipo em que a “dimensao” de todos os

termos seja a varidvel dependente (R, neste caso) a solucao deve ser a variavel indepen-

dente elevada a uma poténcia. Assim, vamos supor que a solucao seja dada por

R=Cr% C e aconstante

Substituindo na equacao, obtemos

Cala+1)r%=a*Cr* => ala+1)=ad?
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Esta constante pode ser expressa de forma mais conveniente introduzindo uma outra

constante, 8, relacionada com a através da expressao
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Assim, as duas raizes sdo a; = f e a = —(1 + ), de forma que a solucao geral para R(r) é

:%[—11(1+2,6)]

at=B(f+1) = a:%

R(r) = ArP + Br=+D

Neste ponto o livro texto ja considera f um namero inteiro, sem dar uma justificativa.
A imposi¢ao de que f§ seja inteiro vem, na realidade, da soluc@o da equagao para Y (6,¢),
que leva aos chamados Harmonicos Esféricos.

Vamos discutir a solucao desta equacdo, mas somente para o caso especial de configu-

racOes com simetria azimutal, isto é, d¢/d¢p = 0, de forma que a equagdo para Y (0) fica:
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As derivadas envolvendo senf nos induz a seguinte transformacao de varidveis:
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Portanto, em termos da varidvel x = cosf, a equacao fica:
d’y dy
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Dividindo a equacéo por 1 — x?, temos
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Vemos que nos pontos x + 1 os segundo e terceiro termos da equacgao divergem, ou seja,
estes pontos sdo polos (pontos singulares) da equac¢do. Como a equacgéo € de segundo grau,
existem duas solucdes. Nos pontos singulares pelo menos uma das solugdes diverge. Nos
problemas fisicos naturalmente buscamos solu¢des nao divergentes, ou seja, temos que
procurar a solucao apropriada.

Para prosseguir, vamos supor que a solu¢do possa ser desenvolvida em série de poténcias

(Método de Frobenius), ou seja,

(e.0)
Y()=Y cpx"=co+crx+cx’+...
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Naturalmente esperamos que, para a solucao nado divergente, esta série convirja. Entdo:
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Substituindo na equacgao, obtemos:
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Multiplicando todos os termos por x~ e reagrupando os termos, temos
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Para que esta relagdo seja vdlida, para qualquer valor de x, é necessdrio que os coeficien-

tes de cada poténcia de x se anule. Assim, vamos considerar poténcia a poténcia

x° 0-(-1)-cox*=0 = ¢y éarbitrario

x_1 1-1-1-¢cx*=1 = ¢ éarbitrério
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Esta relacao de recorréncia liga os coeficientes da série, indicando que todos os coefi-
cientes podem ser obtidos a partir de ¢y e c;, que sdo as duas constantes arbitrdrias da
solucdo da equacao de segundo grau.

Para testar se a série converge, fazemos o teste da razao entre dois termos, em sequéncia




que dependem da mesma constante (cy ou c;)
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Portanto a série diverge e a solu¢do aparentemente nao serve. Mas ha uma situacdo es-

pecial em que a convergéncia é possivel.

Suponhamos agora que a constante § seja um inteiro, ou seja,
p=1¢

Neste caso, quanto n = ¢, o coeficiente ¢y, se anula e todos os outros coeficientes se-
guintes se anulam. Entao, ao invés de uma série, obtemos um polinémio de grau ¢, deno-

minado Polindmio de Legendre, que satisfaz a Equac¢do de Legendre,

ary ay
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As solugdes, propriamente normalizadas, sdo escritas como
Y(x) = P¢(x)

onde os Polinomios de Legendre sao

Py(x) =1 P3(x) = 3 (5x% —30x% + 3)

Pi(x)=x
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Py(x)=35(3x*—1) Py(x)= S (dxé) (x*-1)
onde a expressdo P, (x) é capaz de determinar qualquer polinémiodegrau?¢,¢=0,1,2,3,...
e é chamada férmula de Rodrigues.

Assim, a solucao geral da Equacao de Laplace, para problemas com simetria azimutal é:
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