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“meu interesse pelo 
estudo dos 
escoamentos 
turbulentos surgiu no 
fim dos anos 30. 
Pareceu-me evidente 
que a técnica 
matemática principal 
deveria ser a teoria 
das funções 
aleatórias de diversas 
variáveis, que estava 
então nascendo.”

https://vimeo.com/125125807

Kolmogorov 
1903 -1987
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foco 

<v>
v´v = <v> + v´

fv =   Probality Density Function = PDF  

Dv

fv = fv  v , vDv 

fv = fv(t,r)

<v>
v´Dv
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ff =   Probality Density Function - PDF

ff = ff  j , jDj   ff(t,r)

ff

j<j>

PDF
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Kolmogorov
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escala: macro transição micro
energia cinética macro turbulenta micro
proporcional: v -------------- k ---------------- T

escalas de turbulências

3Drotacional

irreversível



19

Escalas  de Kolmogorov –
menores escalas de turbulência 
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turbulência
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sendo a difusividade turbulenta >> laminar:

hipótese

ff jj


j
MT dagrdivvdiv

t




  TT fff 

voltou à poderosa

agora super-poderosa

Prandtl mixing lenght   

vdagr2
mTv


 



24

sendo j = v :

g
pdagr

vdagrvidvvvid
t
v

T














Prandtl mixing 
lenght   

vdagr2
m

T
TTv


 






similaridade Prandtl KcT 

k   
2

T
KC

Prandtl



 23

D
2

T
k

T k
cvdagrkdagrdiv

Dt

kD














2

v.v
=e=k Tc

 

k K



25

cilindro                  
Re = 105

singularidades

Von Karman 
vortex



26vortex Re = 100
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gaussianas



Re 10000

cilindro                  Re = 10.000



Re 2000

cilindro                  Re = 2000
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gradiente de velocidade adimensionalizado (laminar )
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Região subcamada transição “Core” turbulento

Mecanismo molecular molecular + eddy eddy

propriedade   + T T

V+ y+ 5 ln y+ - 3,05 2,5 ln y+ + 5,5

y+ min 0 5 30

y+ max 5 30 
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Perfil Universal de Velocidades



y+

y+ = 2,7

y+ = 38

y+ = 101

y+ = 407



37



Turbulento z

r

L

R

 
5,5yln5,2v30y

27,3205,0yln5v30y5

5,14
y

4
11yv5y0

3

>

>>



























>>








vdagrvvvdagr T






log Re

f

0,025

0,0025

103 107

6,0fRelog06,4
f

1


Re

16
f 

f = 0,046 Re-1/5

f = 0,079 Re-1/4

2
bw v

2

f
fator de atrito



Tensão 

Escoamento 
turbulento



Intensidade de Turbulência 



Comprimento 

Compriment
o de Mistura 

- Prandtl



Prandtl

Comprimento de Mistura - Prandtl



z

rT 
R 
A
N

CORE

S 
U 
B



45

v.vR 


Reynolds Stress

por hora apenas fornecem parâmetroslarge eddy simulation
LES

0 eq.                 
Prandtl mixing lenght   

2 eq.        K 

algébrico

sete equações 
diferenciais 

vdagr2
mT




 
2

T
KC

R
M

R
MRRR

jvid
Dt

RD



























































K
p

3

2
p1C

C
K

3

2
R

R
M

1

D







Modelos de 
Turbulência

tabela



46

Rayleight
2222222

3

2
2 












































































































z

v

y

v

x

v

x

v

z

v

z

v

y

v

y

v

x

v

z

v

y

v

x

v zyxzxyzxyzyx
v

Dissipação da energia cinética de turbulência - 































































































2

xz

2

yz

2

xy
2

z

2

y
2

x

z

v'

x

v'

z

v'

y

v'

y

v'

x

v'

z

v'
2

y

v'
2

x

v'
2

Energia cinética de turbulência - k 

 2'
z

2'
y

2'
x vvv

2

1
k



47









k
k

T Pkdagrdivkvdiv
t

k 

k
CP

k
Cdagrdivvdiv

t

2
2k1

T 


















k = 1,0 ;  = 1,217 ;
C1 = 1,44 ; C2 = 1,92 ; C = 0.09


 

2

T
kC

constantes experimentais

 vdagr:vdagrP Tk






48

sendo a difusividade turbulenta >> laminar:
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mistura de Prandtl
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phoenics

pressão



phoenics
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velocidade radial
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