AREA DO RETANGULO

Determinacao através do Método da exaustao de Arquimedes

Notacoes e fatos basicos

e Sendo a e b numeros reais, para representar um quadrado cujos lados medem
b unidades de comprimento e retangulos cujos lados medem a e b unidades de
comprimento usaremos, respectivamente, as notacoes @, e R, .

e No que segue assumimos que toda figura plana e limitada possui uma area cujo
valor é um numero real positivo e que a(Q1) = 1 w.a. (uma unidade de area).

e Assumiremos também as propriedades das areas e dos nimeros reais.

Areas de Retangulos

Considerando os lados de () subdivididos em m segmentos de mesma medida, podemos

2 7quadradinhos” Q1. Assim, a partir da

ideia de fracao de parte/todo temos a(Q 1) = =5 u.a..

entao decompor o quadrado original em m

Ja o retangulo R: , de lados % e n%, pode ser decomposto em ij quadrados de

m
lado 1/m, logo sua drea serd

. ij iJ
a(Ri 5 )=1ja(Qi/m) = —5u.a. = —= u.a..
mm m mm
Assim, para um retangulo de lados 2 e L, temos £ = 22 ¢ L = X ¢ portanto terd
q S q qs S qs

como area B = BL g q,..
qs qs . q S ’, . . . 3 .
Provamos assim que se I,; tem nimeros racionais positivos como medida

de seus lados, entao a(R,;) = ab u.a..

Usaremos agora o método da exaustao de Arquimedes para verificar que essa pro-
priedade ¢ também valida se os lados do retangulo tiverem medidas irracionais.

Tomemos um R.4 com ¢ ou d numero irracional. Queremos comprovar que o
numero real positivo c.d expressa a medida da area de R, 4. Sabemos também que nao
poderemos decompor esse retangulo na uniao de pequenos quadrados de lado racional
(por qué?). Por isso utilizaremos a tricotomia dos reais para mostrar que o nimero
real positivo a(R.4) ndo pode ser menor do que ¢d e nem maior do que cd, tendo
portanto que ser igual a cd.

Na argumentacao da prova teremos de lancar mao de propriedades geométricas
das areas, da densidade dos racionais como subconjunto dos reais e de propriedades
algébricas das operagoes.

Como descrito acima as etapas dessa prova serao:

1. Dado m um ndmero real qualquer tal que 0 < m < c.d , entdo m < a(R.4).
2. Dado n um numero real qualquer tal que c.d < n , entdo a(R.q) < n.

Dessa forma, como a(R.4) ¢ um ntmero real positivo que nao é nem maior e nem
menor que cd, teremos a(R.q) = cd u.a. (tricotomia).
Vejamos.



1. Dado m um numero real qualquer tal que 0 < m < c.d. Nao é dificil mostrar

que x = ,/"Fey= \/ ™ sdo solucdes do sistema de equacdes

1¥ -

Mostremos que vale que x < ¢ e que y < d. Temos que m < cd e, portanto,
como ry = m entao

Qle 5

xy < cd.

Mas também vale que y = %l e que x = %. Substituindo esses valores na

desigualdade anterior obtemos:

xd
r—<cdert<der<ec,
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ja& que x e ¢ sao positivos e também

yc
y_

y <dey<d ey<d,

pois y e d sao positivos.

Pela densidade dos racionais nos reais, existem duas fragoes g e £ (ntmeros

racionais positivos), tais que:

T
x<]—9<c e y<-—<d.
q S

Com esses dois ntmeros racionais podemos construir, no interior de R.; um

retangulo auxiliar Rz -, de lados § e = (cujo valor da drea ¢é sabido), que nos
q’s

permite comprovar que m < a(R.4), como queriamos demonstrar.

2. Dado n um nimero real qualquer tal que c.d < n , entdo a(R.q) < n.

Podemos mostrar de forma andloga. (Exerciciolll)

Com isso provamos que para a e b reais positivos temos a(R,;) = ab u.a..



