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12 ANALISE NO DOMINIO DA FREQUENCIA

12.1 INTRODUCAO

A metodologia do método das frequéncias é estudar a dindmica do sistema
admitindo que o sinal de entrada € um sinal harménico. Obviamente, o0s sinais reais ndo
sdo harmodnicos, mas estes podem ser analisados como uma composicdo de senos e
cossenos utilizando-se a transformada de Fourier.

Considere uma funcdo de transferéncia G(s) sendo excitado por uma funcao

senoidal dada por:
X(t) = X, sen(wt) 12.1

A resposta no dominio de Laplace € dada, portanto, por:

Y(s) = G(s) 202 12.2
S"t+w

Para calcular a resposta no dominio do tempo pode-se efetuar a expansdo de 12.2
em série de fragdes parciais. Admitindo-se que G(s) tenha somente pélos simples tem-se:

Y(s) = Ai_ + AZ_ + B, ot B, 12.3
S—jo S+ jo S+5 S+5,

Aplicando a transformada de Laplace inversa em 12.3 tem-se:
y(t)=Ae'”' + Ae i + Be ™ + ... B e ™

Se todos os pdlos da funcdo de transferéncia G (s) tiverem partes reais negativas,
todos 0os componentes da resposta relacionados com os p6los do sistema devem tender a
zero para t — oo. Desta forma, em regime permanente, a resposta remanescente é:

Yoo (1) = Ae’” + Al 12.4

Os coeficientes A e A, sdo dados por:



A =>2(—;G(jw)=>2(—})|e(jw)|ej¢ 12.5a
A, =>2(—J?G(— jo) :)2<—;?|G( j)e 12.50

onde ¢=2/G(jw)

Substituindo as equagfes 12.5 em 12.4 obtém-se:
y(t) = X,|G(jo)[sen(wt + ¢) 12.6

A equacdo 12.6 mostra que um sistema linear e invariante com o tempo excitado
por uma funcdo senoidal apresenta, em regime permanente, uma resposta também senoidal
com as seguintes caracteristicas:

a) mesma frequéncia do sinal de entrada;
b) amplitude igual a X,|G(jw)|;
c) defasagem dada por ¢ = ZG(jw).
Portanto, para avaliar a resposta do sistema basta analisar a funcdo G(jw) . Ou seja,

a resposta do sistema so € afetada pelas caracteristicas do sistema a ser controlado.
Para facilitar a analise da influéncia da funcdo G(jw) na resposta do sistema,

normalmente, é utilizado ou o diagrama de Bode ou de Nyquist. No caso do diagrama de
Bode a fungdo complexa G( jw) é desenhado em dois graficos que séo:

a) M =20log(G(jw)) vs @ (decibéis)
b) ZG(jw)Vvs w
No caso do diagrama de Nyquist é desenhado o grafico Im[G(jw)] vs Re[G(jw)]

12.2 DIAGRAMAS DE BODE

O diagrama de Bode pode ser desenhado para a funcéo de transferéncia de malha
aberta e para a funcdo de transferéncia de malha fechada. Normalmente, no projeto de
controle utilizando o diagrama de Bode, da-se preferéncia ao grafico da funcdo de
transferéncia em malha aberta porque a sua elaboracgao consiste na soma dos fatores (para o
modulo e fase) que compdem G(jw). A idéia é especificar determinados parametros no

diagrama de Bode da funcdo de transferéncia de malha aberta para obter o desempenho
satisfatorio do sistema de controle em malha fechada.

Em geral a funcdo de transferéncia de malha aberta € constituida de termos basicos
e a elaboragdo do seu diagrama de Bode é relativamente simples, pois basta somar tanto o
modulo como a fase destes termos basicos. Os principais termos que comparecem em uma
funcgéo de transferéncia sao:

a) ganho;

b) termo integral (1/s) e derivativo (S);

c) fator de primeira ordem (Ts +1)™;
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d) fator de segunda ordem: —; : 5
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A seguir sdo mostrados os diagramas de Bode para cada um destes fatores.

12.2.1 Ganho
G(s)=K

M =20logK
¢=0°
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Fig. 8-3 Reta de conversao de valores numéricos em decibéls.

Fig. 12.1 Valores de ganho em decibéis

12.2.2 Fatores Integral e Derivativo

a) G(s) =~
s
. 1
G(jow)=—
jo
M =-20log @
¢ =-90°
b) G(s)=s
G(jo) = jo
M =20logw

$=90°
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Fig, 8- (a) Diagramaus de Bode de GGio = Lo, (b) Disgramas de Bode de G{jw) = jo.

Fig. 12.2 Diagrama de Bode para fatores integral (a) e derivativo (b)

12.2.3 Fator de primeira ordem

2) G(s) =t =T 12.17
Ts+1 s+1/T
) 1
G -
Ue) =g

|G(ja))|:;
VT w)? +1
M =-20log+/(Tw)* +1
¢=—tan " (Tw)

para @ <<1/T tem-se [G(jo)|~1=>M =0

para @ >>1/T tem-se |G(ja))|z_|_i:> M =-20log(Tw)
0

Portanto, para baixas frequéncias 0 modulo pode ser aproximado por uma reta de
inclinacdo nula e para altas frequéncias por uma reta com inclinacdo de —20db/década. A
frequéncia de encontro das duas retas € 1/T. Convém ressaltar que sistemas que tem a
funcdo de transferéncia definida por 12.17 “corta” a amplitude para frequéncias altas.
Desta forma ele é conhecido como filtro de primeira ordem ou filtro passa baixa.
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Fig, 8-5 Curvas de médulo em dB com assinotas € de Angulo de fase relativas a 1/(1 + joT).

Fig. 12.3 Diagrama de Bode para funcao de primeira ordem

b) G(s)=Ts+1

M =20log(y(Tw)? +1

¢ =tan"(Tw)
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Fig. 8-7 Curvas de médulo em dB com assintotas e de angulo de fase relativas a 1 + ji

Fig. 12.3 Diagrama de Bode para fator Ts+1

12.2.4 Fator de segunda ordem

2
G(S) = 12.18
$°+28m,8 + o]




®* 1

Gllo)=——— = = 2
W, —0° + |2lw,0 l—a)—2+j2§£
a)n wn
G(jo)|= 1 12.19
2 2
1- “’” +4§2(“’j
a)n a)n
202
¢=—tan" B

para w << w, tem-se
G(jw)*1=M =0

P~ —tan*l(zgﬂ) ~0
a)n

para @ >> w, tem-se

G(jw)=—1 =M =—40Iog(£j

@,

w
@,

Portanto, para frequéncias baixas ou altas, em relacdo a frequéncia natural o
modulo pode ser aproximado por retas de inclinagdo nula e -40db/década,
respectivamente. Para frequéncias proximas a frequéncia natural o médulo depende
do amortecimento, conforme é mostrado na Fig. 12.4. A fase para frequéncias
baixas tende para 0° e para frequéncias altas tende para -180°.
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"Fig. 8-8 Curvas de médulo em dB com assintotas e de Angulo de fase relativas a fun¢fo de transferéncia quadrética dada por (8-1).

Fig. 12.4
A
a)
b)

c)

d)

Diagrama de Bode de um fator de segunda ordem

Fig. 12.4 mostra que:
para frequéncias baixas em relacdo a frequéncia natural M e a fase tende
para zero;
para frequéncias altas em relacdo a frequéncia natural M pode ser
aproximado por uma reta de decaimento —40db/década, independente do
fator de amortecimento, e a fase tende para -180°.
para frequéncias proximas a frequéncia natural o modulo da funcéo de
transferéncia em decibéis exibe um pico que depende do fator de
amortecimento; quanto menor o amortecimento maior o pico;
para O<w<w, 0 atraso é maior quanto maior for o fator de

amortecimento; ja para @ > @, 0 atraso € maior quanto menor o fator de
amortecimento; e, para @ =wm, a fase é igual a -90° independente do
fator de amortecimento.

Frequéncia de ressonancia e pico de ressonancia
O pico que ocorre na Fig. 12.4 é denominado de pico de ressonancia. Para obter o
seu valor pode-se calcular o valor minimo de g(w) que é o radicando do denominador da

equacdo 12.17, isto é,

(@) = [1—”—2} +(2§ﬁj
a)n a)n

e 0 seu valor minimo pode ser obtido por:

dg(w) _

do

2
—2(1—“’—2}2 + 2[452 ﬁ] -0 12.20
a)ﬂ a)n a)n



A solucdo da equacgéo 12.20 ocorre para:
1
w=w, =0 1-2¢7% para £ <—
r n é, p é/ \/E

A frequéncia o, é denominada de frequéncia de ressonancia e ela sé é definida
para 0<¢& <0,707. O valor de pico que ocorre na frequéncia de ressonancia é dada por:

para ¢ < i

. 25\/1 ¢

12.3 Retardo de Transporte (Ver teorema de Translagdo no Tempo)

Considere a seguinte funcao de transferéncia
G(s)=eTs

Portanto tem-se:

G(jw) = e T
Portanto, 0 médulo e a fase sdo dados por:

|G(jw)| = |cos (w) — jsen(w)| =1 => M =0

2G(jw) = —wT



12.3 SISTEMAS DE FASE MINIMA E SISTEMAS DE FASE NAO MINIMA

Funcdes de transferéncia de fase minima s&o aquelas que ndo tem pélos ou zeros no
semiplano direito do plano s, enquanto que funcdes de transferéncia de fase ndo minima
sdo aqueles que tem ou zeros e/ou pdlos no semiplano direito do plano s. Sistemas com
funcbes de transferéncia de fase minima e de fase ndo minima sdo denominados,
respectivamente, de sistemas de fase minima e ndo minima.

Considere as seguintes funcoes:

Tis+1
Gy(s) ==t
T28+1
-Tis+1
Gy(s)=—1+
T2$+1
Tis-1
Gs(s) ==L
T2$+1

Nas Figs. 12.5 a 12.7 estdo mostrados os diagramas de Bode das trés func¢des. Os
maddulos de Gi(jw), Go(jw) e Gz(jw)sdo idénticos mas as fases sdo completamente
distintas. A fungdo G;(jw) € denominada de fase minima porque a sua variagdo de fase é

menor do que de outras funcbes de transferéncia com o mesmo diagrama de mddulo,
conforme pode ser visto comparando-se os diagramas de fase da Figs. 12.5a 12.7.

Bode Diagrams

From: U(1)

Phase (deg); Magnitude (dB)

To: Y(1)

Frequency (rad/sec)

Fig. 12.5 Diagrama de Bode do sistema de fase minima Gy (jw)
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Fig. 12.6 Diagrama de Bode do sistema de fase ndo minima G, (jo)
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Fig. 12.7 Diagrama de Bode do sistema de fase ndo minima Gz (jw)

Para um sistema de fase minima os diagramas de modulo e de fase estdo
biunivocamente determinados, isto &, conhecendo-se um deles pode-se determinar o outro.
Este ndo é o caso dos sistemas de fase ndo minima.
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Pode-se mostrar que para um sistema de fase minima ou ndo minima a inclinacao
do diagrama de modulo para @=ootende para —20(n—m)db onde n e m s&o,
respectivamente, a ordem do denominador e numerador da fungéo de transferéncia do

sistema. J& a fase de um sistema de fase minima tende para —900(n —m) para @=c eum

sistema de fase ndo minima tende para um outro valor que difere de — 90° (n—m).

12.4 ESPECIFICACOES DE DESEMPENHO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Aqui vale ressaltar que o diagrama de Bode pode ser desenhado para a fungéo de
transferéncia de malha aberta e para a fungdo de transferéncia de malha fechada.
Normalmente, no projeto de controle utilizando o diagrama de Bode, da-se preferéncia ao
grafico da funcdo de transferéncia em malha aberta porque a sua elaboracdo consiste na
soma dos fatores (para o modulo e fase) que compéem G(jw). A idéia € especificar

determinados parametros no diagrama de Bode da funcédo de transferéncia de malha aberta
para obter o desempenho satisfatorio do sistema de controle em malha fechada. Estes
parametros sdo a margem de fase e margem de ganho que requerem a definicdo de
frequéncia de cruzamento de ganho e de fase. As defini¢des destes termos séo:

- frequéncia de cruzamento de ganho (w,): frequéncia onde |G(ja))| =1 ou
M=0;

- frequéncia de cruzamento de fase (w, ): frequéncia onde ZG(jw) =-180°

- margem de fase: fase adicional na frequéncia de cruzamento de ganho para que
a fase do sistema atinja —180°
y =180+ /G(jw,) onde y € amargem de fase

- margem de ganho: ganho adicional na frequéncia de cruzamento de fase para

que [G(jw)|=1
1 .
K, =———— onde K_ € a margem de ganho
*e(io) ;

Pode-se mostrar que para garantir a estabilidade do sistema em malha fechada é
necessario que tanto a margem de fase como de ganho (em decibéis) sejam positivos. Este
critério é valido para sistemas do tipo 0, 1 e 2. Uma andlise mais rigorosa de estabilidade
no dominio da frequéncia pode ser estabelecido através do critério de Nyquist.

Seja G(s) a funcdo de transferéncia de malha aberta de um sistema de controle com
realimentacdo unitaria. A funcdo de transferéncia em malha fechada é dada por:

__G(s)
T(S)_1+G(s)

Portanto, tem-se:

Pode-se perceber que se for conhecido o diagrama de Bode de G(jw) é possivel
construir o diagrama de Bode de T(jw). Isto é verdade e existe um procedimento grafico
conhecido como diagrama de Nichols que permite obter T(jw) a partir de G(jw). No
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entanto, atualmente, com o surgimento de diversos programas de computador, este tipo de
procedimento caiu em desuso.

No caso do diagrama de Bode da funcédo de transferéncia em malha fechada T (jw)
pode-se especificar a largura de banda (ou banda passante), o pico de ressonancia e a taxa
de corte.

- Frequéncia de corte e largura de banda: € a faixa 0<w <@, onde w, é a
frequéncia de corte. Esta frequéncia é definida como a frequéncia a partir da
qual 0 mddulo da funcéo de transferéncia em malha fechada é -3dB inferior ao
modulo para frequéncia nula, isto é:
2010g|G( jw)| - 2010g|G(0)| < —3dB

Aqui vale a pena destacar a implicacao fisica da largura de banda. Considere duas
funcOes de transferéncias definidas por:

1
Gi(s)=——
() s+1

1
GH(s) =
2(5) 10s+1

A fungdo Gy (s), por ter constante de tempo menor do que de G, (s), responde mais
rapidamente, conforme é mostrado na Fig. 12.8.

Step Response
From: U(1)

Amplitude

I I I
0 10 20 30 40 50 60

Time (sec.)

Fig. 12.8 Resposta dos sistemas de primeira ordem

Na Fig. 12.9 estdo mostrados os diagrama de Bode de duas fungdes de
transferéncia, e ela revela que a largura de banda da funcdo G;(s) é maior do que de
G, (s). Ou seja, se desejar sistema de controle com resposta mais rapida deve-se aumentar

o largura de banda. No entanto, sistema com largura de banda maior filtra menos. Desta
forma, a escolha da largura de banda é um compromisso entre a velocidade de resposta do
sistema e a sua propriedade de filtragem.
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Bode Diagrams

From: U(1)
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Fig. 12.9 Diagramas de Bode dos sistemas de primeira ordem

pico de ressonancia: € o valor maximo do modulo
taxa de corte: A taxa de corte € a inclinacdo da curva do modulo em dB

préxima a frequéncia de corte. A taxa de corte indica a capacidade de um
sistema para distinguir um sinal de um ruido.
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